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Anotace

Hlavnim tématem bakalafské préace je analyza epidemiologického modelu s Allee efektem diky
problémiim s nalezenim partnera u infek¢énich jedincd. V tvodni kapitole vysvétluji vyznam
modelovani v epidemiologii a co je to Allee efekt. Nasleduje kapitola, kde definuji rizné
pojmy uzivané ve zbytku prace. V kapitole 3 uvidim jiz zndmy model, ktery pak rozsituji
o Allee efekt a vysvétluji zde pouzité znaleni parametrd a proménnych. Nasleduje kapitola
4, ve které analyzuji zminény model s Allee efektem pro dva riizné piipady, hustotné zavisly
prenos nemoci a frekvencné zavisly prenos nemoci. V kapitole 5 se vénuji stabilité a existenci
ekvilibrii nalezenych v kapitole 4. Nésleduje kapitola 6, v niZ jsou shrnuty vysledky z kapitoly

5, které nédsledné porovnavam s vysledky modelu bez Allee efektu.

Annotation

The main topic of the thesis is an analysis of the epidemiological model with Allee effect
caused by the challenging finding a partner for infectious individuals. In the introductory
chapter, I explain the importance of modeling in epidemiology and what the Allee effect is.
The following chapter explains terms used in the whole thesis. In the Chapter 3, I first men-
tion already known model, which then extend for Allee effect. I will here also explain the
use of themarking parameters and variables. In the chapter 4, I analyze already mentioned
model with Allee effect for two different cases; density-dependent disease transmission and
frequency-dependent transmission of the disease. The Chapter 5 is devoted to the stability and
existence of equilibria, which is found in the Chapter 4. The last Chapter 6 is summarizing the

results of Chapter 5, and compare them with the results of the model without the Allee effect.
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Kapitola 1
Uvod

Infek¢éni onemocnéni se vyskytuji témét u kazdé Zivé bytosti a tudis je logické, Ze se je ¢lovek
snazi studovat a pokud mozno jim pfedejit nebo odhadnout pribéh a dobu trvani téchto nemoci.
Toto téma mé velmi zaujalo, protoZe problematika infekénich onemocnéni je celosvétove
velmi diskutované téma a chtél bych timto jesté jednou podékovat docentu Berecovi za to,
Ze mé s touto problematikou sezndmil. Priibéh a typ téchto nemoci neni vzdy stejny a zavisi na
mnoha faktorech. J4 se v mé bakalarské préaci vénuji nemocem typu SI (susceptible-infected),
coz jsou nemoci, ze kterych se jiz nakazeny jedinec nemuze vylécit, kde bylo mym cilem ana-
lyzovat prubéh nekterych takovych nemoci. V mém piipadé je v ni jesté zahrnut Allee efekt
diky problémtim s nalezenim partnera u infek¢nich jedinct (viz déle). Takovéto i jiné nemoci
se Casto studuji pomoci matematického modelovéni.

Matematické modelovani je jednou z dileZitych disciplin matematiky. V praxi byva cilem
pochopit pozorované jevy, napodobit chovani zkoumaného systému, simulovat je na vlastnim
modelu a nasledné ovlivnit jeho chovani pozadovanym zpisobem. Model je vzdy pouze pfiblizenim
skuteCnosti, redlny systém miiZze byt velmi sloZity a model mu nemusi odpovidat. Z téchto
ditvodu se vétSinou provadi oveéfovaci experimenty, kterymi dopliiujeme a ddle zpfesiujeme
parametry modelu nebo i model samotny. V epidemiologii je modelovani velmi dulezité,
protoZe experimenty jsou zde velmi sloZité, nakladné a Casto i nemozné. Casto je s takovymi
experimenty spojeno mnoho etickych otazek. Empirickd data jsou ¢asto nekompletni €i nepfesna,
proto modelovani dopliiuje empirickou praci a poméaha porozumét klicovym mechanismim,
které uréuji Sifeni nemoci, a také posoudit Gc¢innost riznych navrhovanych strategii pro kon-

trolu nemoci. Modelovéni se stalo soucasti rozhodovani v rdmci epidemiologické politiky v



radé vyspélych zemi (Velkd Britanie, USA, Kanada). Predikce modeltit HIV/AIDS, nemoci
Silenych krav, kulhavky a slintavky, spalnicek ¢i SARS ovlivnily v téchto zemich politiku
vetejného zdravi. Matematické modely jiZ byly navrzeny a aplikovdny na ohromné mnoZzstvi
infek¢nich nemoci, v€etné maldrie, syfilidy, lymské borelidzy, vztekliny ¢i v§ech détskych ne-
moci [6].

Dile jsem zminoval Allee efekt, tak by bylo vhodné o ném také néco fici. Allee efekt je jev,
pfi némz populace s malymi pocty jedinct jsou ovlivnény pozitivnim vztahem mezi rychlosti
ristu populace prepoctenou na jednoho jedince a jeji hustotou. Pfi nizkych velikostech nebo
hustotach populace vede Allee efekt ke sniZzené reprodukci nebo ptezivani a tudiz zvySuje
pravdépodobnost vyhynuti. V nasSem pfipadé se Allee efekt projevuje tim, Ze infekéni jedinec
miiZe byt vystaven snizené atraktivité nebo pohyblivosti v disledku onemocnéni a tudiz mit
pfi nizkych populaénich velikostech ¢i hustotadch problémy s nalezenim partnera k péfeni [5].

Po této ivodni kapitole nasleduje cast, kde definuji rtizné pojmy uzivané ve zbytku prace.
V kapitole 3 uvadim jiz znamy model, ktery pak rozsifim o Allee efekt a vysvétluji zde pouZzité
znaceni parametrd a proménnych. Nésleduje kapitola 4, ve které analyzuji zminény model s
Allee efektem pro dva razné pripady, hustotné zavisly pfenos nemoci a frekvencné zavisly
prenos nemoci. V kapitole 5 se vénuji stabilité a existenci ekvilibrii nalezenych v kapitole 4.
Nésleduje kapitola 6, v niZ jsou shrnuty vysledky z kapitoly 5, které nasledné porovnavam s

vysledky modelu bez Allee efektu.



Kapitola 2

Metodika

V této kapitole uvadime matematické definice a véty, které pouzivame v této bakalafské praci.
Matematicky model, ktery definujeme v nasledujici kapitole, ma tvar soustavy dvou auto-
nomnich obycejnych diferencidlnich rovnic. Zacneme tedy tim, Ze si definujeme obycejnou

autonomni diferencidlni rovnici a poté soustavu takovychto rovnic.

Definice 2.0.1 (Autonomni obycejna diferencialni rovnice, (3)) Necht’ E = (a,b) a [ :
E — R. Rovnice

7 = f(x) (2.1)
se nazyvd autonomni obycejnd diferencidlni rovnice I. Fddu rozresend vzhledem k derivaci.

Ddle o ni budeme mluvit strucné jen jako o diferencidlni rovnici.

Definice 2.0.2 (Soustava autonomnich obycejnych diferencialnich rovnic, (3)) Mé&jme funkci

f = (f1, fo) dvou proménnych, f; : E — R, E C R? Soustavu rovnic

dx
— = hilar2)
(2.2)
Y2 aar, )
dt — J2\41, 42

nazyvdme soustavou dvou autonomnich obycejnych diferencidlnich rovnic I. Fddu rozieSenou
vzhledem k derivaci, ddle jen soustavou diferencidlnich rovnic. Soustavu (2.2) lze zapsat ve

vektorovém tvaru jako

dx
X f) 23)

kde v = (x1,z2) a f = (f1, f2) jsou vektorové funkce.



V praci dile budeme zavadét pocatecni podminky, takZe potfebujeme definovat pocatecni

(Cauchyovu) tlohu.

Definice 2.0.3 (Cauchyova iiloha, (3)) Necht’ je ddno &islo ty € R a vektor vo € R% K
soustave (2.3) pripojime pocldtecni podminku, aby hledand vektorovd funkce x nabyvala v

bodé ty hodnoty x:
x(ty) = .

Soustava s touto pocdtecni podminkou se nazyvd Cauchyova nebo téZ pocdtecni iiloha.

A samoziejmé musime takovouto dlohu vyfesit, a proto definujeme feSeni.

Definice 2.0.4 (ReSeni, (3)) Necht’ funkce f je spojitd na oteviené mnoziné E C R2. Potom
Sfunkci x(t) nazveme feSenim soustavy diferencidlnich rovnic (2.3) na intervalu I, je-li x(t) dife-

rencovatelnd na I a pokud pro vSechna t € I plati x(t) € E a

m(to) =X

na intervalu I, jestliZe ty € I,x(ty) = xo a x(t) je FeSenim soustavy diferencidlnich rovnic (2.3)

na L

Dile si definujeme pojem ekvilibrium.

Definice 2.0.5 (Ekvilibrium, (3)) Bod x* € E, ktery spliiuje rovnici

nazyvdame ekvilibriem diferencidlni rovnice (2.1), popripadé soustavy diferencidlnich rovnic
(2.3). Ekvilibrium se nékdy také oznacuje jako pevny bod, rovnovaZny bod nebo staciondrni

bod.

U nalezeného ekvilibria ddle musime urcit jeho stabilitu.



Definice 2.0.6 (Stabilita ekvilibria, (3)) Necht’ z* € R? je ekvilibrium soustavy diferencidlnich
rovnic (2.3), tj. f(x*) = 0. Toto ekvilibrium se nazyvd lokdlné stabilni, pokud pro vSechna
e > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro vSechna reSeni x(t) systému (2.3) s pocdtecni podminkou

x(to) = xo spliujici |xy — x*| < § plati’ |x(t) — x*| < € pro v§echna t > t,. Plati-li navic

tliglox@) =%

pak fikdme, Ze ekvilibrium x* je lokdlné asymptoticky stabilni. Ddle rikdame, Ze ekvilibrium x*

Jje nestabilni, pokud neni stabilni.

V naSem piipadé budeme k urceni stability ekvilibri pouZivat Jacobiho matici, stopu Jacobiho

matice 7'r(.J) a determinant Jacobihoho matice det(.J). Nadefinujeme si tedy Jacobiho matici.

Definice 2.0.7 Necht’ je ddna soustava diferencidlnich rovnic (2.3) a f(z*) = 0, tj. z* je

ekvilibrium této soustavy. Pak matici

ofi  Ofi
J(I'*) _ o1 Oxo
ofr  Of2
oxry  Oxa *

T=x

nazyvdame Jacobiho matice systému (2.3) a jeji determinant nazyvdme Jacobidn systému (2.3).

O asymptotické stabilit€¢ nalezeného ekvilibria miiZeme rozhodnout dvéma zptisoby.

1. Ekvilibrium je asymptoticky stabilni pokud redlné ¢asti vSech vlastnich ¢isel Jacobiho

matice jsou zaporné.

2. Ekvilibrium je asymptoticky stabilni pokud stopa Jacobiho matice 7'r(.J) < 0 a zaroven

determinant Jacobiho matice det(.J) > 0.

Véta 2.0.8 (Dulacovo kritérium, (3)) Necht’ je ddna soustava diferencidlnich rovnic (2.3).
Je-li f spojitd a md spojité prvni parcidlni derivace, pficemz f(x1,xs) = (fi(x1, T2), fo(x1, 22)),

a existuje-li funkce q spojitd se spojitymi prvnimi parcidlnimi derivacemi tak, Ze vyraz

Aq(w1, z2) fi(x1, 72)) 4 I(q(z1, x2) fo(x1, 22))
o0x 0xo

je v jednoduse souvislé oblasti B C FE stdle vétsi nebo roven nule nebo stdle mensi nebo
roven nule, pricemz neni identicky roven nule v Zddné oteviené podmnoZiné mnoZiny B, pak v

B neexistuje uzaviend trajektorie soustavy diferencidlnich rovnic (2.3).



Kapitola 3

Model

V této ¢4sti budeme uvazovat populaci napadenou infekéni nemoci, ze které se uz postiZzeni
jedinci nemohou vylécit. Takovou situaci ndm popisuje napiiklad nédsledujici SI (susceptible -

infected) model:

ds ST
= = bN = B(N)2F — (d+diN)S,
dal ST (3.1)

V modelu (3.1) jsme pouZili nasledujici znaceni:

e S ... hustota nachylnych jedinct v populaci

I ... hustota infek¢nich jedinci v populaci

N ... celkova hustota populace (N = S + 1)
e HN ... hustotné nezdvisla natalita

I
o (N )W ... rychlost pfenosu nemoci

(d+ dyN)S ... hustotné zdvisla mortalita nachylnych jedincd

(d+ dyN)I ... hustotné zdvisld mortalita infekénich jedinct

e o ... mortalita vlivem nemoci



Seznam jednotlivych parametru a jejich vysvétleni je v ndsledujici tabulce:

Parametr | Vyznam

b Natalita na jedince

B(N) Rychlost setkdvani se jedinct

d Mortalita na jedince
dy Intenzita vnitrodruhové konkurence
o} Mortalita diky nemoci na jedince

Model (3.1) predpoklada stejnou rychlost rozmnozZovani nachylnych a infek¢nich jedinci,
coz nemusi byt vZdy pravda. Infek¢ni jedinci mohou byt svou nemoci limitovéni. Zde budeme
uvazovat znevyhodnéni infek¢nich jedincii nizsi efektivitou nalezeni partnera, zpisobenou
napriklad jejich snizenou pohyblivosti nebo atraktivitou. A limituje je to do t€é miry, Ze pii
malych hustotach populace budou mit infek¢éni jedinci vétsi problémy s nalezenim partnera

nez pii vétSich hustotidch a budou tedy vystaveni Allee efektu. Proto upravime model (3.1)

takto:
dsS N S
dI ST (3.2)

V modelu (3.2) je ¢len N/(N +60) modelem Allee efektu diky problémiim s nalezenim partnera

pfi nizkych populaénich hustotach [4].



Kapitola 4

Analyza

Model (3.1) bez Allee efektu je jiz vyreSeny [1, 2] a budeme tedy pii feSeni modelu (3.2)

s Allee efektem postupovat obdobné. Budeme uvazovat dva typy funkce 3(V). Jeden bude

popisovat hustotné zdvisly pfenos nemoci a bude mit tvar 3(/N) = SN. Druhy bude popisovat

frekven¢né zdvisly pfenos nemoci a bude mit tvar S(N) = f.

4.1 Hustotné zavisly prenos

Za predpokladu hustotné zavislého pienosu bude mit model (3.2) tvar

dsS N
— =) b——I1 —B8SI — (d+diN
g ~ Vbl —ASI- (d+diN)S,
dl

. : a .. ..

Sectenim rovnic a a p ziskdme rovnici pro celkovou hustotu populace

dN N
— = — I - NN — al.
yr bS+bN+9 (d+diN) oY

Bez pfitomnosti nemoci prejde model (4.2) na model logistického riistu

dN N
%”N(l—?)v

pficemz r = b — d je vnitini riistova rychlost populace (dédle uvazujeme b > d), a K =

je nosnd kapacita prostiedi.

(4.1)

4.2)

b—d

dy



Zékladni reproduk¢ni ¢islo nemoci dané modelem (3.2) je rovno

Bs _ BK _ BK
d+dN+algy_p d+di((b—d)/d)+a b+a

Ry = (4.3)

Toto ¢&islo urcuje, kolik jedinct nakazi jeden infek¢ni jedinec vloZeny do jinak plné€ zdravé
populace za dobu trvani své nemoci.

Nyni pretransformujeme proméné S a I na proménné N = S + [ (celkovd hustota po-
pulace) ai = I/N (prevalence nemoci). S proménnou ¢ tedy pracujeme na intervalu [0,1].

. . AN o : di .
Zatimco rovnici T ziskame sectenim S a I, rovnice pro 7 nam vlastné vyjadiuje derivaci

!/
prevalence nemoci ¢ podle Casu ¢ a madme zde tedy derivaci podilu (N) :

di _(I\'_I'N—IN _ N
AN/ N2

o (1= (BN = a =) = b=l

kde za I’ jsme dosadili pravou stranu rovnice pro [ (4.1) a za N’ pravou stranu pro N (4.2).

Miéme tedy vysledny systém rovnic:

di N
=il =N —a =) N+9} "
dN N '

Model (4.4) miize mit az Ctyfi ekvilibria: extmkcm’ ekvilibrium (0, 0), ekvilibrium bez ne-
moci (0, K = (b — d)/d,), ekvilibrium diky vymfeni zpisobeném nemoci (1, 0) a endemické
ekvilibrium (., V). Zatimco ekvilibria (0, 0), (0, K) a (1, 0) vzdy existuji, pro urCeni exis-

tence endemického ekvilibria pouZzijeme grafickou analyzu.

Endemické ekvilibrium

Endemické ekvilibrium nam urcuje nenulovy prinik izoklin modelu (4.4):

N
N+0

i1 =4)(BN —a—b) i] =0,

(4.5)
Nb(1 — i)

N
- N) — ai] = 0.
Nid (d+diN)—«ai] =0



Pro uréeni jejich pribéhu pouzijeme klasickou analyzu pribéhu funkce. Nyni si vyjadiime z
prvni rovnice proménou ¢ jako funkci proménné NV:
(N +6)(a— BN +0)

"= N +0)(a—BN+D) =N (4.6)

Pro derivaci funkce i(N) podle N plati:

g b[-N(a— BN +b)+ (N +0)(a + b)].

(N +0)(a— BN +b) — bN]?
Jmenovatel zlomku je vzdy kladny, a tak nds zajimé pouze znaménko jeho Citatele. Po upravé
vidime, Ze tento vyraz se rovna AN? + 6(a + b) > 0. Z toho je patrné, Ze derivace i'(N) je
kladna a funkce i(/N) tudiZ rostouci. Pro i(N = 0) = 1. Jmenovatel ma dva nulové body,
tak bude mit funkce dvé vertikdlni asymptoty, jednu nalevo od nuly, jednu napravo od nuly.

Funkce i(N) se tedy skladé ze tfi vétvi, z nich dvé levé nezasahuji do na$i zdjmové oblasti

: “ P - N a+b
i x N =[0,1] x [0, K]. Pro pravou vétev plati, Ze protind osu N v bod¢ N = a pro
rostouci N se blizi k i = 1. Cast této vétve tedy bude leZet v nasi zajmové oblasti pravé tehdy,

kdyz Ry > 1. Priibéh této izokliny je na obrazku (4.1).

|
—
Lh
|
—
=
Lh
|
-
i
.
P
=

Obrazek 4.1: Izoklina (4.6) pro parametry b = 30,d = 15,d; = 2,a = 2,6 = 10,0 = 5, pro
které je K =7,5.
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Nyni vySetfime druhou izoklinu. Tu si vyjadiime z druhé rovnice (4.5) jako:

Z,:(N+9)(b—d—d1N)‘ @7
alN + 0b+ ab

Pro jeji derivaci plati:

?:/

_ —dyaN? —2d,0(b+ a)N + [bO(b — d) — d16*(b + )]
B [aN + bl + ab)?

Zde vidime, Ze vyraz v Citateli je zaporné orientovand kvadratickd funkce, kterd je v bodé

i'(N = 0) klesajici. O znaménku derivace tedy rozhoduje znaménko absolutniho ¢lenu b6 (b —

b—d di0
d) — d16%(b + «). Po dpravach tohoto ¢lenu vidime, Ze izoklina md za podmiky T a < %
a
b—d
derivaci zapornou a tudiZ je izoklina z bodu i(N = 0) = bt a € (0, 1) klesajici (Obrazek
o

b—d  dif
42). Za podminky ;—— > % md viak derivaci kladnou a izoklina je z bodu i(N = 0) =
[0

b—d

T a (0, 1) rostouct, ale protoze v obou té€chto piipadech ndm izoklina protne osu N v
@

nosné kapacité /K, bude izoklina po chvili opét klesat (Obrazek 4.3). Z analyzy obou izoklin
tedy dostavdme zavér, Ze existuje jedno endemické ekvilibrium pravé tehdy, kdyz Ry > 1 a

7adné endemické ekvilibrium pravé tehdy, kdyz Ry < 1.

Obrazek 4.2: Izoklina (4.7) pro parametry b = 3,d = 1,d; = 2,a = 2,0 = 2, pro které je
K=1

11
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Obrazek 4.3: Izoklina (4.7) pro parametry b = 10,d = 1,d; = 2, = 2,0 = 2, pro které je
K =4,5.

4.2 Frekvencné zavisly prenos

Za predpokladu frekvencné zavislého pfenosu bude mit model (3.2) tvar

ds N ST

ST

Nosna kapacita prostfedi K = se pro tento model neméni, ale zakladni reprodukéni

1
¢islo ano. Nyni mé hodnotu:

_ BS/N
"7 4+ dN + «

_ s _ b
senekx d+di((b—ad)/di)+a b+a 4.9)

Sectenim obou rovnic modelu (4.8) opét mame rovnici pro vyvoj celkové hustoty populace

dN N
ey _ AN N)N —al.
7 bS+bN+9 (d+diN) a

di '
Rovnici pro d—; opét ziskdme z derivace podilu (N) .

N

di I\' I'N—-IN , N

12



Miéme tedy vysledny systém rovnic:

di N
— =il -i)(f-a-b)=b il,
Zi\/_ N N+0 (4.10)

Model (4.10) mtize mit opét az Ctyfi ekvilibria: extinkéni ekvilibrium (0, 0), ekvilibrium
bez nemoci (0, K), ekvilibrium diky vymfeni zpisobeném nemoci (1, 0) a endemické ekvilib-

rium (z., IV,).

Endemické equilibrium
Pfi zjistovéni existence endemického ekvilibria budeme postupovat stejnym zplisobem

jako v piipadé hustotné zavislého prenosu nemoci. Izokliny modelu (4.10) jsou dany rovni-

cemi:
N
(1= 0)(8—a =) b=l =0,
N (4.11)
N[b(l—i)+bN+0i— (d+diN) — ai] = 0.
Vyjéadiime si proménou ¢ z prvni rovnice jako funkci proméné N:
i (N+0)(a—p+0) 1
_(N+0)(a—/3+b)—bzv_1_ bN ' (4.12)

(N+0)(a—p+D)
Z posledniho vyrazu plyne, Ze i € (0, 1) pravé tehdy, kdyZ o« — 5 + b < 0. Posledni nerovnost

je ekvivalentni nerovnosti Ry > 1. Pro jeji derivaci funkce (4.12) plati:

—bi(f —a—0)
(N +60)(a— B +b) —bDN]?

Clen —b8/[(N 4 0)(a — B + b) — bN]? je vizdy zdporny, tak nds zajima znaménko vyrazu
f—a—>b.Platii(N = 0) = 1. Za podmiky Ry > 1 neboli § > a+ b je izoklina i(V) klesajici
funkci V. Pribéh izokliny (4.12) je na Obrazku (4.4).

-/
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Obrazek 4.4: Izoklina (4.12) pro parametry b = 3,d = 1,d; = 2, = 2,8 = 10,0 = 5, pro
které je K = 1.

Druhé izoklina modelu je stejna jako v pfipadé hustotné zdvislého prenosu nemoci a jeji
prubéh uz zname. Jedna se o izoklinu (4.7). Za predpokladu Ry > 1 miZe mit tedy model
(4.10) bud Zadné, jedno nebo dvé endemicka ekvilibria v zdvislosti na existenci feSeni kvad-

ratické rovnice vzniklé z rovnosti pravych stran izoklin (4.7) a (4.12). Tato rovnoce ma tvar

AN2 4+ BN +C =0 (4.13)

kde
A= dl(CK - B)

B=ala—B+0b)(a+db) — (a—B)b—d)
C=(a—B+b)B0b+a)—(b—d)]

Jednotlivé pfipady jsou naznaCeny v nasledujcich Obrazcich 4.5, 4.6 a 4.7.

14
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Obrazek 4.5: Pribéh izoklin (4.7)-modrd a (4.12)-Zlutd pro parametry b = 5,d = 1,d, =

L,a=4,5=10,0 = 4, pro které je K = 4 a neexistuje Zddné endemické ekvilibrium.

ot

Obrazek 4.6: Pribéh izoklin (4.7)-modrd a (4.12)-Zlutd pro parametry b = 5,d = 1,d, =

1L,a=4,5=10,0 = 2,65, pro které je K = 4 a existuje jedno endemické ekvilibrium.

15



Obrazek 4.7: Prubéh izoklin (4.7)-modrd a (4.12)-Zlutd pro parametry b = 5,d = 1,d, =
1,a=4,68=10,0 = 1, pro které je K = 4 a existuji dvé endemickd ekvilibria.
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Kapitola 5

Stabilita ekvilibrii

V této kapitole se budeme vénovat stabilité ekvilibrii, kterd jsme nasli pro modely z kapitoly
4, tedy pro modely (4.4) a (4.10). Pro urceni stability ekvilibrii budeme analyzovat ptislu§né

Jacobiho matice.

5.1 Hustotné zavisly prenos

Jacobiho matice m4 v tomto ptipadé tvar:

N

1—24)(BN —a—0) —2b ' — i) — b s
J =
N? N(N + 26)
—bN + b —aN b(l—1)+bi———— —d—2d1N — 2
_ + Nig © (1—1i)+bi RETIE 1 ozz_

Pro stabilitu pfislusného ekvilibria pozadujeme, aby stopa 7'r.J byla zapornad a determinant
detJ kladny. Nyni budeme pocitat Jacobidn pro jednotlivé ekvilibria.
Ekvilibrium e; = (0, 0):
—a—b 0
Jer =
0 b—d
Jestlize se na antidiagondle vyskytuje nula, pak vime, Ze na diagonale jsou vlastni ¢isla Jaco-
biho matice a pro stabilitu ekvilibria musi byt redlné ¢asti téchto Cisel zaporné. Z Jacobidnu je
vidét, Ze b — d < 0 prave tehdy, kdyz b < d. My ale predpokladdme, ze b > d (v opacném

piipadé by populace vyhynula i bez nemoci), tudiz je ekvilibrium e; = (0, 0) nestabilni.

17



Ekvilibrium e; = (0, K):
BK —a—b 0

2

K+0

—bK +b —aK —(b—d)

Vyraz —(b— d) je vidy zéporny, dile 5K — «a — b < 0 pravé tehdy, kdyz Ry < 1. Ekvilibrium
es = (0, K) je tedy pro Ry < 1 stabilni a pro Ry > 1 nestabilni.

Ekvilibrium e3 = (1, 0): X

a+b —b§
Jes =
0 —d—«

ProtoZze a + b > 0, ekvilibrium e3 = (1, 0) je nestabilni.

Endemické ekvilibrium (., N,):
Vzhledem ke zna¢né obtiZnosti ziskani podminek pro urCeni stability ze stopy a determinantu
Jacobiho matice odpovidajici endemickému ekvilibriu jsme pouzili Dulacovo kritérium (Véta

2.0.8). Volime funkci g:
1

~ ST

Vyraz, jehoZz znaménko znaménko potiebujeme urcit, ma nyni tvar:

8(q§)+8(q%)_3 <b S+1 1) 0 <M>_@+3<M>_ﬂ_

aS oI S\ S+I1+6S) oS\ S+1I I oI\ S+1

q

—S? =281 -1 -0 d d;
(S22 + SI+095)? I S

pro vSechna (S,I) € (0,00) x (0,00). Neexistuje tedy periodickd orbita. Protoze Ry > 1

< 0.

jsou ostatni existujici ekvilibria nestabilni, a je proto endemické ekvilibrium globélné stabilni,

pokud existuje (g > 1).

18
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5.2 Frekvencné zavisly prenos

Jacobiho matice mé v tomto piipadé tvar:

[ N 0
1—20)(8 — o — b) — 2ib B —
(1=20)(8 —a =b) = 2ibg— "IN 102
J—
N? N(N +26)
—bN +b —alN b(1—1 bl——— —d — 2d1N — a1
_ + Nig © (1—1i)+bi RETIE 1 ozz—

Nyni opét budeme pocitat jednotlivé Jacobidny pro jednotliva ekvilibria.
Ekvilibrium e; = (0, 0):
b—a—=b 0
Je1 =
0 b—d
Je patrné, Ze b — d < 0 pravé tehdy, kdyz b < d a tudiz ekvilibrium e; = (0, 0) je nestabilni.
Ekvilibrium ey = (0, K):

b—a—0b 0

2

K+40

—bK +b —aK —(b—d)

Vyraz —(b — d) je vzdy zaporny, dile § — o — b < 0 pravé tehdy, kdyz Ry < 1. Ekvilibrium
ey = (0, K) je tedy pro Ry < 1 stabilni a pro Ry > 1 nestabilni.
Ekvilibrium e3 = (1,0):

Vyraz —d — « je vzdy zéporny, ddle — 5 + o + b < 0 prave tehdy, kdyz Ry > 1. Ekvilibrium
es = (0,1) je tedy pro Ry > 1 stabiln{ a pro Ry < 1 nestabilni.

Endemické ekvilibrium (7., IV, ):
Stabilitu endemickych ekvilibrii nebylo mozZné urcit analyticky, a tak jsme provedli pocetné
numerické simulace. Tyto simulace naznacuji, Ze endemické ekvilibrium s niz§i hodnotou N,

je velmi pravdépodobné vZdy nestabilni a endemické ekvilibrium s vySsi hodnotou NV, je velmi

pravdépodobné vZdy stabilni.
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Kapitola 6

Shrnuti vysledku

6.1 Vysledky

Nésledujici tabulky shrnuji vysledky feSeni existence a stability jednotlivych ekvilibrii ziskané

v kapitolach 4 a 5.

V Tabulce 6.1 vidime, Ze zde mdme Ctyfi ekvilibria, z nichz tfi existuji vzdy. Jedna se o ex-

tink¢n{ ekvilibrium (0, 0), ekvilibrium bez nemoci (0, K') a ekvilibrium diky vymfen{ zpisobeném

nemoci (1,0). Zatimco extinkéni ekvilibrium (0, 0) a ekvilibrium diky vymfen{ zptisobeném

nemoci (1,0) jsou vZdy nestablni, ekvilibrium bez nemoci (0, K) je stabilni pokud Ry < 1

a nestabilni pokud Ry > 1. Ctvrté, endemické ekvilibrum (i., N,) existuje pokud Ry > 1 a

zaroven je i vZzdy globalné stabilni.

Jednim z ukoll bakalaiské prace bylo nastudovat zndmé feSeni modelu (3.1) bez Allee

efektu, jehoz vysledky pro pfipad hustotné zavislého prenosu nemoci shrnuje Tabulka 6.2.

Na prvni pohled je patrné, Ze vysledky se od sebe ni¢im nelisi. Opét jsou zde Ctyfi ekvilibria a

Ekvilibrium | Existence | Stabilni | Nestabilni
(0,0) Vidy - Vzdy

(0, K) Vzdy Ry<1 | Ry>1
(1,0) Vizdy - Vidy

(e, Ne) Ry >1 Vzdy -

Tabulka 6.1: Vysledky modelu s hustotné zdvislym prenosem nemoci s Allee efektem (4.4).
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Ekvilibrium || Existence | Stabilni | Nestabilni
(0,0) Vzdy - Vzdy

(0, K) Vidy Ro<1 | Ry>1
(1,0) Vidy - Vidy

(1, Ne) Ry>1 Vidy —

Tabulka 6.2: Vysledky modelu s hustotné zdvislym prenosem nemoci bez Allee efektu.

Ekvilibrium | Existence Stabilni | Nestabilni
(0,0) Vidy - Vizdy

(0, K) Vidy Ry<1l | Ry>1
(1,0) Vzdy Ro>1| Ry<1
(it, N} Viz pozndmka | — Vidy

(i2, N2) Viz pozndmka | Vzdy | —

Tabulka 6.3: Vysledky modelu s frekvencné zdvislym prenosem nemoci s Allee efektem (4.10).
Pozndmka: Endemické ekvilibrium existuje prdavé tehdy, kdyZ Ry > 1 a rovnice (4.13) md dvé

redlnd feseni N}, N2, predpokldddme N! < NZ.

jejich existence a stabilita je ddna stejnymi podminkami.

Tabulka 6.3 ndm fika, Ze v piipadé frekvencné zavislého pfenosu nemoci nachazime pét
ekvilibrii, z nichZ tfi existuji vzdy: extinkéni ekvilibrium (0, 0), ekvilibrium bez nemoci (0, K)
a ekvilibrium diky vymieni zptisobeném nemoci (1,0). Extink¢ni ekvilibrium je vzdy nesta-
bilni, ekvilibrium bez nemoci je za podminky R, < 1 stabilni a za podmiky Ry > 1 nestabilni,
jako v pripadé€ hustotné zavislého pienosu nemoci. Ekvilibrium diky vymieni zptisobeném ne-
moci (1,0) je za podminky R, > 1 stabilni a za podminky R, < 1 nestabilni. V piipadé
frekvencné zavislého pfenosu jsme naSli dvé endemické ekvilibria, jejichz podmiky exis-
tence jsou vysvétleny v poznamce u Tabulky 6.3, endemické ekvilibrium (i}, N!) je velmi
pravdépodobné nestabilni a endemické ekvlibrium (i2, N?) je velmi pravdépodobné stabilni.
Nyni jesté porovnadme vysledky frekvencéné zavislého prenosu nemoci s Allee efektem a bez
néj. Vysledky frekvencné zavislého prenosu bez Alle efektu jsou shrnuty v Tabulce 6.4.

Pti porovnani vysledkl frekvencéné zavislého pfenosu nemoci a Allee efektem a bez néj
vidime, Ze extink¢ni ekvilibrium (0, 0) a ekvilibrium bez nemoci (0, &) se nelisi (majf stejné

podminky existence a stability). Zmé&na vSak nastava u ekvilibria diky vymfieni zptisobeném
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Ekvilibrium | Existence Stabilni | Nestabilni
(0,0) Vzdy - Vzdy

(0, K) Vidy Ro<1l | Ry>1
(ic, 0) Ry>1 Qe >4 |, < 2l
(ie, N.) Ry >1&i. <=4 | Vidy -

Tabulka 6.4: Vysledky modelu s frekvencné zdvislim prenosem nemoci bez Allee efektu.

nemoci (i, 0). Toto ekvilibrium v piipadé frekvencné zavislého prenosu nemoci bez Allee

efektu existuje pravé tehdy, kdyz Ry > 1 a je stabilni, kdyz 7, > , nestabilni kdyz ¢, <

, zatimco v ptipade s Allee efektem existuje vZdy a je stabilni pokud Ry > 1, nestabilni
Q@

kdyz Ry < 1. Déle pak v pripad€ bez Allee efektu nachdzime jedno endemické ekvilibrium,

které existuje pravé tehdy, kdyz Ry > 1 a zédroven i, <

a je asymptoticky stabilni,
pokud existuje. OvSem v pripadé s Allee efektem nachdzime dvé endemicka ekvilibria, z nichzZ

(!, N!) je velmi pravdépodobné& nestabilni a (2, N?) velmi pravdépodobné stabilni.

6.2 Prubéhy reseni

V této Casti jsou naznaCeny prub&hy feseni pro nejzajimavéjsi piipady. Ve vsech pripadech

volime parametry kladné a navic b > d.

6.2.1 Hustotné zavisly prenos

Ekvilibrium (0, K)

V ptipadé ekvilibria bez nemoci volime Ry = 0.8, abychom uk4zali jeho stabilitu, kterd
nastavd pouze pokud 7y < 1.

Vlevo na Obrazku 6.1 je znazornén pribéh proménnych i a IV v Case, ze kterého je vidét, ze
infek¢ni jedinci ¢ vyhynou a celkova hustota populace N dosdhne své nosné kapacity K = 1.
Vpravo na obrazku 6.1 je zndzornéna trajektorie modelu ve stavovém prostoru, ze kterého

vidime, Ze feSeni jde do ekvilibria (0, K).
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Obrazek 6.1: Vievo je naznacena zdvislost stavovych proménnych na case, vpravo je trajektorie

modelu ve stavovém prostoru, pro parametry b = 3,d = 1,d; = 2,a = 2,5 = 4,0 = 2, pro

které je K = 1, a pro pocdtecni podminky i(0) = 0.5, N(0) = 0.6.

Endemické ekvilibrium (i., NV,)

Pfi simulovani pro endemické ekvilibrium jsme volili parametry tak, aby bylo endemické
ekvilibrium stabilni (tzn. Ry > 1), takze Ry = 3.75.

Z levé Casti Obrazku 6.2, na které je zndzornéna zdvislost proménnych ¢ a N na Case,
vidime, Ze infek¢ni jedinci ¢ mohou koexistovat s ostatnimi. V pravé casti, na které je zndzornéna

trajektorie modelu ve stavovém prostoru, vidime, Ze feSeni jde do ekvilibria (., Ne).

‘.3.—

.: —I’ i ll
“t N gal )

Obrazek 6.2: Vievo je naznacena zdvislost stavovych proménnych na case, vpravo je trajektorie
modelu ve stavovém prostoru, pro parametryb =10, d =1,dy = 2,a = 2,5 = 10,0 = 2, pro
které je K = 4.5, a pro poldtecni podminky i(0) = 0.1, N(0) = 0.5.
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6.2.2 Frekvenc¢né zavisly prenos

Ekvilibrium (1, 0)

Jak vime z Tabulky 6.2, ekvilbrium diky vymieni zptisobeném nemoci je stabilni pokud
Ry > 1, volime tedy parametry tak, ze Ry = 10/9.

Na Obrazku 6.3 v levé Casti, kde jsou znazornény pribéhy stavovych proménnych i a IV,
vidime, Ze populace N vymird a feSeni jde do ekivilibria (1,0), coZ ndm ukazuje prava Cast

obrazku 6.3, na které je trajektorie modelu ve stavovém prostoru.

Obrézek 6.3: Vlevo je naznacena zdvislost stavovych proménnych na case, vpravo je trajektorie
modelu ve stavovém prostoru, pro parametry b =5,d = 1,dy = 1,a = 4,3 = 10,0 = 4, pro

které je K = 4, a pro pocdtecni podminky i(0) = 0.1, N(0) = 0.9.

Na Obrazcich 6.4 a 6.5 jsou naznaCeny pribéhy stavovych proménnych a trajektorie feSeni
ve stavovém prostoru, pro pifpady dosaZeni bud’ endemického ekvilibria (7%, N?) (Obrdzek
6.4) nebo ekvilibria diky vymieni zpisobeném nemoci (1,0) (Obréizek 6.5), v zéavislosti na
pocatecnich podminkach. Volime parametry tak, ze Ry = 10/9.

DosaZeni endemického ekvilibria (i, N?)

Pro dosaZeni endemického ekvilibria (:2, N?) volime po&atecni podmiky bliZze k tomuto
ekvilibriu, tedy i(0) = 0.9, N(0) = 3, 5. Vlevo na Obrazku 6.4, kde je naznacen prtibéh sta-
vovych proménnych i a N, vidime, Ze infek¢ni jedinci mohou koexistovat se zbytkem populace
a feSeni opravdu jde k endemickému ekvilibriu (i2, N?), coz vidime na Obrdzku 6.4 vpravo,
kde je naznacena trajektorie modelu ve stavovém prostoru.

Dosazeni ekvilibria (1,0)

Pro dosazeni ekvilibria diky vymieni zpisobeném nemoci (1, 0) tentokrat volime pocatecni

podminky, blize k tomuto ekvilibriu, tedy i(0) = 0.7, N(0) = 0.5. Vlevo na obrizku 6.5, na

24



|-

0.0
a

Obrazek 6.4: Vievo je naznacena zdvislost stavovych proménnych na case, vpravo je trajektorie

modelu ve stavovém prostoru, pro parametry b = 5,d = 1,dy = 1,a = 4,3 = 10,0 = 4, pro

které je K = 4, a pro poldtecni podminky i(0) = 0.9, N(0) = 3, 5.

kterém je znazornén pribeh stavovych proménnych, vidimé, Ze populace N vymira a pribéh

feSeni tedy opravdu jde do ekvilibria (1,0), coz je vidét v pravé Casti Obrazku 6.5, kde je

trajektorie modelu ve stavovém prostoru.

0.8 v

0.0

Obrazek 6.5: Vievo je naznacena zdvislost stavovych proménnych na case, vpravo je trajektorie

modelu ve stavovém prostoru, pro parametry b =5,d = 1,dy = 1,a = 4,3 = 10,0 = 4, pro

které je K = 4, a pro pocdtecni podminky i(0) = 0.7, N(0) = 0.5.

25



6.3 Dusledky zmény parametru ¢

Dalsim z ukoli bakalafské prace bylo diskutovat vysledky pro rizné hodnoty parametru 6,
tedy pro rizné sily Allee efektu. Analyza naseho modelu ukazuje, Ze pii hustotné zavislém
prenosu nemoci nema hodnota parametru # kvalitativni vliv na vysledky. Zatimco pfi frek-
vencné zavislém prenosu nemoci ovliviiuje hodnota parametru € pocet endemickych ekvi-
librii. Ze simulaci vyplyvé, Ze pro vétsi hodnoty 6 nenachdzime Zddné endemické ekvilibrium
(Obrazek 4.5, kde jsme volili # = 4), ale pro nizs$i hodnoty ¢ nachazime dvé endemicka ekvi-
libria (Obrazek 4.7, kde jsme volili # = 1). Pro Ry > 1 a dostate¢n¢ silny Allee efekt je tedy

jedinym stabilnim ekvilibriem systému vyhynuti populace diky nemoci.
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Kapitola 7
Zavér

V préci jsme se zabyvali epidemiologickym modelem s Allee efektem diky problémiim s na-
lezenim partnera u infek&nich jedinct. UvaZovali jsme dva typy pfenosu nemoci. Reseni hus-
totné zavislého pfenos nemoci s Allee efektem je shodné jako v piipadé€ s jiZ zndmym modelem
bez Allee efektu [1, 2] a infek¢ni jedinci tedy mohou s ostatnimi koexistovat. V piipadé frek-
venéné zavislého prenosu nemoci se ovSem vysledky obou model liSily. Zatimco v piipadé
bez Allee efektu mohli infek¢éni jedinci opét koexistovat s ostatnimi, v ptipadé s Allee efektem
tomu tak byt nemuselo. Koexistence nebo vymfeni zdleZelo na vhodné zvolenych pocate¢nich
podminkach. Pfi analyze téchto modeli jsme pouzili standardni teorii diferencialnich rov-
nic. Pfi vytvareni grafi a numerickém simulovani jsme pouzili pocitacovy program Wolfram
Mathematica.

V této bakalarské praci jsme se vénovali pouze jednomu konkrétnimu typu nemoci a jen
pro dva pripady pienosu. V epidemiologii je ovSem mnohem vice téchto typi nemoci a jejich
prenosd, proto je jejich analyza tak dilezitd. Doufam, Ze touto praci jsem alespont malou mérou

pomohl k dalSimu pochopeni této problematiky.
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