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Anotace

Hlavnı́m tématem bakalářské práce je analýza epidemiologického modelu s Allee efektem dı́ky

problémům s nalezenı́m partnera u infekčnı́ch jedinců. V úvodnı́ kapitole vysvětluji význam

modelovánı́ v epidemiologii a co je to Allee efekt. Následuje kapitola, kde definuji různé

pojmy užı́vané ve zbytku práce. V kapitole 3 uvádı́m již známý model, který pak rozšı́řuji

o Allee efekt a vysvětluji zde použité značenı́ parametrů a proměnných. Následuje kapitola

4, ve které analyzuji zmı́něný model s Allee efektem pro dva různé přı́pady, hustotně závislý

přenos nemoci a frekvenčně závislý přenos nemoci. V kapitole 5 se věnuji stabilitě a existenci

ekvilibriı́ nalezených v kapitole 4. Následuje kapitola 6, v nı́ž jsou shrnuty výsledky z kapitoly

5, které následně porovnávám s výsledky modelu bez Allee efektu.

Annotation

The main topic of the thesis is an analysis of the epidemiological model with Allee effect

caused by the challenging finding a partner for infectious individuals. In the introductory

chapter, I explain the importance of modeling in epidemiology and what the Allee effect is.

The following chapter explains terms used in the whole thesis. In the Chapter 3, I first men-

tion already known model, which then extend for Allee effect. I will here also explain the

use of themarking parameters and variables. In the chapter 4, I analyze already mentioned

model with Allee effect for two different cases; density-dependent disease transmission and

frequency-dependent transmission of the disease. The Chapter 5 is devoted to the stability and

existence of equilibria, which is found in the Chapter 4. The last Chapter 6 is summarizing the

results of Chapter 5, and compare them with the results of the model without the Allee effect.
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1 Úvod 1

2 Metodika 3

3 Model 6

4 Analýza 8
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Kapitola 1

Úvod

Infekčnı́ onemocněnı́ se vyskytujı́ téměř u každé živé bytosti a tudı́š je logické, že se je člověk

snažı́ studovat a pokud možno jim předejı́t nebo odhadnout průběh a dobu trvánı́ těchto nemocı́.

Toto téma mě velmi zaujalo, protože problematika infekčnı́ch onemocněnı́ je celosvětově

velmi diskutované téma a chtěl bych tı́mto ještě jednou poděkovat docentu Berecovi za to,

že mě s touto problematikou seznámil. Průběh a typ těchto nemocı́ nenı́ vždy stejný a závisı́ na

mnoha faktorech. Já se v mé bakalářské práci věnuji nemocem typu SI (susceptible-infected),

což jsou nemoci, ze kterých se již nakažený jedinec nemůže vyléčit, kde bylo mým cı́lem ana-

lyzovat průběh některých takových nemocı́. V mém přı́padě je v nı́ ještě zahrnut Allee efekt

dı́ky problémům s nalezenı́m partnera u infekčnı́ch jedinců (viz dále). Takovéto i jiné nemoci

se často studujı́ pomocı́ matematického modelovánı́.

Matematické modelovánı́ je jednou z důležitých disciplı́n matematiky. V praxi bývá cı́lem

pochopit pozorované jevy, napodobit chovánı́ zkoumaného systému, simulovat je na vlastnı́m

modelu a následně ovlivnit jeho chovánı́ požadovaným způsobem. Model je vždy pouze přiblı́ženı́m

skutečnosti, reálný systém může být velmi složitý a model mu nemusı́ odpovı́dat. Z těchto

důvodů se většinou provádı́ ověřovacı́ experimenty, kterými doplňujeme a dále zpřesňujeme

parametry modelu nebo i model samotný. V epidemiologii je modelovánı́ velmi důležité,

protože experimenty jsou zde velmi složité, nákladné a často i nemožné. Často je s takovými

experimenty spojeno mnoho etických otázek. Empirická data jsou často nekompletnı́ či nepřesná,

proto modelovánı́ doplňuje empirickou práci a pomáhá porozumět klı́čovým mechanismům,

které určujı́ šı́řenı́ nemocı́, a také posoudit účinnost různých navrhovaných strategiı́ pro kon-

trolu nemocı́. Modelovánı́ se stalo součástı́ rozhodovánı́ v rámci epidemiologické politiky v
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řadě vyspělých zemı́ (Velká Británie, USA, Kanada). Predikce modelů HIV/AIDS, nemoci

šı́lených krav, kulhavky a slintavky, spalniček či SARS ovlivnily v těchto zemı́ch politiku

veřejného zdravı́. Matematické modely již byly navrženy a aplikovány na ohromné množstvı́

infekčnı́ch nemocı́, včetně malárie, syfilidy, lymské boreliózy, vztekliny či všech dětských ne-

mocı́ [6].

Dále jsem zmiňoval Allee efekt, tak by bylo vhodné o něm také něco řı́ci. Allee efekt je jev,

při němž populace s malými počty jedinců jsou ovlivněny pozitivnı́m vztahem mezi rychlostı́

růstu populace přepočtenou na jednoho jedince a jejı́ hustotou. Při nı́zkých velikostech nebo

hustotách populace vede Allee efekt ke snı́žené reprodukci nebo přežı́vánı́ a tudı́ž zvyšuje

pravděpodobnost vyhynutı́. V našem přı́padě se Allee efekt projevuje tı́m, že infekčnı́ jedinec

může být vystaven snı́žené atraktivitě nebo pohyblivosti v důsledku onemocněnı́ a tudı́ž mı́t

při nı́zkých populačnı́ch velikostech či hustotách problémy s nalezenı́m partnera k pářenı́ [5].

Po této úvodnı́ kapitole následuje část, kde definuji různé pojmy užı́vané ve zbytku práce.

V kapitole 3 uvádı́m již známý model, který pak rozšı́řı́m o Allee efekt a vysvětluji zde použité

značenı́ parametrů a proměnných. Následuje kapitola 4, ve které analyzuji zmı́něný model s

Allee efektem pro dva různé přı́pady, hustotně závislý přenos nemoci a frekvenčně závislý

přenos nemoci. V kapitole 5 se věnuji stabilitě a existenci ekvilibriı́ nalezených v kapitole 4.

Následuje kapitola 6, v nı́ž jsou shrnuty výsledky z kapitoly 5, které následně porovnávám s

výsledky modelu bez Allee efektu.
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Kapitola 2

Metodika

V této kapitole uvádı́me matematické definice a věty, které použı́váme v této bakalářské práci.

Matematický model, který definujeme v následujı́cı́ kapitole, má tvar soustavy dvou auto-

nomnı́ch obyčejných diferenciálnı́ch rovnic. Začneme tedy tı́m, že si definujeme obyčejnou

autonomnı́ diferenciálnı́ rovnici a poté soustavu takovýchto rovnic.

Definice 2.0.1 (Autonomnı́ obyčejná diferenciálnı́ rovnice, (3)) Necht’ E = (a, b) a f :

E → R. Rovnice

x′ = f(x) (2.1)

se nazývá autonomnı́ obyčejná diferenciálnı́ rovnice I. řádu rozřešená vzhledem k derivaci.

Dále o nı́ budeme mluvit stručně jen jako o diferenciálnı́ rovnici.

Definice 2.0.2 (Soustava autonomnı́ch obyčejných diferenciálnı́ch rovnic, (3)) Mějme funkci

f = (f1, f2) dvou proměnných, fi : E → R, E ⊂ R2. Soustavu rovnic

dx1
dt

= f1(x1, x2)

dx2
dt

= f2(x1, x2)

(2.2)

nazýváme soustavou dvou autonomnı́ch obyčejných diferenciálnı́ch rovnic I. řádu rozřešenou

vzhledem k derivaci, dále jen soustavou diferenciálnı́ch rovnic. Soustavu (2.2) lze zapsat ve

vektorovém tvaru jako
dx

dt
= f(x), (2.3)

kde x = (x1, x2) a f = (f1, f2) jsou vektorové funkce.
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V práci dále budeme zavádět počátečnı́ podmı́nky, takže potřebujeme definovat počátečnı́

(Cauchyovu) úlohu.

Definice 2.0.3 (Cauchyova úloha, (3)) Necht’ je dáno čı́slo t0 ∈ R a vektor x0 ∈ R2. K

soustavě (2.3) připojı́me počátečnı́ podmı́nku, aby hledaná vektorová funkce x nabývala v

bodě t0 hodnoty x0:

x(t0) = x0.

Soustava s touto počátečnı́ podmı́nkou se nazývá Cauchyova nebo též počátečnı́ úloha.

A samozřejmě musı́me takovouto úlohu vyřešit, a proto definujeme řešenı́.

Definice 2.0.4 (Řešenı́, (3)) Necht’ funkce f je spojitá na otevřené množině E ⊂ R2. Potom

funkci x(t) nazveme řešenı́m soustavy diferenciálnı́ch rovnic (2.3) na intervalu I, je-li x(t) dife-

rencovatelná na I a pokud pro všechna t ∈ I platı́ x(t) ∈ E a

x′(t) = f(x(t)).

Pro dané x0 ∈ E je x(t) řešenı́m počátečnı́ úlohy

x′ = f(x)

x(t0) = x0

na intervalu I, jestliže t0 ∈ I, x(t0) = x0 a x(t) je řešenı́m soustavy diferenciálnı́ch rovnic (2.3)

na I.

Dále si definujeme pojem ekvilibrium.

Definice 2.0.5 (Ekvilibrium, (3)) Bod x∗ ∈ E, který splňuje rovnici

f(x∗) = 0,

nazýváme ekvilibriem diferenciálnı́ rovnice (2.1), popřı́padě soustavy diferenciálnı́ch rovnic

(2.3). Ekvilibrium se někdy také označuje jako pevný bod, rovnovážný bod nebo stacionárnı́

bod.

U nalezeného ekvilibria dále musı́me určit jeho stabilitu.

4



Definice 2.0.6 (Stabilita ekvilibria, (3)) Necht’ x∗ ∈ R2 je ekvilibrium soustavy diferenciálnı́ch

rovnic (2.3), tj. f(x∗) = 0. Toto ekvilibrium se nazývá lokálně stabilnı́, pokud pro všechna

ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro všechna řešenı́ x(t) systému (2.3) s počátečnı́ podmı́nkou

x(t0) = x0 splňujı́cı́ |x0 − x∗| < δ platı́ |x(t)− x∗| < ε pro všechna t > t0. Platı́-li navı́c

lim
t→∞

x(t) = x∗,

pak řı́káme, že ekvilibrium x∗ je lokálně asymptoticky stabilnı́. Dále řı́káme, že ekvilibrium x∗

je nestabilnı́, pokud nenı́ stabilnı́.

V našem přı́padě budeme k určenı́ stability ekvilibrı́ použı́vat Jacobiho matici, stopu Jacobiho

matice Tr(J) a determinant Jacobihoho matice det(J). Nadefinujeme si tedy Jacobiho matici.

Definice 2.0.7 Necht’ je dána soustava diferenciálnı́ch rovnic (2.3) a f(x∗) = 0, tj. x∗ je

ekvilibrium této soustavy. Pak matici

J(x∗) =

 ∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2


x=x∗

nazýváme Jacobiho matice systému (2.3) a jejı́ determinant nazýváme Jacobián systému (2.3).

O asymptotické stabilitě nalezeného ekvilibria můžeme rozhodnout dvěma způsoby.

1. Ekvilibrium je asymptoticky stabilnı́ pokud reálné části všech vlastnı́ch čı́sel Jacobiho

matice jsou záporné.

2. Ekvilibrium je asymptoticky stabilnı́ pokud stopa Jacobiho matice Tr(J) < 0 a zároveň

determinant Jacobiho matice det(J) > 0.

Věta 2.0.8 (Dulacovo kritérium, (3)) Necht’ je dána soustava diferenciálnı́ch rovnic (2.3).

Je-li f spojitá a má spojité prvnı́ parciálnı́ derivace, přičemž f(x1, x2) = (f1(x1, x2), f2(x1, x2)),

a existuje-li funkce q spojitá se spojitými prvnı́mi parciálnı́mi derivacemi tak, že výraz

∂(q(x1, x2)f1(x1, x2))

∂x1
+
∂(q(x1, x2)f2(x1, x2))

∂x2

je v jednoduše souvislé oblasti B ⊆ E stále většı́ nebo roven nule nebo stále menšı́ nebo

roven nule, přičemž nenı́ identicky roven nule v žádné otevřené podmnožině množiny B, pak v

B neexistuje uzavřená trajektorie soustavy diferenciálnı́ch rovnic (2.3).
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Kapitola 3

Model

V této části budeme uvažovat populaci napadenou infekčnı́ nemocı́, ze které se už postiženı́

jedinci nemohou vyléčit. Takovou situaci nám popisuje napřı́klad následujı́cı́ SI (susceptible -

infected) model:

dS

dt
= bN − β(N)

SI

N
− (d+ d1N)S,

dI

dt
= β(N)

SI

N
− (d+ d1N)I − αI.

(3.1)

V modelu (3.1) jsme použili následujı́cı́ značenı́:

• S ... hustota náchylných jedinců v populaci

• I ... hustota infekčnı́ch jedinců v populaci

• N ... celková hustota populace (N = S + I)

• bN ... hustotně nezávislá natalita

• β(N)
SI

N
... rychlost přenosu nemoci

• (d+ d1N)S ... hustotně závislá mortalita náchylných jedinců

• (d+ d1N)I ... hustotně závislá mortalita infekčnı́ch jedinců

• αI ... mortalita vlivem nemoci
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Seznam jednotlivých parametrů a jejich vysvětlenı́ je v následujı́cı́ tabulce:

Parametr Význam

b Natalita na jedince

β(N) Rychlost setkávánı́ se jedinců

d Mortalita na jedince

d1 Intenzita vnitrodruhové konkurence

α Mortalita dı́ky nemoci na jedince

Model (3.1) předpokládá stejnou rychlost rozmnožovánı́ náchylných a infekčnı́ch jedinců,

což nemusı́ být vždy pravda. Infekčnı́ jedinci mohou být svou nemocı́ limitováni. Zde budeme

uvažovat znevýhodněnı́ infekčnı́ch jedinců nižšı́ efektivitou nalezenı́ partnera, způsobenou

napřı́klad jejich snı́ženou pohyblivostı́ nebo atraktivitou. A limituje je to do té mı́ry, že při

malých hustotách populace budou mı́t infekčnı́ jedinci většı́ problémy s nalezenı́m partnera

než při většı́ch hustotách a budou tedy vystaveni Allee efektu. Proto upravı́me model (3.1)

takto:

dS

dt
= bS + b

N

N + θ
I − β(N)

SI

N
− (d+ d1N)S,

dI

dt
= β(N)

SI

N
− (d+ d1N)I − αI.

(3.2)

V modelu (3.2) je členN/(N+θ) modelem Allee efektu dı́ky problémům s nalezenı́m partnera

při nı́zkých populačnı́ch hustotách [4].
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Kapitola 4

Analýza

Model (3.1) bez Allee efektu je již vyřešený [1, 2] a budeme tedy při řešenı́ modelu (3.2)

s Allee efektem postupovat obdobně. Budeme uvažovat dva typy funkce β(N). Jeden bude

popisovat hustotně závislý přenos nemoci a bude mı́t tvar β(N) = βN . Druhý bude popisovat

frekvenčně závislý přenos nemoci a bude mı́t tvar β(N) = β.

4.1 Hustotně závislý přenos

Za předpokladu hustotně závislého přenosu bude mı́t model (3.2) tvar

dS

dt
= bS + b

N

N + θ
I − βSI − (d+ d1N)S,

dI

dt
= βSI − (d+ d1N)I − αI.

(4.1)

Sečtenı́m rovnic
dS

dt
a
dI

dt
zı́skáme rovnici pro celkovou hustotu populace

dN

dt
= bS + b

N

N + θ
I − (d+ d1N)N − αI. (4.2)

Bez přı́tomnosti nemoci přejde model (4.2) na model logistického růstu

dN

dt
= rN

(
1− N

K

)
,

přičemž r = b− d je vnitřnı́ růstová rychlost populace (dále uvažujeme b > d), a K =
b− d
d1

je nosná kapacita prostředı́.
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Základnı́ reprodukčnı́ čı́slo nemoci dané modelem (3.2) je rovno

R0 =
βS

d+ d1N + α

∣∣∣∣
S=N=K

=
βK

d+ d1((b− d)/d1) + α
=

βK

b+ α
. (4.3)

Toto čı́slo určuje, kolik jedinců nakazı́ jeden infekčnı́ jedinec vložený do jinak plně zdravé

populace za dobu trvánı́ své nemoci.

Nynı́ přetransformujeme proměné S a I na proměnné N = S + I (celková hustota po-

pulace) a i = I/N (prevalence nemoci). S proměnnou i tedy pracujeme na intervalu [0,1].

Zatı́mco rovnici
dN

dt
zı́skáme sečtenı́m S a I , rovnice pro

di

dt
nám vlastně vyjadřuje derivaci

prevalence nemoci i podle času t a máme zde tedy derivaci podı́lu
(
I

N

)′
:

di

dt
=

(
I

N

)′
=
I ′N − IN ′

N2
= i[(1− i)(βN − α− b)− b N

N + θ
i],

kde za I ′ jsme dosadili pravou stranu rovnice pro I (4.1) a za N ′ pravou stranu pro N (4.2).

Máme tedy výsledný systém rovnic:

di

dt
= i[(1− i)(βN − α− b)− b N

N + θ
i],

dN

dt
= N [b(1− i) + b

N

N + θ
i− (d+ d1N)− αi].

(4.4)

Model (4.4) může mı́t až čtyři ekvilibria: extinkčnı́ ekvilibrium (0, 0), ekvilibrium bez ne-

moci (0, K = (b− d)/d1), ekvilibrium dı́ky vymřenı́ způsobeném nemocı́ (1, 0) a endemické

ekvilibrium (ie, Ne). Zatı́mco ekvilibria (0, 0), (0, K) a (1, 0) vždy existujı́, pro určenı́ exis-

tence endemického ekvilibria použijeme grafickou analýzu.

Endemické ekvilibrium

Endemické ekvilibrium nám určuje nenulový průnik izoklin modelu (4.4):

i[(1− i)(βN − α− b)− b N

N + θ
i] = 0,

N [b(1− i) + b
N

N + θ
i− (d+ d1N)− αi] = 0.

(4.5)
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Pro určenı́ jejich průběhu použijeme klasickou analýzu průběhu funkce. Nynı́ si vyjádřı́me z

prvnı́ rovnice proměnou i jako funkci proměnné N :

i =
(N + θ)(α− βN + b)

(N + θ)(α− βN + b)− bN
. (4.6)

Pro derivaci funkce i(N) podle N platı́:

i′ =
b[−N(α− βN + b) + (N + θ)(α + b)]

[(N + θ)(α− βN + b)− bN ]2
.

Jmenovatel zlomku je vždy kladný, a tak nás zajı́má pouze znaménko jeho čitatele. Po úpravě

vidı́me, že tento výraz se rovná βN2 + θ(α + b) > 0. Z toho je patrné, že derivace i′(N) je

kladná a funkce i(N) tudı́ž rostoucı́. Pro i(N = 0) = 1. Jmenovatel má dva nulové body,

tak bude mı́t funkce dvě vertikálnı́ asymptoty, jednu nalevo od nuly, jednu napravo od nuly.

Funkce i(N) se tedy skládá ze třı́ větvı́, z nich dvě levé nezasahujı́ do našı́ zájmové oblasti

i × N = [0, 1] × [0, K]. Pro pravou větev platı́, že protı́ná osu N v bodě N =
α + b

β
a pro

rostoucı́ N se blı́žı́ k i = 1. Část této větve tedy bude ležet v našı́ zájmové oblasti právě tehdy,

když R0 > 1. Průběh této izokliny je na obrázku (4.1).

Obrázek 4.1: Izoklina (4.6) pro parametry b = 30, d = 15, d1 = 2, α = 2, β = 10, θ = 5, pro

které je K = 7, 5.
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Nynı́ vyšetřı́me druhou izoklinu. Tu si vyjádřı́me z druhé rovnice (4.5) jako:

i =
(N + θ)(b− d− d1N)

αN + θb+ αθ
. (4.7)

Pro jejı́ derivaci platı́:

i′ =
−d1αN2 − 2d1θ(b+ α)N + [bθ(b− d)− d1θ2(b+ α)]

[αN + bθ + αθ]2
.

Zde vidı́me, že výraz v čitateli je záporně orientovaná kvadratická funkce, která je v bodě

i′(N = 0) klesajı́cı́. O znaménku derivace tedy rozhoduje znaménko absolutnı́ho členu bθ(b−

d)− d1θ2(b+ α). Po úpravách tohoto členu vidı́me, že izoklina má za podmı́ky
b− d
b+ α

<
d1θ

b

derivaci zápornou a tudı́ž je izoklina z bodu i(N = 0) =
b− d
b+ α

∈ (0, 1) klesajı́cı́ (Obrázek

4.2). Za podmı́nky
b− d
b+ α

>
d1θ

b
má však derivaci kladnou a izoklina je z bodu i(N = 0) =

b− d
b+ α

∈ (0, 1) rostoucı́, ale protože v obou těchto přı́padech nám izoklina protne osu N v

nosné kapacitě K, bude izoklina po chvı́li opět klesat (Obrázek 4.3). Z analýzy obou izoklin

tedy dostáváme závěr, že existuje jedno endemické ekvilibrium právě tehdy, když R0 > 1 a

žádné endemické ekvilibrium právě tehdy, když R0 < 1.

Obrázek 4.2: Izoklina (4.7) pro parametry b = 3, d = 1, d1 = 2, α = 2, θ = 2, pro které je

K = 1.
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Obrázek 4.3: Izoklina (4.7) pro parametry b = 10, d = 1, d1 = 2, α = 2, θ = 2, pro které je

K = 4, 5.

4.2 Frekvenčně závislý přenos

Za předpokladu frekvenčně závislého přenosu bude mı́t model (3.2) tvar

dS

dt
= bS + b

N

N + θ
I − βSI

N
− (d+ d1N)S,

dI

dt
= β

SI

N
− (d+ d1N)I − αI.

(4.8)

Nosná kapacita prostředı́ K =
b− d
d1

se pro tento model neměnı́, ale základnı́ reprodukčnı́

čı́slo ano. Nynı́ má hodnotu:

R0 =
βS/N

d+ d1N + α

∣∣∣∣
S=N=K

=
β

d+ d1((b− d)/d1) + α
=

β

b+ α
. (4.9)

Sečtenı́m obou rovnic modelu (4.8) opět máme rovnici pro vývoj celkové hustoty populace

dN

dt
= bS + b

N

N + θ
I − (d+ d1N)N − αI.

Rovnici pro
di

dt
opět zı́skáme z derivace podı́lu

(
I

N

)′
.

di

dt
=

(
I

N

)′
=
I ′N − IN ′

N2
= i[(1− i)(β − α− b)− b N

N + θ
i].
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Máme tedy výsledný systém rovnic:

di

dt
= i[(1− i)(β − α− b)− b N

N + θ
i],

dN

dt
= N [b(1− i) + b

N

N + θ
i− (d+ d1N)− αi].

(4.10)

Model (4.10) může mı́t opět až čtyři ekvilibria: extinkčnı́ ekvilibrium (0, 0), ekvilibrium

bez nemoci (0, K), ekvilibrium dı́ky vymřenı́ způsobeném nemocı́ (1, 0) a endemické ekvilib-

rium (ie, Ne).

Endemické equilibrium

Při zjišt’ovánı́ existence endemického ekvilibria budeme postupovat stejným způsobem

jako v přı́padě hustotně závislého přenosu nemoci. Izokliny modelu (4.10) jsou dány rovni-

cemi:

i[(1− i)(β − α− b)− b N

N + θ
i] = 0,

N [b(1− i) + b
N

N + θ
i− (d+ d1N)− αi] = 0.

(4.11)

Vyjádřı́me si proměnou i z prvnı́ rovnice jako funkci proměné N :

i =
(N + θ)(α− β + b)

(N + θ)(α− β + b)− bN
=

1

1− bN

(N + θ)(α− β + b)

.
(4.12)

Z poslednı́ho výrazu plyne, že i ∈ (0, 1) právě tehdy, když α− β + b < 0. Poslednı́ nerovnost

je ekvivalentnı́ nerovnosti R0 > 1. Pro jejı́ derivaci funkce (4.12) platı́:

i′ =
−bθ(β − α− b)

[(N + θ)(α− β + b)− bN ]2
.

Člen −bθ/[(N + θ)(α− β + b)− bN ]2 je vždy záporný, tak nás zajı́má znaménko výrazu

β−α− b. Platı́ i(N = 0) = 1. Za podmı́ky R0 > 1 neboli β > α+ b je izoklina i(N) klesajı́cı́

funkcı́ N . Průběh izokliny (4.12) je na Obrázku (4.4).
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Obrázek 4.4: Izoklina (4.12) pro parametry b = 3, d = 1, d1 = 2, α = 2, β = 10, θ = 5, pro

které je K = 1.

Druhá izoklina modelu je stejná jako v přı́padě hustotně závislého přenosu nemoci a jejı́

průběh už známe. Jedná se o izoklinu (4.7). Za předpokladu R0 > 1 může mı́t tedy model

(4.10) bud’ žádné, jedno nebo dvě endemická ekvilibria v závislosti na existenci řešenı́ kvad-

ratické rovnice vzniklé z rovnosti pravých stran izoklin (4.7) a (4.12). Tato rovnoce má tvar

AN2 +BN + C = 0 (4.13)

kde
A = d1(α− β)

B = α(α− β + b)(α + d1θ)− (α− β)(b− d)

C = (α− β + b)[θ(b+ α)− (b− d)]

Jednotlivé přı́pady jsou naznačeny v následujcı́ch Obrázcı́ch 4.5, 4.6 a 4.7.
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Obrázek 4.5: Průběh izoklin (4.7)-modrá a (4.12)-žlutá pro parametry b = 5, d = 1, d1 =

1, α = 4, β = 10, θ = 4, pro které je K = 4 a neexistuje žádné endemické ekvilibrium.

Obrázek 4.6: Průběh izoklin (4.7)-modrá a (4.12)-žlutá pro parametry b = 5, d = 1, d1 =

1, α = 4, β = 10, θ = 2, 65, pro které je K = 4 a existuje jedno endemické ekvilibrium.
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Obrázek 4.7: Průběh izoklin (4.7)-modrá a (4.12)-žlutá pro parametry b = 5, d = 1, d1 =

1, α = 4, β = 10, θ = 1, pro které je K = 4 a existujı́ dvě endemická ekvilibria.

16



Kapitola 5

Stabilita ekvilibriı́

V této kapitole se budeme věnovat stabilitě ekvilibriı́, která jsme našli pro modely z kapitoly

4, tedy pro modely (4.4) a (4.10). Pro určenı́ stability ekvilibriı́ budeme analyzovat přı́slušné

Jacobiho matice.

5.1 Hustotně závislý přenos

Jacobiho matice má v tomto přı́padě tvar:

J =


(1− 2i)(βN − α− b)− 2b

N

N + θ
i (i− i2)β − bi2 θ

(N + θ)2

−bN + b
N2

N + θ
− αN b(1− i) + bi

N(N + 2θ)

(N + θ)2
− d− 2d1N − αi

 .

Pro stabilitu přı́slušného ekvilibria požadujeme, aby stopa TrJ byla zaporná a determinant

detJ kladný. Nynı́ budeme počı́tat Jacobián pro jednotlivá ekvilibria.

Ekvilibrium e1 = (0, 0):

Je1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−α− b 0

0 b− d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Jestliže se na antidiagonále vyskytuje nula, pak vı́me, že na diagonále jsou vlastnı́ čı́sla Jaco-

biho matice a pro stabilitu ekvilibria musı́ být reálné části těchto čı́sel záporné. Z Jacobiánu je

vidět, že b − d < 0 právě tehdy, když b < d. My ale předpokládáme, že b > d (v opačném

přı́padě by populace vyhynula i bez nemoci), tudı́ž je ekvilibrium e1 = (0, 0) nestabilnı́.
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Ekvilibrium e2 = (0, K):

Je2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
βK − α− b 0

−bK + b
K2

K + θ
− αK −(b− d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Výraz−(b−d) je vždy záporný, dále βK−α− b < 0 právě tehdy, když R0 < 1. Ekvilibrium

e2 = (0, K) je tedy pro R0 < 1 stabilnı́ a pro R0 > 1 nestabilnı́.

Ekvilibrium e3 = (1, 0):

Je3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α + b −b1

θ

0 −d− α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Protože α + b > 0, ekvilibrium e3 = (1, 0) je nestabilnı́.

Endemické ekvilibrium (ie, Ne):

Vzhledem ke značné obtı́žnosti zı́skánı́ podmı́nek pro určenı́ stability ze stopy a determinantu

Jacobiho matice odpovı́dajı́cı́ endemickému ekvilibriu jsme použili Dulacovo kritérium (Věta

2.0.8). Volı́me funkci q:

q =
1

SI

Výraz, jehož znaménko znaménko potřebujeme určit, má nynı́ tvar:

∂

(
q
dS

dt

)
∂S

+

∂

(
q
dI

dt

)
∂I

=
∂

∂S

(
b

S + I

S + I + θ

1

S

)
− ∂

∂S

(
β(S + I)

S + I

)
− d1

I
+

∂

∂I

(
β(S + I)

S + I

)
− d1
S

=

−S2 − 2SI − I2 − θI
(S2 + SI + θS)2

− d1
I
− d1
S
< 0.

pro všechna (S, I) ∈ (0,∞) × (0,∞). Neexistuje tedy periodická orbita. Protože R0 > 1

jsou ostatnı́ existujı́cı́ ekvilibria nestabilnı́, a je proto endemické ekvilibrium globálně stabilnı́,

pokud existuje (R0 > 1).
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5.2 Frekvenčně závislý přenos

Jacobiho matice má v tomto přı́padě tvar:

J =


(1− 2i)(β − α− b)− 2ib

N

N + θ
−bi2 θ

(N + θ)2

−bN + b
N2

N + θ
− αN b(1− i) + bi

N(N + 2θ)

(N + θ)2
− d− 2d1N − αi

 .

Nynı́ opět budeme počı́tat jednotlivé Jacobiány pro jednotlivá ekvilibria.

Ekvilibrium e1 = (0, 0):

Je1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
β − α− b 0

0 b− d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Je patrné, že b− d < 0 právě tehdy, když b < d a tudı́ž ekvilibrium e1 = (0, 0) je nestabilnı́.

Ekvilibrium e2 = (0, K):

Je2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
β − α− b 0

−bK + b
K2

K + θ
− αK −(b− d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Výraz −(b− d) je vždy záporný, dále β − α − b < 0 právě tehdy, když R0 < 1. Ekvilibrium

e2 = (0, K) je tedy pro R0 < 1 stabilnı́ a pro R0 > 1 nestabilnı́.

Ekvilibrium e3 = (1, 0):

Je3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−β + α + b −b1

θ

0 −d− α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Výraz −d− α je vždy záporný, dále −β + α + b < 0 právě tehdy, když R0 > 1. Ekvilibrium

e3 = (0, 1) je tedy pro R0 > 1 stabilnı́ a pro R0 < 1 nestabilnı́.

Endemické ekvilibrium (ie, Ne):

Stabilitu endemických ekvilibriı́ nebylo možné určit analyticky, a tak jsme provedli početné

numerické simulace. Tyto simulace naznačujı́, že endemické ekvilibrium s nižšı́ hodnotou Ne

je velmi pravděpodobně vždy nestabilnı́ a endemické ekvilibrium s vyššı́ hodnotouNe je velmi

pravděpodobně vždy stabilnı́.
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Kapitola 6

Shrnutı́ výsledků

6.1 Výsledky

Následujı́cı́ tabulky shrnujı́ výsledky řešenı́ existence a stability jednotlivých ekvilibriı́ zı́skané

v kapitolách 4 a 5.

V Tabulce 6.1 vidı́me, že zde máme čtyři ekvilibria, z nichž tři existujı́ vždy. Jedná se o ex-

tinkčnı́ ekvilibrium (0, 0), ekvilibrium bez nemoci (0, K) a ekvilibrium dı́ky vymřenı́ způsobeném

nemocı́ (1, 0). Zatı́mco extinkčnı́ ekvilibrium (0, 0) a ekvilibrium dı́ky vymřenı́ způsobeném

nemocı́ (1, 0) jsou vždy nestablnı́, ekvilibrium bez nemoci (0, K) je stabilnı́ pokud R0 < 1

a nestabilnı́ pokud R0 > 1. Čtvrté, endemické ekvilibrum (ie, Ne) existuje pokud R0 > 1 a

zároveň je i vždy globálně stabilnı́.

Jednı́m z úkolů bakalářské práce bylo nastudovat známé řešenı́ modelu (3.1) bez Allee

efektu, jehož výsledky pro přı́pad hustotně závislého přenosu nemoci shrnuje Tabulka 6.2.

Na prvnı́ pohled je patrné, že výsledky se od sebe ničı́m nelišı́. Opět jsou zde čtyři ekvilibria a

Ekvilibrium Existence Stabilnı́ Nestabilnı́

(0, 0) Vždy – Vždy

(0, K) Vždy R0 < 1 R0 > 1

(1, 0) Vždy – Vždy

(ie, Ne) R0 > 1 Vždy –

Tabulka 6.1: Výsledky modelu s hustotně závislým přenosem nemoci s Allee efektem (4.4).
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Ekvilibrium Existence Stabilnı́ Nestabilnı́

(0, 0) Vždy – Vždy

(0, K) Vždy R0 < 1 R0 > 1

(1, 0) Vždy – Vždy

(ie, Ne) R0 > 1 Vždy –

Tabulka 6.2: Výsledky modelu s hustotně závislým přenosem nemoci bez Allee efektu.

Ekvilibrium Existence Stabilnı́ Nestabilnı́

(0, 0) Vždy – Vždy

(0, K) Vždy R0 < 1 R0 > 1

(1, 0) Vždy R0 > 1 R0 < 1

(i1e, N
1
e ) Viz poznámka – Vždy

(i2e, N
2
e ) Viz poznámka Vždy –

Tabulka 6.3: Výsledky modelu s frekvenčně závislým přenosem nemoci s Allee efektem (4.10).

Poznámka: Endemické ekvilibrium existuje právě tehdy, když R0 > 1 a rovnice (4.13) má dvě

reálná řešenı́ N1
e , N2

e , předpokládáme N1
e < N2

e .

jejich existence a stabilita je dána stejnými podmı́nkami.

Tabulka 6.3 nám řı́ká, že v přı́padě frekvenčně závislého přenosu nemoci nacházı́me pět

ekvilibriı́, z nichž tři existujı́ vždy: extinkčnı́ ekvilibrium (0, 0), ekvilibrium bez nemoci (0, K)

a ekvilibrium dı́ky vymřenı́ způsobeném nemocı́ (1, 0). Extinkčnı́ ekvilibrium je vždy nesta-

bilnı́, ekvilibrium bez nemoci je za podmı́nkyR0 < 1 stabilnı́ a za podmı́kyR0 > 1 nestabilnı́,

jako v přı́padě hustotně závislého přenosu nemoci. Ekvilibrium dı́ky vymřenı́ způsobeném ne-

mocı́ (1, 0) je za podmı́nky R0 > 1 stabilnı́ a za podmı́nky R0 < 1 nestabilnı́. V přı́padě

frekvenčně závislého přenosu jsme našli dvě endemická ekvilibria, jejichž podmı́ky exis-

tence jsou vysvětleny v poznámce u Tabulky 6.3, endemické ekvilibrium (i1e, N
1
e ) je velmi

pravděpodobně nestabilnı́ a endemické ekvlibrium (i2e, N
2
e ) je velmi pravděpodobně stabilnı́.

Nynı́ ještě porovnáme výsledky frekvenčně závislého přenosu nemoci s Allee efektem a bez

něj. Výsledky frekvenčně závislého přenosu bez Alle efektu jsou shrnuty v Tabulce 6.4.

Při porovnánı́ výsledků frekvenčně závislého přenosu nemoci a Allee efektem a bez něj

vidı́me, že extinkčnı́ ekvilibrium (0, 0) a ekvilibrium bez nemoci (0, K) se nelišı́ (majı́ stejné

podmı́nky existence a stability). Změna však nastává u ekvilibria dı́ky vymřenı́ způsobeném
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Ekvilibrium Existence Stabilnı́ Nestabilnı́

(0, 0) Vždy – Vždy

(0, K) Vždy R0 < 1 R0 > 1

(ie, 0) R0 > 1 ie >
b−d
α

ie <
b−d
α

(ie, Ne) R0 > 1 & ie <
b−d
α

Vždy –

Tabulka 6.4: Výsledky modelu s frekvenčně závislı́m přenosem nemoci bez Allee efektu.

nemocı́ (ie, 0). Toto ekvilibrium v přı́padě frekvenčně závislého přenosu nemoci bez Allee

efektu existuje právě tehdy, když R0 > 1 a je stabilnı́, když ie >
b− d
α

, nestabilnı́ když ie <
b− d
α

, zatı́mco v přı́padě s Allee efektem existuje vždy a je stabilnı́ pokud R0 > 1, nestabilnı́

když R0 < 1. Dále pak v přı́padě bez Allee efektu nacházı́me jedno endemické ekvilibrium,

které existuje právě tehdy, když R0 > 1 a zároveň ie <
b− d
α

a je asymptoticky stabilnı́,

pokud existuje. Ovšem v přı́padě s Allee efektem nacházı́me dvě endemická ekvilibria, z nichž

(i1e, N
1
e ) je velmi pravděpodobně nestabilnı́ a (i2e, N

2
e ) velmi pravděpodobně stabilnı́.

6.2 Průběhy řešenı́

V této části jsou naznačeny průběhy řešenı́ pro nejzajı́mavějšı́ přı́pady. Ve všech přı́padech

volı́me parametry kladné a navı́c b > d.

6.2.1 Hustotně závislý přenos

Ekvilibrium (0, K)

V přı́padě ekvilibria bez nemoci volı́me R0 = 0.8, abychom ukázali jeho stabilitu, která

nastává pouze pokud R0 < 1.

Vlevo na Obrázku 6.1 je znázorněn průběh proměnných i aN v čase, ze kterého je vidět, že

infekčnı́ jedinci i vyhynou a celková hustota populace N dosáhne své nosné kapacity K = 1.

Vpravo na obrázku 6.1 je znázorněna trajektorie modelu ve stavovém prostoru, ze kterého

vidı́me, že řešenı́ jde do ekvilibria (0, K).

22



Obrázek 6.1: Vlevo je naznačena závislost stavových proměnných na čase, vpravo je trajektorie

modelu ve stavovém prostoru, pro parametry b = 3, d = 1, d1 = 2, α = 2, β = 4, θ = 2, pro

které je K = 1, a pro počátečnı́ podmı́nky i(0) = 0.5, N(0) = 0.6.

Endemické ekvilibrium (ie, Ne)

Při simulovánı́ pro endemické ekvilibrium jsme volili parametry tak, aby bylo endemické

ekvilibrium stabilnı́ (tzn. R0 > 1), takže R0 = 3.75.

Z levé části Obrázku 6.2, na které je znázorněna závislost proměnných i a N na čase,

vidı́me, že infekčnı́ jedinci imohou koexistovat s ostatnı́mi. V pravé části, na které je znázorněna

trajektorie modelu ve stavovém prostoru, vidı́me, že řešenı́ jde do ekvilibria (ie, Ne).

Obrázek 6.2: Vlevo je naznačena závislost stavových proměnných na čase, vpravo je trajektorie

modelu ve stavovém prostoru, pro parametry b = 10, d = 1, d1 = 2, α = 2, β = 10, θ = 2, pro

které je K = 4.5, a pro počátečnı́ podmı́nky i(0) = 0.1, N(0) = 0.5.
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6.2.2 Frekvenčně závislý přenos

Ekvilibrium (1, 0)

Jak vı́me z Tabulky 6.2, ekvilbrium dı́ky vymřenı́ způsobeném nemocı́ je stabilnı́ pokud

R0 > 1, volı́me tedy parametry tak, že R0 = 10/9.

Na Obrázku 6.3 v levé části, kde jsou znázorněny průběhy stavových proměnných i a N ,

vidı́me, že populace N vymı́rá a řešenı́ jde do ekivilibria (1, 0), což nám ukazuje pravá část

obrázku 6.3, na které je trajektorie modelu ve stavovém prostoru.

Obrázek 6.3: Vlevo je naznačena závislost stavových proměnných na čase, vpravo je trajektorie

modelu ve stavovém prostoru, pro parametry b = 5, d = 1, d1 = 1, α = 4, β = 10, θ = 4, pro

které je K = 4, a pro počátečnı́ podmı́nky i(0) = 0.1, N(0) = 0.9.

Na Obrázcı́ch 6.4 a 6.5 jsou naznačeny průběhy stavových proměnných a trajektorie řešenı́

ve stavovém prostoru, pro přı́pady dosaženı́ bud’ endemického ekvilibria (i2e, N
2
e ) (Obrázek

6.4) nebo ekvilibria dı́ky vymřenı́ způsobeném nemocı́ (1, 0) (Obrázek 6.5), v závislosti na

počátečnı́ch podmı́nkách. Volı́me parametry tak, že R0 = 10/9.

Dosaženı́ endemického ekvilibria (i2e, N
2
e )

Pro dosaženı́ endemického ekvilibria (i2e, N
2
e ) volı́me počátečnı́ podmı́ky blı́že k tomuto

ekvilibriu, tedy i(0) = 0.9, N(0) = 3, 5. Vlevo na Obrázku 6.4, kde je naznačen průběh sta-

vových proměnných i aN , vidı́me, že infekčnı́ jedinci mohou koexistovat se zbytkem populace

a řešenı́ opravdu jde k endemickému ekvilibriu (i2e, N
2
e ), což vidı́me na Obrázku 6.4 vpravo,

kde je naznačena trajektorie modelu ve stavovém prostoru.

Dosaženı́ ekvilibria (1, 0)

Pro dosaženı́ ekvilibria dı́ky vymřenı́ způsobeném nemocı́ (1, 0) tentokrát volı́me počátečnı́

podmı́nky, blı́že k tomuto ekvilibriu, tedy i(0) = 0.7, N(0) = 0.5. Vlevo na obrázku 6.5, na
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Obrázek 6.4: Vlevo je naznačena závislost stavových proměnných na čase, vpravo je trajektorie

modelu ve stavovém prostoru, pro parametry b = 5, d = 1, d1 = 1, α = 4, β = 10, θ = 4, pro

které je K = 4, a pro počátečnı́ podmı́nky i(0) = 0.9, N(0) = 3, 5.

kterém je znázorněn průběh stavových proměnných, vidı́mě, že populace N vymı́rá a průběh

řešenı́ tedy opravdu jde do ekvilibria (1, 0), což je vidět v pravé části Obrázku 6.5, kde je

trajektorie modelu ve stavovém prostoru.

Obrázek 6.5: Vlevo je naznačena závislost stavových proměnných na čase, vpravo je trajektorie

modelu ve stavovém prostoru, pro parametry b = 5, d = 1, d1 = 1, α = 4, β = 10, θ = 4, pro

které je K = 4, a pro počátečnı́ podmı́nky i(0) = 0.7, N(0) = 0.5.
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6.3 Důsledky změny parametru θ

Dalšı́m z úkolů bakalářské práce bylo diskutovat výsledky pro různé hodnoty parametru θ,

tedy pro různé sı́ly Allee efektu. Analýza našeho modelu ukazuje, že při hustotně závislém

přenosu nemoci nemá hodnota parametru θ kvalitativnı́ vliv na výsledky. Zatı́mco při frek-

venčně závislém přenosu nemoci ovlivňuje hodnota parametru θ počet endemických ekvi-

libriı́. Ze simulacı́ vyplývá, že pro většı́ hodnoty θ nenacházı́me žádné endemické ekvilibrium

(Obrázek 4.5, kde jsme volili θ = 4), ale pro nižšı́ hodnoty θ nacházı́me dvě endemická ekvi-

libria (Obrázek 4.7, kde jsme volili θ = 1). Pro R0 > 1 a dostatečně silný Allee efekt je tedy

jediným stabilnı́m ekvilibriem systému vyhynutı́ populace dı́ky nemoci.
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Kapitola 7

Závěr

V práci jsme se zabývali epidemiologickým modelem s Allee efektem dı́ky problémům s na-

lezenı́m partnera u infekčnı́ch jedinců. Uvažovali jsme dva typy přenosu nemoci. Řešenı́ hus-

totně závislého přenos nemoci s Allee efektem je shodné jako v přı́padě s již známým modelem

bez Allee efektu [1, 2] a infekčnı́ jedinci tedy mohou s ostatnı́mi koexistovat. V přı́padě frek-

venčně závislého přenosu nemoci se ovšem výsledky obou modelů lišily. Zatı́mco v přı́padě

bez Allee efektu mohli infekčnı́ jedinci opět koexistovat s ostatnı́mi, v přı́padě s Allee efektem

tomu tak být nemuselo. Koexistence nebo vymřenı́ záleželo na vhodně zvolených počátečnı́ch

podmı́nkách. Při analýze těchto modelů jsme použili standardnı́ teorii diferenciálnı́ch rov-

nic. Při vytvářenı́ grafů a numerickém simulovánı́ jsme použili počı́tačový program Wolfram

Mathematica.

V této bakalářské práci jsme se věnovali pouze jednomu konkrétnı́mu typu nemoci a jen

pro dva přı́pady přenosu. V epidemiologii je ovšem mnohem vı́ce těchto typů nemocı́ a jejich

přenosů, proto je jejich analýza tak důležitá. Doufám, že touto pracı́ jsem alespoň malou měrou

pomohl k dalšı́mu pochopenı́ této problematiky.
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