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Ustav matematiky a biomatematiky

Jaroslava Tésafové se ve své praci zabyva ruznymi pruméry a nerovnostmi mezi nimi.
Ukazuje, jak nékteré znamé nerovnosti mezi témito prumeéry souviseji s nékterymi znadmymi
nerovnostmi z geometrie, z matematické analyzy a z termodynamiky:.

Cést vénovani nerovnostem z geometrie a matematické analyzy v koneéné dimenzi
je vhodna pro zvidavé studenty stiednich Skol, ktefi mohou predklddanou préaci vyuzit
napiiklad k feSeni tloh matematické olympiady. Nerovnosti z matematické analyzy v ne-
kone¢né dimenzi jsou urceny predevsim vSem studentum vysokoskolské matematiky, termo-
dynamické nerovnosti ze zavéru prace mohou vyuzit studenti vysokoskolské fyziky.

Po ivodni kapitole jsou ve druhé ¢asti textu zavedeny nejcastéji uzivané prumeéry (arit-
meticky, geometricky, harmonicky, kvadraticky a ¢tyfi dalsi) s typickymi piiklady jejich
plati. Nejcastéji zminovana v celé praci je AG-nerovnost mezi arimetickym a geometrickym
prumérem. Jednotlivé nerovnosti jsou dokazované jak analyticky, tak geometricky, a to po-
moci jednak kruznice a tak i lichobézniku, kde autorka graficky znazornuje dokazované ne-
rovnosti. V kapitole 3 jsou zavedeny nékteré pojmy z matematické analyzy a také nékteré
dulezité nerovnosti. Nékteré z nerovnosti jsou uvadény v Eukleidovskych prostorech kone¢né
dimenze F, i v Lebesguegovych prostorech nekone¢né dimenze—tato ¢ast jiz neni urcena pro
stfedoskolaky. Posledni kapitola je zaméfena na vyuziti AG-nerovnosti v termodynamice. Au-
torka zde ukazuje, ze nékteré fyzikalni zdkony plati, protoze to jsou vlastné jen ruzné verze
zminované AG-nerovnosti. Kapitoly 3 a 4 jsou doprovazené mnozstvim konkrétnich piikladu
nejriiznéjsich nerovnosti v koneéné i nekoneéné dimenzi, které jsou bud dokazované pomoci
zékladnich nerovnosti mezi pruméry nebo je alespon uvadén jejich konkrétni vztah k nékteré
vybrané zakladni nerovnosti. Vsechny uzivané prumeéry i nerovnosti jsou doprovazeny radou
péknych a ilustrativnich piikladu.

V préci samotné jsem nenasel zadné zavazné vécné chyby a jen nékolik preklepu, jejichz
mnozstvi pfirozené odpovidé rozsahu prace (namatkou chybéjici 1/n ve (4.15), chybéjici sumy
ve (4.19), suma navic v 1. fadku matematického textu pod (4.10), sumy navic pied koncem
Dukazu 3.8.2. na str.61). Praci bych vytknul nepfesnost ve formulacich nékterych tvrzeni,
u kterych bych ocenil explicitni vyjadieni vSech potiebnych piedpokladii, byt jsou ziejmé
implicitné predpokladané z predchoziho textu. Také jednodussi a presnéjsi vyjadiovani v ar-

gumetaci by podle mého nézoru pomohlo k hladsi ¢itelnosti nékterych diikazi. Priznam se, ze




jsem byl v nékterych mistech ztracen, co se pomoci které nerovnosti pravé dokazuje, kterym
smérem je vedena implikace a podobné. (Co jsme ziskali z ¢eho na konci str. 43, Cauchy-
ovu nerovnost pomoci kosinové véty? nebo fakt, ze cosinus lezi v intervalu [—1,1]? Nebo je
to shrnuti faktu, které jsme pouzili vyse?) Nerozumim nékterym dalsim zavérecnym vétam
na koncich nékterych diikazu, napfiklad nevim, jaky je vyznam posledni véty Sekce 4.1, tj.
prvni véty na str. 68. Podobné, je posledni véta v dikaze 3.5.1 jen matematickym vyjadienim
chvilku predtim vysloveného faktu (v prvni vété na strané 53), ze ‘vztah (3.22) je jen jinym
vyjadienim Youngovy nerovnosti’ 7 Pokud ano, mél byt o vétu diive pred vlozenym faktem
o specialni volbé p = ¢ = 2. Dalsi vétu, kterou bych z duvodu vétsi presnosti a i hlad-
kosti porozumeéni textu spiSe vynechal/zrusil je pozndmka o piipadném pouziti logaritmu
o zékladu mensim nez jedna a nutnosti otoceni znaménka ve findlni nerovnosti. K ¢emu by
nam pouziti takovéhoto logaritmu bylo? Dokazujeme AG-nerovnost, ne nerovnost opacnou.
K hladkosti ¢teni i verifikace dikazu bych ocenil napiiklad i dusledné korektni odkazovani,
ze v daném misté pouzivame tu a tu nerovnost, kde jednotlivé proménné a parametry maji
v daném misté tu a tu hodnotu (napf. ‘volbou \; = 1/n a f(x) = In(z)...” na str.50, ‘vol-
bou z; = 1+ pz, zo = 1 a f(z) = In(z)...” na str. 55). Castd volba konkdvni funkce v
Jensenové nerovnosti ukazuje zaroven, ze poznamka za Vétou 3.4.1 o opacné nerovnosti v
Jensenové nerovnosti pro konkavni funkce by méla byt soucasti tvrzeni této véty. Nékterym
argumentum o ekvivalentnich tpravach (hlavné v Kapitole 2) by pomohlo, kdyby byly ex-
plicitné vyjadieny (co se v daném kroku dukazu déje), pfipadné bylo vysvétleno, proc¢ je
pro dané proménné tiprava ekvivalentni —napiiklad ziskdni ‘ekvivalentni nerovnosti k (3.9),
(3.10)’ na konci str.44 nebo Dukaz 2.3.2 na str.15. V textu lze nalézt nékteré nepiesnosti
(napiiklad je tfeba dodat ‘a druhd bude zdporna’ na konec prvni véty pod (3.5) na str.41).
Je gkoda, Ze jen nékterd tvrzeni byla zformulovdna pro nejsirsi t¥idu pouzitych proménnych
(zbytecné omezeni se na jen kladné parametry) a Ze jen néktera byla doplnéna dovétkem,
v jakych pfipadech nastane v nerovnostech rovnost, prestoze tento dovétek byl v dukaze
dokdzan (napfiiklad Pfiklad 3.2.3 na str.40 a 41). Chépu, Ze autorka se v téchto piipadech
ziejmé chtéla drzet citovanych zadéni.

Rad bych se zeptal, jak je to s volbou k = 0 pro G,, v tabulce jednotného vyjadieni vSech
zminovanych prumeéru na str.6?

Studentka rozhodné splnila zadéani, pres uvedené nedostatky diplomovou praci hodnotim

kladné, doporucuji ji k obhajobé a navrhuji hodnoceni velmi dobfte.

V Ceskych Budéjovicich, 18.5.2017, Jan Eisner / @W;




Oponentsky posudek k Diplomové préci

Nerovnosti a jejich aplikace od Jaroslavy Tesarfové

Hlavnim tématem prace jsou priméry a nerovnosti mezi nimi. V prvni Casti se studentka zabyva
aritmetickym, geometrickym, harmonickym a kvadratickym primérem a nerovnostmi mezi nimi. Studentka
teorii vysvétluje na prikladech (véetné praktickych slovnich uloh) a také vsSe ndpaditym zplsobem
demonstruje geometricky s vyuzitim konstrukénich Gloh. V druhé &asti studentka pfipomina zdkladni
struktury linedrni algebry a matematické analyzy, na kterych posléze studuje nerovnosti, a to
trojuhelnikovou, Cauchyovu, Jensenovu, Youngovu, Bernoulliovu, Holderovu a Minkovského. Teorie je opét
demonstrovana na prikladech (pfejatych i vlastnich) a studentka také uvadi (asto vlastni) dlikazy. V
posledni ¢asti studentka vysvétluje origindinim zplUsobem souvislosti mezi termodynamickymi zdkony a
teorii priméra a nerovnosti.

Prvni &ast prace je psand tak, aby ji mohli bez problému Cist stfedoskoldci. V druhé casti ndsleduje
obtiznostni skok, kdy zejména ¢ast o méfitelnych funkcich neni pro stfedoskolaky (a nékteré vysokoskolaky)
Citelnd. Rozumim snaze vloZit do prace co nejvice ,tézké matematiky”, nicméné prace by podle mé méla
vétsi uzitek, kdyby se studentka v této casti vénovala pouze prostorim E_n, zato vSe definovala a
vysvétlovala mnohem peclivéji. Bez této Casti by byla prace velmi vhodnym textem pro stfedoskoldky a
pregradualni studenty vysokych $kol. Treti ¢ast je psana fyzikdlnim jazykem, coZ neni prekvapivé, nebot
studentka ma jako druhy obor studia fyziku. Prace ma velmi dobrou myslenku a zakladni logickou strukturu,
samotny text je ovSem ¢asto chaoticky a neusporadany.

V prvni stfedoskolské ¢asti mi chybi néjaka blizsi motivace pro zavedeni primérd a néco jako ndvod, kdy je
pouZit. U feSenych uloh je néjaké (ne Uplné jednoduché) fyzikalni nebo chemické zdGvodnéni, ale motivace
mi chybi (a pfipadnym ¢tendriim z rfad studentt bude podle mé také chybét).

Nékteré formulace mi pfijdou nestastné (napf. pokud je zmirfiovdna nerovnost pro n=2, neni to pro mé
»zjednoduseni”, ale specialni pripad (definice prdmér(), formulace ,,pro nerovnost plati vztah” je ponékud
zvlastni, pokud ten vztah je pfimo ta nerovnost (formule (2.9))).

Obcas studentka malo nebo nepresné vysvétluje. Ma zacatecnicky pocit, Ze kdyZz uz néco vi ona, tak to vi
kazdy. Je tfeba lépe komentovat postupy. Studentka casto fikd "provedeme ekvivalentni Gpravu" tam, kde
nerovnosti). Ctenaiim (hlavné z fad stfedoskolak() by pomohlo, kdyby radé&ji explicitné fekla, které Gpravy
jsou ekvivalentni a které ne, ale Ize je v omezené mife pouZit (napf. v prikladé 2.5.15. piSete "nerovnost
upravime ekvivalentné na vztah" ale nefeknete, co se stalo).

Vysvétlovani prikladl je obcas velmi nevyvazené v tom smyslu, Ze nékteré ulohy studentka vysvétluje velmi
podrobné a nékteré zase skoro vibec a neni to v obvyklém poradi, kdy prvni pfiklad je nejpodrobnéji a pak
se od podrobnosti ustupuje. Pokud se pouZivd néjaky novy postup, ma byt vysvétlen u prvniho vyskytu,
nebo vibec. Neni pékné, kdyz autor necha ¢tenare u prvniho pfikladu, aby si na to pfiSel sdm, a u dalSiho to
detailné popise (napr. priklady 3.3.5. a 3.3.6, aZz v 3.3.6 je zminéno, jak se explicitné pouzije Cauchyova
nerovnost, nebo priklady 2.5.10 a 2.5.11, kde az v 2.5.11 vysvétlujete pofadné, kdy nastava rovnost).

Obcas se ve formulacich stava, Ze to nejdulezitéjsi k pochopeni byva schovano v néjaké poznamce v zévorce
(napf. zédvorka ve vété po formuli (2.10), znaceni pramért). Také by bylo vhodné pouzivat mnohem vic
obrazk (napf. u formule (2.3) nebo u trojuhelnikové nerovnosti). Obcas by bylo vhodné naznacit, kdy
prechazime z teorie na priklady (napf. str. 38-39) a lépe rozliSovat mezi diikazy a pfiklady (napf. Dikaz 3.2.1
je dlkaz ¢eho nebo priklad na co?) a mezi tvrzenimi a definicemi (napf. co ma fict Véta 3.7.1?). Néktera
tvrzeni si zaslouzi byt vétou a ne poznamkou nakonec (napf. porovnani priméru str. 16 nahore).

U tvrzeni je potfeba mnohem porddnéji kvantifikovat a psat poradné a jednoznacné vstupni predpoklady na
parametry (napf. co je p v popisu normy na E_n v 3.1.4? co jsou X, y, z v pfikladé 2.5.1?) a oznacovat nové
objekty vcasnéji (co je r na str. 16 dole?). U dikazl je nutné nepreskakovat nékteré moznosti, i kdyz jsou
trividlni, ale zminit vSechny. Zejména obcas zapominate diskutovat nulu/nulovy vektor (napf. dikaz 3.7.2). |




kdyz je situace jasna, je tfeba to fict.

Uvodni &st druhé kapitoly je asi nejvice nepfehledna. V textu, ktery mohl/mél? byt z velké ¢asti Citelny pro
stfedoskoldky, by studentka neméla zbyte¢né pouzivat pojmy jako téleso nebo pozitivné definitni forma,
kdyZz vse lze snadno fict bez nich. V dané Casti se nevhodné zamériuje E_n, R*n a obecny (vektorovy)
prostor, v disledku ¢ehoZ nedavaji nékteré ¢asti smysl (napf. text na zacatku strany 36, pred ¢asti 3.1.3.).

Diferencidlni pocet mi obcas pfijde pouZivan zbytec¢né slozité (napf. dikaz 3.5.3). U Jensenovy nerovnosti
mi v pfikladech chybi ovéreni, Ze se opravdu jedna o konvexni kombinace. V této Casti textu by mohlo byt
vhodné prezentovat grafy funkci.

Studentka sepsala obsahly text, ktery se zabyva teorii prGmér( a nerovnosti. Text ma velmi dobrou
zakladni myslenku a hrubou strukturu. Studentka prezentuje teorii, fesi (samostatné) modelové
priklady, ¢ast z nich sama vymysli, a predklada (¢asto vlastni) dlikazy. Nicméné samostatné provedeni
pokulhava, text je chaoticky a obcas nepresné napsany. Kvantita prevysuje kvalitu. V textu je nékolik
chyb, nejsou vsak zasadni a spiSe nez neznalosti matematiky jsou zplisobeny nevhodnym vyjadfovanim.
Studentka splnila zadani diplomové prace, proto praci navrhuji k obhajobé, a to s hodnocenim 2 nebo 3.

Otazky:
Pro koho je cely text uréen? Hodlate jej nebo nékteré ¢asti dale pouzit?

V obrazku 2.7, jakou roli hraje vzajemné umisténi té horni a spodni Usecky v lichobézniku? Co kdyz
jednu z nich posuneme?

V prikladu 2.5.10, proc jsou pro s-a, s-b, s-c spInény predpoklady AG nerovnosti?

Co je ve fyzice minéno slovem dikaz? Jedna se v posledni ¢asti prace o dikazy v ,,matematickém” slova
smyslu, nebo jde o aplikace, experimenty, odvozeni, ... ?

Lenka Zalabova

17.5. 2017 /
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