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1.2 Struktura práce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2 Teoretická část 7
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Kapitola 1

Úvod

Ekonomie byla dlouhou dobu vńımána jako společenská věda, nebot’ lidské chováńı se

zdálo být jevem př́ılǐs specifickým na to, aby jej bylo možné zachytit matematickým

aparátem, a historicky se tak v ekonomii z matematických metod uplatňovaly pouze

elementárńı počty (Fatulescu, 2012, s. 2). Teprve v polovině 19. stolet́ı d́ıky ekonomům

jako byli Walras, Cournot či Pareto se do ekonomických model̊u začaly dostávat ri-

gorózńı matematické metody. Jejich práce se zprvu setkaly v anglosaské části ekono-

mické veřejnosti s nezájmem až odmı́tnut́ım. Za velký pr̊ulom je proto považována až

práce Paula Samuelsona z poloviny 20. stolet́ı, který své ekonomické modely odvodil

z model̊u použ́ıvaných v termodynamice, (Wai-Lim, 2015). Vliv rigorózńıch matema-

tických postup̊u v ekonomii od té doby nar̊ustá, přesto je dnes stále poměrně rozš́ı̌rený

názor o sṕı̌se společenskovědńım charakteru ekonomie a ekonomii jako obor ke studiu

si nezř́ıdka vyb́ıraj́ı i studenti, kteř́ı chtěj́ı
”
studovat obor bez matematiky“1. Možná

i této poptávce se přizp̊usobuje nab́ıdka a při výkladu je minimalizováno využit́ı mate-

matických postup̊u na nezbytné minimum.

Významnou roli matematiky v ekonomii nicméně tuzemské veřejné vysoké školy

v r̊uzné mı́̌re ve skladbě svých studijńıch obor̊u reflektuj́ı, Ekonomická fakulta Jihočeské

1O fenoménu volby studijńıho oboru s akcentem na eliminaci veškeré matematiky v rámci studiu

referuje i Evropská komise (Matematické vzděláváńı v Evropě: Společná úskaĺı a politiky jednotlivých

zemı́, 2011), četné d̊ukazy o pravdivosti výše uvedeného tvrzeńı i v českém prostřed́ı pak poskytuj́ı

rozličná internetová diskusńı fóra týkaj́ıćı se studia na vysoké škole.
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univerzity v Českých Budějovićıch, jak ukážeme v př́ıloze A, v mı́̌re větš́ı. Bohužel, tyto

mnohdy pracně źıskané znalosti ovšem později v ekonomických předmětech nejsou,

podle zkušenost́ı autora, v dostatečné mı́̌re uplatňovány. V oč́ıch student̊u ekonomie pak

matematika ztráćı pozici univerzálńıho nástroje, což mimo jiné napomáhá rozšǐrováńı

mýt̊u o neužitečnosti matematiky a zpochybňováńı jej́ı role ve vzdělávaćım procesu.

Jenže matematiku nelze chápat jen jako souhrn znalost́ı a metod, aplikovatelný do

př́ırodńıch věd a koneckonc̊u i daľśıch obor̊u, ale i jako ukázku rozmanitosti vnitřně

konzistentńıch struktur, jimiž lze reálný svět modelovat. Taková matematika má svoji

nezastupitelnou roli ve vzdělanosti obyvatelstva, zdokonaluje totiž schopnost kritického

myšleńı, jehož nezbytnost se nevytratila ani s masivńım nástupem výpočetńı techniky2,

která jinak usnadnila použit́ı některých matematických metod.

1.1 Ćıle práce

Tato práce na pomeźı matematické analýzy a základńıch ekonomických obor̊u (mikro-

ekonomie, finance, atd.) vyb́ırá některé problematické pasáže učiva, a sice dvoj́ıho typu.

Prvńım typem jsou témata, při jejichž výkladu lze odvodit platné vztahy s využit́ım

standardńıch matematických postup̊u, př́ıpadně by jejich aplikace osvětlila kontext jed-

notlivých fragment̊u učiva. V praxi je však takový př́ıstup často nahrazen pouhým

uvedeńım
”
vzorc̊u“, což ovšem vede k upřednostňováńı memorováńı znalost́ı před kri-

tickým myšleńım. Jak uvád́ı (Klooster, 2001), memorováńı je však nutno chápat pouze

jako jeden ze zp̊usob̊u, jimž lze źıskat základńı data jako výchoźı informace3, se kterými

je pak nutno pracovat za použit́ı kritického myšleńı.

Druhým typem jsou ekonomická témata, která z d̊uvodu nedodržeńı ustálené mate-

matické konvence o roĺıch horizontálńı a vertikálńı osy při grafickém znázorněńı funkćı

jedné reálné proměnné znesnadňuj́ı při svém tradičńım výkladu interpretaci zobrazo-

vaných vztah̊u dvou veličin. Ukážeme také, že je celá situace mnohdy komplikovaněǰśı

a nemá snadné řešeńı.

2Ba právě naopak.
3Daľśım zp̊usobem źıskáńı výchoźıch dat je využit́ı r̊uzných informačńıch zdroj̊u, jež jsou zkraje

21. stolet́ı pro každého snadno dostupné.
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Autor si je vědom existence množstv́ı kvalitńıch knih a publikaćı, které podrobně

popisuj́ı matematické podlož́ı ekonomických teoríı. Tyto jdou však většinou svým rozsa-

hem nad rámec běžných vysokoškolských kurs̊u pro bakalářské obory. Ćılem této práce

je identifikovat některé, ve světle výše uvedeného, problematické fragmenty v učivu

základńıch kurs̊u ekonomických obor̊u a doplnit je jejich matematickým kontextem za

účelem osvětleńı logických souvislost́ı a vazeb. U fragment̊u učiva, jejichž společným

jmenovatelem je převrácený význam os v grafickém znázorněńı, se pokuśıme odhalit

d̊uvody nedodržeńı této konvence objasněńım některých zavedených zvyklost́ı v mikro-

ekonomické teorii. Tento rozpor se dále pokuśıme zmı́rnit, a to oběma směry, s ćılem

sbĺıžit ekonomický a matematický pohled na tato témata.

Pokud byt’ jen jedinému studentovi přečteńı této práce pomůže k lepš́ımu pochopeńı

třeba jen jediného z uvedených témat, naplnila tato práce autor̊uv záměr.

1.2 Struktura práce

Tato práce je standardně rozdělena na dvě části, teoretickou a praktickou. Avšak vzhle-

dem k jej́ımu z velké části matematickému charakteru, je obsah obou část́ı mı́rně ne-

standardńı.

V teoretické části (Kapitola 2) nejprve shrneme náhled na matematiku z pohledu

ekonomie, uvedeme základńı principy matematického modelováńı a srovnáme př́ıstupy

matematického modelováńı v př́ırodńıch vědách a v ekonomii. Jako ilustraci uvedeme

př́ıklad současných vědeckých př́ıstup̊u v aplikaci matematiky na teorii finančńıch trh̊u.

Krátká rešerše výuky matematiky v rámci ekonomických obor̊u na českých univer-

zitách by v jiné práci byla zřejmě řazena do praktické části, v našem př́ıpadě je jen

krátkým podkladem pro naše tvrzeńı, že na EF JU je rozsah výuky matematiky v

rámci sledovaného oboru nadpr̊uměrný, a do práce ji zařazujeme pouze pro úplnost

jako př́ılohu.

Vlastńı práce (praktická část) je pak tvořena vybranými fragmenty učiva, se kterými

se student oboru Účetnictv́ı a finančńı ř́ızeńı podniku v bakalářském stupni na EF JU

setká a na nichž lze ilustrovat výše popsané fenomény.
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Kapitola 3 obsahuje tři témata, jejichž matematické pozad́ı využ́ıvá metod a nástroj̊u

vyučovaných v úvodńıch kursech matematiky, avšak výklad této látky se o tyto zna-

losti neoṕırá. Osvětĺıme proto výpočet hodnoty anuit, úskaĺı stanoveńı přibližné hodnoty

vnitřńıho výnosového procenta i teorii užitku.

Kapitolu 4 také vyplňuj́ı tři témata, jejichž standardńı grafické zobrazeńı je vzhle-

dem k nedodržeńı konvence přǐrazeńı významu os sṕı̌se zaváděj́ıćı než osvětluj́ıćı. Kon-

krétně jsme vybrali teorii individuálńı nab́ıdky práce, diverzifikaci investičńıho portfolia

a teorii poptávky. Prodiskutujeme problematiku
”
sč́ıtáńı křivek“ a vysvětĺıme, v čem

tkv́ı úskaĺı interpretace grafu s opačnou konvenćı.

Práci uzav́ırá kapitola 5, ve které shrneme dosažené výsledky, a dvě př́ılohy s doplňko-

vým materiálem.

(Soukupová, Hořeǰśı, Macáková, & Soukup, 1996),(Mas-Colell, Whinston, & Green,

1995),(Hořeǰśı, Soukupová, Macáková, & Soukup, 2010),(Krejč́ı, Lamba, Melnik, & Ra-

chinskii, 2015),(Krejč́ı, Lamba, Melnik, & Rachinskii, 2014),(Grinfeld, Lamba, & Cross,

2013)



Kapitola 2

Ekonomie a matematika

(Teoretická část)

”
Problémem ekonomie neńı, že by použ́ıvala málo matematiky, ale že

použ́ıvá velké množstv́ı př́ılǐs jednoduché matematiky.“

- Harbir Lamba, profesor na George Mason University, Virginia, USA

Matematik doplňuj́ıćı si ekonomické vzděláńı na se nemůže ubránit dojmu, že mezi

přednášej́ıćımi ekonomických předmět̊u převládá názor, že matematika již nemá eko-

nomii co nab́ıdnout. V následuj́ıćıch čtyřech podkapitolách nab́ıźıme některé podklady

pro opačný názor.

2.1 Ekonomie jako vědńı obor

Ekonomie jako věda stoj́ı na pomeźı společenských a př́ırodńıch věd, jak naznačuje

např́ıklad i (Holman, 2002, s. 2), a matematika se pro zkoumáńı vztah̊u v ekonomii

použ́ıvá prakticky odjakživa. Zvláštńı, avšak ne ojedinělý, náhled na roli matematiky

v ekonomii má (Soukupová et al., 1996, s. 41):

”
Použ́ıváńı matematiky v ekonomii má své výhody i nevýhody. Mezi výhody patř́ı

skutečnost, že matematika je srozumitelná lidem hovoř́ıćım r̊uzným národńım jazy-

7
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kem; jej́ı jazyk je přesněǰśı než verbálńı vyjádřeńı. Formalizujeme-li určitý ekonomický

problém, m̊uže nám matematika umožnit tento problém lépe řešit. Nevýhodou matema-

tiky v ekonomii je nebezpeč́ı převážeńı matematického pohledu nad ekonomickým. (...)“

Vcelku správný je náhled na matematiku jako jazyk, umožňuj́ıćı vyjádřit fenomény

jednotlivých vědńıch obor̊u a pracovat s nimi užit́ım poněkud odlǐsné perspektivy. Avšak

obava z
”
převážeńım matematického pohledu“ zde svědč́ı sṕı̌se o nepochopeńı úlohy

matematiky. Naprosto analogická by byla obava, aby při výuce ekonomie v anglickém

jazyce nepřevážilo hledisko jazykovědné nad ekonomickou podstatou prob́ırané látky.

Přes d̊uvody uvedené výše, které jsou sṕı̌se polemikou s nešt’astnou formulaćı než jej́ı

nosnou myšlenkou, je artikulace ekonomie jako vědńıho oboru rozkročeného mezi dvěma

velkými skupinami společenských a př́ırodńıch věd přesněǰśı vyjádřeńı skutečnosti, než

rozděleńı ekonomie na dva proudy, které se v r̊uzných učebńıch textech mikroekonomie

na českých univerzitách opakuje s až zarážej́ıćı doslovnost́ı. Viz např́ıklad (Macáková

& kol., 2003, s. 13):

•
”
Matematická větev prosazuje názor, že kritériem pravdivosti a vědeckosti je možnost

matematického d̊ukazu.“

•
”
Společenská větev odmı́tá matematickou větev, argumentuje t́ım, že ekonomie je

věda o chováńı lid́ı ve výrobě.“

Výše uvedená definice matematické větve je z matematického pohledu nesmyslná.

Matematika totiž neńı a nemůže být nástrojem objektivizace pravdivosti teoríı. Ve

výrokové logice, která je standardńım nástrojem pro konstrukci matematických d̊ukaz̊u,

totiž možnost dokázat určité tvrzeńı silně záviśı na výběru axiom̊u, základńıch prav-

divých tvrzeńı, na kterých teorii stav́ıme. A vhodným výběrem souboru axiomů lze

dokázat pravdivost téměř libovolného tvrzeńı. Nav́ıc za jeden z největš́ıch matema-

tických objev̊u 20. stolet́ı je považován d̊ukaz brněnského rodáka Kurta Gödela, že

žádný logický systém založený na konečné množině axiomů nemůže být zároveň úplný

a bezesporný, (Gödel, 1931). Tedy, že ne každý výrok lze prostředky matematické logiky

dokázat či vyvrátit.
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2.2 Matematické modelováńı

Dnešńı matematika k reálným proces̊um z rozličných vědńıch obor̊u přistupuje s po-

moćı nástroje matematického modelováńı, jež umožňuje zachytit zákonitosti mezi jed-

notlivými fenomény užit́ım matematických metod a abstrahovat tak od ned̊uležitých

skutečnost́ı. Výsledkem tohoto procesu je matematický model jako soubor vztah̊u mezi

abstraktńımi pojmy. Takovým modelem může být např́ıklad evolučńı diferenciálńı rov-

nice, která reprezentuje zákonitosti uplatňuj́ıćı se při vzájemném fyzikálńım p̊usobeńı

několika stavových veličin, které popisuj́ı daný reálný systém. Model pak může posloužit

k predikci chováńı systému při simulaci r̊uzných okolńıch vliv̊u, anebo i budoućıho

vývoje.

Z podstaty věci je jasné, že model do jisté mı́ry zjednodušuje skutečnost. Důležité

přitom je, aby efekty, které model nezahrnuje, nebyly pro chováńı sledovaného systému

podstatné. Např́ıklad na efektivitu práce sledovaného zaměstnance nebude mı́t zřejmě

vliv barva jeho košile, avšak jeho náchylnost k nemocnosti už třeba ano. Na to, které

skutečnosti je možné zanedbat a které již nikoli, nám ovšem matematika odpověd’ nedá

a ani dát nemůže. Proto je při práci s matematickým modelem nezbytné respektovat

klasické schéma, znázorněné na Obrázku 1, které se v r̊uzných podobách vyskytuje ve

všech učebnićıch matematického modelováńı, viz např́ıklad (Hřeb́ıček & Škrdla, 2006)

či (Blaheta, 2012).

Nezř́ıdka se matematik setká i s názorem, že
”
matematika vše umı́“. Tento mýtus pa-

trně prameńı z faktu, že obsah matematického učiva v rozsahu základńı a středńı školy

z̊ustává nezměněn již v́ıce než 200 let, od dob Newtona a Leibnize. Že je v matema-

tice velké množstv́ı nezodpovězených otázek, popularizoval na přelomu tiśıcilet́ı Claẙuv

institut publikaćı sedmi nejzásadněǰśıch problémů, které před matematikou v 21. sto-

let́ı stoj́ı1. Je mezi nimi i existence řešeńı pro Navierovy-Stokesovy rovnice (Fefferman,

2006), které tvoř́ı všeobecně přij́ımaný a použ́ıvaný model pro prouděńı tekutin2. Jedná

1Obdobný seznam 23 problémů pro 20. stolet́ı publikoval v roce 1900 německý matematik David

Hilbert. Neńı bez zaj́ımavosti, že z oněch 23 bylo dodnes zcela vyřešeno pouze 10, viz (Hazewinkel,

2001).
2Mezi tekutiny řad́ıme kapaliny, plyny a plazma.
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Reálný systém

Pozorováńı

Výběr modelovaných vztah̊u

(fyzikálńı model)

Validace modelu

Matematický model

Numerický

(poč́ıtačový) model

Řešeńı

Obrázek 1: Schéma matematického modelováńı. Na každé úrovni docháźı k určitému zjed-

nodušeńı, o němž nelze obecně rozhodnout, zda nebude zásadńı pro kvalitu řešeńı, které model

poskytne. Proto je nezbytnou součást́ı modelovaćıho procesu i validace výsledk̊u modelu oproti

reálné situaci.

se o dvě nelineárńı diferenciálńı rovnice, pro které v plné obecnosti nejsme schopni

prokázat existenci a nebo neexistenci řešeńı. Přitom př́ıpadné prokázáńı neexistence

řešeńı neznamená, že by přestala téct voda, znamená pouze, že jsme se při odvozeńı

modelu dopustili př́ılǐs velkého zjednodušeńı a že náš model nutně nezachycuje všechny

skutečnosti, které jsou pro daný proces podstatné.

Tedy ona možnost matematického d̊ukazu, citovaná výše v definici matematické

větve ekonomie, naráž́ı kromě problémů filozofických, které jsme zmı́nili v kapitole

předchoźı, i na reálné hranice poznáńı v matematice jako vědńı discipĺıně.
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2.3 Srovnáńı aplikace matematických metod v r̊uzných

vědńıch oborech

Odmı́táńı matematických metod v ekonomii źıskalo po roce 2008 nový argument, že

matematické modely beztak nefunguj́ı, podrobněji např́ıklad v (Nabeal, 2012). Jenže to

může být argument pouze pro zavržeńı daného modelu, nikoli matematiky samotné.

Je zaj́ımavé sledovat paralelu ekonomie a mechaniky jako dvou obor̊u využ́ıvaj́ıćıch

matematické metody. Nejjednodušš́ı model volného pádu tělesa, který se stále uč́ı na

základńıch školách, redukuje těleso na konstrukt hmotného bodu, zanedbává přitom

možnost rotace či deformace tělesa, o odporu vzduchu ani nemluvě. Proto je obt́ıžné

přesvědčit studenty, že rychlost pádu hmotného bodu nezáviśı na jeho hmotnosti.

Ostatně i v pr̊umyslové praxi je takový model, vzhledem k nepřesnostem vyvolaným

těmito zjednodušeńımi, prakticky nepoužitelný. Důsledkem bylo vytvořeńı kompliko-

vaněǰśıch a přesněǰśıch model̊u, jejichž správnost je každodenně verifikována úspěchy

v praktických aplikaćıch, ale i rozvoj matematických metod hnaný potřebami oboru

aplikace. Za všechny lze jmenovat např́ıklad dopad Einsteinových objev̊u na rozvoj

teorie neeuklidovských geometríı.

Oproti tomu v ekonomii, snad i d́ıky existenci alternativńı společenskovědńı větve,

byl tlak na zdokonaleńı model̊u nesrovnatelně menš́ı. Přitom soudobé matematické

nástroje umožňovaly konstrukci i řešeńı komplikovaněǰśıch model̊u, než jakých bylo

využ́ıváno, jak podrobně ukážeme v následuj́ıćı kapitole na př́ıkladě využit́ı model̊u

magnetických materiál̊u pro modelováńı finančńıch trh̊u.

Ilustraćı toho, že matematický aparát potřebný pro řešeńı takových problémů je

mnohdy již připraven a stač́ı jej jen aplikovat, je známý př́ıběh Johna F. Nashe, který

dokázal existenci Nashových ekvilibríı (Mas-Colell et al., 1995, s. 244) v teorii her

(Nash, 1950) a (Nash, 1951). Za tyto výsledky źıskal v roce 1994 Nobelovu cenu za

ekonomii, přestože z pohledu matematiky se jednalo o poměrně elementárńı aplikaci

Věty o pevném bodě3.

3S poukazem právě na tuto skutečnost označil údajně Nash̊uv školitel John von Neumann tento

výsledek za triviálńı, jak uvád́ı čtivě napsaná a později i zfilmovaná Nashova biografie Beautiful Mind
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2.4 Finančńı trh jako hysterezńı materiál

”
Umı́me modelovat fáze euforie a fáze strachu na finančńıch trźıch. Je-

jich parametry jsou poměrně odlǐsné. Nikdy jsme však úspěšně nenamode-

lovali přechod od euforie ke strachu.“

- Alan Greenspan4, Financial Times, March 27th 2009.

Tuto podkapitolu zařazujeme jako ilustraci současné hranice poznáńı v oblasti apli-

kace matematiky do ekonomie.

(Lamba, 2010) přǐsel s kritikou matematického modelováńı finančńıch trh̊u. Lo-

gický impulsem pro revizi stávaj́ıćıch model̊u byly rozsáhlé obchody s finančńımi de-

riváty, kv̊uli kterým na sebe v roce 2008 finančńı kolaps amerických trh̊u s hypotékami

navázal zásadńı propady finančńıch trh̊u prakticky na celém světě, což mělo za d̊usledek

následnou finančńı krizi.

Lamba poukazuje na fakt, že stávaj́ıćı modely dynamiky finančńıch trh̊u jsou založeny

na předpokladu, že trh procháźı pouze rovnovážnými stavy, a předpokládaj́ı raciona-

litu všech finančńık̊u, maximalizaci užitku jako jejich ćıl a vzájemnou nezávislost roz-

hodováńı. Takové modely pak maj́ı stabilńı rovnovážný stav. Tyto modely převzaly

automaticky některé principy použ́ıvané ve standardńıch aplikaćıch v mechanice a ter-

modynamice, kde se také předpokládá, že systém procháźı pouze rovnovážnými stavy.

Jenže velký rozd́ıl mezi finančńım trhem a termodynamickým systémem je ten, že ter-

modynamický systém vždy spěje k rovnovážnému stavu — zaručuj́ı to termodynamické

zákony5, tedy zákon zachováńı energie a princip rostoućı entropie, který předepisuje

částićım určité chováńı. Takže přestože model neńı dokonale přesný, je alespoň přiblǐzně

přesný, tedy chováńı skutečného systému nemůže být diametrálně odlǐsné od chováńı

modelu.

Jinými slovy, v termodynamickém systému máme zajǐstěnou jak existenci rovnováhy,

tak i mechanismus, který směřováńı k rovnováze zaručuje. Jenže v ekonomickém systému

(Nasar, 2011, s. 94).
4(Greenspan, 2009)
5Viz libovolná učebnice či skripta základ̊u termodynamiky, např́ıklad (Kráĺık, 2012, s. 111–116).
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nic takového neńı. Budeme-li sledovat ještě chv́ıli tuto analogii, lze připodobnit finančńı

trh ke krabici s plynem, jehož částice mohou samovolně libovolně zrychlovat či zpoma-

lovat. Tato vnitřńı dynamika pak může značně ochromit stabilitu rovnovážného stavu.

A stejné je to s finančńımi trhy; vnitřńı dynamika může rozpohybovat ceny daleko od

předpokládané rovnováhy.

Velkým trendem je také aplikace stochastických diferenciálńıch rovnic, které předpo-

kládaj́ı, že vstupńı funkce jsou dány až na určitou náhodnou výchylku. Jenže běžný

předpoklad je, že tyto výchylky maj́ı nulovou středńı hodnotu, ř́ıd́ı se Gaussovým

rozděleńım a jsou navzájem nezávislé. Zvláště posledńı předpoklad si protǐreč́ı s po-

zorováńımi, že výchylky maj́ı tendenci se sṕı̌se kumulovat. Tyto metody tedy jen stěž́ı

budou naš́ı spásou.

Vezměme si př́ıklad vývoje ceny určitého zbož́ı, jej́ıž rovnovážný stav je dán pr̊useč́ı-

kem křivek nab́ıdky a poptávky. Pokud se některá z křivek skokově změńı a rychle

se skokově vrát́ı zpět, cena by se měla rychle stabilizovat opět na p̊uvodńı hodnotě.

Tedy neviditelná ruka trhu by měla zaúčinkovat a systém si nenese žádnou informaci

o prodělaném cenovém šoku. Jenže pokud připust́ıme vnitřńı strukturu (analogii k ne-

platnosti termodynamických zákon̊u), systém se nemuśı vrátit zpět do rovnováhy. Tento

jev lze interpretovat jako ned̊uvěru investor̊u v daný produkt.

Vnitřńı dynamice finančńıch trh̊u přisṕıvá i stádńı efekt, kdy obchodńıci maj́ı ten-

denci upřednostňovat strategii zauj́ımanou většinou obchodńık̊u, často zvanou také

nálada na trhu. Tento efekt je nezachytitelný standardńımi modely.

Teorie, že nálada na trhu je dána předchoźım vývojem, je daľśım z impuls̊u k zane-

seńı historie systému do modelu, např́ıklad prostřednictv́ım fenoménu paměti. Takové

modely jsou známy z fyzikálńıch aplikaćı takzvaných hysterezńıch materiál̊u, jejichž

magnetické vlastnosti záviśı nejen na stavových veličinách, ale i na historii daného

materiálu. Teorie modelováńı hysterezńıch materiál̊u je poměrně široce rozpracována

a nyńı se pracuje i na jejich přizp̊usobeńı pro finančńı trhy. Podrobnosti lze nalézt v od-

borných matematických článćıch (Grinfeld et al., 2013), (Lamba, 2010), (Krejč́ı et al.,

2014) či (Krejč́ı et al., 2015), ze kterých bylo čerpáno při tvorbě této podkapitoly.
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Kapitola 3

Fragmenty ekonomického učiva a

doplněńı jejich matematického

kontextu

V této kapitole se zaměř́ıme na některá témata r̊uzných ekonomických obor̊u, při je-

jichž výkladu by bylo užitečné rozkrýt jejich matematické pozad́ı. Ač se jedná o hete-

rogenńı látku, jedno téma maj́ı všechny tři fragmenty společné. Jakkoli je matematický

aparát, o něž se oṕıraj́ı, součást́ı kurs̊u matematiky, který studenti v prvńım ročńıku

bakalářského studia absolvuj́ı, jejich výklad jej mnohdy plně nevyuž́ıvá. V této kapitole

se pokuśıme o doplněńı tohoto př́ıstupu.

3.1 Budoućı a současná hodnota anuit

Anuitou rozumı́me konstantńı platbu v pravidelných časových intervalech po určitý

časový úsek. Celková hodnota anuit ovšem neńı dána prostým souhrnem všech plateb,

nebot’ do hry vstupuje časový faktor. Pojmy budoućı a současná hodnota souviśı s teoríı

časové hodnoty peněz, která vycháźı z jednoduchého principu
”
jedna koruna dnes je v́ıc

než jedna koruna źıtra, protože ta dnešńı již může vydělávat“, viz (Kislingerová, 2004,

s. 130).

Finančńı toky lze tedy podle této teorie ocenit k určitému datu a anuity jsou pouze

15
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jedńım speciálńım př́ıpadem.

Během bakalářského studia se lze setkat s touto látkou opakovaně, vždy bohužel

formulovanou pouze jako seznam následuj́ıćıch čtyř součinových koeficient̊u s těžko za-

pamatovatelnými názvy:

• střadatel umožňuje spoč́ıtat budoućı hodnotu anuit,

FV = A · (1 + i)n − 1

i
, (3.1)

• fondovatel výši anuity pro dosažeńı dané budoućı hodnoty,

A = FV · i

(1 + i)n − 1
, (3.2)

• zásobitel současnou hodnotu anuity,

PV = A · (1 + i)n − 1

(1 + i)ni
, (3.3)

• umořovatel požadovanou výši anuit pro danou současnou hodnotu,

A = PV · (1 + i)ni

(1 + i)n − 1
. (3.4)

Tyto čtyři vzorce se vztahuj́ı k polh̊utnému úročeńı, tedy variantě, kdy jsou úroky

připisovány na konci úrokovaćıho obdob́ı. Úročeńı předlh̊utné vyžaduje bud’ daľśı čtveřici

vzorc̊u k zapamatováńı, nebo dvojkrokový výpočet, kdy se výsledek muśı ještě do-

datečně oddiskontovat.

S využit́ım znalost́ı źıskaných v úvodńım kursu matematiky lze poč́ıtat současnou

hodnotu anuity jako částečný součet řady

PV =
A

1 + i
+

A

(1 + i)2
+ · · ·+ A

(1 + i)n
=

n∑

k=1

A

(1 + i)k
=

n−1∑

j=0

A

1 + i
· 1

(1 + i)j
,

ve které je každá následuj́ıćı platba diskontována stejným diskontńım faktorem. Jde

tedy o řadu geometrickou,

sn =
n−1∑

j=0

a0q
j, (3.5)
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pro hodnoty a0 = A
1+i
, q = 1

1+i
.

Pro úplnost zde odvod’me nyńı součet geometrické řady, viz např́ıklad (Zorich &

Cooke, 2004, p. 96). Rozepsáńım (3.5) dostaneme

sn = a0(1 + q + q2 + · · ·+ qn−1),

qsn = a0(q + q2 + · · ·+ qn−1 + qn),

jejichž vzájemným odečteńım a elementárńı úpravou źıskáme

sn = a0 ·
1− qn
1− q . (3.6)

A tedy dosazeńım do (3.6) lze źıskat současnou hodnotu anuity jako

PV =
A

1 + i
·

1− 1
(1+i)n

1− 1
1+i

= A ·
1− 1

(1+i)n

1 + i− 1
= A · (1 + i)n − 1

i(1 + i)n
.

Podobně je budoućı hodnota anuit rovna částečnému součtu řady

FV = A(1 + i) + A(1 + i)2 + · · ·+ A(1 + i)n =
n∑

k=1

A(1 + i)k =
n−1∑

j=0

A(1 + i)(1 + i)j,

tedy jde o geometrickou řadu s a0 = A(1 + i), q = 1 + i. Dosazeńım těchto hodnot do

(3.6) dostaneme

FV = A · 1− (1 + i)n

1− (1 + i)
= A · (1 + i)n − 1

i
,

č́ımž jsme odvodili koeficienty zvané zásobitel (3.3) a střadatel (3.1). Zbývaj́ıćı dva, tedy

fondovatel (3.2) a umořovatel (3.4) jsou pouze převrácenými hodnotami předchoźıch

dvou.

Znalost vyjádřeńı částečného součtu geometrické řady umožňuje př́ımo poč́ıtat i před-

lh̊utné nebo nestandardńı anuity. Bude-li např́ıklad vypláceno ročně A Kč po dobu n let,

přičemž je prvńı splátka odložena o d let, lze využ́ıt podobné úvahy k odvozeńı hodnot

a0 = A
(1+i)d+1 , q = 1

1+i
, které dosad́ıme do vztahu (3.6).

(Kislingerová, 2004, s. 142) využ́ıvá ve výkladu pouze jednodušš́ı vzorec pro ne-

konečné anuity, tzv. perpetuity a poč́ıtá částečný součet geometrické řady jako rozd́ıl
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dvou časově navzájem posunutých perpetuit. Jakkoli je tento postup z pohledu filo-

zofie matematiky zvláštńı1, z pohledu věcně-logického proti němu nelze nic namı́tat.

Tato metoda má však omezeńı spoč́ıvaj́ıćı v nutné konvergenci př́ıslušné geometrické

řady, je proto aplikovatelná pouze v př́ıpadě |q| < 1, tedy pouze pro současnou hodnotu.

Tento postup nelze aplikovat na budoućı hodnotu anuity, předpokládáme-li nezápornou

úrokovou mı́ru.

3.2 Vnitřńı výnosové procento

Vnitřńı výnosové procento (IRR z anglického internal rate of return) se řad́ı v teorii

finanćı mezi výnosové metody hodnoceńı investic a všeobecně se definuje jako taková

hodnota úrokové mı́ry, při které je čistá současná hodnota investice rovna nule;

NPV (i) =
n∑

t=1

CFt

(1 + i)t
−K, (3.7)

kde

NPV je čistá současná hodnota investice,

n je počet let životnosti investice,

CFt je očekávané cash-flow z investice v t-tém roce,

K je výše kapitálového výdaje, předpokládám K > 0.

Problém je, že pro NPV (i) = 0 nelze obecně proměnnou i z rovnice (3.7) vyjádřit

pomoćı elementárńıch matematických operaćı. Nav́ıc funkce NPV (i) nemuśı být ani

prostá, takže řešeńı rovnice NPV (i) = 0 nemuśı být jednoznačné. To zálež́ı na hod-

notách cash-flow, které je zde parametrem úlohy, což také ilustrujeme na Př́ıkladu 2

v této podkapitole.

S těmito úskaĺımi se matematika dokáže v́ıce či méně elegantńımi metodami vypořádat,

v ekonomických učebnićıch však již po desetilet́ı dominuje metoda nejjednodušš́ı a nejméně

vhodná.

1Postup je zvláštńı v tom ohledu, že se jedná o výpočet konečné sumy s pomoćı nekonečné, pro ńıž

byl vzorec odvozen d́ıky právě konečným součt̊um.
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3.2.1 Metoda lineárńı interpolace

Metoda lineárńı interpolace vycháźı z myšlenky nahradit složitou funkci sečnou, tedy

úsečkou, s využit́ım znalosti funkčńıch hodnot ve dvou bodech. Pro ni již neńı problém

dopoč́ıtat pr̊useč́ık s horizontálńı osou, a tento výsledek prohlásit za přibližnou hodnotu

vnitřńıho výnosového procenta.

Předpokládejme, že všechny peněžńı toky CFt plynoućı z investice jsou nezáporné

a že jejich nediskontovaný úhrn převyšuje kapitálový výdaj K. Pak plat́ı

lim
i→0+

NPV (i) =
n∑

t=1

CFt −K > 0, lim
i→∞

NPV (i) = −K < 0,

NPV ′′(i) =
n∑

t=1

t(t+ 1)CFt

(1 + i)t+2
> 0, pro všechna i ∈ R+,

z čehož, za přispěńı spojité závislosti čisté současné hodnoty na diskontńı sazbě, plyne

existence jediného i?, hodnoty diskontńı sazby, pro kterou je čistá současná hodnota

nulová, tedy vnitřńı výnosové procento, i? = IRR.

Se znalost́ı základńıch transformaćı funkćı z prvńıho semestru matematiky lze rov-

nici př́ımky procházej́ıćı body [a,A], [b, B] psát jako

y − A =
B − A
b− a (x− a).

Přibližnou hodnotu ĨRR vnitřńıho výnosového procenta IRR odtud źıskáme dosazeńım

[a,A] = [iN , NPVN ], [b, B] = [iV , NPVV ] a x = ĨRR, y = 0, tedy

−NPV1 =
NPV2 −NPV1

i2 − i1
(ĨRR− i1),

odkud vyjádř́ıme

ĨRR = i1 +NPV1
i2 − i1

NPV1 −NPV2
. (3.8)

Při řešeńı se postupuje následovně: Odhadnou se dvě úrokové mı́ry i1, i2, které plńı

funkci spodńıho a horńıho odhadu pro IRR, spoč́ıtaj́ı se pro ně pomoćı (3.7) hodnoty

NPV1, NPV2, a po ověřeńı NPV1 > 0, NPV2 < 0 se všechny čtyři hodnoty dosad́ı do

(3.8).
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Obrázek 2: Hledáńı kořenu funkce pomoćı lineárńı interpolace: Ilustrace nahrazeńı spojité

funkce f na intervalu [a, b], kde měńı znaménko (f(a) · f(b) < 0), sečnou a s t́ım spojená

aproximace kořenu x0 funkce f pr̊useč́ıkem sečny a vodorovné osy, bodem x̃0.

I přes zjednodušeńı ve formě nezápornosti peněžńıch tok̊u metoda lineárńı interpo-

lace poskytuje pouze přibližné řešeńı, jehož kvalita výrazně záviśı na dvou parametrech:

• vzdálenosti bod̊u i1, i2,

•
”
mı́ry konvexnosti“ funkce NPV (i), tedy velikosti jej́ı druhé derivace.

Oba tyto jevy ilustruje náčrt grafu na Obrázku 2.

3.2.2 Metoda bisekce

I nadále předpokládejme nezápornost peněžńıch tok̊u plynoućıch z investice, a tedy

existenci jediného i?, pro které je čistá současná hodnota investice nulová. Pro takový

př́ıpad lze použ́ıt metodu bisekce, viz např́ıklad (Süli & Mayers, 2003, s. 28), která

úspěšně minimalizuje chybu odhadu přesného řešeńı, přitom je stále jednoduchou me-

todou.
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Podobně jako u metody lineárńı interpolace, i zde je počátečńım krokem stanoveńı

dvou úrokových měr, nižš́ı ia1 , pro kterou je čistá současná hodnota investice NPVa1 =

NPV (ia1) kladná, a vyšš́ı ib1 , pro kterou je NPVb1 = NPV (ib1) záporná. Střed intervalu

(ia1 , ib1) označme ic1 , tedy

ic1 =
ia1 + ib1

2
,

a definujeme interval polovičńı délky (ia2 , ib2) jako

(ia2 , ib2) =





(ia1 , ic1), je-li NPVc1 ·NPVb1 > 0,

(ic1 , ib1), je-li NPVc1 ·NPVb1 < 0.

Tuto proceduru opakujeme v každém kroku, tedy pro interval (iak , ibk), k ∈ N, pro

který NPVak · NPVbk < 0 označme jeho střed ick =
iak+ibk

2
. Je-li NPVc1 = 0, nalezli

jsme vnitřńı výnosové procento dokonce přesně. V opačném př́ıpadě definujeme interval

polovičńı délky

(iak+1
, ibk+1

) =





(iak , ick), je-li NPVck ·NPVbk > 0,

(ick , ibk), je-li NPVck ·NPVbk < 0.

Z Bolzanovy-Cauchyovy věty o nulové hodnotě, viz např́ıklad (Zorich & Cooke, 2004,

s. 160), plyne, že přesná hodnota vnitřńıho výnosového procenta IRR lež́ı v každém

intervalu (iak , ibk), přičemž jeho délka je lk := (ibk − iak) = 2−k(ib0 − ia0). Tedy pro

předem zvolenou požadovanou přesnost ε proces opakujeme, dokud neńı délka intervalu

pod touto hranićı, tedy lk < ε. Za přibližnou hodnotu vnitřńıho výnosového procenta

pak polož́ıme např́ıklad střed posledńıho intervalu, tedy ĨRR := ck, jak je ilustrováno

na Obrázku 3.

Na tomto principu funguj́ı i metody hledaj́ıćı kořen v mnohých softwarových progra-

mech, jako je např́ıklad Řešitel v aplikaci Microsoft Excel nebo funkce fzero v prostřed́ı

MATLAB, které mohou být pro určeńı vnitřńıho výnosového procenta s úspěchem

využity.
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Obrázek 3: Hledáńı kořenu funkce čisté současné hodnoty (tj. vnitřńıho výnosového procenta)

pomoćı metody bisekce: Tři kroky metody, řešeńı aproximováno bodem x̃0, jenž je středem

třet́ıho intervalu.

3.2.3 Využit́ı volně dostupného softwaru

Dneska nośı každý z nás v kapse věťśı výpočetńı výkon, než měla posádka

Apolla 11 při přistáńı na Měśıci.

- Shelley Canright, NASA2

Jakkoli metoda bisekce úspěšně řeš́ı úlohu vnitřńıho výnosového procenta, neńı

stejně jako metoda lineárńı interpolace robustńı ve vztahu k multiplicitě řešeńı. In-

vestice, které přináš́ı nekonvenčńı peněžńı toky, mohou dávat nulovou čistou současnou

hodnotu pro v́ıce r̊uzných úrokových měr. Výše uvedené metody v takovém př́ıpadě

vrát́ı přibližnou hodnotu jedné z nich, aniž poskytnou informaci, že řešeńı existuje v́ıce.

Že taková situace může nastat, si lze ilustrovat na následuj́ıćım př́ıkladě.

Př́ıklad 1. Necht’ investice o výši 413 tiśıc o dvouleté životnosti má předpokládané

2(Canright, 2009)
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finančńı toky 1 milion v prvńım roce a −600 tiśıc ve druhém roce. Určete, pro jakou

hodnotu úrokové mı́ry lze investici doporučit3.

Čistou současnou hodnotu takové investice lze psát jako

NPV (i) =
1000

1 + i
− 600

(1 + i)2
− 413,

a jej́ı nulovou hodnotu lze spoč́ıtat dokonce analyticky řešeńım kvadratické rovnice.

Kořeny jsou dva, i?1 ≈ 0, 097 a i?2 ≈ 0, 324.

Vysvětleńı je zde nasnadě. Pro nulovou úrokovou mı́ru, která odpov́ıdá zanedbáńı

časového faktoru v př́ıjmech a výdaj́ıch, výdaje jsou vyšš́ı než př́ıjmy, a tedy nelze in-

vestici doporučit. Teprve s rostoućı úrokovou mı́rou poklesne současná hodnota výdaje

v druhém roce životnosti investice natolik, aby byla čistá současná hodnota kladná. Při

daľśım r̊ustu úrokové mı́ry klesá současná hodnota př́ıjmu z prvńıho roku investice,

a čistá současná hodnota opět klesne do záporných hodnot. �

Pro deľśı životnost investice a v́ıce záporných peněžńıch tok̊u může být kořen̊u rov-

niceNPV (i) = 0 ještě v́ıce a situace se stává nepřehlednou. Naštěst́ı dnes již každý z nás

disponuje mnohem mocněǰśımi nástroji a neńı složité si nulové body funkce spoč́ıtat a

funkci si graficky znázornit.

Př́ıklad 2. Necht’ investice ve výši jednoho milionu korun přinese v následuj́ıćıch

letech finančńı toky: devět milion̊u v druhém roce, minus šest milion̊u ve třet́ım roce,

minus osmnáct milion̊u v pátém roce a osmnáct milion̊u v sedmém roce. Ve zbylých

letech předpokládáme toky nulové. Jaká je hodnota vnitřńıho výnosového procenta? �

Takový př́ıklad již nelze řešit analyticky a je nezbytné využ́ıt numerických metod.

Neńı přitom potřeba instalovat žádné drahé komerčńı softwary či jejich volné, ale časově

omezené verze. Dnes je již na internetu k dispozici spousta online řešič̊u, jejichž výhoda

spoč́ıvá i v tom, že k výpočtu nepouž́ıvaj́ı operačńı pamět’ vašeho zař́ızeńı, a lze je

tedy efektivně využ́ıt např́ıklad i z mobilńıho telefonu. Zvláštńı oblibě se těš́ı zejména

web www.wolframalpha.com společnosti Wolfram, který stoj́ı za komerčńım softwarem

3Zadáńı př́ıkladu se může zdát mı́rně nereálné, ale použit́ı jednoduchého př́ıkladu zde pomůže

názorněji ukázat jev, jehož objasněńı v komplikovaněǰśım reálném př́ıkladě by bylo méně transparentńı.
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Mathematica.

Většina softwar̊u vyžaduje poměrně př́ısnou kázeň při syntaxi př́ıkaz̊u a právě roz-

volněńı tohoto požadavku zřejmě napomohlo k popularitě projektu WolframAlpha.

Tedy např́ıklad vykresleńı funkce NPV (i) lze dosáhnout intuitivńım př́ıkazem:

y = 9/(1+x)^2 -6/(1+x)^3 - 18/(1+x)^5 +18/(1+x)^7 - 1, in (0,2),

źıskáńı všech hodnot úrokové mı́ry, pro niž je čistá současná hodnota investice nulová,

pak:

9/(1+x)^2 -6/(1+x)^3 - 18/(1+x)^5 +18/(1+x)^7 = 1.

Ukázka výstupu pro oba př́ıkazy je součást́ı př́ılohy B, zde jen pro úplnost konsta-

tujme, že NPV (i) = 0 pro i?1 = 0, 099, i?2 = 0, 594, i?3 = 1, 251, přičemž je kladná na

intervalech (0, i?1) a (i?2, i
?
3).

Úloha má i záporná řešeńı, která neuvád́ıme pro jejich nerelevanci. Úrokové mı́ry

sice mohou dosahovat mı́rně záporných hodnot, ale pouze na dobu, která je výrazně

kratš́ı než kalkulovaný jeden rok.

3.3 Teorie užitku

Teorie užitku patř́ı mezi základńı stavebńı kameny mikroekonomické teorie. Jej́ı pod-

statou je odhalit, jakým zp̊usobem konkrétńı spotřebitel rozděĺı sv̊uj nutně omezený

d̊uchod mezi dostupné statky.

Důvody pro zařazeńı teorie užitku do výčtu témat v této práci jsou dva. Prvńım

z nich je aplikace teorie funkćı v́ıce proměnných do teorie užitku. Ta je totiž někdy

pro jednoduchost vysvětlována na př́ıkladu dvou statk̊u, viz např́ıklad (Urban, 2015).

V takové situaci si lze pro popis vystačit s funkćı jedné proměnné, přičemž neńı zřejmé,

jakým zp̊usobem aparát zobecnit pro př́ıpad v́ıce statk̊u.

Druhým d̊uvodem je zaváděj́ıćı rozděleńı teorie užitku na ordinalistickou a kar-

dinalistickou teorii, což je př́ıstup běžný v učebnićıch, viz např́ıklad (Hořeǰśı et al.,

2010, s. 51), ale i (Holman, 2002, s. 49). Přitom jsou oba př́ıstupy sṕı̌se dvě strany téže

mince a jako zp̊usob odhaleńı preferenćı spotřebitele, z pohledu autora, sṕı̌se okrajovým

tématem. V obou př́ıpadech jsou totiž metody odhaleńı optima totožné.
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3.3.1 Ordinalistická a kardinalistická teorie

Jednotlivé kombinace N statk̊u (přičemž N může být opravdu velké č́ıslo) lze repre-

zentovat jako body v kladné části4 N -dimenzionálńıho vektorového prostoru, kterou

znač́ıme RN
+ . Teorie užitku přitom předpokládá racionálńı chováńı spotřebitele, kdy

jeho volba kombinace statk̊u je vedena ćılem maximalizovat sv̊uj užitek. Tedy pro

(př́ıpustné) kombinace statk̊u muśı existovat relace s vlastnostmi uspořádáńı (�), která

pro každé dvě kombinace x,y ∈ RN
+ urč́ı, která z nich je preferovaná. Jinými slovy,

x � y právě tehdy, když kombinace statk̊u y přináš́ı spotřebiteli (neostře) větš́ı užitek

než kombinace x. Podle kardinalistické teorie lze pro každou kombinaci x kvantifikovat

užitek U(x). Funkce U : RN
+ → R : x 7→ U(x) pak zprostředkuje uspořádáńı � pouhým

porovnáńım funkčńıch hodnot, tedy

x � y ⇔ U(x) ≤ U(y). (3.9)

Oproti tomu, ordinalistický př́ıstup pracuje pouze s uspořádáńım�, nebot’ předpokládá,

že spotřebitel neńı schopen sv̊uj užitek kvantifikovat, ale pouze projevit svou preferenci

při porovnáńı dvou variant možných kombinaćı statk̊u. Preference spotřebitele je pak

podle (Hořeǰśı et al., 2010, s. 54) pro dvoudimenzionálńı př́ıpad vyjádřena pomoćı in-

diferenčńıch křivek, které spojuj́ı kombinace přinášej́ıćı stejný užitek spolu s informaćı

o uspořádáńı indiferenčńıch křivek. Ponechme nyńı stranou předpoklady, za kterých lze

uvažovat, že indiferenčńı množiny tvoř́ı spojité (a dokonce hladké) křivky a že užitková

funkce v př́ıpadě kardinalistickém je spojitě diferencovatelná, diskusi na toto téma

společně s rigorózńımi d̊ukazy najde čtenář v (Mas-Colell et al., 1995, Kapitola 3.C).

Co je ale podstatné, indiferenčńı křivky v př́ıpadě dvou statk̊u (a jejich analogie

v obecném N -dimenzionálńım př́ıpadě) lze chápat jako hladiny nějaké užitkové funkce.

Funkci užitku U lze tedy zrekonstruovat z hladin funkce, podobně jako lze podobu

terénu rekonstruovat z vrstevnic neznámé ekvidistance. Pochopitelně, taková ordina-

listická užitková funkce neńı jednoznačně určená, nebot’ pro každou reálnou rostoućı

funkci f je i složená funkce U ◦ f užitkovou funkćı, viz (Mas-Colell et al., 1995, s. 9).

4Přesněji vyjádřeno, kladnou část́ı N -dimenzionálńıho vektorového prostoru rozumı́me množinu

RN
+ := {x ∈ R |xi ≥ 0, i = 1, . . . , N}.
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Tedy, at’ už je užitková funkce př́ımo dána s pomoćı teorie kardinalistické nebo

zrekonstruována z informaćı poskytovaných teoríı ordinalistickou, lze s ńı pro účely

stanoveńı optimálńı kombinace statk̊u zacházet naprosto ekvivalentńım zp̊usobem.

3.3.2 Stanoveńı optima

Vrat’me se nyńı k př́ıpadu, kdy N = 2, tedy spotřebitel se rozhoduje mezi dvěma

statky. (Urban, 2015) uvád́ı, že nutnou podmı́nkou optima je, že se v něm rozpočtová

linie a nějaká indiferenčńı křivka dotýkaj́ı. Dotyk křivky s úsečkou chápeme ve smyslu

společných tečen, jak ale situaci zobecnit pro větš́ı N , neńı zřejmé. V následuj́ıćım textu

využijeme znalost́ı z operačńı analýzy a rozkryjeme matematické pozad́ı tohoto tvrzeńı.

Ke stanoveńı optima je nutné znát výši omezeného rozpočtu w ∈ R, ale i jednotkové

ceny spotřebovávaných statk̊u pi, které předpokládáme, že jsou kladné. Ty lze uspořádat

do N -dimenzionálńıho vektoru p, přičemž je zřejmé, že př́ıpustné jsou pouze takové

kombinace statk̊u x = (x1, . . . , xN), které splňuj́ı

p · x = p1x1 + p2x2 + · · ·+ pNxN ≤ w, (3.10)

tedy ty, které jsou spotřebiteli finančně dostupné. Nadrovina, která je dána rovnićı

p · x = w, se jmenuje rozpočtová nadrovina, pro N = 2 se použ́ıvá výše zmı́něný název

rozpočtová linie. Pro optimum spotřebitele plat́ı, (Holman, 2002, s. 29) nebo (Hořeǰśı

et al., 2010, s. 64), že

MU1

p1
=
MU2

p2
= · · · = MUN

pN
, (3.11)

kde MUj je funkce mezńıho užitku, která je definovaná jako př́ır̊ustek užitku vyvo-

laný poř́ızeńım dodatečné jednotky statku j. Z pohledu matematika je vlastně jedná o

parciálńı derivaci U podle xj.

Zd̊uvodněme nyńı vztah (3.11). Tvrd́ıme, že optimálńı kombinace statk̊u x? splňuje

nutnou podmı́nku

∇U(x?) = λp, λ > 0, (3.12)



3.3. TEORIE UŽITKU 27

kde parametr λ lze chápat jako Langrange̊uv multiplikátor. Toto tvrzeńı z elementárńı

optimalizace můžeme ukázat následovně:

At’ je x? bodem optima, pak nutně p · x? = w, jinak bychom za neutracený d̊uchod

dokoupili libovolný statek a zvýšili tak sv̊uj užitek. Vektor p je normálovým vektorem

rozpočtové nadroviny a jeho pr̊umět do ńı je tedy nulový. Pokud neńı vektor ∇U(x?)

jeho násobkem, měl by nenulový pr̊umět do rozpočtové nadroviny a mı́rná změna

skladby statk̊u ve směru projekce vektoru ∇U(x?) by tak zvýšila užitek spotřebitele.

Povšimněte si, že vzhledem k definici mezńıho užitku lze ztotožnit podmı́nky (3.12)

a (3.11). (Hořeǰśı et al., 2010, s. 65) tvrd́ı, že (3.11) plat́ı i pro užitek stanovený ordi-

nalistickou teoríı, třebaže mezńı užitek nelze přesně vyjádřit. To lze potvrdit i naš́ım

př́ıstupem, kde je funkce užitku v ordinalistické teorii zvolena až na rostoućı funkci f ,

kterou lze funkci užitku vždy obalit, přičemž preference z̊ustanou zachovány. Vzhledem

k pravidl̊um derivováńı složených funkćı dovod́ıme, že taková změna má za následek

pouze změnu hodnoty λ v (3.12), kvalitativńı vliv na výsledné optimum však nemá.
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Kapitola 4

Záměna významu os v grafickém

znázorněńı

V matematice se definuje graf funkce f jako následuj́ıćı podmnožina kartézského součinu

G(f) = {(x, y) ∈ R× R : x ∈ D(f) & y = f(x)}, (4.1)

tedy nezávisle proměnné je vyhrazena vodorovná osa, závisle proměnné pak osa svislá,

viz např́ıklad (Zorich & Cooke, 2004, s. 21). Je to záležitost konvenčńı, teoreticky nic

nebráńı tomu definovat graf obráceně, pro obecnou srozumitelnost jsou však konvence

hodné následováńı a např́ıklad př́ırodńı vědy (fyzika, chemie či biologie) ji obecně ak-

ceptuj́ı.

Grafické znázorněńı má být doplňuj́ıćı informaćı, umožňuj́ıćı z vizuálńıho dojmu

rychle źıskat představu o globálńım chováńı funkce, o jej́ıch vlastnostech, které ne-

muśı být z funkčńıho předpisu zřejmé. Bez znalosti toho, zda graf dodržuje kon-

venci o použit́ı os, nebo nikoli, nelze z grafu źıskat informace, respektive

nemůžeme vizuálńı dojem grafu jednoznačně interpretovat. To je pro studenty při gra-

fickém znázorňováńı v ekonomii zásadńım kamenem úrazu. Vı́ce se této problematice

budeme věnovat v kapitole 4.4.

Zřejmě nejznáměǰśı př́ıklad použit́ı převrácené konvence je grafické znázorňováńı

nab́ıdky a poptávky v rámci mikroekonomických teoríı. Přestože je dnes za nezávisle

proměnnou považována cena a nab́ızené/poptávané množstv́ı za proměnnou závislou,

29
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vykresluje se cena na svislou osu. Jak ale ukážeme, situace je složitěǰśı, nebot’ s poptávko-

vou křivkou se pracuje jednou jako s funkćı množstv́ı v závislosti na ceně, podruhé

jako s funkćı závislosti ceně na množstv́ı. Začneme však od jednodušš́ıch problémů,

kde se jedná o čisté nedodržeńı konvence grafického znázorněńı a zjednáńı nápravy

je př́ımočařeǰśı. Na nich můžeme snáze ilustrovat úskaĺı, která nedodržeńı konvence

přináš́ı.

4.1 Individuálńı nab́ıdka práce
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Obrázek 4: Standardně zobrazovaná křivka nab́ıdky práce, převzato z (Hořeǰśı et al., 2012).

Jedná se o inverzńı graf podle definice (4.2).

Mikroekonomické téma týkaj́ıćı se modelováńı trhu s výrobńımi faktory, konkrétně

lidskou praćı, je krásnou ukázkou nedodržeńı konvence znázorňováńı grafu funkce, viz

(Hořeǰśı et al., 2010, s. 414) či (Holman, 2002, s. 273). Je zde odvozena individuálńı

nab́ıdka práce v hodinách v závislosti na výši nab́ızené mzdy. Tato funkce přitom neńı

monotonńı, nebot’ proti sobě p̊usob́ı dva protich̊udné vlivy. Substitučńı efekt zvýšeńı
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mzdy motivuje jedince k obětováńı volného času a tedy vyšš́ımu časovému objemu

nab́ızené práce, zat́ımco později se dostav́ı d̊uchodový efekt zvýšeńı mzdy, který naopak

stimuluje k nákupu v́ıce statk̊u, mezi nimiž figuruje i volný čas.

V obou výše citovaných publikaćıch je přitom graf funkce individuálńı nab́ıdky práce

znázorněn jako na Obrázku 4, jak by graf vypadal při dodržeńı konvence, je ukázáno

na Obrázku 5.
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Obrázek 5: Zobrazeńı grafu nab́ıdky práce v souladu s definićı grafu (4.1).

Na svislé ose figuruje v tradičńım zobrazeńı výše mzdy, tedy nezávislá proměnná,

zat́ımco na vodorovné ose hodinová nab́ıdka práce, což je proměnná závislá. Žák základńı

školy, navyklý na př́ısné dodržováńı standardńı konvence, tedy křivku na Obrázku 4

klasifikuje tak, že nemůže být grafem funkce1. Přitom se o graf funkce jedná, graf je

zde totiž definován následovně,

G′(f) = {(y, x) ∈ R× R : x ∈ D(f) & y = f(x)}. (4.2)

1Přesněji řečeno, křivka se jev́ı, že neńı grafem jednoznačné funkce. S jinými se v rámci učiva

základńı školy ani nepracuje.
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Dále budeme grafu s opačnou konvenćı os, který je definovaný vztahem (4.2) ř́ıkat

inverzńı graf. Důvodem tohoto pojmenováńı je skutečnost, že G′(f) je, v př́ıpadě, že je

funkce f prostá, a tud́ıž invertovatelná, grafem funkce f−1, která je k f inverzńı. Pro

dvojici (y, x) z definice (4.2) lze opravdu psát

(y, x) = (f(x), x) = (y, f−1(y)),

což naše tvrzeńı dokazuje.

V př́ıpadě grafického znázorňováńı individuálńı nab́ıdky práce nic nebráńı dodržováńı

konvence. Argumentem pro je i následná definice agregátńı nab́ıdky práce, jak ukážeme

v následuj́ıćı podkapitole.

4.1.1 Horizontálńı součet křivek

”
Křivka tržńı nab́ıdky vzniká horizontálńım součtem všech individuálńıch

křivek nab́ıdky práce.“

- (Hořeǰśı et al., 2010, s. 415),

Z pohledu matematika je sč́ıtáńı křivek operaćı mı́rně řečeno nestandardńı. Křivka

v dvourozměrném prostoru je definována jako následuj́ıćı zobrazeńı

γ : [a, b] ⊆ R→ R2; γ(t) = (γ1(t), γ2(t)),

přičemž křivky lze dále klasifikovat podle hladkosti funkćı γi, jež ji tvoř́ı, viz (Zorich &

Cooke, 2004, s. 377). Jakkoli to nebývá v ekonomických učebnićıch explicitně řečeno,

křivkou se v ekonomii rozumı́ sṕı̌se obraz křivky, tedy množina

Γ = {(γ1(t), γ2(t)) ⊂ R2 : t ∈ [a, b]; γi ∈ C(a, b), i = 1, 2}.

Sč́ıtáńı množin je definováno po prvćıch, tedy součtem dvou křivek lze chápat množinu

všech bod̊u, které jsou součtem libovolného bodu prvńı a libovolného bodu druhé křivky,

tedy2

2Zde se dopoušt́ıme zneužit́ı značeńı, pro součet obraz̊u křivek by mělo být správněji použito Γ

namı́sto γ.
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γA +1 γB
def
= {A+B ∈ R2;A ∈ γA, B ∈ γB}. (4.3)

Takový př́ıstup ovšem neńı št’astný, nebot’ součtem dvou křivek totiž obecně neńı

křivka. Např́ıklad snadno ověř́ıme, že součtem horizontálńı a vertikálńı úsečky je čtverec,

([0, 1]× {0}) +1 ({0} × [0, 1]) = [0, 1]× [0, 1],

viz též grafické znázorněńı na Obrázku 6.

γA

γB

γA +1 γB

x1

x2

Obrázek 6: Ilustrace k definici součtu křivek: Součet křivek ve smyslu sč́ıtáńı množin neńı

obecně křivkou.

Vhodněǰśım zp̊usobem sč́ıtáńı křivek je tedy sč́ıtáńı pouze bod̊u, které vznikly zob-

razeńım stejné hodnoty parametru,

γA +2 γB
def
= {(g1,A(t) + g1,B(t), g2,A(t) + g2,B(t)) ⊂ R2; t ∈ [a, b]}, (4.4)

kde γA = {(g1,A(t), g2,A(t)) ⊂ R2, t ∈ [a, b]} a γB = {(g1,B(t), g2,B(t)) ⊂ R2, t ∈ [a, b]}.
Tato definice má dvě úskaĺı. Zaprvé, muśı být obě křivky definovány nad stejným inter-
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valem parametru t ∈ [a, b], a za druhé, je tento součet závislý na parametrizaci křivky.

Opět můžeme situaci ilustrovat na součtu dvou úseček, viz Obrázek 7.

γA

γB
γA +2 γB

x1

x2

γA′

γB
γA′ +2 γB

x1

x2

Obrázek 7: Ilustrace závislosti sč́ıtáńı křivek na jej́ı parametrizaci. Ačkoli je v obou př́ıpadech

obraz křivky γA a γA′ stejný, na obrázku vlevo je dána předpisem γA = (t, 0), t ∈ [0, 1], na

obrázku vpravo pak γA′ = (1− t, 0), t ∈ [0, 1]. V obou př́ıpadech je γB = (0, t), t ∈ [0, 1].

K tomu, abychom mohli správně uchopit koncept součtu křivek, jak je v ekono-

mických učebnićıch bez explicitńı definice použ́ıván, je nutné se vrátit k řešenému

problému, kde je součet křivek doplněn př́ıvlastkem horizontálńı. Pokud tedy křivka

znázorňuje inverzńı graf funkce podle vztahu (4.2), pak ji lze parametrizovat nezávisle

proměnnou, umı́stěnou na svislé ose, kterou je v tomto př́ıpadě w. Pak lze definici (4.4)

modifikovat následovně,

γA +3 γB = {(g1,A(t) + g1,B(t), t) ⊂ R2; t ∈ [a, b]}.

Taková definice součtu odpov́ıdá standardně definovanému součtu funkćı g1,A a g1,B.

Tedy, pokud bychom měli funkce individuálńı nab́ıdky práce reprezentovány jejich stan-

dardńımi grafy, křivka agregátńı nab́ıdky je pak grafem běžného součtu těchto funkćı.
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Křivky a grafy funkćı

Situace se zásadně komplikuje ve chv́ıli, kdy křivku nelze vyjádřit jako inverzńı graf

funkce. To sice neńı př́ıpad nab́ıdkových křivek, obecně však nelze existenci tohoto

fenoménu v mikroekonomii vyloučit.

Takovou křivku nelze popsat jednoznačnou funkćı jedné reálné proměnné, ale k jej́ımu

popisu je nutné použ́ıt implicitńı funkce. Křivka popisuj́ıćı vzájemný vztah dvou veličin

je popsána jako nulová hladina funkce dvou reálných proměnných, tedy

G(p, q) = 0. (4.5)

γA

γB
γA + γB

Obrázek 8: Horizontálńı součet křivek, jež nelze popsat jednoznačnou funkćı závislou na

proměnné, která figuruje na svislé ose.

Tento př́ıstup se v matematickém modelováńı uplatňuje např́ıklad v dynamice te-

kutin, kde pro některé tekutiny, jejichž chováńı je dalece vzdálené chováńı vody, která

přenáš́ı mechanické napět́ı na prostorovou deformaci v podstatě lineárně. Takovou te-

kutinou může být např́ıklad med či r̊uzné pastové hmoty, viz např́ıklad (Rajagopal &

Srinivasa, 2008). Dalece rozvinutá teorie v tomto směru by mohla být inspiraćı i pro
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podobný výzkum v oblasti ekonomické. Nutno dodat, že popis (4.5) je univerzálńı. Lze

jej využ́ıt vždy, tedy i pro funkce jednoznačné, či dokonce prosté.

Problematické je ovšem sč́ıtáńı takových křivek. Např́ıklad křivku na Obrázku 8

nelze popsat jako jednoznačnou funkci x = g(y). Takové křivky lze horizontálně sč́ıtat

pouze jako v́ıceznačné, množinové funkce. Jenže součtem takových křivek neńı (jedno-

duchá) křivka, jak naznačuje Obrázek 8.

4.2 Eliminace rizika v dvousložkovém portfoliu

Pro daľśı ukázku opust́ıme vody mikroekonomie, vyp̊ujč́ıme si téma z teorie finanćı,

a sice eliminaci rizika v investičńım portfoliu. Rizikem investice se rozumı́ pravděpodob-

nost, že jej́ı výnos se bude lǐsit od předpokládané hodnoty3.

Riziko investice lze sńıžit jej́ı diverzifikaćı do v́ıce produkt̊u. Soubor investičńıch

produkt̊u se označuje jako portfolio. Pro analýzu je nejjednodušš́ı zač́ıt s portfoliem

dvousložkovým, i z d̊uvodu snadného grafického znázorněńı.

Uvažujme tedy portfolio složené ze dvou investičńıch produkt̊u A a B, jejichž očekáva-

né výnosy a rizika označ́ıme po řadě rA, rB a σA, σB. Pokud je zastoupeńı produktu A

v portfoliu dáno faktorem w ∈ (0, 1), a tedy zastoupeńı produktu B faktorem (1− w),

je celkový očekávaný výnos investice dán jejich konvexńı kombinaćı

r = r(w) = wrA + (1− w)rB. (4.6)

S rizikem je to složitěǰśı, záviśı totiž nejen na poměru produkt̊u v portfoliu, ale

i na jejich vzájemné provázanosti ve smyslu reakce na pohyb trhu. Tato provázanost

je dána korelačńım koeficientem %AB, pro jehož výpočet odkazujeme do libovolné stan-

dardńı učebnice pravděpodobnosti a statistiky, viz např́ıklad (Friesl, 2014). Zde jen

připomeneme, že %AB ∈ [−1, 1].

Riziko celé investice je dáno

σAB(w) =
√
w2σ2

A + 2w(1− w)%ABσAσB + (1− w)2σ2
B. (4.7)

3(Hnilica & Fotr, 2009, s. 14)



4.2. ELIMINACE RIZIKA V DVOUSLOŽKOVÉM PORTFOLIU 37

Tedy speciálně plat́ı σAB(w) = wσA + (1−w)σB, je-li %AB = 1. V takovém př́ıpadě

diverzifikace portfolia nemá smysl, protože nejnižš́ıho rizika dosáhneme, pokud se bude

v portfoliu zastoupen pouze jeden z produkt̊uA,B, a sice ten s nižš́ım rizikem. V př́ıpadě

%AB = −1 lze naj́ıt takovou váhu w, že se riziko zcela eliminuje, nebot’ σAB(w) =

|wσA − (1− w)σB|. Snadno odvod́ıme, že

w−1 =
σB

σA + σB
.

V praxi je dosažeńı krajńı hodnoty %AB = −1 nereálné z d̊uvodu existence systema-

tického rizika4, proto je nutné využ́ıt základńıho vztahu (4.7) a minimálńı možnou mı́ru

rizika spoč́ıtat jako derivaci položenou rovnou nule, tedy

w? =
σ2
B − σAσB%AB

σ2
A − 2σAσB%AB + σ2

B

. (4.8)
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výnos

1

3

3
5

4
5

̺ = 1
̺ = 0
̺ = −1

Obrázek 9: Grafické znázorněńı možnosti sńıžit riziko diverzifikaćı portfolia, s nedodržeńım

konvence os. Přibližná reprodukce Obrázk̊u 2.13–2.15 z (Kislingerová, 2004).

4(Hnilica & Fotr, 2009, s. 17)
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Grafické znázorněńı pro elementárńı př́ıpady %AB ∈ {−1, 0, 1} lze naj́ıt např́ıklad

jako Obrázky 2.13–2.15 v (Kislingerová, 2004), které shrnujeme na Obrázku 9.

Riziko dvousložkového portfolia vyjadřujeme jako funkci váhy produktu A v portfo-

liu, viz (4.7). Matematik by proto, v souladu s definićı (4.1) znázorňoval závislost rizika

na váze pomoćı grafu na Obrázku 10.
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Obrázek 10: Grafické znázorněńı možnosti sńıžit riziko diverzifikaćı portfolia, s váhou jednoho

ze dvou produkt̊u jako nezávisle proměnnou.

Podobně jako v předchoźım tématu individuálńı nab́ıdky práce zde máme ukázku

nedodržeńı konvence významu os v grafickém znázorněńı. Nav́ıc je zde situace složitěǰśı,

že graf podle Kislingerové (Obrázek 9) použ́ıvá jako nezávisle proměnnou výnos. Mezi

výnosem r ∈ [rA, rB] a vahou produktu A w ∈ [0, 1] existuje vztah (4.6), což je bijektivńı

zobrazeńı, avšak pouze za předpokladu rA 6= rB, tedy rozd́ılných výnos̊u produkt̊u

A a B. V Obrázku 10 je proto uvedena i alternativńı interpretace horizontálńı osy ve

smyslu výnosu. Povšimněte si, že osy w a r maj́ı opačnou orientaci, což je d̊usledkem

nerovnosti rA < rB. Přeznačeńım obou produkt̊u bychom snadno dosáhli souhlasné

orientace obou os.
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O záměně roĺı obou os v grafickém znázorněńı plat́ı vše uvedené v předchoźı kapitole.

Zde nav́ıc figuruje úskaĺı zavedeńı výnosu jako nezávisle proměnné. Tedy pro dva pro-

dukty se stejným výnosem graf degeneruje do úsečky a nedává tedy informaci o poměru

produkt̊u A a B, který by minimalizoval riziko. Graf na Obrázku 10 v takovém př́ıpadě

pouze přicháźı o alternativńı interpretaci nezávisle proměnné jako výnosu, nebot’ výnos

je konstantńı. Informace v něm však z̊ustávaj́ı zachovány.

4.3 Teorie nab́ıdky a poptávky

Jedńım z typických př́ıklad̊u nekompatibility zp̊usobu grafického znázorňováńı mik-

roekonomického učiva se standardńımi matematickými konvencemi je jedno z prvńıch

témat základńıho kursu, tedy teorie nab́ıdky a poptávky, přesněji řečeno, jej́ı poptávková

složka.

V dnešńım pojet́ı mikroekonomie je poptávka chápána převážně jako množstv́ı

statku v závislosti na jeho tržńı ceně, viz např. (Holman, 2002, s. 71), (Soukupová

et al., 1996, s. 35). Tedy, matematicky řečeno, cena je nezávisle proměnnou, nab́ızené

množstv́ı proměnnou závislou. Podle definice (4.1) nálež́ı při vykreslováńı funkce jedné

proměnné horizontálńı osa proměnné nezávislé, tedy v tomto př́ıpadě ceně.

Teorie nab́ıdky a poptávky tuto zvyklost nedodržuje, umist’uje přitom cenu na osu

vertikálńı. Stejně tak je tomu i v úvodńıch kursech mikroekonomie, přičemž všetečné

otázky na d̊uvod této neobvyklosti bývaj́ı odpovězeny neurčitě odkazem na tradici

či konzistenci s pozděǰśı látkou, kde je objem produkce již chápán jako proměnná

nezávislá5. Pátráńı po př́ıčině neńı nikterak pr̊ukopnické, zaj́ımavý rozcestńık lze naj́ıt

např́ıklad na blogu Jamese Parsonse, (Parsons, 2011).

Historie grafického znázorněńı křivky nab́ıdky sahá až do roku 1838, kdy jej ve

své práci Recherches sur le principes mathématiques de la theorie des richesses použil

Antoine-Augustin Cournot6, jakkoli je v literatuře často přisuzováno Alfredu Mar-

shallovi, viz (Humphrey, 1992), jenž tento koncept zpopularizoval ve své učebnici Prin-

5Např́ıklad při odvozeńı křivky nab́ıdky se vycháźı z náklad̊u výroby, tedy cena je zde nezávisle

proměnnou.
6(Cournot, 1838)
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ciples of economics (Marshall, 1890). Marshall přitom vycházel z článku Fleeminga

Jenkina z r. 1870 The graphic representation of the laws of supply and demand and

their application to labour 7. Podle Kleinové (Klein, 2002) byl zásadńım výsledkem Jen-

kinovy práce rovnovážný stav trhu jako pr̊unik křivek nab́ıdky a poptávky, určuj́ıćı rov-

novážnou cenu a množstv́ı. Matematický popis křivek a tedy i otázka, která z proměnných

má být chápána jako nezávislá, byla daleko od středu zájmu. O několik let později do-

konce Marshall prosazoval teorii, že
”
metoda grafického znázorněńı by měla být vńımána

nezávisle na metodách matematické analýzy“, viz (Klein, 2002, s. 112).

Pro źıskáńı křivky agregátńı poptávky plat́ı to, co bylo odvozeno v kapitolce 4.1.1

o
”
horizontálńım součtu křivek“. Tedy, jedná se o prostý součet poptávkových funkćı,

s cenou jako nezávisle proměnnou. V kontrastu se zvyklostmi ve zobrazováńı nab́ıdky

a poptávky, neńı zaručeno, že d́ılč́ı poptávkové křivky, stejně tak jako křivka agregátńı

poptávky, jsou klesaj́ıćı. To může vést až k nejednoznačnosti rovnovážného bodu na

trhu, viz např́ıklad (Mas-Colell, 1988).

4.4 Źıskáváńı informaćı z inverzńıho grafu

Jak jsme již zmiňovali v úvodu této kapitoly, grafické znázorněńı funkce má za ćıl po-

moci uživateli pomoćı vizuálńıho vjemu snáze zachytit některé d̊uležité charakteristiky,

které nemuśı být z funkčńıho předpisu patrné. Pokud je ovšem zachycena např́ıklad

křivka poptávky bez patřičného zd̊urazněńı významu os, je takové znázorněńı značně

zaváděj́ıćı. Uved’me nyńı základńı charakteristiky (hladkých) funkćı a odvod’me jejich

podobu v inverzńım grafu.

4.4.1 Inverzńı graf a derivace funkce

Při výkladu derivace se obvykle zmiňuje (Zorich & Cooke, 2004, s. 183), že derivace

určuje sklon grafu funkce v daném bodě. Použijeme-li namı́sto grafu funkce jej́ı inverzńı

graf, je interpretace derivace odlǐsná.

7(Jenkin, 1870)
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Vzhledem k identifikaci grafu inverzńı funkce a inverzńıho grafu funkce lze (nenu-

lovou8) derivaci funkce v bodě x0 v inverzńım grafu G′(f) interpretovat jako sklon

derivace inverzńı funkce. Připomeňme, že plat́ı9

(f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
, (4.9)

je-li f ′(x0) 6= 0 a funkce f spojitá.

Je-li y0 = f(x0), ze vztahu (4.9) snadno odvod́ıme f ′(x0) < 0 ⇒ f−1(y0) < 0.

Tedy je-li funkce f klesaj́ıćı, je i v inverzńım grafu reprezentována klesaj́ıćı křivkou.

Jinými slovy, co se týče monotonie funkce, nelze se mýlit v interpretaci, i při neznalosti

toho, zda je nakreslen graf či inverzńı graf.

K mýlce může doj́ıt, pokud poměřujeme velikost derivace, tedy sklon dvou křivek,

nebot’ v souladu s výše uvedeným má větš́ı sklon křivka s menš́ı derivaćı. Tato proble-

matika souviśı mj. i s tématem elasticity poptávky, kdy je poměřováńı elasticit právě

z tohoto d̊uvodu v rozporu s intuićı.

4.4.2 Konvexita a konkávita

V předchoźı části jsme ukázali, že pokud přistupujeme ke křivce, o ńıž nev́ıme, je-li

grafem či inverzńım grafem funkce, neńı problém rozhodnout o jej́ı monotonii. Často

ale potřebujeme informaćı o funkci v́ıc. Zat́ımco znaménko prvńı derivace dává infor-

maci o monotonii, znaménko druhé derivace pak určuje konvexitu a konkávitu funkce.

Připomeňme, že funkce f je konvexńı na intervalu10 (a, b) právě když

f(tx1 + (1− t)x2) ≤ tf(x1) + (1− t)f(x2), (4.10)

8Nenulová derivace funkce f v bodě x0 zaručuje lokálńı monotonii funkce a tedy jej́ı invertovatelnost.
9(Zorich & Cooke, 2004, s. 199)

10Funkce může být konvexńı (konkávńı) na určitém intervalu. V ekonomických učebnićıch, např́ıklad

(Hořeǰśı et al., 2010, s. 57), se uvád́ı:
”
Indiferenčńı křivky jsou konvexńı vzhledem k počátku.“, aniž

by bylo zřejmé, co je t́ım mı́něno. Tyto křivky jsou pochopitelně konvexńı, ale proč je zde pojem

konvexity vztažen k bodu, neńı jasné. Kniha (Rockafellar, 2015), všeobecně přij́ımaná jako
”
bible“

konvexńı analýzy, pojem konvexity vzhledem k bodu nezná.
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x

y

f(x)

f−1(x)

Obrázek 11: Spojitá rostoućı konvexńı funkce f a jej́ı graf a inverzńı graf, který je totožný

s grafem inverzńı funkce f−1.

pro všechna x1, x2 splňuj́ıćı a ≤ x1 ≤ x2 ≤ b a všechna t ∈ [0, 1], konkávńı právě když

plat́ı v (4.10) opačná nerovnost. Řečeno slovy, graf konvexńı funkce lež́ı pod sečnou,

graf konkávńı funkce nad sečnou.

Při transformaci grafu na inverzńı graf, což je prostá osová souměrnost podle osy

1. a 3. kvadrantu (tj. př́ımky x−y = 0), se vztahy horizontálńı měńı na vertikálńı, tedy

”
nad“ se transformuje na

”
vpravo“,

”
pod“ na

”
vlevo“.

Graf klesaj́ıćı konvexńı funkce lež́ı pod sečnou a vlevo od ńı. Jej́ı inverzńı graf bude

tedy ležet také pod sečnou a vlevo od ńı. Podobně to plat́ı pro klesaj́ıćı konkávńı funkci.

Funkce, která je rostoućı a konvexńı, lež́ı pod sečnou a vpravo od ńı. Po transformaci

bude ležet nad a vpravo. Jev́ı se proto jako rostoućı konkávńı funkce11, viz Obrázek 11.

Ze stejného d̊uvodu se rostoućı konkávńı funkce jev́ı jako rostoućı konvexńı.

11Poznamenejme jen, že výše uvedenou diskusi lze nahradit rigorózńım matematickým d̊ukazem,

který by byl jen technicky složitým zápisem téže myšlenky, proto jej zde neuvád́ıme.



Kapitola 5

Závěr

Bakalářská práce je věnována možnostem logičtěǰśıho či kompletněǰśıho výkladu eko-

nomických témat s využit́ım aparátu základńı matematické analýzy. Podnětem pro

vznik práce byl rozpor mezi rozsáhlou výukou matematiky pro studenty ekonomických

obor̊u a následným ńızkým využit́ım źıskaných matematických znalost́ı v ekonomických

předmětech.

Druhá kapitola věnovaná teoretické části osvětlila pozici matematiky ve vztah̊um

k ostatńım vědńım discipĺınám, s d̊urazem na ekonomii. Byla vymezena dnešńı pozice

matematiky a jej́ıch nástroj̊u jako vědńı discipĺıny živé, vyv́ıjej́ıćı se a připravené čelit

výzvám, které j́ı ekonomie chystá.

Obsahem daľśıch dvou praktických kapitol jsou rozličná témata z obor̊u mikroeko-

nomie a teorie finanćı. V kapitole třet́ı jsme se zaměřili na ta témata, u nichž nebývá

při výkladu uplatněno plně jejich matematické pozad́ı. Tato skutečnost nejenže nepo-

skytuje kompletńı informaci o kontextu daného učiva, ale zejména devalvuje hodnotu

matematických znalost́ı źıskaných v kursech matematiky t́ım, že rezignuje na jejich

aplikaci tam, kde je to vhodné a užitečné. Vybraná témata dle názoru autora vhodně

ilustruj́ı tento fenomén v rozličných ekonomických oborech i na r̊uzném matematickém

aparátu.

Čtvrtou kapitolu jsme věnovali problematice nestandardńıho grafického znázorňováńı

v ekonomii. Původńı hypotézu autora, že jde pouze o rozmar a veškeré problémy lze od-

stranit př́ısným dbáńım na dodržováńı konvence při grafickém zobrazováńı, se podařilo

43



44 KAPITOLA 5. ZÁVĚR

během př́ıprav práce vyvrátit. Zejména pokud jde o teorii nab́ıdky a poptávky, kde

poptávku lze chápat jako graf závislosti poptávaného množstv́ı na ceně, avšak nab́ıdka

je závislá, zjednodušeně řečeno, na vstupńıch nákladech výroby, tedy ceně. Nicméně

přesto se podařilo nalézt dva př́ıklady, kde dodržeńı konvence grafického zobrazováńı

nic nebráńı, a poukázat na některé nevýhody zobrazováńı současného, v ekonomii ob-

vyklého. V závěru této kapitoly jsme zmı́nili úskaĺı źıskáváńı informaćı z inverzńıch

graf̊u, dodržuj́ıćıch opačnou konvenci grafického zobrazováńı.

Celkově se ćıle práce z velké části podařilo naplnit a nezbývá než věřit, že i d́ıky

svému skromnému rozsahu u jednotlivých d́ılč́ıch témat může sloužit jako dodatečný

zdroj informaćı pro studenty ekonomických obor̊u. Zároveň lze práci vńımat jako drobný

př́ıspěvek ke stavbě tolik potřebných most̊u mezi matematikou a ekonomíı.
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Summary in English

This bachelor thesis emanates from the paradox that undergraduate students of econo-

mics are given a number of mathematical courses that endow them with powerful tools,

which are not afterwards used in the courses of economics and finance. The goal of this

thesis is to provide a supplementary explanation of some of these topics, using various

mathematical tools that are contained in the standard courses. Special attention is gi-

ven to the problematics of graphical representation in economics, as in many cases there

is a tendency to disobey the standard convention of using the horizontal axis for the

independent variable. For some topics an alternative graphical visualisation is supplied

while we show that it is not always useful. We investigate the issue of summing the

curves and offer an explanation, how the information can be obtained from the graphs

that do not obey the above mentioned convention.

Key words: mathematics in economics, annuity calculus, internal rate of return,

profit theory, graphs in economics, graph conventions, labour supply, risk elimination,

supply and demand, inverse graph.

Abstrakt

Podnětem pro vznik této bakalářské práce bylo paradoxńı zjǐstěńı, že ač studenti ba-

kalářských obor̊u ekonomie absolvuj́ı poměrně velké množstv́ı matematických předmět̊u,

znalosti v nich źıskané nejsou později v ekonomických předmětech uplatňovány. Ćılem

této práce je doplnit vysvětleńı některých takových témat za použit́ı r̊uzných matema-

tických technik, jež jsou součást́ı standardńıch kurs̊u. Zvláštńı pozornost je věnována

problematice grafického znázorňováńı v ekonomii, nebot’ často nedodržuje konvenci

o využit́ı vodorovné osy pro nezávisle proměnnou. K některým témat̊um doplňujeme

alternativńı grafické znázorněńı, které je v souladu s touto konvenćı, avšak také ukazu-

jeme, že ne vždy je to vhodné. Dále zkoumáme problematiku sč́ıtáńı křivek a nab́ıźıme

vysvětleńı, jak interpretovat grafy, které nedodržuj́ı výše uváděnou konvenci.
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Kĺıčová slova: matematika v ekonomii, anuitńı počet, vnitřńı výnosové procento,

teorie užitku, grafy v ekonomii, konvence grafického znázorňováńı, nab́ıdka práce, eli-

minace rizika, nab́ıdka a poptávka, inverzńı graf.
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1 Schéma matematického modelováńı. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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http://home.zcu.cz/friesl/hpsb.
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Př́ıloha A

Výuka matematiky v bakalářských

oborech Účetnictv́ı a finančńıho

ř́ızeńı v ČR

Pro podložeńı dojmu, že výuka matematiky na Ekonomické fakultě Jihočeské univerzity

v Českých Budějovićıch je poměrně rozsáhlá, jsme vytvořili drobnou rešerši z veřejně

dostupných zdroj̊u. Na jednotlivých regionálńıch univerzitách jsme vždy vybrali obor

nejpodobněǰśı oboru Účetnictv́ı a finančńı ř́ızeńı podniku a zjǐst’ovali rozsah (kreditový)

výuky matematických předmět̊u. Ve všech př́ıpadech se jedná o tř́ıleté obory s rozsa-

hem výuky 180 kredit̊u, který lze studovat v kombinované formě. EF JU vycháźı z

tohoto srovnáńı v́ıtězně. Vzhledem k povrchnosti daného pr̊uzkumu nelze dělat z to-

hoto výsledku dalekosáhlé závěry, jako potvrzeńı myšlenky, že výuka matematiky je pro

potřeby oboru v́ıce než dostatečná, to však dle mı́něńı autora postačuje.

Ekonomická fakulta, Jihočeská univerzita v Českých Budějovićıch

Program Ekonomika a management, obor Účetnictv́ı a finančńı ř́ızeńı podniku: 35 kr.

Matematika I (6), Matematika II (6), Teorie pravděpodobnosti a statistika (6), Finančńı

matematika (6), Operačńı analýza (5), Statistické modelováńı a analýza časových řad (6)

Zdroj: http://portal.jcu.cz
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Fakulta ekonomická, Západočeská univerzita v Plzni

Program Ekonomika a management, obor Podniková ekonomika a management: 18 kr.

Základy matematiky I (4), Základy matematiky II (3), Statistika (6), Statistické zpra-

cováńı dat (5)

Zdroj: http://portal.zcu.cz

Obchodně-podnikatelská fakulta v Karviné, Slezská univerzita v Opavě

Program a obor Podniková ekonomika a management, Specializace Finance podniku:

15 kr.

Kvantitativńı metody (5), Statistika (5), Finančńı a pojistná matematika (5)

Zdroj: http://stag.slu.cz/portal

Fakulta sociálně-ekonomická, Univerzita J.E.Purkyně v Úst́ı nad Labem

Program Podniková ekonomika, obor Finančńı management: 14 kr.

Matematika I (4), Statistika I (5), Statistika II (5)

Zdroj: http://portal.ujep.cz

Ekonomická fakulta, Technická univerzita v Liberci

Ekonomika a management, Podniková ekonomika: 24 kr.

Matematika 1 (5), Matematika 2 (7), Statistika 1 (5), Statistika 2 (7)

Zdroj: http://stag.tul.cz

Ekonomická fakulta, Vysoká škola báňská – Technická univerzita Ostrava

Obor Ekonomika a management, program Ekonomika podniku: 10 kr.

Matematika A (5), Matematika B (5)

Zdroj: http://innet.vsb.cz



Př́ıloha B

Výstupy z appletu WolframAlpha

pro řešeńı Př́ıkladu 2 z kapitoly 3.2.3

Obrázek 12: Ukázka vykresleńı funkce čisté současné hodnoty investice volně dostupným ap-

pletem softwaru WolframAlpha (www.wolframalpha.com).
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Obrázek 13: Ukázka výpočtu kořen̊u rovnice (hodnot vnitřńıho výnosového procenta) volně

dostupným appletem softwaru WolframAlpha (www.wolframalpha.com).
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