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1 UvOoD

Nutnost dojit nakoupit at’ uz zakladni potraviny, obleCeni, natankovat
benzin ¢i naftu do auta, zajit si ke kadefnici nebo se dojit naobédvat do menzy —
vSechny tyto C¢innosti spojuje, mimo jiné, jedno slovo: fronta. Kazdy ¢lovek,
ktery vstoupi do obchodu, nebo student, ktery si zajde v mezifase na obéd
do menzy, uz mezi dveimi za¢ina premyslet, jak dlouhy ¢as na daném misté stravi.
A cil je z jejich pohledu jednoznaény — piijit, koupit, co je tfeba a zase jit, tedy
dobu stravenou v obchodé zkratit na minimum. Mezi priority poskytovatell téchto
sluzeb patti jak uspokojeni potieb svych zakazniki, tak zaroven dosaZeni vlastniho
cile, za ktery je v&tSinou pokladana maximalizace zisku. Toho 1ze dosdhnout dvéma
zptisoby, bud’ minimalizaci nakladt, nebo maximalizaci piijmil. Aby bylo dosazeno
spokojenosti zakaznikii a zaroven poskytovateli sluzeb, je zapotiebi nalézt
rovnovahu mezi cenou sluzby a hodnotou ¢ekani.

Tento problém fteSi takzvané modely teorie hromadné obsluhy, casto
nazyvané také teorie front (Queueing Theory), ¢i systémy hromadné obsluhy
(SHO). Zaklady této teoric polozil na pocatku 20. stoleti dansky
védec a matematik Agner Krarup Erlang, ktery pracoval v telefonni spole¢nosti
v Kodani, kdy jeho cilem bylo zkratit dobu ¢ekani volajicich na spojeni hovoru.
Na dalSim rozvoji se nasledné¢ podileli rusky matematik A. N. Kolmogorov
nebo také D. G. Kendall, ktery klasifikoval teorie hromadné obsluhy tak, jak jsou
pouzivany dnes.

Cilem teorie hromadné obsluhy byva popis fungovéani dané¢ho systému
hromadné obsluhy a nalezeni takového pocétu obsluhujicich  linek,
pii jejichz zapojeni by nedochazelo k vytvaieni front nebo dokonce opousténi
systému (odchod zakaznika). Tyto teorie jsou proto velmi uzite¢né z hlediska
nalezeni efektivniho zpisobu fizeni systému hromadné obsluhy. Prili§ velké
mnozstvi obsluhovych zafizeni by vedlo nadmérnym nékladiim a naopak pftili§
malé mnozstvi zatizeni zase k nespokojenosti zdkaznikd.

A préavé na aplikaci teorie hromadné obsluhy je zaméfena tato diplomova
prace. Cilem je na zdkladé udaji ziskanych od spolenosti provozujici sité
hypermarketti, supermarketii a obchodnich domi, optimalizovat pocet pokladen

na prodejné¢ a zefektivnit tak fizeni systému hromadné obsluhy prodejny.



Spolecnost si neptfeje byt jmenovana, a proto bude pro tcely této prace nazyvana

spole¢nosti PZV.



2 Nahodnost

Jesté pred zaméfenim se na samotné systémy hromadné obsluhy, je nutné
se nejdfive pozastavit také nad vysvétlenim nékterych pojmu z oblasti teorie
pravdépodobnosti, na nichz jsou stochastické modely zalozeny, jako jsou napiiklad
nahodny pokus, ndhodny jev ¢i ndhodna veli¢ina.

V zavislosti na vySe uvedenych piikladech systémt hromadné obsluhy
(benzinka, obchody) je ziejmé, Ze pozadavky vstupuji do daného systému nahodné,
tedy do systému vstoupit mohou, ale nemusi. A pravé objekty, které jsou
ve stochastice matematizovany, predstavuji experimenty, jejichz pribéh a vysledek
z4visi na nahod¢. Experimenty majici tyto vlastnosti jsou ozna¢ovany jako nahodné
(stochastické) pokusy.

Nahodny pokus je mozné definovat jako pokus, kdy pii zachovani stejnych
experimentalnich podminek nedojde k dosaZeni stejnych vysledkd. Jak uvadi Hendl
ve své knize Ptehled statistickych metod zpracovani, 1ze mluvit o ndhodném poku-
su, jestlize pti pokusu Ize dostat rtizné mozné vysledky a pritom:

e nelze predem urcit, ktery z téchto vysledkl ziskame;

e pokus lze libovolné cCasto opakovat, aniz se jednotliva opakovani

vzajemng¢ ovliviiuji.

Jako klasicky ptipad nahodného pokusu je uvadén hod kostkou ¢i hazeni
minci, nebot’ pravé hod kostkou je uvadén v literatufe jako prvni uloha
pravdépodobnosti na svéte, ktera byla fesena.

Realny svét je plny ndhodnych pokusti - hod minci, toCeni kolem Stésti,
pohlavi ditéte pii narozeni, hazeni stfevice smérem ke dvefim o Vanocich, ruleta
nebo krevni skupina ndhodné zvolené¢ho ¢lov€ka. OvSem v poctu pravdépodobnosti
jako matematické teorii se mluvi o hodu symetrickou minci, o hodu kostkou,
ktera je krychli (ve skutecnosti neexistuje takovd mince ani takova kostka),
o losovani sektoru pomoci ruletky, jejiz ter¢ je kruhem, sektory jsou kruhové
vysece a Sipka je Useckou. Takové ndhodné pokusy si miZeme zndzornit a mluvit
0 nich jen v teorii. Tyto zidealizované experimenty nazyvame stochastické pokusy.
Provadéji se pomoci idealnich losovacich nastrojli, které jiz jsou geometrickymi

objekty. Hod symetrickou minci tak odpovidda hodu korunou, analogicky koule



(jako geometricky utvar) odpovida napt. pingpongovému micku. (Plocki & Tlusty,
2007)

Vedle pokusti ndhodnych existuji jesté tzv. deterministické pokusy, kdy je
pfi zachovani stejnych experimentalnich podminek, dosazeno pokazdé stejného
vysledku. Kuptikladu ucitel chemie ukazuje studentim stale stejny pokus, jez ma
pokazdé totozny vysledek. Tato charakteristika ov§em modelim hromadné obsluhy
neodpovida, proto v této praci nebudou deterministické pokusy dale feseny.

Kazdému vySe definovanému ndhodnému pokusu lze pfifadit mnoZinu
vSech jeho moznych vysledkl. Tato mnozina je ozna¢ovana jako mnozina vsech
nahodnych jevii a pro jeji oznaceni se vzil symbol Q. Takovouto mnoZzinou
uvedeného piikladu hodu kostkou je Q = {1,2,3,4,5,6}. Nahodny jev mize mit
podobu

e bud elementarniho jevu tvofené¢ho pouze z jednoho vysledku,

e nebo jevu slozeného, jenz se sklada z vice moznych vysledkd.

Dalsi c¢lenéni nahodného jevu je spojené s jeho pravdépodobnosti
oznacované p. Jestlize je ndhodny jev J dostatecné Casto opakovan provedenim
n pokusu, pfi nichz jev J nastal v m piipadech, je pravdépodobnost tohoto jevu
vyjadiena jako

lim = = p()) 21

Pravdépodobnost ndhodného jevu miize nabyvat hodnot mezi 0 a 1, pfi¢emz
jev jisty nastava, pokud se jeho pravdépodobnost rovna 1 a jev nemozny
piedstavuje situaci, kdy jeho pravdépodobnost je rovna 0.

Kazda nezaporna funkce p na mnozin¢ € takova, ze

plw1) + plwz) + plws) +....+ p(wn) = 1, 2.2
kde @i, ..., wn vyjadifuje uplnou korelaci nezavislych jevi, je nazyvana
rozdéleni pravdépodobnosti na mnoziné Q.

Néhodnd proménnd, oznacovana né€kdy také jako ndhodna ¢i stochasticka
veli¢ina, piedstavuje piedpis, jenz pfifazuje kazdému jednotlivému vysledku
ndhodného pokusu urcité cislo. V literatufe byva oznaCena velkymi pismeny
abecedy a jeji jednotlivé realizace jsou urceny bud’ konkrétnimi ¢isly, nebo obecné
malymi pismeny abecedy. DiuleZitou roli hraje také fakt, zda se jednd o ndhodnou
veli¢inu diskrétni ¢i spojitou. Diskrétni proménna (X) nabyva koneéného poctu

hodnot (X1, X2, Xs,..., Xn) za uréitych pravdépodobnosti (p1, P2, P3,.--» Pn),



pricemz se suma téchto pravdépodobnosti rovnd jedné. Naopak veliina spojit,
ktera se v praxi nachdzi velmi ¢asto, miize nabyvat teoreticky libovolnych hodnot
z urcitého intervalu realnych Cisel.

Chovani, ptesnéji pravdépodobnost chovani, nahodné veliCiny popisuje

v v

e odcekavana hodnota,
e rozptyla

e smérodatna odchylka.

Ocekavana hodnota byva oznacena bud’ jako E(X), nebo u a pocita se jako
soucin jednotlivych hodnot X; a pfislusnych pravdépodobnosti pi, jedna-li se
o diskrétni ndhodnou veli¢inu. Na ocekavanou hodnotu navazuje rozptyl, znaceny
Var(X) nebo o, ktery vyjadiuje odekdvanou hodnotu &tverce odchylek nahodné
veliciny od ocekavané hodnoty. Jinak feCeno tedy rozptyl popisuje stupeit
rozptylenosti hodnot nahodné proménné od jeji ofekavané hodnoty. Posledni
uvedeny parametr, smérodatna odchylka, je pouzivan také pro urceni rozptylenosti
nahodné proménné. Je nejcastéji oznaCovan feckym pismenem ¢ a pocita se jako
druha odmocnina z rozptylu.

Trojice mnozina vSech moznych vysledki ndhodného pokusu Q, nahodna
proménna (X) a pravdépodobnost (p) tvofi dohromady tzv. pravdépodobnostni
prostor.

Vsechny uvedené charakteristiky lze zavérem vysvétlit na ptikladu hodu
kostkou. Hazeni hraci kostkou bude mit za vysledek jednu ze Sesti stran, tedy
mnozina vSech ndhodnych vysledkt je 1,2,3,4,5 a 6, pficemz tato Cisla vyjadiuji
hodnoty diskrétni ndhodné proménné. Elementarni jev mtze byt napiiklad jev,
ze padne Cislo 2, pficemZ pocet vSech elementarnich jevl je Sest. Situace, kdy
padne liché <¢islo, oznaCena jako jev J, pfedstavuje jev sloZeny tvofeny
3 elementdrnimi jevy (kostka mad na tfech stranach ze Sesti liché ¢iso).
Pravdépodobnost, ze padne liché ¢islo je tedy snadno spocitatelnd dle vzorce 2.2,
resp. 3/6 =0,5.

2.1 Stochastické procesy

Necht' (Q, 4, P) je pravdépodobnostni prostor, necht T < R. Rodina
realnych nahodnych veli¢in {X;, t € T} definovanych na (Q, A, P) se nazyva



nahodny proces. V piipade, ze T = Z = {0, =1, £2,...} nebo T = No = {0,1,...},
mluvime o procesu s diskrétnim Casem nebo o Casové fadé. Pokut T = [a,b],
kde -o0 <a <b <o, fikame, ze {X;, t €T} je proces se spojitym ¢asem. (Praskova &
Lachout, 2001) Jinak feCeno pro kazdé t z indexové mnoziny T piedstavuje X;
nahodnou veli¢inu, kdy je t vétSinou povazovano za oznaceni ¢asu, a X; ,tedy vyja-
dfuje stav procesu v Case t. Jako prakticky ptiklad realizace nahodného (stochastic-
kého) procesu lze uvést méfeni teploty vzduchu béhem osmi hodin v jeden den. Pti-
stroj umoznuje méieni teploty neustéle, €ili se jedna o realizaci procesu ve spojitém
case. Pokud by byl tentyz kol zadan ¢lovéku, mohl by méfit ¢as pouze naptiklad
kazdou hodinu
a tato realizace procesu by byla v ¢ase diskrétnim.

Kromé predchoziho déleni stochastickych procesti na procesy s diskrétnim
(pokud je T kone¢na nebo spocetna mnozina) ¢i spojitym (jestlize je T interval)

casem, existuje také Clenéni dle toho, jakych hodnot nabyvaji veli¢iny X:, na

e stochasticky proces se spojitymi hodnotami a

e stochasticky proces s diskrétnimi hodnotami.

Priklady kombinujici uvedené druhy stochastickych procesi demonstruje

nasledujici tabulka

Tabulka 2.1 Piiklady stochastickych procesi

Cas | Hodnoty Piiklad
Diskrétni | Diskrétni v 17 hodin bylo v parku 15 déti
Diskrétni| Spojité |v tfetim roce manzelstvi se rozvede prumémé 2-5 part
Spojity | Diskrétni| teplota vzduchu méfena pristrojem béhem celého dne
Spojity | Spojité | mezi 18-22 hodinou piislo mezi 350-800 zakazniky
Zdroj: (Ralek, Novak, & Chudoba, 2014)

2.2 Poissonulv proces

Specialnim typem stochastickych procestt je Poissoniiv proces, ktery je

povazovan za ,,nejvice ndhodny* a ma tii charakteristické vlastnosti

1) reguldrnost — nazyvana také jako ordinarnost, tika, ze pravdépodobnost
vyskytu vice nez jednoho jevu v dostate¢né malém intervalu délky At je
tak mala, ze je zanedbatelna. Tedy v intervalu (¢, t+A¢) se vyskytne bud’

pravé jeden jev s pravdépodobnosti AAt anebo se vtomto intervalu



nevyskytne zadny jev, a to s pravdépodobnosti 1- 1Af — je tedy mozny
pifechod pouze do nejbliz§iho vysSiho stavu nebo dojde k setrvani
ve stavu soucasném,

2) homogenita v case Ci stacionarnost — tato vlastnost znamend, ze pocet
jevi je ve stejné dlouhych intervalech konstantni (tyka se i jevl v malych
oblastech prostoru),

3) nezavislost priristkit — vyjadiuje skutecnost, Ze to, kolik se vyskytne jevi
V jednom Casovém intervalu, neni zavislé na tom, kolik se vyskytne jevil
Vv jinych intervalech. Jinak feceno naptiklad to, kolik bude zdkazniki
Vv obchod¢ v pond€li mezi 10-12 hodinou neni zdvislé na tom, kolik

zakaznik se vyskytne v tentyz den mezi 16-18 hodinou.

2.2.1 Poissonovo rozdéleni
Toto rozdéleni, popisujici velké mnozstvi ndhodnych procesti diskrétni
nahodné veli€iny, je pojmenovano po francouzském matematikovi S. D. Poissono-

vi. Ptikladem ndhodnych procesti majici Poissonovo rozdéleni mize byt

e pocet pacientl pfijimanych na pohotovosti,
e pocet telefonnich hovorti za den,
e pocet prodaného urcitého druhu zbozi za den ¢i

e pocet zdkaznik, ktefi ptijdou do obchodu za den.

Stredni hodnota poctu jevii N za danou Casovou jednotku (¢i v prostorové
jednotce) je oznafovana E(N) = A. Co se tyCe rozd€leni Cetnostni Poissonova

rozdéleni, je dano pravdépodobnostni funkci

P(N=n)=p(n)=

Ane—4 2.3
! )

n
kde n piedstavuje ¢etnost jevii (tedy n = 0,1,2,3,...).
Rozptyl ndhodné veli¢iny s Poissonovym rozdélenim je stejny jako jeji
sttedni hodnota, tedy
Var(N) = ¢* = A. 2.4
ProtoZze se Poissonovo rozdéleni, spolu s exponencidlnim, které bude
strutné¢ definovano pitimo v kapitole Teorie hromadné obsluhy, vyskytuje
nejcastéji, je zde uveden nasledujici ptiklad vlastni tvorby. Do obchodu primérné
ptijde 397 zékaznikl za den. Jestlize se rozd¢leni Cetnosti se fidi podle Poissonova

rozdéleni, jaka je pravdépodobnost, Ze piijde do obchodu vice nez 400 zdkaznika?



Tabulka 2.2 Vypocet prikladu pravdépodobnosti n zakazniki v obchodé

Pravdépodobnost
Pocet zakaznikt - n-zakaznikd v
obchodé
0 p(0) 1,5271E-170
1 p(1) 3,0314E-168
2 p(2) 4,0115E-166
399 p(399) 0,01986775
400 p(400) 0,019718742
Celkem - 0,572898263

Tabulka ukazuje pravdépodobnosti, ze se v obchod¢ wvyskytne praveé
n-zakaznikti. Hledand pravdépodobnost ma tedy hodnotu 1 — 0,573 = 0,427,
tj. 42,7%.

2.3 Markovovy retézce

Podobné¢ jako Poissoniiv proces, jsou i Markovovy (¢i Markovského)
fetézce, pojmenované po ruském matematikovi A. A. Markovovi, jednim ze
specialnich typta stochastickych procest.

Diilezitou charakteristikou téchto fetézcl je tzv. Markovska vlastnost,
ktera fika, Ze stav v okamziku n+1 je zavisly pouze na stavu v okamziku n. Jinak
feCeno stav v soucasném okamziku zavisi pouze na stavu bezprostfedné prechazeji-
cim, pficemz se jinak celd historie daného systému zanedbava, proto jsou
Markovské fetézce oznacovany jako bezpamétové. Prikladem muize byt prodejna
s elektronikou, kde jsou prodavany specidlni videokamery k nataceni podvodniho
svéta, jsou tudiz velmi drahé, a tak jich maji na prodejné jenom nckolik. Kamery se
objednavaji vzdy v sobotu dopoledne (maji zavieno) dle toho, kolik jich maji prave
na skladé€. Pocet objednanych kusii tedy nezavisi na tom, kolik jich bylo na skladé
ve stfedu nebo v pondéli, ale pouze na stavu kamer v patek vecer.

V souvislosti s Markovského fetézci je dale nutné definovat podminénou
pravdépodobnost pfechodu znacenou obvykle jako pjj vyjadiujici pravdépodobnost,

ze se dany systém dostane ze stavu | v okamziku n, do stavu j v okamziku n+1.

10



pij = Xns1 = j/ X = 1), 2.5
kdy plati podminky
pij=0 ij>0 ;°=0pl-j= 1 i=012...

Tuto definici lze vysvétlit na predchazejicim ptikladu s porouchanym
automobilem, pfi¢emZz mohou nastat dvé situace. Bud’ majitel s poruchou nic
neudéla, a vtom pripadé ziistane automobil rozbity i dnes, nebo ho odveze
do autoservisu, a za piedpokladu ne pfili§ velké poruchy a rychlosti automechaniki,
bude automobil dnes opé€t pojizdny. Pravdépodobnosti téchto dvou situaci vyjadiuje
pravé podminéna pravdépodobnost prechodu. Markovského fetézce lze délit podle
skuteCnosti, zda p;jj vcase t je zavisla na case, ¢1 nikoliv. Jestlize je
pravdépodobnost pfechodu zavisla na Case, jedna se o nehomogenni Markovského
fetézec, v opacném piipade se hovoii o homogennim Markovského fetézci.

Chovani systému popisuje, a zaroven dulezitou pomickou pro vypocty, je
matice pravdépodobnosti piechodu po n krocich. Ta ma vzdy Ctvercovy tvar,
pokud se jednd o kone¢né Markovského fetézce, a za piedpokladu platnosti
uvedenych podminek pravdépodobnosti piechodu, je soucet kazdého fadku roven 1
(v ptipad¢ konecné mnoha stavii) a jednotlivé pravdépodobnosti jsou nezaporné.

Pokud je matice pravdépodobnosti pfechodu oznacena P, vypadaji vSechny
pravdépodobnosti pfechodu po prvnim kroku (vniman vétSinou jako ¢asové urceni

— den, tyden) nasledovné

P11 Pz " Pin 2.6
p= P?1 pr p?n
Pn1 Pn2 Pnn

Prvek pi; VvV matici vyjadiuje podminénou pravdépodobnost piechodu
systému ze stavu 1 do stavu 2, kdy by stavy mohly byt vymezeny napiiklad jako
stavy poctu zminénych specidlnich videokamer na skladé v patek vecer.
Na diagonale matice jsou vymezeny pravdépodobnosti navratu systému do jednoho
a téz stavu.

Vedle pravdépodobnosti podminénych popisuji chovani systému také
absolutni pravdépodobnosti, které jsou vyjadieny vektorem V ur€itém okamziku.
Vektor absolutnich (nepodminénych) pravdépodobnosti v okamziku n (celkem N
stavll) je dan

p(n) = [p1(n),p,(n), ..., py(M)], 2.7
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kden=0,1, 2, ...
Za ptedpokladu znalosti podminénych a absolutnich pravdépodobnosti, 1ze

definovat pfechod systému ve dvou po sobé ndsledujicich okamzicich dle vzorce

p(n+ 1) =p(n) * P =p(0) = P"*1, 2.8
tedy pro piechod ze stavu 1 do stavu 2
p(2) =p(1) = P*, 2.9

kde P' stanovuje matici pravddpodobnosti prechodu 1. Fadu.
Zavérem lze tedy fici, Ze chovani homogennich Markovovych fetézct
po n okamzicich ¢asu je vyjadieno prostiednictvim vektoru vychozich absolutnich

pravdépodobnosti a mocniny matice pravdépodobnosti piechodu.

2.4 Markovovy procesy se spojitym ¢asem

Markovovy procesy a fetézce patii skupiny modeli pojmenované po jiz
zminéném A. A. Markovovi. Markovského proces je modelem, ktery ptedpoklada,
7ze prechody mezi jednotlivymi stavy jsou uskutecnitelné v blizkych casovych
okamzicich, tedy zmény lze vystihnout v ¢ase spojitém. Zaroven jsou velmi
dalezit¢ také doby vyjadiujici Cas, za jaky ke zméné stavu dochazi. Typickym
uvadénym piikladem je model sledujici dobu poruchy urcitého zatizeni.

Stejné¢ jako u Markovovych fetézcti nabyvaji nahodné proménné X(t)
hodnoty, jez jsou pfifazené urcitym stavim. Tedy v okamziku t; miize nastat jeden

ze stavi iy, iy, . In, pfiCemz okamziky tj, ti+1, ..., se li$i o veliC¢inu At, ktera se blizi

vy

K nule.
Intenzitu pravdépodobnosti piechodu ze stavu i do stavu j je mozné vyjadrit
pomoci limity

pi;(t, t + At) 2.10
m oy T

At—0 At

Intenzita vystupu ze stavu j piedstavuje dopln¢k pravdépodobnosti setrvani

pij(t,t+A?), jelikoz limitn€ v malé dobg by se pravdépodobnost setrvani blizila jedné,
je dana

1—p::i(tt+ At 2.11

P At
Za uvedenych podminek Ilze matici pravdépodobnosti piechodu,
kterd zachycuje pravdépodobnosti vyskytu urcitych stavii v dobé r+A¢ podminéné

vyskytem urcitych stavli v dob¢ t, zapsat nasledovné
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1— a1 ()ALt a, (At a1, (t)At 2.12
D(t) — a21(t)At 1 - azz (t)At aZn(t)At

anq (H)AL Ao (H)AL "1 —a,, (At

Zaroven tvar matice intenzit pravdépodobnosti pfechodu je

a;1(t)  app(t) o ag(t) 2.13
A = 2B @O aa))
Gi(®)  Gp®) " (D)

Za ptedpokladu, ze cely proces zavisi pouze na dobé vyjadiené veli¢inou At,
kterd uplynula od pocatku procesu (tedy nezdvisi na dobé¢ t), jedna se o proces

homogenni.
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3 Teorie hromadné obsluhy

Procesy hromadné obsluhy ptredstavuji postup uspokojovani potieb vétSinou
nahodné, ale i hromadné se vyskytujicich. Systémy, které realizuji tyto pozadavky,
se nazyvaji systémy hromadné obsluhy a jejich popisim a zkoumdani se vénuji
jednotlivé modely teorie hromadné obsluhy.

Systémy hromadné obsluhy jsou v redlném zivoté velmi Castym jevem,
ovSem v fad¢ z nich se teoretické pristupy nepouzivaji (naptfiklad hypermarket
analyzovany v praktické ¢asti prace).

Ptiklady systéml hromadné obsluhy vyskytujicich se v kazdodennim zivoté

uvadi nasledujici tabulka.

Tabulka 3.1 Pfiklady systémG hromadné obsluhy

Systém Vystupy nesouci Obsluwné zafizeni
pozadavky
Obchod Zakaznici Pokladna
Menza Studenti/stravnici Vydejna obédt
Cerpaci stanice Ridi¢i Cerpaci stojan
Vyrobni linka Vyrobky Stanovisté na lince
Pieprava Cestuyjici Autobus
Lyzatsky areél Lyzati Lyzatsky vlek

Zdroj: viastni tvorba

Zakladni princip fungovani hromadné obsluhy je u vétSiny modeli stejny.
Do daného systému obsluhy, jez se muze skladat z jedné 1 vice linek poskytujici
sluzbu, prichazeji vstupy nesouci pozadavky, ty déle postupuji do fronty pro ¢ekani
na obsluhu, pak do bloku obsluhy pozadavki a nésledné ze systému vystupuji.
V zavislosti na intenzité vstupujicich jednotek a mnozstvi blokli obsluhy pozadavkt
muize v systému vznikat hromadéni Cekajicich pozadavkid (to mize v krajnim
ptipadé vést az k odmitnuti pozadavku oznaCované jako ztrata) - tato skupina
pozadavkl je nazyvédna frontou, a pravé proto byvaji modely hromadné obsluhy
také nékdy oznacovany jako modely teorie front. Pro charakteristiku SHO je nutné
znat tyto 4 zakladni prvky:

e vstupni proud,

o fronta,

e Dbloky obsluhy a
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e vystupni proud.

Naptiklad zakaznik (vstupujici jednotka) pfijde do obchodu se zamérem
nakoupit zbozi (pozadavek), vlozi do ndkupniho koSiku vSechno potiebné,
po skonceni jde K pokladnam, kde si stoupne do fronty (fronta pro cekani
na obsluhu), az se na n¢j piijde fada, dostane se k pokladné (blok obsluhy
pozadavkil) a po obslouzeni z obchodu odchazi, tedy vystupuje ze systému.

Priklad také ukazuje, Ze modely hromadné obsluhy jsou zalozené vétSinou
na prvcich ndhody — pocet zakaznikli (vstupujicich jednotek), ktefi ptijdou
do obchodi je ndhodny, stejné jako doba trvani obsluhy.

Ukolem teorie hromadné obsluhy je analyza téchto systémi. Modely teorie
zkoumaji vztahy mezi zékladnimi ukazateli ptedstavujici efektivitu a kvalitu
systému hromadné obsluhy a snazi se nalézt efektivni proces. Jinak feceno hleda;i
zpusob, kterym by doSlo k optimalizaci systému tak, aby se snizila
pravdépodobnost vzniku front nebo pokud wvznikaji ztraty z divodu cekani,
sniZit 1 jejich celkovou hodnotu. Tato optimalizace ale vétSinou vyzaduje navySeni
poctu bloki obsluhy pozadavki a to je spojeno s dodate¢nymi naklady na systém.
Cilem je tedy dosahnout optimalni rovnovahy mezi danou mirou kvality sluzeb
poskytovanymi systémem a naklady potiebné na dosazeni této kvality.

Ptikladem systému hromadné obsluhy s jednim blokem obsluhy a jednou

frontou je nasledujici obrazek.
Schéma 3.1 SHO s jednim blokem obsluhy a jednou frontou

Vstup

Blok obsluhy
pozadavkl

Vystup ze

nesouci 2
systemu

pozadavek Fronta pro ¢ekani
na obsluhu

Zdroj: (Jablonsky, 1998), viastni zpracovani
PreruSovany obdélnik na obrazku ukazuje, co tvoii systém hromadné
obsluhy — fronta, pfip. fronty, pro ¢ekani na obsluhu a blok obsluhy pozadavkd,

tedy vSechno, co je mezi vstupem a vystupem ze systému.
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Jak jiz bylo feeno vyse, vétSina modell teorie hromadné obsluhy pouziva
prvky nahody, modely maji tedy tzv. stochasticky charakter, a proto jsou mozna
dve feSeni:

e simulacni — vyuziva vhodné zvoleného softwaru, jehoz pomoci lze
nasimulovat, na zakladé¢ znamych parametrd, urCitou situaci a tyto
simulace jsou poté podkladem pro odhadnuti parametrt modelu, kvili
nimz byla simulace provedena. Vyhodou simula¢niho feSeni je jeho
¢asova (ne)narocnost — béhem nékolika sekund ¢1 minut napodobit chod
systému a ziskat tak charakteristiky, které uZivatele zajimaji. Jako dalsi
vyhodu lze oznacit schopnost analyzovat i velmi slozit¢é SHO, naptiklad
vyrobni linky ve fazi jejich navrhovani ani jinym zptGsobem analyzovat
nejde,

e analytické — prostfednictvim ndastroji pravdépodobnosti nebo jinych
matematickych odvétvi jsou na zakladé znamych parametri (naptiklad
intenzita obsluhy, intenzita pfichodii ¢i pocet obsluznych linek)
vypocteny ¢i odhadnuty ty parametry modelu, které chce poskytovatel
sluzby znat. Pokud je tedy analytik schopen odvodit pro jednotlivé
charakteristiky systému vzorce (vztahy) nebo vzorce zna, staci ndsledné
do téchto vzorcl parametry dosadit a vysledky piedstavujici pozadované
charakteristiky jsou ihned Kk dispozici. Je nutné ovSem zdlraznit,
napiiklad sériové fazené obsluzné linky ¢i modely se specifickymi rysy
(omezena trpélivost pozadavki apod.).

Podle D. G. Kendalla jsou vysledky ziskané na zaklad¢ pouziti urcitého

modelu teorie hromadné obsluhy pouZzitelné pouze tehdy, jestlize aplikovany model

dostate¢né vérné odrazi zékladni rysy redlného systému.

3.1Zakladni charakteristiky a parametry modelit hromadné
obsluhy

Pfi popisu systémii hromadné obsluhy matematickym modelem je nutné

vyjit z analyzy jeho chovani. V prvni fazi se zkoumaji pfi¢inné oboustranné vazby

zakladnich prvka systému — tj. specifikace vstupniho proudu poZzadavki, zpisob

a mechanismus piijimani a pfedzpracovani (rezim fronty) a charakter doby trvani
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obsluhy. Na zaklad¢ logické analyzy a klasifikace zkoumaného systému hromadné
obsluhy je nasledné¢ mozné formulovat odpovidajici model.

Dalsi fazi modelovani systému hromadné obsluhy je statistickd analyza
jeho jednotlivych prvkii zahrnujici 1 statistické testovani vychozi hypotézy
o charakteru rozdéleni odpovidajicich veli¢in i ptedpoklady o rezimu fungovani
zkoumaného systému.

Po ziskani pottebnych statistickych dat lze chovani SHO popsat
matematickym modelem. Vysledkem jeho feSeni jsou hodnoty zdkladnich,
zpravidla primérnych charakteristik, jejichZz znalost umoziuje udélat si predstavu
o kvalité¢ a efektivité provozu modelovaného systému. Z hlediska provozovatele
syst¢tmu hromadné obsluhy jsou dulezitymi primérmymi charakteristikami
naptiklad vytiZeni a prostoje jednotlivych zafizeni obsluhy ¢i pocet nebo podil
pozadavki ¢ekajicich na obsluhu. (Kotenat, 2010)

Aby mohl byt matematicky model hromadné obsluhy vytvotfen, je nutné
specifikovat nasledujici parametry:

e zdroj pozadavki,

e piichod pozadavki do systému,

e doba trvani obsluhy,

e it obsluznych linek,

e pravidla pro piechod z fronty do bloku obsluhy a

e specifické rysy systému.

3.1.1 Zdroj pozadavku

Zdroj pozadavkii je vyjadfovan kvantitou pozadavki a lze jej délit
na konecny a nekonec¢ny.

Kone¢ny zdroj znamend, ze pozadavkil existuje omezené mnoZzstvi a tento
systétm se oznaCuje jako uzavieny systém hromadné obsluhy. Co se tyce
nekone¢ného zdroje pozadavki, lze sice fici, ze je zdroj kone¢ny (naptiklad pocet
studentli ptfihldSenych k odbéru obédu v menze nebo pocet vyrobkii vyrobenych
vyrobni linkou), ale jelikoz se jedna o velké mnoZstvi poZadavkl (stovky ¢i tisice),
milZze byt tento zdroj povaZzovan za nekonecny a systém s nekone¢nym zdrojem

poZadavkl je nazyvan otevienym systémem hromadné obsluhy.
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3.1.2 Prichod pozadavktl do systému

Prichod pozadavki do systému lze charakterizovat dvéma ukazateli, a sice
intervaly mezi ptichody, které predstavuji dobu mezi dvéma za sebou nésledujicimi
prichody, a intenzitou ptichodd, jez je vyjadiena poctem pozadavki prichazejicich
do systému za danou jednotku casu. Jestlize vstoupi za hodinu do systému
pramérné 10 pozadavkid, je tedy primérny interval mezi ptichody pozadavki
6 minut (1/10 hodiny), coz dokazuje, Ze je mezi témito ukazateli velmi uzky vztah.

Oba ukazatele mohou byt v zasadé dvojiho druhu:

1) deterministické — v pfipadé€, Ze jsou intervaly mezi pfichody fixni, tedy
stale stejné. Typickym piipadem je automatickd vyrobni linka, u které je
skute¢né¢ mozné fixni intervaly mezi ptichody pozadavki zajistit,

2) nahodné (pravdépodobnostni) — situace, kdy jsou intervaly mezi piichody
proménlivé. V tomto piipade jsou intervaly mezi ptichody popisovany
pomoci nékteré¢ho z pravdépodobnostnich rozdéleni, viz nasledujici

odstavec.

Pozadavky vétSinou do systému prichdzeji nahodné, lze tedy vstupni
pozadavky charakterizovat jako stochastické. Cas odpovidajici délce mezi
bezprostiedné po sobé ndsledujicimi ptichody odpovidd hodnotdm spojitych
nahodnych veli¢in a udaje ziskané ze systému hromadné obsluhy casto vyhovuji
podminkdm Poissonova rozdéleni poctu vstupujicich jednotek za dany interval.
To fika, Ze jestlize dany jev v uréitém intervalu nastane nebo nenastane, nezavisi
na tom, co se stalo v jiném intervalu. Pro kazdy ¢asovy okamzik je pravdépodob-
nost jevu v malém ¢asovém intervalu stejnd a neni mozné, aby nastaly dva jevy
VvV presné stejném cCasovém okamziku — tomu odpovida exponencialni rozdéleni
intervall, a proto jsou systémy hromadné obsluhy s Poissonovym vstupnim
proudem pozadavkli oznaCovany jako exponencialni systémy.

Exponencidlni rozdéleni ma, stejné¢ jako Poissonovo rozdéleni, jediny
parametr, parametr A. Ten je vyuzivan v systémech hromadné obsluhy bud’ pro
uréeni primérné doby mezi pfichody jednotlivych poZadavki ve tvaru 1/A,

nebo piedstavuje intenzitu prichodi v zakladnim tvaru A.
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Na zaklad€ znalosti parametru A 1ze jiz odvodit pravdépodobnost, Ze interval
mezi prichody bude krats$i nez t, coz je hodnota distribu¢ni funkce exponencidlniho
rozdéleni v bod¢ t

PX <t)=F(@t)=1-eM, 3.1

kde e je Eulerovo ¢islo e = 2,71828.

Naptiklad, jestlize se A rovnd 10, je pravdépodobnost, ze interval mezi
dvéma ptichody bude kratsi nez 2 minuty (1/30 hodiny), rovna

1
p (X < %> = 1 — e~10+(1/30) = ( 2835 3.2

Stéedni hodnota (E(X)) je vysledkem vzorce 1/A, rozptyl se rovna 1/A. Graf

ptedstavujici hustotu exponencialniho rozdéleni vypada nasledovné:

Graf 3.1 Graf exponencialniho rozdéleni

(%)

X

Zdroj: (Tosenovsky, 2012), viastni zpracovani
V praxi je mozné¢ samoziejm¢ nalézt 1 jind rozdé¢leni, napiiklad obecné

rozdéleni ¢i Erlangovo rozdéleni, ovSem feSeni modeld systémi hromadné obsluhy

v v s

3.1.3 Doba trvani obsluhy

Stejné jako u pfedchoziho parametru je nutné znat jeho rozdeleni. U modelt
SHO pro vypocet hodnoty doby obsluhy byva nejcasteji pouzivano opét exponen-

cidlni rozdéleni, protoZze doba trvani obsluhy je ndhodna veli¢ina. V piipadé
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oznaceni parametru exponencialnim rozdé€lenim, lze stanovit stfedni dobu trvani
obsluhy podle vzorce

1
ECO) =2, 3.3
U

kde p vyjadiuje primérny pocet obslouzenych pozadavkd za jednotku ¢asu
a je oznaCovan jako intenzita obsluhy. Vztah 1/u tedy umoziuje vypocet primérné

doby trvani obsluhy jednoho pozadavku.

3.1.4 Sit’ obsluznych linek

Aby bylo mozné modely SHO pouzit, je také nutné znat pocet bloki
obsluhy (linek) a to, jakym zptisobem funguji — zda obsluhuji sériove, paralelné
¢i jinym zpisobem. Cilem modeld SHO je predevSim optimalni pocet linek
Vv zavislosti na dob¢ ¢ekani ve fronté na pozadavek.

Zpiisoby fungovani linek:

a) Paralelni uspofadani blokt obsluhy

Tento zptsob uspotfadani blokii obsluhy znamena, ze linky jsou
usporadany vedle sebe, pozadavek je obslouzen u jakékoliv linky a kazda
linka nabizi stejnou obsluhu. Jako priklad 1ze uvést naptiklad prepazky
Vv bance ¢i na posté, nebo poklady v obchodé.

U tohoto zptisobu uspoiadani blokd obsluhy dochazi ke 2 moz-
nostem uspoiadani front:

e Dbud je vsystému jenom jedna fronta, zniz dojde k obsluze
pozadavku po uvolnéni jakéhokoliv bloku obsluhy (naptiklad

tzv. samoobsluzné pokladny v hypermarketech),

Schéma 3.2 SHO s paralelnim uspoiadanim bloki obsluhy 1

Blok obsluhy 1 \
Vstup

nesouci —> —> | Blokobsluhy 2 | —>

pozadavek Fronta pro ¢ekani
na obsluhu /
Blok obsluhy 3

Vystup ze
systému

Zdroj: (Jablonsky, 1998), viastni zpracovani
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e nebo se pied kazdym blokem obsluhy tvoii samostatna fronta

(klasické pokladny v obchodech).

Schéma 3.3 SHO s paralelnim usporadanim bloki obsluhy 2

——> | Blokobsluhy 1

N

nesouci —> | Blok 0bS|Uhy 2 | —m—> V}”Stl;lp Z8
v systemu
pozadavek

Vstup

—> | Blokobsluhy 3

Fronta pro ¢ekani
na obsluhu

Zdroj: (Jablonsky, 1998) ,vlastni zpracovani

b) Jeden blok obsluhy
V tomto piipadé se v systému nachazi pouze jeden blok obsluhy,
ktery vyfizuje pozadavky, a pokud je obsazeny, musi se pozadavky tadit
do fronty a vyckat. Tento zplsob sit¢ linek lze vidét napiiklad
na studijnim odd¢leni ve Skole, kdy pozadavky pro kazdy oboru vytizuje

jedna studijni referentka.

Schéma 3.4 SHO s jednim blokem obsluhy

Vstup '
nesouci _—> — > | Blokobsluhy 5 Vystup ze

< ozadavkil systemu
pozadavek Fronta pro ¢ekani P
na obsluhu

Zdroj: (Jablonsky, 1998), viastni zpracovani
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C) Sériové uspotradani blokl obsluhy
Tento systém uspofadani piedstavuje jednotlivé bloky obsluhy
situované jedna za druhou, pfi¢emz pozadavek musi projit kazdou z nich.

Jako priklad 1ze uvést vyrobky prochéazejici vS§emi vyrobnimi linkami.

Schéma 3.5 SHO se sériové usporadanymi bloky obsluhy

Vstup Vystup
nesouci —> | Linkal |—>| Linkal | —> ze
poZzadavek Fronta pro ¢ekani systému

na obsluhu

Zdroj: (Jablonsky, 1998), viastni zpracovani

3.1.5 Pravidla pro prechod z fronty do bloku obsluhy

Aby bylo mozné spocitat dobu, kterou stravi poZadavek ve fronté ¢i v celéem
systému, je nutné znat fad, podle kterého piechazi pozadavky z fronty Kk blokiim
obsluhy. Téchto druhti piechodi se rozliSuji 4 zakladni druhy, pro néz se vzila
nasledujici oznaceni:

a) FIFO (first-in, first-out)

Zpusob odchodu z fronty do systému obsluhy FIFO, jez lze
povazovat v bézném zivoté¢ =za nejspravedlivéjsi, je nejcastéjSim
zpusobem piechodu v systému hromadné obsluhy. Znamend, ze kdo
prvni piisel, ten také bude prvni obslouzen (FCFS — first come, first
served). Pozadavky jsou tedy vyfizovany pfesné v tomtéz pofadi,

Vv jakém se dostala do fronty.

Schéma 3.6 SHO s rezimem obsluhy FIFO

Vstup pozadavku
do fronty \V

\ Ptechod z fronty
k obsluze

Zdroj: vlastni tvorba

22



b) LIFO (last in, first out)

Tento zplsob piechodu pozadavku z fronty do bloku obsluhy je
pifesnym opakem FIFO - pozadavek, ktery ptijde do fronty posledni,
bude obslouzen jako prvni. Realnym piikladem mohou byt sklady,
kde jsou pii spotfeb¢é materialu ¢i zbozi brany palety polozené nejvyse,

tedy palety naskladnéné jako posledni.

Schéma 3.7 SHO s rezimem obsluhy LIFO

Vstup pozadavku Piechod z fronty
do fronty -\V k obsluze

Zdroj: vlastni tvorba

c) SIRO (selection in random order)
Toto pravidlo pro piechod pozadavku z fronty k lince v podstaté
zadny fad nema. Pozadavky prechazi k bloku obsluhy v nahodném

potadi, jejich pfichod do fronty nema na piechod absolutné zadny vliv.

Schéma 3.8 SHO s reZimem obsluhy SIRO

Vstup pozadavku '\V Pfechod z fronty
do fronty k obsluze

Zdroj: vlastni tvorba
d) PRI (priority)

Pii pouziti tohoto zpusobu pro pirechod pozadavka z fronty
do bloku obsluhy probiha piechod podle danych priorit. Priority mohou
byt zndmé jiz pted vstupem do systému, jedna se o tzv. apriorni priority,
nebo je systém piid¢€luje sam, v tomto piipade jde o aposteriorni priority.

Dale mohou byt priority rozliSovany ze dvou hledisek:
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e relativni (nepreemptivni) - tento druh priorit znamena, ze priority
Svyssim  stupném  dilezitosti jsou obslouzeny  diive,
nez pozadavky se stupném niz$im,

e absolutni (preemptivni) — absolutni priorita predstavuje
pozadavek, ktery v ptipadé ptichodu do systému bude obslouzen
1 za cenu preruSeni jiz jiné probihajici obsluhy pozadavku, pokud
ma tento pozadavek prioritu nizs$i.

Jestlize dojde k hromadéni pozadavkii a vytvoii se fronta, jsou

pozadavky vytizovany podle dal§iho pravidla (napt. FIFO).

Schéma 3.9 SHO s rezimem obsluhy PRI

Vstup pozadavku
do fronty -\;\ -\/
1 2 3

1 2 3

1 2 3

Pfechod z fronty
k obsluze

Zdroj: vlastni tvorba

3.1.6 Specialni rysy SHO

Fronta v systému hromadné obsluhy piedstavuje problém, ktery se modely
SHO snazi vyfesit, resp. zoptimalizovat. Proto jsou systémy dale ¢lenény dle cekani
ve fronté podle trpélivosti vstupniho proudu na obslouzeni svych pozadavkl
na systémy bez ¢ekani a systémy s ¢ekanim.

Jedna-li se o systém bez cekéni, pozadavky maji velmi omezenou trpélivost,
resp. trpélivost je nulovd. Znamena to, Ze pokud chce pozadavek vstoupit
do systému, ale vSechny bloky obsluhy jsou plné, do systému se rozhodne
nevstoupit. Klasickym ptipadem jsou fronty v hypermarketech, kdy netrpélivi
zakaznici, ktefi si cht&ji koupit jenom par véci, pfijdou k pokladnam, kde ale zjisti,
ze jsou vSechny obsazené a tim padem doslo k vytvoifeni front. Nechaji tedy nakup

tam, kde zrovna stoji a z obchodu odchazeji.
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Systém s ¢ekanim vyjadtuje, ze trpélivost pozadavkl je bud’ neomezena,
nebo je téméf identickd s trpélivosti piedeSlého typu systému, resp. trpélivost
pozadavkl je omezena. Pozadavek tedy bud’ do systému vstoupi a bude cekat tak
dlouho, dokud neni pozadavek vyfizen (neomezena trpélivost), nebo bude stat
ve fronté na vyfizeni jenom urcitou dobu, a pokud za tuto dobu nebude obslouzen,
ze systému odejde (omezena trpelivost).

S prvnim typem systému je spojen jesté jeden typ SHO, a sice systém se
ztratami. K opusténi systému bez vytizeni pozadavku miize dojit v ptipadé:

e systému bez ¢ekani,

e systémy s c¢ekanim majici bud omezenou kapacitu blokd obsluhy,

nebo maji omezenou trpélivost pozadavkii.

3.2 Analyza systémui hromadné obsluhy

Ditvodem zkoumani systémii hromadné obsluhy jsou pfedevSim charakteris-
tiky, které popisuji fungovani dané¢ho systému, ty uzivatele zajimaji. Podrobnéji 1ze
tyto charakteristiky rozd¢lit na nékolik skupin.

1) Charakteristiky tykajici se po¢tu pozadavki
Do této skupiny patii predevSim primérna doba cekéani pozadavkl
ve front¢ pted tim, neZ budou obslouzeny (dale bude oznacovana jako Ty)

a primérna doba stravena v celém systému (T), tedy doba ¢ekani ve fronté

plus doba obsluhy.

2) Charakteristiky tykajici se po¢tu pozadavku
Tato skupina se tyka piedev§im pramérnych pocti pozadavku
Vv systému (znaceny dale jako N) a primérné délky fronty (oznacovanou jako
Ny).
3) Pravdépodobnostni charakteristiky
Pii zkoumani SHO jsou z hlediska pravdépodobnostnich analyz
velmi dilezité nasledujici 4 otazky:
e jaka je pravdépodobnost, ze obsluzna linka pracuje ¢i jaka je
pravdépodobnost opaéné situace - linka nepracuje,
e jakd je pravdépodobnost situace, ze je v systému konkrétni pocet
pozadavki (n),
e jaka je pravdépodobnost, Ze pozadavek, ktery pifijde do systému,

bude muset ve fronté ¢ekat a
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e jakd je pravdépodobnost, ze se kvali naplnéni nebude moci
pozadavek pfipojit k systému (tyka se systému s omezenou kapacitou
mist ve front¢) a byt tedy obslouzen?

4) Nakladové charakteristiky
Tyto charakteristiky se vztahuji k situaci, kdy je uzivatel schopen na-
kladové ohodnotit ¢ekani pozadavkil, provoz obsluznych linek ¢i prostoj.
Pokud ano, je mozné systém optimalizovat a to sohledem na jeho
efektivnost z hlediska nakladi. Lze napiiklad urcit optimalni pocet linek

A

které se vztahuji k fungovani celého systému za danou ¢asovou jednotku.

Uvedené charakteristiky pomahaji odpovédét na velmi dulezité otazky
naptiklad pfi budovani novych SHO — kolik obsluZznych linek je moudré zahrnout
do projektu tak, aby nedochazelo ke tvorbé pftili§ velkych front (ty by mohly vést
ke ztratam zakaznikl a tim nasledné k ztratam na zisku) nebo aby naopak obsluzné
linky nemély zbyte¢né prostoje?

V zéavislosti na wuvedenych charakteristikdich je potfeba vysvétlit
1 bezprostredni vazby, které mezi nimi panuji. Za ptedpokladu dodrzeni zavedeného
znaceni, neomezené¢ho poctu mist ve front¢ a neomezené¢ho zdroje pozadavki,
lze vyjadfit primérnou dobu, kterou pozadavek stravi v systému jako soucet
prumérné doby trvani obsluhy a primérné doby ¢ekani pozadavki ve fronté

T=1u+Ts 3.4

Piimy vztah rovnéz existuje Vv jednodus$ich modelech i mezi Casovymi
charakteristikami a charakteristikami tykajicich se poétu pozadavkd. Tento vztah
udava, ze pramérny pocet pozadavkll v systému lze vypocitat jako soucin
prumérného ¢asu, jez stravi pozadavek v systému, a intenzity obsluhy

No = 1*Ty, 3.5

Tabulky uvedené nize vyjadiuji n€které jednotlivé charakteristiky systémi

hromadné obsluhy spolu se vztahy mezi nimi.
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Tabulka 3.2 Vzorce pro vypocet charakteristik SHO 1

Primérny Cas straveny

pozadavkem Vzoree

Vv systému Ts=To + Ty
ve fronté Ts

v obsluze To=1u

Tabulka 3.3 Vzorce pro vypocet charakteristik SHO 2

Primémy pocet

poiadavié) Vzorece

Vv systému Ns=ATs=No+N¢
ve fronté N ¢=AT ¢

v obsluze No=ATq

Zdroj: vlastni tvorba

Zdroj: vlastni tvorba

Pravdépodobnost, Ze se v systému nachazi pravé n pozadavkd, je oznacena

jako pn, tedy po vyjadiuje pravdépodobnost, ze se v systému nenachazi pozadavek

7adny.

Posledni diilezitou charakteristikou je podminka stabilizace systému,

kterd znamena, Ze systém neni zahlceny cekajicimi pozadavky a nevznikaji tedy

fronty, pfiCemz pro vypocet se 1isi podle toho, o jaky systém hromadné obsluhy se

jedna.

3.3 Klasifikace systémui hromadné obsluhy

Na zéklad¢ jednotlivych charakteristik systémi hromadné obsluhy se

v soucasnosti vét§inou pouziva rozsitené ¢lenéni navrzené D. G. Kendallem v roce

1951. Kendall navrhl klasifikaci, ktera se fidila podle tii hlavnich hledisek ve tvaru

A/B/C, kde
A

charakterizuje typ pravdépodobnostniho rozdéleni intervali mezi

vstupy, tedy intervaly mezi piichody pozadavkl do systému,

charakterizuje typ pravdépodobnostniho rozdéleni doby trvani

obsluhy,

vyjadiuje pocet paralelné¢ uspofddanych obsluznych mist (linek,

pocet kanalii obsluhy), pficemz se jednd o piirozené Cislo, kdy se
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Vv ptipad¢ velkého poctu obsluznych mist (neomezeného) vétSinou

tento parametr vyjadfuje o.

Jak jiz bylo feceno, tento zékladni model byl rozSifen o dalSi parametry,

které se k systémiim hromadné obsluhy vztahuji, vysledna klasifikace je obvykle

znacena A/B/C/D/E/F.

Parametr A mize nabyvat nasledujicich hodnot

M

Ex

vyjadiuje, ze intervaly mezi prichody pozadavki jsou navzajem
stochasticky nezdvislé a zaroven maji exponencidlni rozdéleni,
tedy jedna se o Poissoniiv proces vstupu,

zastupuje Erlangovo rozdéleni mezi vstupy pozadavkd,

znamena, ze intervaly mezi prichody pozadavki jsou konstantni,
neboli vstupy pozadavki jsou pravidelné,

vyjadiuje normalni (Gaussovo) rozd¢leni,

znaci rovnoméerné rozdéleni a

zastupuje obecné rozdéleni, tedy doba mezi prichody je stanovena

svou distribu¢ni funkci.

Parametr B miize nabyvat v podstat¢ stejnych hodnot jako parametr

predchazejici, akorat se vztahuji na dobu trvani obsluhy

M
Ex
D
N
U
G

znaci exponencidlni rozdéleni doby trvani obsluhy,
vyjadiuje Erlangovo rozdéleni doby trvani obsluhy,
znamena, ze doba obsluhy je konstantni,

vyjadiuje normalni rozdéleni,

zastupuje rovnomérné rozdéleni a

je pouzivano pro jakékoliv rozdéleni doby trvani obsluhy.

Zbyvajici parametry klasifikace se tykaji poctu paralelné¢ uspoiadanych ob-

sluznych mist oznacované pismenem C, kdy tento parametr nabyva hodnot m = 1,

2, 3, .... (celé kladné ¢islo); pod pismenem D se skryva kapacita dané¢ho systému

hromadné obsluhy, tedy celkovy pocet mist ve fronté a obsluze, pfi¢emz neni-li

stanoveno jinak, pfedpoklada se, Ze ma tento parametr hodnotu oo, tedy kapacita

systému je neomezend; E oznacuje pocetnost zdroje pozadavkd, jinak fec¢eno je to

pfirozené Cislo vyjadfujici maximalni pocet pozadavkli ve vstupnim proudu

(¢i ve zdroji poZadavkil), pficemzZ opét pokud neni dano jinak, predpoklada se

hodnota oo; posledni pismeno F popisuje typ fronty (FIFO, LIFO, PRI ¢i SIRO).
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S hodnotou, kterou nabyva parametr E, je spojeno rozdéleni SHO
na tzv. otevieny systém (v piipad¢, Ze je hodnota ), a uzavieny ¢i cyklicky systém
(hodnota parametru je ddna kone¢ny ¢islem).

V literatufe jsou systémy hromadné obsluhy oznaceny vétSinou pouze tiemi
symboly (A/B/C), ale to neznamenad, Ze by ostatni symboly neexistovaly. Jestlize je
oznaceni SHO tfisymbolové pak se predpokladd, ze D a E jsou neomezené a F
znamena rezim fronty FIFO.

Naptiklad systém M/N/3 je systém, kde se doba mezi vstupy jednotlivych
pozadavkld do systému fidi dle exponencidlniho rozdé€leni, doba obsluhy jedné
jednotky ma normalni rozdéleni a v systému jsou tfi paraleln¢ uspotadané obsluzné

linky.

3.4 Procesy zrodu a zaniku (birth-and-death process)

VétSina zakladnich modeltt hromadné obsluhy ptfedpoklada, ze se vstupy
(ptichazejici zdkaznici) a vystupy (zdkaznici opoustéjici systém) fidi dle
tzv. procesu zrodu a zaniku. Tento dualezity proces nachazi v teorii
pravdépodobnosti Siroké uplatnéni.

V kontextu steorii hromadné obsluhy znamena termin ,,zrod*“ piichod
nového vstupu (zdkaznika) do systému hromadné obsluhy a termin ,,zanik*
vyjadiuje odchod obslouzeného zakaznika ze systému.

Stav systému v ¢ase t (¢ > 0), oznacovan N(t), je pocet zakazniki v Case t.
Procesy zrodu a zaniku popisuji pravdépodobnostné, jak se N(t) zméni v piipadé,
ze t roste. Obecné feCeno tyto procesy fikaji, ze jednotlivé zrody a zaniky nastavaji
nahodné, kde jejich Cetnosti vyskytu zavisi pouze na soucasném stavu systému.
Diky tomuto piedpokladu jsou procesy zrodu a zaniku specialnim typem nepfetrzi-
tého Markovského fetézce.

Procesy zrodu a zaniku lze také vyjadrit graficky, kde state znamena stav
systému, N pocet pozadavkil (zakaznikll) v systému, 4, vyjadiuje intenzitu ptichodu
pozadavku do systému a u popisuje intenzitu obsluhy systému (parametry 1 a u
maji exponencialni rozdéleni). Priklad takového grafického zndzornéni je uveden

na nasledujici strance
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Obrazek 3.1 Graf procesu zrodu a zaniku

A iy
/ / / _/ M \/ l_
State: |0' >_\|>' \’_"j \z ) /n—l
f{\ X Ko AR /< 7—
Bn—1 Hn Fn +

Zdroj: (Hillier & Lieberman, 2001)
A pravé modely hromadné obsluhy, které maji vlastnosti Markovského

fetézce, budou feseny v nasledujicim textu.

3.5Modely hromadné obsluhy zalozené na procesu zrodu
a zaniku

Nyni jiz lze pfistoupit k charakteristice vybranych konkrétnich modeld

hromadné obsluhy zaloZené na procesu zrodu a zaniku, mezi néz se fadi

e Exponencialni model jednoduché obsluhy s neomezenou (M/M/1)
a omezenou kapacitou (M/M/1/k),

e Exponencialni model vicenasobné obsluhy s neomezenou (M/M/s)
a omezenou kapacitou (M/M/s/k),

e Uzavieny exponencialni model jednoduché a vicenasobné obsluhy,

e Modely systétmi hromadné obsluhy s netrpélivosti a prioritami

pozadavka.

Pro cile této prace budou podrobné¢ji rozebrany modely z prvnich dvou

skupin, konkrétné modely M/M/1 a M/M/s.

3.5.1 Exponencialni model jednoduché obsluhy M/M/1

Model M/M/1 byva oznaCovan za zakladni, nejjednodussi model SHO,
kdy se doba obsluhy a doba mezi pfichody pozadavki fidi dle exponencidlni
pravdépodobnostniho rozdéleni.

Zakladnimi ptedpoklady tohoto modelu jsou

e velikost fronty neni omezena,
e Vv SHO je pouze jedna obsluzna linka,

e zdroj pozadavkil je neomezeny, tedy jednd se o otevieny systém,
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e rezim fronty je FIFO a
e pozadavky pfichazejici do systému cekaji ve fronté na obsluhu,
a 1 v pripadé, ze je kapacita obsluzné linky nedostatecna (fronta je tedy
trpéliva).
Exponencialni model jednoduché obsluhy pracuje v podstaté se dvéma
ukazateli, a sice s
A vyjadfujici intenzitu ptfichodl, tj. prumérny pocet pozadavki,
které vstupuji do systému za dany ¢asovy interval,
M popisyjici intenzitu obsluhy, tedy primérny pocet obslouzenych
pozadavki za Casovy interval.
Za predpokladu, Zze se pocet vstupujicich pozadavkil tidi Poissonovym
rozdélenim, je pravdépodobnost vstupu n jednotek do systému v intervalu T = (0,t)
dana vzorcem

—lt@ 36

Pe(®)=e =", kdek=0,12,..

kdy specialné pro k =0 je
po(t) = e 3.7
Dalsim piedpokladem modelu je skutecnost, Ze stav systému n v libovolném
okamziku t zavisi pouze na stavu bezprostiedné predchazejicim, priCemz vSechny
piedeslé stavy jsou opomijeny, proces hromadné obsluhy ma tedy charakter
Markovova procesu. Tento piedpoklad plati pro vSechny modely uvedené v této
kapitole.
Jestlize je stav S, oznaCen za stav, kdy se v systému nachdzi praveé
n pozadavki, pak v intervalu (z, ++A¢) mohou nastat pouze tyto prechody
So = S50,S0 2 51,51 = S 3.8
pro stav vychozi a
Sn = SpySn = Sp+1,Sn = Sp-1 3.9
pro vSechna n > [.
Pro lepSi pochopeni vyjadiuje tyto vztahy graf pfechodl systému

na nasledujici strance.
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Schéma 3.10 Graf prechodii systému M/M/1

PfSﬂ—bSaJ PI'{SI —55_[J PI'rS;—}S;_J
. P(S; —5y)

P(Sy—Sy) P(S; =5,

Zdroj: (Hillier & Lieberman, 2001), viastni zpracovani

Pravdépodobnost situace, kdy se v systému nenachdzi zddny pozadavek

(nebude muset cekat), tedy pravdépodobnost toho, ze obsluzna linka neni vyuZzita,
je dana vzorcem

3.10

=1 A
Po ,LI,,

piicemz z tohoto vztahu vyplyva, ze pravdépodobnost, Ze je v systému

alespon jeden pozadavek (bude ¢ekat), tzn., ze obsluznd linka je vyuzita je

A 3.11
p= ;
Aby byl systém stabilni, musi byt spInéna podminka vyjadiena vztahem
b= & <1 3.12
U

kde p piedstavuje intenzitu provozu systému hromadné obsluhy.
Z uvedeného vzorce vyplyva, Ze intenzita piichodii pozadavkl do systému musi byt
nizs$i, nez intenzita obsluhy.

Pravdépodobnosti pfechodli mezi stavy umoznuji urcit pravdépodobnost,
ze v systému je pravé n pozadavku, tedy jeden je obsluhovan a (n-1) ¢eka ve fronté
vztahem

Pn=Do p" =1 —p)p" 3.13

Zakladni charakteristiky systému M/M/1

Na zakladé¢ vySe uvedenych obecnych vztaht a za predpokladu, Ze je znamo
rozdéleni stacionarnich rozdéleni pravdépodobnosti p, vyjadiujici pravdépodobnost
poctu pozadavkl nachdzejicich se v daném systému hromadné obsluhy, zde budou

uvedeny vzorce pro vypocty zédkladnich charakteristik systému.
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Tyto charakteristiky se pouzivaji k posouzeni efektivnosti daného systému,
a to jak zhlediska vyuziti obsluznych zafizeni, tak z hlediska obsluhovanych
pozadavkd.

Primérny ¢as straveny pozadavkem v systému je dan

1
T = . 3.14
u—A
Stfedni hodnota doby, kterou stravi pozadavek ve front¢ je vyjadien
1 A 3.15
Ir=T—-—=—F"2H
pooulp—2)

Z ptedchézejicich Casovych charakteristik 1ze snadno odvodit stiedni

hodnotu poctu pozadavkil v systému

A 1
N =T = ——, 3.16
u—A1
a soucasné¢ stiedni hodnota poctu pozadavki ve front¢ je
N. = AT A2 3.17
Y)Y
Pravdépodobnost vzniku fronty
N2 3.18
p(Nz1)=p2=(;) .

3.5.2 Exponencialni model vicenasobné obsluhy M/M/s

Tento model systému hromadné obsluhy byva v praxi zastoupen nejcastéji.
Typickym ptikladem, ktery bude feSen v praktické casti této prace, je pocet
pokladen v obchod¢, kde zakaznici (pozadavky) pfistupuji k zaplaceni (obsluzna
linka).

V tvodu je zapotiebi opét vymezit vlastnosti modelu M/M/s, které jsou

e intervaly mezi ptichody poZadavku (1) a doba obsluhy na kazdé obsluzné
lince (1) maji exponencialni rozdélenti,

e Vv modelu se nachazi s paralelné usporadanych identickych obsluznych
linek, kdy kazda linka ma intenzitu obsluhy u, tedy pokud se nachézi
V systému pét zafizeni obsluhy, bude intenzita obsluhy celého systému
5u apod., pticemz logicky nejvyssi hodnota mize byt s,

e zdroj pozadavkid neni omezeny, jedna se tedy stejné jako u modelu

jednoduché obsluhy o otevieny systém,
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e velikost front také neni omezena,

e pozadavky vstupujici do systému maji neomezenou trpélivost,
tzn., ze ¢ekaji ve fronté, dokud nebudou obslouzeny, ptestoze kapacita
systému neni dostatecna,

e Cekajici pozadavky jsou obsluhovany v potfadi, vjakém do systému

ptisly (FIFO).

Obdobn¢ jako u modelu M/M/1, je i zde stanovena podminka stabilizace
celého systému tak, aby nedochazelo k neomezenému nartistani front. Aby byl tedy
systém stabilni, musi byt intenzita obsluhy celého systému vétsi, nez interval mezi

prichody pozadavkil do systému, neboli

A
_=B<1, 3.19
su s

kde vypocet parametru p je uveden v rovnici 3.11.
Pro stanoveni pravdépodobnosti, Ze se v Systému nenachazi zadny
pozadavek (Zadna z obsluznych linek nepracuje) danou parametru po se bude

vychazet z grafu piechodu systému M/M/s uvedeného nize
Graf 3.2 Graf pi‘echodii v systému M/M/s

Multiple-server case (s > 1) N, = A, forn=0.1,2, ..

np, forn=1.2 ..5
Bn = lsp, forn=s5+1,..

A A A A A A
YT ST Y I e M e o A
swe: @Q_(M () & ~ (-2 (-1 & {s+D
e 2 3p (s — SR S
Zdroj: (Hillier & Lieberman, 2001)
Plati tedy
-1
) s—1 s 1 3.20
Po F"‘gl—p
n=0 S
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Pravdépodobnost, ze se v systému nachazi n pozadavkl, kde n je mensi
nebo rovno poctu obsluznych linek (tedy n < s), vyjadfujici situaci, kdy jsou
vSechny ptitomné pozadavky obsluhovany, resp. fronta je prazdna je dana

p" 3.21
Pn = HPO.

Opacny piipad, kdy je n VEtsi nez pocet obsluznych linek, tj. n > s, a tedy
vSechny obsluzné linky jsou v provozu, obsluhuji s pozadavki a zbyvajici pocet
(n-s) pozadavki ¢eka na obsluhu ve fronté, je dan pravdépodobnosti

p" 3.22

pn = S!Sn_s pO

Zakladni charakteristiky systému M/M/s

Kromé vySe uvedenych vzorcii pro urcité pravdépodobnosti a za piredpokla-
du platnosti vySe uvedenych vztahli se pro posouzeni efektivnosti daného systému
pouzivaji zédkladni charakteristiky, jejichz vypocty jsou uvedené nize.

Efektivnost systému se hodnoti (stejné jako u modelu M/M/1) z dvou
hledisek, a to jak z hlediska vyuziti obsluznych linek, tak z hlediska obsluhovanych
pozadavka.

Priimérny pocet pozadavkl v systému je dan

N = AT. 3.23

Priimérny Cas straveny pozadavkem v systému

1 .
T="Tp+ 3.24

Stredni hodnota doby stravené pozadavkem ve fronté

B psu 3.25
T G- Di(su—nzPe

Primérny pocet pozadavki ve fronté

Ty

Pravdépodobnost, Ze pozadavek ptichazejici do systému, bude muset ¢ekat
ve fronté na obsluhu, tedy v systému je S a vice pozadavki je rovna

B pss 3.27
pf - S! (s_p)pO'
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3.6 Optimalizace systémil hromadné obsluhy

Vedle zakladniho cile SHO popsat cely systém, maji tyto modely navic
za ukol slouzit jako nastroj pro optimalizaci systému, a to pfedev§im v analyze
toho, kolik paralelné fazenych obsluznych linek je s ohledem na minimalizaci
nakladi souvisejicich s danym systémem efektivni provozovat.

Tato optimalizace se tedy tyka modelt M/M/s, a jedna se pfitom o urceni
diskrétni hodnoty s tak, aby ndklady na provoz systému byly minimalni. Realizace
optimalizac¢nich propoctt predpoklada, ze je uzivatel schopen néjakym zptisobem
ohodnotit naklady provozu obsluznych linek a ptipadné nédklady souvisejici
S pobytem pozadavkl v systému. (Jablonsky, 1998)

Za ptedpokladu, Ze je zkoumany SHO stabilizovany, je mozné nakladovou
funkci definovat jako

NS(s) = k;N + k,s, 3.28
kde
¢} zachycuje naklady souvisejici s pobytem jednoho pozadavku v SHO

za Casovou jednotku,

ko vyjadiuje ndklady na provoz jedné obsluzné linky za jednotku Casu,
N udava pramérny pocet jednotek v systému a
S oznacuje pocet paraleln¢ uspoiadanych obsluznych linek.

Jak je z funkce vidét, sklada se ze dvou casti, kdy prvni ¢ast (kiN) znaci
celkové naklady souvisejici s pobytem pozadavkil v systému za casovou jednotku
a druha ¢ast (kpS) je vyjadienim celkovych nakladi na provoz vSech obsluznych
linek za jednotku casu.

Ze vztahu 3.28 je ziejmé, Ze vysledna hodnota funkce NS(S) je
(za ptedpokladu povazovani intenzity ptichodt a intenzity obsluhy kazdé z linek s),
zavisla pouze hodnoté parametru S. Pokud by doslo ke sniZzeni poctu obsluznych
linek nebo ke sniZzeni primérného poctu pozadavkil (zdkaznikil) v systému, snizila
by se i hodnota nakladové funkce. Naopak zvySeni hodnot parametrd N nebo s by
vyvolalo zvySeni NS(S).
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3.7 Statisticka analyza

V praktické ¢asti prace bude fesen realny problém SHO a v souvislosti s tim
dojde Kk testovani doby mezi ptichody pozadavki do daného systému na rozdé€leni,
kterému tento parametr odpovida. Z tohoto divodu zde bude strucné
charakterizovana statisticka analyza, S jejiz pomoci lze zpracovat velky soubor
existujicich, resp. moznych vysledkti nahodného pokusu, pro ktery bude ptijaty
néjaky pravdépodobnostni model. Vypocty budou provadény jen v pomérné malé
¢asti souboru vysledkl (vybérovy soubor) a timto zpiisobem ziskand informace

bude zobecnéna na soubor ptivodni.

Testovani hypotéz
Statistické hypotézy slouzi ke srovnani ziskanych dat s urCenymi

piedpoklady, kdy je vzity postup

1) stanoveni hypotéz — nulové a alternativni,

2) provedeni nahodného vybéru,

3) zvoleni hladin vyznamnosti a vyjadfujici pravdépodobnost, Ze dojde
K nespravnému zamitnuti nulové hypotézy,

4) vybér testovaciho kritéria,

5) nasledny vypocet zvoleného testovaciho kritéria a

6) koneéné rozhodnuti, zda bude nulova hypotéza zamitnuta ¢i nikoliv.

Kolmogoroviiv-Smirnoviv test

Jak jiz bylo feceno, intervaly mezi piichody pozadavkl do systému budou
Vv praktické casti prace testovany na Poissonovo rozdé€leni, k ¢emuz bude vyuzit
pravé Kolmogoroviiv-Smirnoviv test (K-S test). K-S test Ize pouzit pro soubory jak
malého, tak velkého rozsahu a jeho vysledky jsou ptesnéjsi, nez naptiklad
Chi-kvadrat test, jenz patii také mezi testy shody, jelikoz vychdzi z pfimo
naméfenych dat.

Tuto metodu, jez ma svou jednovybérovou i dvouvybérovou variantu,
vytvofili rusti matematici Andrej Nikolajevic Kolmogorov a Vladimir Ivanovi¢
Smirnov. K-S test je zalozen na maximalni vzdalenosti empirické a teoretické
distribuéni  funkce a jeho nasledném porovnani s kritickou hodnotou

Kolmogorva-Smirnovova testu Dy(a). Pro ucely této prace bude pouzit jednovybe-
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rovy K-S test, jehoz vypocet bude struéné charakterizovan v nasledujicich
odstavcich.
V prvnim kroku testu jsou stanoveny nulova a alternativni hypotéza:
Ho: nahodny vybér pochdzi z predpokladaného pravdépodobnostniho
rozd¢€leni,
Ha: nahodny vybér nepochazi z predpokladaného pravdépodobnostniho
rozdéleni.

Jako testové kritérium bude pouzita statistika D, = max(Dj, D3, ...,D;,),
kde D} = max{|F0(xl-) - %| ) |i— Fo(xl-)|} proi=1,2, ....,n aFy(x) vyjadiuje

hodnotu distribu¢ni funkce.

Nulovd hypotéza bude zamitnuta na hladiné vyznamnosti «,
jestli-ze hodnota testové statistiky D, bude vétsi nez kritickd hodnota D(a).
Pro n > 50 je moZzné Dn(a) aproximovat dle vyrazu ilng V piipadé€, ze je

n < 50 lIze najit kritické hodnoty ve statistickych tabulkach, napiiklad (Linda &
Kubanova, 2004)
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4 Metodika a cil prace

Zkoumany objekt

Jak jiz bylo fe¢eno v uvodu, spole¢nost, ktera je v této praci analyzovana, Si
nepieje byt jmenovana, a proto bude pro v praktické ¢asti prace oznaCovana jako
spole¢nost PZV (Pro zakazniky vse).

Pfedmétem podnikédni spole¢nosti PZV je prodej potravinaiského
a nepotravinaiského zbozi a pronajem prodejni plochy prodejciim, obecné feCeno

provozuje sit’ supermarketii, hypermarketd a obchodnich domd.

Hlavni cil

Na zaklad¢ informaci uvedenych v teoretické casti prace, bude hlavnim
cilem v praktické Ccasti aplikovat néktery z modeli teorie hromadné obsluhy

na uvedenou spolecnost, ziskané vysledky zanalyzovat a najit optimalni feSeni.

Pouzité metody

e Kklasifikace systému hromadné obsluhy,

e charakteristika jednotlivych parametra systému hromadné obsluhy.
e vypocet a analyza vysledka parametra,

e nalezeni optimalniho feSeni a

e zhodnoceni piinosu optimalizace.

Pouzité zdroje informaci

e odborna literatura,

e interni dokumentace spolecnost PZV.
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5 Prakticka aplikace modelu SHO

V teoretické cCasti této diplomové prace byly uvedeny vsechny dilezité
informace, které jsou potiebné k pouziti modeli SHO na vybrany problém

z praktického zivota, jenz bude fesen v této kapitole.

5.1 Struéna charakteristika vybrané spole¢nosti

Spole¢nost PZV byla zalozena vroce 1992 za ucelem prodeje jak
potravinafského, tak nepotravinafského zbozi. Provozuje po celém tizemi Ceské
republiky sit’ obchodni domu, hypermarketti, supermarketdi, obchodl s odévy své
vlastni znacky a Cerpaci stanice.

Cilem spole€nosti PZV je pozorné vnimat potieby svych zikaznikl
a vytvortit takové misto k nakupovani, kam se budou radi vracet. Pouziva proto
multikanalovy pristup k podnikani, jenz umoziuje zakaznikovi nakoupit takovym
zpusobem, ktery je pro néj nejpiijemné;jsi.

Aby byl cil spole¢nosti naplnén, musi vSechna oddéleni pracovniki
Vv kazdém obchodnim domé, hypermarketu ¢i supermarketu spolupracovat co
nejefektivnéji, ale také co nejkvalitnéji. Je dilezité, aby byl chod celého systému
plynuly. Jednim z oddé€leni systému je tzv. pokladni zona, kterd predstavuje
Z pohledu celého systému obchodu konecny uzel, a proto lze tvrdit, Ze pokladni
zona ma na celkovy dojem na zakaznika nejvétsi vliv. Pokud by naptiklad dosSlo
K situaci, ze bude zdkaznik s jinym oddélenim obchodu nespokojeny, mize jeho
dojem z obchodu jenom zhorsit, pokud po pfichodu k pokladnam zjisti, ze bude
jesté muset Cekat ve fronté. Nemluveé o piipadném Spatném rozpolozeni obsluhy
pokladny, ale tento problém teorie hromadné obsluhu vyiesit nedokaze a patii spise
do oblasti psychologie.

Co ale mlze byt prostiednictvim teorie hromadné obsluhy vylepSeno, jsou
ptipadné fronty u pokladen. A pravé tento problém byl vybran pro praktickou
aplikaci SHO.

5.2 Zakladni informace

Spolecnost PZV se wuvolila poskytnout nashromézdéné informace

0 hodnotach primérného nakupu a o poctu zdkaznikti kazdého dne kazdého mésice
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za posledni tfi roky (tj. 2015, 2014, 2013) za pobocku v Ptibrami. Jelikoz se jedna
o velmi obsahla data, budou doloZena V piiloze na konci prace.

Poskytnuta data uvadéji hodnoty primérného nakupu a pocet zakaznikii
pouze za cely den, resp. za celou oteviraci dobu hypermarketu, tj. od 6:00 do 22:00.
Vyjimku tvoii obdobi Véanoc, kdy se oteviraci doba prodluzuje o dalsi dvé hodiny,
a to vterminu od 17.12. — 26.12., kdy vroce 2013 platila tato oteviraci doba
jiz od 11. prosince. Na Stédry den je otevieno pouze do 14:00, tedy 8 hodin,
a klasicky na 1. svatek vano¢ni (26.12.) a na Novy rok (1.1.) neni hypermarket
otevieny viibec.

Jesté pied popisem a feSenim samotného modelu systému hromadné obslu-
hy, zde budou uvedeny grafy seznamujici ¢tenafe s vyvojem hodnot poskytnutych

dat.

Graf 5.1 Vyvoj poétu zakazniki v letech 2013 — 2015

Vyvoj poctu zakazniki v letech 2013-2015
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Zdroj: data poskytnuta spolecnosti PZV

Z grafu je patrné, ze zacatkem roku je pocet zakaznikl, ktefi systémem
nastavajici bezprostfedné po Vanocich a Silvestru. V tomto case totiz vétSina lidi
nakupuje nejvice, resp. prochdzi systémem hromadné obsluhy hypermarketu.
Vlastni zkuSenost s praci ve zminéném hypermarketu navic dodava informaci
0 skuteénosti, ze pomérné velké mnozstvi zakaznikti chodi v tomto ¢ase nakupovat

1 n€kolikrat do tydne. Nasledkem takového jedndni je Casto podstatné sniZeni

41



finan¢nich prosttedkti zdkaznikli. Proto se nécktefi zdkaznici rozhodnout
v hypermarketu na pocatku kazdého nového roku bud’ nakoupit jenom zakladni
zbozi a tim eliminovat pocet ndkupd v kratkém c¢asovém okamziku, nebo
do hypermarketu nepfijdou vibec. Od biezna je uz mozné zaznamenat lehké
zvySeni poctu zakaznikli prochazejici SHO, coz lze vysvétlit tak, ze si béhem
prvnich dvou mésicti roku zdkaznici ¢astecné doplnili své financni prostredky
a mohou si tak opét dovolit vétsi pocet nakupti. Dalsitho vykyvu je mozné si
v§imnout v mésicich Cerven-srpen, kdy zacinaji letni prazdniny, a tak zakaznici
chodi nakupovat vybaveni na dovolené, tabory apod. Zaroven se koncem srpna
zacinad priblizovat zacatek Skolni dochazky na zékladnich ¢i stfednich Skolach
a rodice proto zacinaji nakupovat skolni pomicky pro své déti. Absolutné nejvyssi
rozdily v podtu ndkupti jsou v prosinci, konkrétné asi tak tyden pied Stédrym dnem
a par dni pred Silvestrem.

Zajimava je také analyza primérného poctu zékaznikii prochézejicich

systém hromadné obsluhy za den na zakladé uréeni intervali

e 1.-10,
e 11-21.a

e 22.-31.den v mésici.

Graf 5.2 Pramérny podet zakazniki za den v roce 2015

Primérny pocet zikaznikii za den v roce 2015
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Z grafu je mozné vycist, Ze ze téi vybranych intervald, je u poloviny mésict
nejvyssi pocet zakazniki SHO v druhé tietiné mésice, tj. mezi 11.-.21. dnem

V mésici (totéz plati i pro roky 2014 a 2013). Tuto skutecnost lze vysvétlit faktem,
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ze vyplata chodi vétsing lidi na icet ¢i slozenkou praveé v tomto obdobi, tim padem
maji potencialni zdkaznici hypermarketu vys$i finance na své ndkupy. Druhd
polovina mésici ma intervaly viceméné vyrovnané, coz je zpusobené vétSinou
svatky ¢i faktem, ze nejvice lidi nakupuje v patek a sobotu.

Dale si lze vS§imnout, ze ve vSech tiech letech se za¢atkem roku vyskytuje
stale stejny jev vysvétleny vyse — nizka navstévnost v lednu postupné se zvySujici
V unoru, nasledné v bfeznu. Zarovenn v obdobi jarnich prazdnin, tj. 9.2.-15.2., se
denni pocet zakaznikl zvysil (pfedev§im mezi 12. a 15. inorem), coz doklada graf
roku 2015. Obdobi hlavnich prazdnin zakladnich a stfednich $kol (letni prazdniny)
vyvolava, jak jiz bylo feeno vySe, zvySenou ndvstévnost koncem cervna, kdy se
lidé ptipravuji na dovolené, posilaji déti na tabory apod., pfi¢emz nasleduje zvySeni
poctu zakaznikli béhem Cervence a srpna.

Také nastup do zakladnich a stfednich Skol 1.zati zplsobuje, Ze v zafi roku
2015 a 2014 je prumérny pocet zdkaznikli za den v prvnich dvou zvolenych
intervalech vyssi, nez v poslednim, jelikoz na zacatek zati ptipadaji slevy na skolni
potieby. Hypermarket na planované slevy upozoriuje dopiedu, a proto si néktefi
zékaznici pockaji a nakoupi Skolni pomicky pro své déti az zacatkem zari.
Vyjimkou je rok 2013, kdy se vedeni hypermarketu rozhodlo, Ze slevy na Skolni
pomiicky zavede o mésic diive, tudiz je v srpnu zvysSeny primérny pocet zakaznikl
dvou letech, nenastal.

Klasicky nejvyssi narGst vykazuje prosinec, a to hned zacatkem meésice
kvili MikulaSovi, kdy zakaznici nakupuji rtizné cukrovinky. Nésledné¢ dochazi
K nejvy$§imu narastu za cely rok 2015 mezi 11. a 21. dnem v mésici kvuli

pripravam na Vanoce.
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Graf 5.3 Pramérny podet zakazniki za den v roce 2014
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Graf 5.4 Pramérny pocet zakazniki za den v roce 2013
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5.3 Parametry systému hromadné obsluhy

Nyni budou nize charakterizovany jednotlivé zakladni parametry SHO,
na jejich zdkladé dojde k naslednému vybéru konkrétniho modelu SHO, a pro tento
model pak vypocitany vSechny parametry uvedené v teoretické Casti. Na prvni
pohled Ize rovnou ur¢it, Ze se jedna o exponencialni model M/M/s a charakteristika

parametri SHO by méla tuto hypotézu potvrdit. Zanalyzovat by se mohly
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samoziejmé vSechny tii roky, ale v této praci bude uveden rok 2015 s tim, Ze pro
dalsi dva roky by analyza méla stejny postup.

Velice jednoduse by se dalo tici, Ze systém hromadné obsluhy spole¢nosti
PZV je dan zakazniky predstavujici vstupni a zaroven vystupni proud, frontami,

Které se vytvareji pred pokladnami a samotnymi pokladnami, resp. blokem obsluhy.
Schéma 5.1 Systém hromadné obsluhy spole¢nosti PZV
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5.3.1 Zdroj pozadavku

Tato charakteristika udava, zda je zdroj pozadavka kone¢ny nebo naopak
nekonecny, pfi¢emz za zdroj pozadavkil jsou povazovani zdkaznici hypermarketu,
ktefi projdou pies pokladni zonu, resp. projdou systémem hromadné obsluhy.
Teoreticky by se dalo fici, Ze pocet zdkaznikli by mohl byt uren poctem obyvatel
meésta a oznacit tak SHO za konecny.

Jelikoz je ale obyvatel mésta, v némz se hypermarket nachazi, pies 34 tisic
a je tfeba vzit v ivahu také zakazniky, ktefi méstem napiiklad jenom projizdéji,
bude pocet zdkaznikli (zdroj pozadavkll) povazovan za nekonecny. Na zakladé

tohoto urceni je zaroven dany systém oznacen jako otevieny.
5.3.2 Prichod pozadavkl do systému

Popis tohoto parametru je dan intervaly mezi ptichody jednotlivych
zakazniki do systému a intenzitou ptichodd, tedy poctem zakaznikli prochéazejicich
pokladnami. Vzhledem ke skutec¢nosti, Ze zakaznici pfichazeji pies pokladni zonu
nadhodné, se jednd o veli¢iny pravdépodobnostni, pfi¢emz tento fakt je dokdzan
grafy 5.1, 5.2, 5.3 i 5.4. Pfedpokladem je, Ze pocet ptichodd zakaznikid za urcitou

dobu sleduje Poissonovo rozdéleni sparametrem /1, a tedy doba mezi
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ptichody odpovidd rozdéleni exponencidlnimu. Tento piedpoklad bude dolozen
prosttednictvim Kolmogorovova-Smirnovova testu uvedeného nize.

Predtim, nez bude moci byt test pouzit, bude stanoven parametr 4, bez jehoz
ureni se model M/M/s neobejde. Jak jiz bylo fe¢eno, parametr lambda vyjadiuje
intenzitu pfichodi zakaznik do systému hromadné obsluhy, resp. primérny pocet
zakaznikli za danou casovou jednotku. Vysledky analyzy ptichodu zakaznikt
uvedené vyse ukazuji, ze béhem roku dochézi k pomérné¢ vysokym vykyvim
spojenych naptiklad s letnimi prazdninami, nebo naopak s obdobim po Vanocich.

Z tohoto diivodu byla data rozdélena, na zakladné zkuSenosti ziskanych pii
praci na pokladni zon¢ v daném hypermarketu spole¢nosti PZV, do nékolika skupin
vytvoienych podle poctu zakazniki v kazdém mésici. Po peclivém zvazeni byly

vytvotfeny 4 skupiny:

1. nejslabsi dny v mésici — takové dny, kdy pocet zdkazniki v SHO
nepiekroc¢il 3 000 za den,

2. slabé dny v mésici — tato skupina piedstavuje dny v mésici, kdy se pocet
zakaznik hypermarketu pohyboval v intervalu (3000;3300),

3. silné dny v mésici — situace, kdy pocet zdkaznikii za den neptesahl 4 000,
ale zaroven nebyl mensi nez 3 300 a

4. extrémy — takovy pocet dni v mésici, kdy pocet zdkaznikli piesahl 4 000
za den. Tato situace se tyka predev§im Vanoc, svatkt, prazdnin ¢i patka
a sobot mezi 11.-21. dnem v mésici (v tu dobu chodi nakupovat zakaznici

nejcastéji).

Prvni dvé skupiny je mozné oznalit za druhy extrém spojeny naopak
S velmi nizkou navstévnosti hypermarketu spole¢nosti PZV. Dle vlastni zkuSenosti
lze tvrdit, Ze nejcastéji se pocet zdkaznikli béhem dne pohybuje mezi 3 300 a 4 000,
coz doklada i skutecnost, ze ,,silné dny v mésici“ tvoti pies 40% dnli v roce. Proto
byl stanoven pro skupinu ,silné dny v mésici“ vyssi interval nez ve skupiné
predchézejici.

Rozdéleni dni do jednotlivych skupin prezentuje Tabulka 2.1, kde modré
¢ary oznacuji obdobi mezi 11. a 21. dnem v mésici. V tomto intervalu si lze
v§imnout, ze (pokud budou opomenuty jarni prazdniny a Vanoce) se zde vyskytuje

velky pocet dni s extrémnim oznacenim. VéEtSina z extrémnich dnd jsou patky

46



¢i soboty, coz jsou dny v tydnu, kdy lidé chodi nakupovat nejcastéji. Divod je
jednoduchy - prevazna vétsina lidi je od rana v praci, pak musi vyzvednout déti
ze Skoly, poptipadé€ je rozvézt na krouzky a uvarit — to uz byvaji vecerni hodiny
a na ndkupy uz nezbyva ani nalada, ani Cas. Proto je tradi¢né nejvySsi pocet
zakaznikli zaznamenavan v patek a sobotu, a jelikoz se jedna navic o obdobi
vyplaceni mezd, dostavaji se ¢isla poctu zakazniki za den do vysokych Cisel.

Extrémni hodnotu poctu zadkaznikli za den vykazuje také osmy leden,
piicemz tento den nesouvisi ani se svatkem ¢i prazdninami, ani se nejedna o patek
nebo sobotu. Spole¢nost PZV poskytla vysvétleni s tim, Ze na tento den piipadl
nejveétsi doprodej vanocnich dekoraci a zaroven odstartoval kazdoro¢ni povano¢ni
vyprodej odévil, ktery pokracoval dalsi dva mésice. ProtozZe Slo ale o prvni tyden
vyprodejii, méli zdkaznici mnohem vétsi vybér, nez v dalSich tyden, a proto se
navstévnost vySplhala az na 4 304 zakazniki.

Z dal$ich extrémi lze krasné vycist 1 ,klasické* vykyvy - jarni prazdniny,
Mikulas, Silvestr ¢i Velikonoce, které vroce 2015 piipadly na 3.-5. dubna,
v den udalosti - naptiklad tésné pfed MikulaSem, tj. 3., 4., a 5. prosince, nakupuji
rodice cukrovinky pro své déti.

Naopak zajimavosti jsou nadmérné hodnoty naptiklad 20. a 21. biezna,
kdy bylo tydenni akci ¢islo jedna velmi znamé Ceské pivo. V drtivé vétSiné tako-
vychto akci hned rano najeli do hypermarketu obchodnici, ktetfi pivo dale prodavaji
ve svych kramech. Protoze ale pravé kvili nim omezuje hypermarket mnoZzstvi
na osobu, vychytrali obchodnici koupi povolené mnozstvi, oto¢i kosik a jedou
znovu. Jejich jednani poté samoziejmé navySuje denni pocet zakazniki, na druhou
stranu ale dochazi k rapidnimu snizovani zbozi na skladé, a proto dosahuje

navstévnost extrémnich hodnot nejcastéji pouze prvni a druhy den akce.
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Graf 5.5 Pocet zakazniku v prosinci 2015
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Vyse uvedeny graf ukazuje, jak zakaznici reaguji na blizici se svatky
vanod&ni — postupné se navitévnost zvysuje, kdy nejvyssi byva kazdy rok pied Stéd-
rym dnem. Pfimo na Stédry den nakupuje také velké mnoZstvi zdkaznikil, oviem
oteviraci doba je zkracena, a proto md tento den v grafu tak nizkou hodnotu.
Na Bozi hod vano¢ni ma hypermarket zavieno, ale hned 26. prosince je mozné
zaznamenat zvysujici se navstévnost znacici ptipravy na Silvestr.

Pocet hodin, po které byl hypermarket spole¢nosti PZV otevieny a pocet
zékaznikli stanoveny dle urcenych skupin jiz nyni umoziuji vypocet hledaného

parametru A.

Tabulka 5.2 Stanoveni hodnoty parametru A

Skupina Pocet hodin Pocet zakazniki A
Nejslabsi dny 896 157 890 176
Slabé dny 1696 332 644 196
Silné dny 2544 570 194 224
Extrémy 678 182 850 270

Z tabulky vyplyva, ze pro vypocet parametru lambda bylo nutné zjistit,
kolik zadkaznikii ve vSech dnech rozdélenych do 4 skupin ptiSlo do hypermarketu
a jakd byla v danych dnech oteviraci doba, resp. jak dlouho mél hypermarket
ve vymezenych dnech otevieno.

Naptiklad v extrémnich dnech tedy dle vypocti pfislo do hypermarketu
prumérné 270 zakazniki za hodinu, v nejslabsich dnech to bylo naopak pouze

176 zakaznikd za hodinu.
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Kolmogoroviiv-Smirnoviv test

V prvnim kroku tohoto testu je tieba stanovit hypotézy, které budou vypadat
nasledovné:

Ho: doba mezi ptichody zédkazniki do SHO se tidi Poissonovym rozdélenim

S parametrem 4,

Hi: doba mezi prichody zakazniki do SHO se nefidi Poissonovym

rozdélenim s parametrem A.

Déle je nutné urcit ndhodny vybér, ktery bude predmétem testovani. Jelikoz
byla data rozdélena do 4 skupin, budou z diivodu omezeného Casu a prostorou
predmétem testovani pouze hodnoty oznacené jako extrémy.

Zvolené hladiny vyznamnosti byly stanoveny dle tradi¢nich hladin
uvadénych v literatute, konkrétné

op =0,10 o= 0,05 oz = 0,01.

Jelikoz je pocCet hodnot ve skupiné extrémii 41, staci se pro ziskani
kritickych hodnot pro vybrané hladiny vyznamnosti podivat do statistickych
tabulek, tedy pro

e 0ap=0,10 je kritickd hodnota rovna 0,187,
e a3=0,05 je kriticka hodnota rovna 0,208 a pro

e 3= 0,01 se rovna kriticka hodnota 0,249.

Poissonovo rozdéleni mé pouze jediny parametr, a to parametr lambda.
Proto je distribu¢ni funkce dana Po(4), kde A.> 0.

Jestli-ze X nabyva hodnot pouze 0, 1, ..., je vypocet pravdépodobnosti p;
a odhad parametru A dan
5.1

3|'—‘

k
E(X) = Z X,
=0

i

Al 5.2
—P(X l)__l

A protoze pro Poissonovo rozdéleni plati vztah E(X) = 1, je hodnota
parametru A rovna 4 404.

Vypocet hodnoty testového kritéria zobrazuje tabulka na nasledujici strance.
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Tabulka 5.3 Vypocet hodnoty testového kritéria

i—1] i
i X() F(X) F(x;) — - | ‘72 — F(xl-)|

1 4 006 6,22164E-10 6,22164E-10 0,024390243
2 4019 2,14781E-09 0,024390242 | 0,048780486
3 4 024 3,42138E-09 0,048780484 | 0,073170728
4 4 026 4,11477E-09 0,073170728 | 0,097560971
5 4029 5,41717E-09 0,09756097 0,121951214
6 4031 6,49928E-09 0,121951213 | 0,146341457
7 4041 1,59232E-08 0,146341447 0,170731691
8 4 060 8,17787E-08 0,170731626 | 0,195121869
9 4 096 1,43363E-06 0,195120518 | 0,219510761
10 4 105 2,79628E-06 0,219509399 | 0,243899643
11 4110 4,01977E-06 0,243898419 | 0,268288663
12 4114 5,35139E-06 0,268287332 | 0,292677575
13 4129 1,51364E-05 0,29266779 0,317058034
14 4 154 7,62626E-05 0,316996908 | 0,341387152
15 4 177 0,00029751 0,341165905 | 0,365556149
16 4180 0,000352185 0,365501473 | 0,389891717
17 4 203 0,001200474 0,389043428 | 0,413433672
18 4 225 0,003475833 0,411158313 | 0,435548557
19 4242 0,007351729 0,431672662 | 0,456062905
20 4 289 0,04237041 0,421044225 0,445434469
21 4 296 0,052892228 0,43491265 0,459302894
41 6173 1 0,024390244 0

Tabulka uvadi, Ze maximalni hodnota testového kritéria je 0,4692,
tudiz hodnota testové statistiky je vetsi nez kritickd hodnota, a to na vsech
vybranych hladinach vyznamnosti.

Vysledkem tedy je, Ze nulova hypotéza je zamitnuta, tudiz doba mezi

ptichody zédkaznikl se skutecné tidi exponencialnim rozdélenim.

5.3.3 Doba trvani obsluhy

Intenzita prichodi pozadavku vyjadiena parametrem A je spolu s intenzitou
obsluhy nejzékladngj$i hodnoty, které je pifi analyze systému hromadné obsluhy
nutné znat.

Na zaklad€ pozorovani neptetrzitého provozu jedné z pokladen v uvedeném
hypermarketu bylo zjisténo, Ze za hodinu proslo ptes danou pokladnu 86 zakaznikd,

tedy za minutu bylo obslouzeno v pruméru 1,43 zakaznika. Stejné jako u intervalu
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mezi ptichody zakaznikti do systému se i v tomto piipadé predpoklada, ze se doba

trvani obsluhy tidi exponencidlnim rozdélenim s parametrem .

5.3.4 Sit’ obsluznych linek

Obsluzné linky v hypermarketu spolecnosti PZV tvofi jednotlivé pokladny,
jejichz pocet je v soucasné dobé¢ 8. Jako témét v kazdém obchodé€ jsou pokladny
razeny vedle sebe, jednd se tedy o uspofadani paralelni, pti¢emz pifed kazdou
Z pokladen se tvofi samostatna fronta.

Vsechny vlastnosti systému, které lze z hlediska tohoto parametru

specifikovat, znazoriiuje Schéma 5.2.

Schéma 5.2 Charakteristika sité obsluznych linek SHO

—> | Pokladna 1

Zakaznici \ Zakaznici
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/ hypermarket

k pokladnam

_> Pokladna 8

Fronty pted
pokladnami

5.3.5 Pravidla pro prechod z fronty k obsluzné lince

Jak jiz bylo fe€eno, pied kazdou z pokladen v hypermarketu se tvoii samo-
statnd fronta a pfi tomto procesu plati jednoduché pravidlo — kdo diiv pftijde,
ten bude také dfive obslouzen (tedy bude-li odhlédnuto od ,,pfedbihani ve frontég).

Dle charakteristik systému hromadné obsluhy odpovida tento zptisob tvorby

fronty rezimu FIFO (first-in, first-out), coz je vyjadfeno schématem na strané 53.
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Schéma 5.3 Pravidla pro prechod z fronty k obsluzné lince

Zakaznici radici se
do fronty \

Prechod zakaznikt
z fronty
k pokladndm

5.3.6 Specialni rysy systému hromadné obsluhy

Tato charakteristika SHO poskytuje dopliiujici informace o systému daného
hypermarketu. Jedna se naptiklad o specifikaci kapacity systému hromadné obsluhy
¢1 o popis trpélivosti zdkaznikd.

Co se tyce kapacity systému v hypermarketu spolecnosti PZV, je povazova-
na za neomezenou. Omezena kapacita je totiz definovana pro takovy systém
hromadné obsluhy, kdy pti naplnéni systému se k nému nové piichozi pozadavek
nemize pripojit a odchazi. V ptipadé SHO hypermarketu ale toto tvrzeni neni
pravdivé. Kdyz zékaznik ptijde k pokladndm a vidi, Ze jsou vSechny obsazené
(vSechny obsluhuji jiného zékaznika), stoupne si do fronty a vycka, nez ptijde
na fadu. Samoziejmé dochazi k situacim, kdy zdkaznik cekat nechce (chce si
napiiklad koupit jenom jednu véc) pti plném obsazeni pokladen a skute¢né odchazi.
To uz je ale otazkou trpélivosti kazdého zakaznika, coz je dalSim ptikladem
specialniho rysu SHO.

Trpélivost zdkaznikli hypermarketu spole¢nosti PZV neni mozné
jednozna¢né urcit. Ur€ité kazdy zdkaznik pti navstéveé jakéhokoliv obchodu zazil
situace, kdy pospichal (jeho trpélivost tedy byla omezena) nebo si naopak na nakup
vymezil dost ¢asu, nikam nechvatal a byl tedy ochotny ve fronté ¢ekat tak dlouho,
dokud nebyl obslouzen. ZkuSenost napovida, Ze pocet zdkaznikl, ktefi ve fronté
vyckaji, neztrati trpélivost a z obchodu neodejdou, je vice nez netrpélivych, proto

bude 1 trpélivost zdkaznikli uréena jako neomezena.
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5.4 Klasifikace systému hromadné obsluhy

Nyni je jiz mozné na zéklad¢é vSech vySe uvedenych charakteristik systému
hromadné obsluhy hypermarketu spolec¢nosti PZV ur¢it, o jaky konkrétni model se
jedna.

Prvni z Sesti symboli daného modelu SHO znaci rozdéleni, kterému odpo-
vidaji intervaly mezi pfichody zékaznikti do hypermarketu. Z uvedenych analyz
a vypocétu vyplyva, ze se vtomto piipadé jednd o rozdéleni exponencidlni,
Které znaci pismeno M.

Pravdépodobnostni rozdéleni intenzity obsluhy se pfedpoklada, jak jiz bylo
uvedeno, exponencialni, proto bude druhy symbol rovnéz M.

Tfeti symbol vyjadfuje pocet paralelné usporddanych pokladen
V hypermarketu, a protoze je jejich pocet roven osmi, bude i symbol zastoupen
¢islem 8.

Ptedposledni dva symboly popisujici model SHO budou shodné, jelikoz jak
pocet zdkaznikii, tak kapacita systému daného hypermarketu jsou neomezené.
Neomezenost zdroje pozadavku a kapacity systému bude vyjadiena znakem oo.

Rezim fronty je poslednim specifikem charakterizujici model SHO.
Na zakladé vyse ur¢eného pravidla pro prechod z fronty k pokladnam v hypermar-
ketu spole¢nosti PZV metodou first-in, first-out (kratce FIFO), bude i posledni
symbol zastoupen touto zkratkou.

Vysledny model systému hromadné obsluhy muze byt tedy vyjadien jako
model M/M/8/x/00/FIFO.

5.5 Analyza systému hromadné obsluhy

Stejn¢ jako v teoretické casti, budou 1 zde rozdéleny jednotlivé
charakteristiky popisujici fungovani SHO hypermarketu spole¢nosti PZV
do jednotlivych skupin a nasledné spoc€itany.

Nejdiive vSak bude otestovana podminka stabilizace daného systému
M/M/8. Pro jeji vypocet jsou uz znamé vsechny parametry: pocet pokladen (8),
intenzita ptichodt pozadavku pro jednotlivé skupiny (1) i intenzita obsluhy kazdé
z pokladen (u). V navaznosti na vzorec 3.19 byla vytvorena Tabulka 5.4 uvedena

na strané 55.
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Tabulka 5.4 Stabilizace systému M/M/8 pii zapojeni v§ech pokladen

Skupina Intem:y’;’;?:l“ cektho | g stémje stabilni $< 1
Nejslabsi dny 0,2561 ANO

Slabé dny 0,2851 ANO

Silné dny 0,3258 ANO

Extrémy 0,3920 ANO

Systétm M/M/8 je, jak dokazuje tabulka, pifi zapojeni vSech pokladen

stabilni, a to v kazdé skupiné dntl.

Pokud by ale nebyly zapojeny vSechny pokladny, vypadala by stabilita

systému Uplné odlisné. Kuptikladu v extrémnich dnech je systém stabilni az od za-

pojeni ¢étvrté pokladny, kdezto naopak V nejslabsi dny postaci ke stabilizaci

systému provoz pouze tii pokladny.

Tabulka 5.5 Stabilizace systému M/M/8 p¥i zapojeni rizného poctu pokladen

Intenzita provozu systému pii zapojeni s-pokladen

Skupina
s=1 s=2 s=3 s=4 s=5 sS=6 s=7 =8
Nejslabsi dny 2,0465 | 1,0233 | 0,6822 | 0,5116 | 0,4093 | 0,3411 | 0,2924 | 0,2558
Slabé dny 2,2791 | 1,1395 | 0,7597 | 0,5698 | 0,4558 | 0,3798 | 0,3256 | 0,2849
Siné dny 2,6047 | 1,3023 | 0,8682 | 0,6512 | 0,5209 | 0,4341 | 0,3721 | 0,3256
Extrémy 3,1395 | 1,5698 | 1,0465 | 0,7849 | 0,6279 | 0,5233 | 0,4485 | 0,3924

Pravdépodobnostni charakteristiky

Vedeni hypermarketu spole¢nosti PZV také z hlediska efektivniho fizeni

pokladni zony zajima, jaka je

pravdépodobnost, ze v systému neni zaddny zdkaznik, resp. Zadna

z pokladen neni v provozu, uréena podle rovnice 3.20 (po),

pravdépodobnost, ze se v systému nachdzi stejny nebo mensi pocet

zakaznikl, neZ je pokladen v provozu, vyjadiena dle rovnice 3.21

(anS)v

nebo naopak pravdépodobnost, Ze se u pokladni zony nachazi vice

zakaznikt nez je v provozu pokladen (fronty se uz zacinaji vytvaret)

pocitana dle rovnice 3.22.(pns>s).
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Pted vypoclty vsech pravdépodobnosti je nutné nejdiive znat pomér
intenzity ptichodl zdkaznikd a intenzity obsluhy znaceny p, jelikoz tento parametr
je potfebny k vSem dal§im vypoctim. Protoze byla data rozdélena 4 do skupin, bu-
de mit kazda skupina své vlastni p.

Pro veétsi piehlednost jsou vSechny vysledné pravdépodobnosti

prezentovany v tabulce 5.6.

Tabulka 5.6 Pravdépodobnostni charakteristiky

Pravdépodobnost, Ze bude u pokladen n-zikazniki

Skupina
P Po Py P2 P3 P4 Ps Pg pr Pg Po

Nejslabsidny | 2,0465 | 0,1292 | 0,2644 | 0,2705 | 0,1845 | 0,0944 | 0,0386 | 0,0132 | 0,0039 | 0,0010 | 0,0003

Slabé dny 2,2791 | 0,1024 | 0,2333 | 0,2659 | 0,2020 | 0,1151 | 0,0525 | 0,0199 | 0,0065 | 0,0018 | 0,0005

Siln¢ dny 2,6047 | 0,0739 | 0,925 | 0,2507 | 0,2176 | 0,1417 | 0,0738 | 0,0320 | 0,0119 | 0,0039 | 0,0013

Extrémy 3,1395 | 0,0432 | 0,1358 | 0,2131 | 0,2230 | 0,1750 | 0,2099 | 0,0575 | 0,0258 | 0,0101 | 0,0040

Naptiklad pravdépodobnost, ze se v systému nenachazi zadny zakaznik, je
v ptipad¢ slabych dnti 10,24 % a tato situace by znamenala, ze zakaznik nebude
muset pockat na obslouzeni ve fronté. Naopak pravdépodobnost, Ze bude
u pokladen jenom 5 zékazniki, tudiz bude zakaznik obslouzen ihned, je ve slabych

dnech 5,25 %.

Casové charakteristiky

Do této skupiny patii predev§im dva ukazatele — primérna doma cekani
zakazniki ve fronté (Tf) a pramérna doba stravena zakaznikem V celém
systému (T). Tyto charakteristiky budou zjistovany dle vzorct 3.24 a 3.25 opét pti
zapojeni vSech pokladen v hypermarketu. Pro lep$i vypovidaci schopnost vypoc¢ta

byly parametry A a x4 upraveny na ¢asovou jednotku minut.

Tabulka 5.7 Casové charakteristiky

. Casové charakteristiky
Skupina
T T
Nejslabsi dny 0,6978 0,0002
Slabé dny 0,6980 0,0003
Siné dny 0,6984 0,0007
Extrémy 0,7001 0,0024

Hodnoty v tabulce je jesté mozné pievést na sekundy.
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Tabulka 5.8 Casové charakteristiky pFevedené na sekundy

. Casové charakteristiky
Skupina T T,
Nejslabsi dny 41,8698 0,0093
Slabé dny 41,8794 0,0189
Siné¢ dny 41,9051 0,0447
Extrémy 42,0040 0,1435

Vysledky zalozené na pramérnych ptichodech zdkaznikii do systému
hromadné obsluhy (A1) vybraného hypermarketu fikaji, ze V priméru neceka
zékaznik na odbaveni u pokladny ani sekundu (resp. ¢eka na odbaveni pouze
milisekundy), a to i v pfipadé extrémnich dnd. Tato Cisla jsou ale samoziejmé
nerealna, nebot’ pravé v extrémnich dnech cekaji zakaznici ve frontach 1 nékolik
minut.

Vysledky jsou nepiesné, protoze data byla poskytnuta pouze jako denni
priméry, tudiz je bylo nutné piepocitat na prumery hodinové, jak je uvedeno vyse.
Vysledkem je, Ze napiiklad o Vanocich je primérny hodinovy pocet zakaznik 270
a tedy pro splnéni podminky stabilizace systému by stacilo, aby byly v provozu
pouze 4 pokladny. Ve skute¢nosti je ale v extrémnich dnech v nepfetrzitém provozu
vSech osm pokladen. Béhem dne (pfedevSim v rannich hodinach pracovnich dnil)
také dochazi k situacim, kdy neni u pokladen zadny zadkaznik, a tudiz staci,
aby byla v provozu jedna pokladna. A pravé tyto skutecnosti zptsobily zkresleni
vyse uvedenych vysledki.

K dosazeni realnéjSich vysledkt byl tedy stanoven jiny pramérny pocet
zakaznik piichazejicich na pokladni zonu za hodinu a to na takové trovni,
aby byla splnéna podminka stabilizace systému, tj.. 100, 200, 300, 400, 500
a 600.

Tabulka 5.9 Pit‘epoctené parametry

)
Paramelr 100 1 200 | 300 | 400 | 500 | 600
P 11628 | 2,3256 | 34884 | 4,6512 | 58140 | 6,9767
0% 03126 | 0,097 | 0,0305 | 0,0093 | 0,0027 | 0,0006
T 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0004 | 0,0017 | 0,0071
Tf*60 | 0,0000 | 0,0004 | 0,0045 | 0,0252 | 0,1005 | 0,4281
T 0,0116 | 0,0116 | 0,017 | 0,0120 | 0,0133 | 0,0188
T*60 | 0,6977 | 0,6980 | 0.7022 | 0,7229 | 0,7982 | 1,1257
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Vysledky pro 4 uvedena v tabulceTabulka 5.9 jiz skute¢nosti odpovidaji
vice. Naptiklad ve dnech, kdy by pfislo do hypermarketu v praméru 600
zakaznik® za hodinu, a byly by v provozu vSechny pokladny, musel by zékaznik
vyckat ve fronté na obsluhu néco malo pod pil minuty, pfiCemz primérna doba
véetné obsluhy u pokladny by byla 1 minutu a 8 sekund. Naopak ve dnech
¢itajicich prumérny hodinovy pocet zdkazniki 500 by si zékaznik pockal ve fronté
uz jenom 6 sekund a celkova doba stravena na pokladni zoné by se protdhla na 48

sekund.

Charakteristiky tykajici se zakazniki

Tato specifikace modelu M/M/8 je posledni, ktera mize dany systém
hromadné obsluhy né€jakym zptisobem popsat. Vypocty vzorct 3.23 a 3.26 napovi,
jaky je prumérny pocet zakazniki v systému (N) a jaky naopak ve fronté (Ny).

K vysledku dopomohou informace ziskané z ¢asové charakteristiky.

Tabulka 5.10 Primérny podet zakaznikii v systému a ve fronté

Skupina N N ¢
Nejslabsi dny 2,0470 0,0005
Slabé dny 2,2801 0,0010
Silné dny 2,6074 0,0028
Extrémy 3,1503 0,0108

I tyto vysledky jsou zkreslené, a to ze stejnych diivodi, které byly uvedené
u Casové charakteristiky. Pro ziskani vysledkt, které vice odpovidajici skutecnosti,
byly tedy opét pouzity jiné hodnoty priimérného ptichodu zakaznikli do hypermar-

ketu, totozné jako v tabulce Tabulka 5.9.

Tabulka 5.11 Piepoétené parametry N a N¢

A
Parametr
100 200 300 400 500 600
+N 1,1628 | 2,3268 | 3,5111 | 4,8192 | 6,6518 | 11,2575
Nf 0,0000 | 0,0012 | 0,0227 0,1680 | 0,8379 | 4,2807

Pro /1 uvedena v tabulce tedy vychazi, Ze v systému je vzdy primérné vice
nez jeden zakaznik. Jestlize by tedy bylo v hypermarketu pramérné 300 zakaznikt

za hodinu, znamenalo by to, ze je v systému pramérné 3,5 zakaznika. OvSem pfi
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dvojnasobném prumémém poctu zdkazniki za hodinu by bylo v systému
uz prumérné 11,3 zékaznika.

Primérny pocet zakaznikd ve fronté je dle vypocta vice nez 1 az v situaci,
kdy by se nachazelo v hypermarketu primérné¢ 600 zakaznikti za hodinu.
Pii primérmém hodinovém poctu zdkaznikli mensim jak 400 by tedy zakaznik

do fronty vstoupit vitbec nemusel.

5.6 Optimalizace systému hromadné obsluhy

V ptechozich kapitolach byl systém hromadné obsluhy vybraného
hypermarketu popsan z raznych uhlti pohledu. Nyni jiz chybi posledni tecka, a tou
je optimalizace SHO.

Rovnice 3.28 piedpoklada znalost nakladd souvisejicich s pobytem jednoho
zékaznika v Systému hromadné obsluhy za casovou jednotku. Jelikoz hodnota
tohoto parametru neni znama, bude vyjadiena prostfednictvim primérného poctu
zékazniku ve front€é nasobeného konstantou, konkrétné k; = 10N; Tim bude
vyjadieno, Ze ¢im je delsi fronta, tim je trpélivost zakaznikd omezenéjsi, coz realité
urcité odpovida.

Néklady na provoz jedné pokladny (k;) budou zastoupeny superhrubou
mzdou jedné prodavacky, kterd vyjadiuje skutecné naklady, které musi
spolecnost PZV vynalozit, a tak bude vypocet co nejvice zptesnén. Primérnou
hrubou mzdu v hodnoceném hypermarketu, jez je 14 090 K¢, sta¢i tedy pouze
vynasobit zdravotnim a socidlnim pojisténim podniku, tj. 34 %. A protoze
parametry A a u jsou uvadény v hodinach, musi byt i k; vyjadieno v hodinach,
tj. 18 881/168 = 112,4 K¢/hod. Od opotiebeni pokladen, nakladi na energii apod.
bude z divodu nedostatku informaci upusténo.

Po dosazeni do nakladové funkce vzorce 3.28 by byly v ptipadé silnych dni
naklady na provoz celého systému na hodinu rovny

NS(8) = 10*0,0028*(0,0028) + 112,4(8) = 899,2 K¢.

TentyZ postup by byl pouzit pro vypocet ndkladl pro ostatni skupiny dni.

Ted’ uZ nic nebrani ve vypoctu jednotlivych variant celkovych ndklada
pro rizné pocty pokladen. Tabulka, v niz jsou uvedeny jak naklady na pobyt zakaz-
nikd v systému hromadné obsluhy (ki*N), tak naklady na provoz pokladen (k2*s)
I celkové naklady na provoz systému za hodinu, je vypocitana pro silné dny,

jelikoz dny s timto poctem zékaznikli maji v roce nejvyssi zastoupeni. Vypocet byl
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pro veden pro takovy pocet pokladen, ktery spliiuje kritérium pro stabilizaci
systému, tj. 3 — 9 pokladen. Stejny postup vypoctu by byl pouzit pro ziskani

vyse nakladi na provoz systému za hodinu ostatnich skupin dnt.

Tabulka 5.12 Naklady na provoz systému za hodinu v piipadé silnych dni

Naklady (K<)
Pocet pokladen
KN ;¢ Koss ki{N+k,s
3 4428,14 337,20 4765,34
4 10,65 449,60 460,25
5 0,37 562,00 562,37
6 0,02 674,40 674,42
7 0,00 786,80 786,80
8 0,00 899,20 899,20
9 0,00 1011,60 1011,60

Z tabulky je zfejmé, ze pii primérném poctu zakaznikli v hypermarketu
ve vysi 224, je vzhledem Kk vyse definovanym polozkam optimalni provozovat
v hypermarketu 4 pokladny, jelikoz pifi tomto poctu jsou hodinové naklady
opét zkreslené kvili nedostateCnému rozsahu dat, a proto by nebylo pfili§ redlné se
jimi Fidit.

Aby byly vysledky analyzy piesnéjsi, muselo by vedeni hypermarketu
poskytnout podrobnéjsi data.
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6 Zaveér

Cilem této diplomové prace bylo pochopit problematiku SHO, aby bylo
mozné nasledné pouzit ziskané znalosti k analyze a optimalizaci systému hromadné
obsluhy hypermarketu spole¢nosti PZV.

Prvni ¢ast literarni reSerSe je zaméfena na objasnéni zakladnich pojmi,
které je potieba pfi aplikaci teorie hromadné obsluhy znat. V prvni kapitole je tedy
vysvétleno, co je to ndhodna veli¢ina, ndhodny jev i ndhodné procesy. V této
souvislosti dale byla uvedena charakteristika stochastickych a Poissonovych
procestt spolu s Markovského ftetézci. Poté jiz bylo mozné se soustiedit pfimo
na teorii hromadné obsluhy — zakladni charakteristiky, parametry, analyzu, klasifi-
kaci, zakladni modely a optimalizaci.

V praktické casti byly zpocatku na zékladé¢ dat poskytnutych vedenim
hypermarketu spole¢nosti PZV provedeny analyzy vyvoje poctu zakazniki
prochazejicich pokladni zénou za posledni tfi roky. Vysledkem bylo zjisténi,
7ze béhem roku dochazi k pomérné¢ velkym vykyviim naptiklad v obdobi Vanoc
a prazdnin, a proto byla data rozdélena do 4 skupin podle Cetnosti ptichodu
zékaznikli na dny nejslabsi, slabé, silné a extrémni. Pro tyto skupiny byly nasledné
zjistény jednotlivé parametry systému hromadné obsluhy a v zavislosti na nich byl
urc¢en konkrétni model SHO, jimz je M/M/8/w0/0/FIFO . V dalsim kroku byla
provedena analyza celého systému, kdy stéZzejni bylo ziskani informace, zda je
systém stabilni. Po provedeni potiebnych vypocti bylo zjisténo, ze pii zapojeni
vSech pokladen skutecné stabilni je, a to pro vSechny uréené skupiny. OvSem
kvali tomu, Ze realnd data byla poskytnuta pouze v omezeném rozsahu, byly
vysledky dal$i analyzy zkreslené. Proto bylo nutné pro dosazeni redlnéjSich
vysledki casovych a zdkaznikd se tykajicich charakteristik upravit hodnoty
pramérnych pocti zédkaznikii za hodinu vSech vytvotfenych skupin. Posledni krok
této Casti prace spocival v urceni poctu pokladen, pro které je optimalni systém
provozovat. Vysledek, a sice Zze V ptipad¢ silnych dnil je optimalni provozovat
4 pokladny, ovSem neni presny. Aby mély vysledky vétsi vypovidaci schopnost,
bylo by zapottebi mit k dispozici detailnéjsi data.

Systémy hromadné obsluhy jsou, byt si to vét§ina z nas ani neuvédomuje,
soucasti bézného zivota. Lidé se s SHO setkavaji témét denné, vstupuji do nich

a stavaji se tak jejich soucasti. Mlze se jednat i o tak rutinni zaleZitosti jako je
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nastupovani do ranniho autobusu do skoly, ¢ekéni na obéd v menze ¢i odeslani
baliku na posté. A pravé proto, ze jsou systémy hromadné obsluhy tak
vSudyptitomné, bylo velmi zajimavé rozebirat vybrany systém po jednotlivych

castech az k jeho zakladim.
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7/ Summary

The goal of this thesis was to understand Queueing Theory and use it
for analysis of queueing system of hypermarket company PZV.

Theoretical part is consists of basic iformations which is necessary to know
for application of queueing theory. First chapter is about random variables, random
event, random proces, followed by stochastic and Poisson processes and Markov
chains. Then was possible to describe queueing theory — basic characteristics, pa-
rameters, analysis, classification, basic models and optimisation.

In the practical part was from the beginning analyze development of custo-
mers going through cashier zone. On the base of analysis were customers divided
into 4 groups by frequency of customers. For these groups were counted all
characteristics and parameters. Next step was analyzed the system, but because data
were too inaccurate, it was necessary to use different values for the groups
and to count analysis for these values. The last step was to find number of cashiers
to make system optimal. The result, it was 4 cashiers in weak days, was unfortuna-

tely not accurate. For better results it would be necessary to have more detail data.

Key words

Queueing Theory, queueing systems, random event, analysis
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Priloha 2 Pocet zakazniku v roce 2014
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Priloha 3 Pocet zakazniku v roce 2013
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