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ANOTACE
Cilem diplomové prace ,,Historie vybranych matematickych problémt* je zkoumani
vybranych problémt, které fesili slavni matematici v minulosti, pomoci soucasnych
poznatkli matematiky. U kazdého problému je uvedena jeho historie, nékolik obrazkit

popisujicich vznik a feSeni problému.

ABSTRAKT
The aim of the diploma thesis ,,History of selected math problems* is to explore speci-
fic math issues, which famous mathematicians dealt with in the past, using up-to-date
knowledge and methods. For each issue there is explained history and diagrams de-

scribing its origin and solution.
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Uvod

Matematika prosla béhem svého vyvoje nékolika vyznamnymi etapami. Matema-
tické priklady a ulohy se ménily v zavislosti na tom, jak se liSila situace, zvyklosti a
potieby v riznych dobéch.

Pfi objeveni problému, ktery se jevil v té dobé jako nefeSitelny, se lidstvo snazilo
prijit na moznosti, jak si s nim poradit a prekonat ho. Ve vétsiné€ pripadt byla obje-
vena nova teorie, kterd pomohla k objasnéni problémii a k ziskani novych poznatki
matematiky.

Ve své préci se zabyvam dlohami, které se objevily v 16. a 17. stoleti naseho leto-
poctu.

Nejvyznamnéjsi problém popsany v prvni kapitole prace byl publikovan v roce
1696 jako matematicka soutéz. Této soutéze se zicastnili nejlepsi matematici Evropy
své doby a v poloviné 18. stoleti byla vytvofena nova teorie matematiky na zakladé
pokusti feseni zadané dlohy.

V druhé kapitole je popsany problém z pocatku 17. stoleti, na jehoZ vyfeSeni se
podilela Zena a je dochovany jako prvni publikace matematiky z poloviny 18. stoleti,
kterou nevydal muz.

Ve treti kapitole je zminény problém, ktery je nejstar§i z feSenych uloh. Prvni
zminky pochdzi z pocatku 16. stoleti. Timto problémem se zabyva analytickd geo-
metrie.

Pri své préci jsem vyuZival program GeoGebra pro konstrukci obrazki a program

vvvvv

Praci nechybi zavér a seznam pouzitych zdroju, ze kterych jsem Cerpal.



1 Brachistochrona

1.1 Vznik problému brachistochrony

Pocatecni otdzka pro kfivku brachistochrona miiZe znit: Jaky tvar by méla mit dét-
skd klouzacka, aby byly déti v co nejkratSim Case na jejim konci?

Odpovéd’ na tuto otdzku ale zdvisi na mnoha parametrech. Jako jeden z nich mi-
Zeme zminit tfeni mezi obleCenim a povrchem klouzacky. Takovy problém ale nedo-
kaZzeme vyfesit a tuto dlohu si musime upravit pro vypocty. Zanedbame-li tieni mezi
obleCenim ditéte a houpackou, dostdvame problém, ktery publikoval Jean Bernoulli
v Acta Eruditorum vydaném v Lipsku v ¢ervnu roku 1696.

,Datis in plano verticali duobus punctis A at B assignare Mobili M viam AMB,
per quam gravitate sua descenden, at moveri incipiens a puncto A, brevissimo tempore
perveniat ad alterum punctum B.* [2]

Vyraz brevissimo tempore je latinsky preklad brachistochrone z tectiny, kde bra-
chisto znamena nejrychlejsi a chrono Cas, po spojeni tedy nejrychlejsi nebo nejkratsi
Cas. Preklad celého znéni ptivodniho zadéani zni:

Jsou ddny dva body A a B ve svislé rovinée. Po jaké kiivce vytycené bodem, na ktery

piisobi pouze gravitacni sila, se dostaneme z bodu A do bodu B v nejkratsim case.

A

Obrazek 1.1: Pozice bodu v prostoru



Podminka, Ze tato kfivka je umisténa ve svislé roviné obsahujici body A a B, mlize
vést k myslence, Ze nejrychlejsi cestou miize byt ta nejkratsi a je dand Casti pfimky
prochazejici body A a B. Tento pfipad by nastal pouze v pfipadé€, Ze by body A a B
byly pfimo pod sebou, coz by znacné zjednodusSilo celou situaci. Z praktického Zivota
vSak zname piiklady, kdy nejkratsi cesta neni tou nejrychlejsi. Jako priklad mizeme
je sice delsi nez jizda po piimé cesté. K vyfeSeni problému brachistochrony je tfeba
zohlednit v§echny mozné kiivky prochdzejici body A a B a porovnat ¢asy pohybu bodu

po téchto ktivkach. [2]

1.2 Zadani problému

Problém Brachistochrony byl zprvu pojat jako hra pro matematiky, ale zménil se
ve znacny problém. Rozdilné piistupy nalezeni feSeni jsou povazovany za pocatecni
bod novych teorii matematiky. Zatimco skutecné matematické feSeni problému zahr-
nuje ndm zndmy variacni pocet, teorie, na které zalozili své feSeni Euler a Lagrange,
je pro tehdejsi dobu nova. Bernoulliho feSeni bylo zaloZeno na analogii se zdkonem
lomu v optice. Podobna analogie mezi optikou a mechanikou se znovu objevila, kdyz
Hamilton aplikoval princip nejmensi akce v mechanice, na kterém Maupertuis zaloZil
zédkladni zakony optiky. Tato podobnost byla piikladem pro de Broglia a Schrédingera
pii vytvareni postuldtii o vinové mechanice a vinové optice. Dalsi, kdo vyresili tento
problém, byli Jacques Bernoulli, bratr zadavatele, Isaac Newton, Gottfried Wilhelm

Leibnitz, Guillaume de L"Hospital.[2]]

1.3 ReSeni jednotlivych slavnych matematiki

1.3.1 Galileo a problém padajicich téles

V roce 1638, ddvno predtim, nez byl zadan problém brachistochrony, Galileo ziskal
podobné feseni, které publikoval v pribéhu tfettho dne jeho Diskuze o dvou novych
védach. KdyzZ studoval rovnomérné zrychleni, které nazyval ,,pfirodni zrychleni* ve

srovnani s rovhomérnym pohybem ukdzal, Ze draha télesa, které pada v prostoru, zavisi
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na Ctverci ¢asu padu. Dnes feceno, drdha volného padu zavisi na druhé mocniné Casu,
po ktery téleso pada. ,,Theorem II*.

Pokud téleso pfi padu vykonav4 jeSt€¢ rovnomérny pohyb v kolmém sméru padu,
ziskal Galileo jiné feSeni, které publikoval jako ,,Theorem V*, ktery si miZeme vyloZit
jako:

Cas, za ktery t&leso urazilo vzdalenost L a sestoupilo o vy§ku H v &ase ¢, je roven:

t=kL/NH

Galileo dédle dokazuje nasledujici elegantni feSeni v ,,Theorem VI*:

Pokud je z vrcholu kruhu vedena jakdkoliv naklonéna rovina, kterd se protind s ob-
vodem kruhu, je ¢as sestupu po vSech téchto rovinach shodny.

Nad vodorovnou liniif GH zkonstruujeme kruh se svislym primérem AF a z vrcholu
kruhu narysujeme dvé linie do bodd B a C, které jsou na obvodu kruhu. Potom cas

sestupu télesa podél téchto linii je sobé rovny.

Obrazek 1.2: Galileovy padajici télesa

Pokud budeme déle hledat, jak Galileo navrhoval, optimalni sklon, abychom do-
séhli z nulové rychlosti pohybu z bodu A vodorovné roviny v nejkratSim Case, dojdeme
k zavéru, Ze je idedlni sklon pohybu 45°.

Na konci tietiho dne Galileo ukazal, Ze se necha tato konstrukce jesté zlepsit.

11



Pokud médme dva body A a C, které jsou ve svislé roviné umistény tak, Ze pfimka
prochdzejici témito body svird s vodorovnym smérem thel 45°, pak Cas sestupu v gra-
vitacnim poli mezi body se necha minimalizovat nahrazenim segmentu AC dvéma seg-

menty AD a DC, kde bod D je jakykoliv bod ¢tvrtkruZznice mezi body AC.

Obrazek 1.3: Galiletiv postup feSeni

Na zdkladé€ tohoto postupu, ktery aplikoval vicekrat, sestrojil lomenou ¢aru, kterd
spojuje dva body ve svislé roviné. Pfi nekone¢ném opakovani tohoto postupu ziskal

Galileo ktivku spojujici body AC jako ¢ast kruznice. [2]]

Obrazek 1.4: Galileovo feSeni

12



1.3.2 Vyuziti odrazu a lomu svétla

Jak ze zkuSenosti vyplyva, svétlo se vzdy $ifi v pfimém sméru. Dal$i poznatek
o draze svétla je, Ze si svétlo vybird vzdy nejkratsi cestu. Toto tvrzeni bylo zdkladem
pro Heréna Alexandrijského, ktery v prvnim stoleti pfed nasim letopoctem formuloval

zakon odrazu. Nam zndmé tvrzeni, zni: thel dopadu se rovna thlu odrazu.

Obrézek 1.5: Uhel odrazu

V ptipadé odrazu svétla se svételny paprsek pohybuje v jednom homogennim pro-
stredi a nedochédzi ke zméné jeho rychlosti. Toto ovSem neplati pro lom svétla, kde
svételny paprsek prochdzi rozhranim prostfedi a na tomto rozhrani se méni jeho rych-

lost v zdvislosti na indexu n prostfedi.

v=c/n

Pokud budeme sledovat paprsek svétla, ktery prochdzi pres rozhrani dvou prostiedi
s rozdilnym indexem n; a n,., trajektorie svételného paprsku nebude piimkou, nybrz
pUjde o dvé polopiimKy s pocatkem na hranici prostiedi.

Trajektorie svétla je v tomto pifipadé také nejkratsi, ale z hlediska Casu, za ktery
paprsek urazi tuto vzdalenost. Pii pouziti zndmych hodnot dhli dopadu a rychlosti

svétla v prostfedich, miZeme vypoditat druhy neznamy dhel ze vztahu:

sini/v; = sinr/v,

13



Obrézek 1.6: Uhel lomu

nebo za pouZiti indexi prostiedi:

n; -sint = sinr - n,

Tento vzorec objevil holandsky védec Snell v roce 1621 a v roce 1637 ho publiko-

val Descartes ve své prici o optice ,,Dioptrics®. [2]

1.3.3 ReSeni Jeana Bernoulliho

Jean Bernoulli publikoval své feSeni v Acta Eruditorum v kvétnu roku 1697. Jeho
metoda feSeni spocivala v diskretizaci problému a vyuziti znalosti Snellova zédkonu §i-
feni svétla na rozhrani prostfedi. Prostor si predstavil rozdéleny do jednotlivych pruhd,
dostatecné tenkych, tak aby rychlost pohybujiciho se bodu mohla byt povazovana za
konstantni. V rdmci kazdého pruhu se trajektorie bodu stala nejkratsi trasou a tvofila
nezbytné segmenty. Celd trajektorie bodu pak byla sloZena z jednotlivych segmentd.

Ale jak se miZzeme pohybovat z jednoho segmentu do druhého? Musime vzdy op-
timalizovat Cas pohybu. Jako pfi odrazu svétla, toto feSeni je zaloZeno na Fermatové
principu. Pokud je v; rychlost v daném pésu a v, v pdsu ndsledujicim, thel ¢ je dhel,
ktery je tvofen vertikdlou v prvnim segmentu a thel 7 je v sousednim pasu dan pravi-

dlem:

sin ¢ sinr

U; Ur

14
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Obrazek 1.7: Pohyb pfes segmenty

Pokud si pfedstavime, Ze jednotlivé horizontdlni pdsy se budou stavat postupné
tenci a jejich pocet se bliZi nekonecnu, pak dand fada segmentii sméfuje ke kiivce.
Te¢na v kazdém bodé této k¥ivky se piiblizuje k trajektorii t&lesa. Uhel  , ktery svird

teCna s vertikdlni pfimkou, je spojen s rychlosti vztahem:

sin u

= konst.
v

V tomto vztahu je rychlost v zastoupend ndim zndmym vztahem, ktery je vysledkem
pusobeni gravitacni sily a jak vime uz od dob Galilea, je funkci délky volného padu

podle vztahu:

v = /29y

15
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Obrazek 1.8: Zavislost thlu u

Pti dosazeni do predchdzejiciho pravidla dostdvame vztah:

sin
V29Yy

V piipadé y = 0 je tecnou svisla pfimka. [2]

= konst.

1.3.4 Vyuziti cykloidy
Proc€ je cykloida feSenim diferencialni rovnice?

sin u

mzk,/()

_ 102
Yy = csin” u,

kde konstanta ¢ =

1 . o Ly .
SPTER V feSeni diferencidlni rovnice si miizeme pomoci zna-
g
lostmi zdkladnich poznatkd geometrie. v predchozi kapitole jsme si popsali, jak je
tvofen uthel u od vertikdlni pfimky k samotné te¢né, prochdzejici bodem y a téchto

poznatkd vyuZijeme. [2]]
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Obrazek 1.9: Odvozeni rovnice cykloidy

Podle obrazku (Obr|1.9)) si vyraz sin u vyjadiime pomoci soufadnic = a y

dx 1 1

VA2 +dy? \/1+ (%y NEIE

dx

sinu =

Pokud tento vztah dosadime do pifedchézejici rovnice dostaneme diferencidlni rov-

nici:

(A 1
C ,/1—|-y2
1+y12 — E
Yy
y/ _ C;y

Diferencidlni rovnici budeme fesit pomoci substituce iy = csin? ¢:

17



dy c—y

dz Y
2csingcospdg c— csin’® ¢ y = csin’ ¢
dz B Cesing dy = 2csin¢cospdo
4% sint pd?¢p = dx
2esin?pdy = de, (sin2 ¢ = %)

c(l1—cos2¢)dp = dz

Miizeme odvodit parametrické rovnice kfivky pro soufadnice x a y:

r = /dx:/c(l—cos2¢)d¢:cgb—%sin2¢: (1 —sin2¢),

y = csin%bzc(%)z%(l—cos&b)

N o

Timto jsme ziskali cykloidu, protoZze pokud t = 2¢p a a = g dostaneme jeji para-

metrické vyjadieni. Viz[[[.4.1]]

Obrazek 1.10: Cykloida

Jak uZ vime, tvar kiivky je dan kinematikou pohybu bodu v prostoru. Cykloida je
kfivka, kterd je ddna pohybem bodu pevné spojeného s kotélejici se kruZnici po vodo-
rovné plose. Pohyb bodu M, ktery opisuje cykloidu, vznika sloZzenim dvou jednotlivych
pohybti. Prvnim je rotace bodu po kruznici a druhym je horizontdlni posun stfedu kruz-
nice tak, aby vzdalenost, o jakou se stfed posunul, byla rovna délce oblouku, o kterou
se posunul bod po kruZnici. Jednoduseji feCeno, kruZznice se otdci po podloZce bez

prokluzovani.
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1.3.5 Newtonova konstrukce

-----

padé, Ze mame pevné dany dva body v prostoru a chceme je propojit tak, aby kfivka
zacinala v bodé€ A a prochdzela bodem B jako brachistochrona.

Resen{ tohoto problému zaslal Newton v roce 1697 Montaguemu s jednoduchym
postupem.

Samotny problém popsal jako:

Je treba najit kiivku ADB, po které se pohybuje bod pouze silou gravitace a se-
stoupi co nejrychleji z daného bodu A do daného bodu B.

Popis feSenti:
Z daného bodu A vedeme vodorovné polopiimku AZ smérem k bodu B. Pod pfimkou
sestrojime libovolnou cykloidu AQP tak, Ze bod P leZi na polopfimce AZ. Déle vytvo-
fime pfimou spojnici bodl A a B, ktera protina cykloidu v dobé Q. Potom sestrojime
druhou cykloidu ADC, jejiz zékladna a vyska je k zdkladné a vySce prvni cykloidy ve
stejném pomeéru jako je pomér mezi AB a AQ. Tato cykloida prochazi bodem B a je

kiivkou, kterd sestoupi co nejrychleji z daného bodu A do daného bodu B. [2]]

Obrazek 1.11: Newtonova konstrukce

1.3.6 Jacques a Jean Bernoulli

Otéazku o hledané spojnici dvou bodi v prostoru poloZil Jacques Bernoulli svému
bratru Jeanu. Nejprve uvazoval stejné jako Galileo, Ze nejrychlejsi spojnice je ta nej-
kratsi, tedy pfimka. Svému bratrovi odpovédél, Ze cykloida je jedind kfivka, ktera miZe
dosdhnout nejrychleji daného bodu horizontdlné. Jinak feceno, Ze mize dosahnout

koncového bodu v pravém dhlu ke svislému sméru.
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Otézka, kterou polozil Jacques svému bratru Jeanu vedla k velkému matematic-

kému sporu, ktery pomohl ke zrozeni nové matematické oblasti - Variacni pocet.[2]

1.3.7 Variacni pocet

KdyZ hleddme hrani¢ni hodnoty funkce f s proménou x, bereme v tvahu hod-
noty proménné, pro které je hodnota f(x) maximélni nebo minimalni. Zkouméme tedy
body, kde je te¢na ke grafu funkce vodorovnd piimka, nebo-li f'(z) = 0.

V pripadé funkce f s dvémi proménnymi x a y hleddme bod, ve kterém je teCnd
rovina vodorovna k plose vzniklé jako funkce z = f(x,y). Pfipadné miZeme fict, Ze
hleddme dvojice (,y) pro které plati, Ze jsou jejich parcidlni derivace f (v,y) a f,(7,y)
rovny nule. Objevuje se nové teorie nazvana Variacni pocet, kde variace jsou funkce.
Tato teorie nebyla ov§em v roce 1696 formulovéna, ale n4s problém dal podnét k jejimu
vytvoreni.

Abychom si mohli predstavit, cemu se variani pocet vénuje, uvedeme si maly
priklad.

Snazime se najit kiivku, ktera je grafickou podobou funkce y = f(x), kterd mini-
malizuje nebo maximalizuje urcité vlastnosti v§ech moznych kfivek omezenymi poca-
teCnimi podminkami. V pfipadé brachistochrony kiivka spojuje dva body A a B. Ex-
trém, ktery ma byti nalezen, v nasem piipad¢ brachistochrony Cas, je obecné vyjadien

jako integrél

b

I{y) = / F(z,y.y')dz
kde y reprezentuje hledanou funkci a y’ jeji derivaci, x je proménnd a F je partikularni
funkce.

Mezi typické problémy variacniho poctu patii izoperimetricky problém zminény
vySe, zkoumani geometrickych linii, nebo nejkratsi spojnice dvou bodl na zemském
povrchu.

Zverejnéni problému brachistochrony v roce 1696 zapricinilo pocatek matematické
teorie o variacnim poctu. Proto je tento problém, diky kterému byly ziskdny zakladni

postupy vySetfovani, tak slavny. [2]
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1.3.8 Euler a Lagrange

Jean Bernoulli zaslal své feSeni Eulerovi, ktery pfepracoval plivodni mySlenku
a jako prvni formuloval metodu, kterd umozZnila feSeni zdkladniho problému pomoci
variacniho poctu. Své mySlenky publikoval v roce 1744 v Method for finding palne
curves that show same property of Maxima and Minima. Stejné jako Bernoulli také
Euler uchopil problém jako limitni problém vySetiovani extrému funkce. Rozdé¢lil pt-
vodni problém nasledovné:

7 ¥z

Redukoval hleddni kfivky na polygondrni Caru tvofenou n ¢astmi

A= (‘I'07y0)7(x17y1)7 7B = (‘CCTHyn)

a potom hledal jednotlivé hodnoty soufadnic yg,y1, ..., Yn, které ndm davaji jednot-

livé extrémy

n—1

W (yoy1, -, Yn) = Z(iﬂkﬂ — o) F (@, Yk, (Y1 — U) [ (T41 — T))
k=0

Pokud bychom n polozili rovno nekonecnu, dostali bychom vztah, ktery ziskal

i Euler:

F/_i(F//):O

v oqp Y

Tento vztah obsahuje feSeni pro kazdé y a kde I} a Fy’, jsou parcidlni derivace F.
Tento zapis je pouze nezbytny stav a metoda nezarucujici existenci feSeni. Predcha-
zejici rovnice se dnes nazyva Euler-Lagrangeova rovnice a predstavuje druhy stupen

diferencidlni rovnice v y:

Fy = Fj =y By = Fjp =0

V roce 1760 Lagrange velmi zjednodusil zapis feSeni zavedenim symbolu § pouZi-

vaném piedevSim ve variaénim poctu, kde nahradil odpovidajici zménu dané funkce.

(2]
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1.4 Vlastnosti cykloidy

Jak jizZ jsme zminili v predchazejicim textu, cykloida je kiivka, kterd vznika jako

stopa bodu, ktery je pevné spojen s otacejici a posunujici se kruznici.

1.4.1 Parametrické rovnice cykloidy

Necht' je oblouk cykloidy AC'B s bodem C' uprostfed, bod P je libovolny bod
kiivky a OP je polomér rotujici kruznice, PM je kolma vzdélenost k svislému pri-
méru OI. Pokud je OP = a a thel MOP = t (v radianech), Al délka oblouku
PI = at. [6]

Obréazek 1.12: Cykloida
Pfi pouZiti soufadnicovych os vychézejicich z bodu A, soufadnice (x,y) bodu P

jsou:

r = at—a sint = a(t —sint)

y = a —acost=a(l—cost)

Toto jsou parametrické rovnice cykloidy. [6]

1.4.2 Zakladni vlastnosti cykloidy

* Parametrické rovnice jsou
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r = at—a sint = a(t —sint)

y = a —acost=a(l—cost)
* Plocha mezi kiivkou a jeji zakladnou je rovna 3ma?
« Délka kfivky s = 4a(1 — cos 3t), kde 0° < ¢ < 360°

» Délka zdkladny d = 27r [6]

1.5 Podobné krivky

Dalsi kiivky, které vznikaji podobnym zpisobem jako cykloida, patii do kategorie
trochoid nebo-li cyklickych kfivek. VSechny tyto kfivky vznikaji, kdyZ se kotéli kruz-
nice po pevné kiivce nebo piimce a sledujeme pohyb pevné spojeného bodu s kruznici.
Takto vzniklé mnozZiny bodu se také oznacuji jako kotdlnice.

Tyto kfivky miZeme rozdélit do nasledujicich skupin:

* Cykloidy - kruznice se kotéli po pfimce

N 24 v

* Epicykloidy - kruZnice se kotdli po vnéjsi strané pevné kruZnice svoji vnéjsi
hranou

v

* Hypocykloidy - kruZznice se kotali po vnitini strané pevné kruznice svoji vné;jsi

hranou

1.5.1 Cykloidy

V predchozi kapitole jsme si ukazali jak vznika prostd cykloida. Pti posunuti bodu,
ktery se otidCel na obvodu kotélejici se kruZnice blize nebo déle od stfedu této kruznice,
muzeme ziskat zkrdcenou nebo prodlouZenou cykloidu.

Po dpravé parametrickych rovnic do tvaru:

r = rt—asint

Yy = r —acost
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kde parametr r je polomér kotélejici kruznice, ¢ €< 0,27 > je thel, o ktery se
odvalila kruznice a a je vzdalenost sledovaného bodu od stiedu kotdlejici se kruZnice

ziskdme nésledujici moZnosti:

sledovany bod opiSe prostou cykloidu,

a >r

sledovany bod opiSe prodlouZenou cykloidu,

a <r

sledovany bod opiSe zkrdcenou cykloidu.

Obrazek 1.13: Prosta cykloida
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T<

Obrazek 1.14: Prodlouzena cykloida

~

Obrézek 1.15: Zkracend cykloida

1.5.2 Epicykloidy

V tomto piipad¢ vznikaji kiivky jako trajektorie bodu pfi odvalovani kruZnice
z venku po jiné kruZnici bez smykani. [4]]
Pro rtizné poloméry téchto kruZnic vychazeji riizné kivky. Nejznaméjsi z této sku-

piny je kardioida (Obr.[1.16) [8] a nefroida (Obr. [I.17)), pfipadné jind epicykloida v za-
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vislosti na polomérech kruznic (Obr][I.T8).

N

Obrazek 1.16: Kardioida Obrazek 1.17: Nefroida

Obrazek 1.18: Epicykloida
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1.5.3 Hypocykloidy
Hypocykloidy vznikaji jako mnoZiny bodu, které lezi na kruZnici, kterd se kotal{
zevnitt po veétsi kruznici.

Nezndméjsi z téchto kiivek je asteroida (Obr. [1.19), kterd ma pomér polomeéri

1 1
kruZnic roven T V piipadé rovnosti poméru polomért 3 ziskame deltoid (Obr. |1.20

1
a pro pomeér rovny 5 ziskdme usecku (Obr. [1.21)).

Pripadné v zdvislosti na poméru velikosti polomérd kruznic vznika obecnd hypo-

cykloida (Obr.[1.22).

OE

Obrazek 1.19: Asteroida Obrazek 1.20: Deltoid

Obrazek 1.21: Usetka Obrézek 1.22: Hypocykloida
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1.6 Izochronnost cykloidy

Cykloida je ktivka, pro kterou plati, Ze pokud nechdme kulicku volné se pohybovat

cvvs

Podle této vlastnosti je cykloida oznacovéana jako izochronna nebo tautochronna. Na
nasledujicim obrazku se vSechny kulicky spusténé z riznych bodi na kiivce dostanou

do nejnizsiho bodu ve stejny Cas.

Obrazek 1.23: [zochronnost cykloidy

Pfi pohybu kulicky z pocatecniho bodu P(0;0) se méni kinetickd energie kulicky
z nulové hodnoty, protoZe rychlost v kulicky je také nulova. (Obr.[1.24)
Pfi pohybu z bodu P(0;0) do bodu K (z;y) gravitaéni sila vykond praci W, kterd

se musi rovnat zméné kinetické energie A E). To tedy znamena:

ng = Ek — Eko
1 1
mgy = §mv2 — §m (0)2

Z této rovnosti vyplyva, Ze kulicka dosdhne v bodé K (x; y) rychlosti:
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P(0;0)

oY)

Obrazek 1.24: Pohyb bodu po cykloidé

v 2qy
ds

2
at aqy

kde ds je délka kfivky, po které se pohybovala kuli¢ka a ddle vyplyva, Ze

dz\ 2 dy2
d ) \a
At = ——=>_ —

- — dz =
V2gy V29y

dy 2
1 _<
= —dx
V29y

Pokud oznac¢ime 7 Cas, po ktery se pohybovala kulicka z bodu P(0;0) do
bodu K (a; 2a), plati:

Cas T pohybu kuli¢ky po cykloid& uréime z predchézejici rovnice

29



Toye =

z rovnic |1.4.1

/mr dx2 + dyQ dx = a(l — COS t)dt
o\ 29y dy = asintdt

y = a(l — cost)

_ / 2(1 — cost)?dt? + a? sin® tdt?
B 2ga(1 — cost)
B / a?dt?((1 — cost)? + sin? t)
B 2ga (1 — cost)
B / 2(1 — 2cost + cos® t + sin? t)dt
N 2ga(1 — cost)
B / 2—200525 / 2(1 — cost) dt
N an (1-— cost 29a (1 — cost)
- / \/jdt - \F/ dt = ﬂ\/j

0 g 9Jo 9

Vysledny ¢as Ty = ™ 4 je Cas pohybu kuli¢ky po cykloidé.
g

Pokud pustime kuli¢ku z jiného bodu P(xg; yo), ktery lezi na cykloidg, tzn. ¢ty > 0,

ziska kuli¢ka v bodé P(z;y) rychlost:

v = /29(y — o) = \/2ga(costy — cost)

Podobn¢ jako v predchozim pripadé mizeme urcit Cas, za ktery se kulicka dostane

do bodu K (ar;2a):
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/ 2(2 — 2cost)
an costg — cost))
/ 1 —cost
cos to — cost
1 — cosx
sin = \/—
2
(x) 1 —I— coSx
cos | = = \—
2
cosx = 2cos?

prepsané do tvaru:
t
9 Z
sin (2

fok SORESCE
i ZoEa

N

dt

2

Vyuzijeme substituce:

Ccos —
u = 2
to
COS —
sin —dt
du = —
t
9 cos 2
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t
— —2cos<§0>
\ﬁ/ .
to to to
2(20) _ 2cos2 (22
\/cos (2) u? cos (2)

\/;/to \/COS2(%O)(1U2)d

—2cos | =
s (s)
\/;/to cos (%) \/(i—iﬂ)du

= —2\/g/t: \/ﬁdu

= -2 g[arcsinu]:O

g
_ p
CoS —
= -2 a arcsin 2
9 CoSs t—o
L 2 to
B T to
a Cos 5 Cos )
= —2./— |arcsin — arcsin
9 CoS t—o CoS t—o
L 2 2
g 2 g

Casy Ty @l ndm vySly stejné, proto je Cas kulicky spuSténé z libovolného mista
cykloidy stejny jako Cas, ktery potiebuje kuli¢ka pro urazeni celého oblouku cykloidy

do bodu K (ar; 2a). Tohoto jevu se vyuZivd u matematického kyvadla. [[11]]

1.7 Porovnani cykloidy s jinymi krivkami

V této kapitole si pomoci matematickych vypoctl ovéiime, Ze cykloida je kfivkou
nejkratSiho Casu, tedy brachistochronou. Budeme porovnavat pohyb kulicky po cyk-
loidé, pfimce a parabole z pocate¢niho bodu A(0,0) do koncového bodu B(l,h) daného

cykloidou. Podle vlastnosti cykloidy je bod B(rm,2r) a pfi poloméru kotélejici kruz-
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nice r = 1 je tedy B(7,2). Budou nds zajimat Casy, ve kterych kulicka dosdhne tohoto

koncového bodu.

1.7.1 Pohyb po cykloidé

A
v
v.

Obréazek 1.25: Pohyb po cykloidé

Uréime Cas T¢, ve kterém kuli¢ka dosdhne bodu B(7,2) viz [[1.6]:

T [dx? + dy?
Toyn = / 2—y
B / 2(1 — 2cost + cos? t + sin? t)dt
B 2gr(1 — cost)
2(1 —
_ / cost) 2r°(1 — cost) .,
29r (1 — cost)

- [V Lo

Ziskali jsme obecné feSeni pro cykloidu, kterd vznikd z kotalejici kruZnice o polo-

méru 7. My jsme si zvolili polomér kruznice r» = 1 [m], dosadime zndmou gravitaéni
konstantu g = 9,81ms 2. ReSen{ tedy upravime pro nas problém a ziskdme ¢as pohybu

po cykloidé:

T 1
Tegn = w\/g = /9’ﬁ = 1,0030 [s]



1.7.2 Pohyb po primce

Opét budeme hledat ¢as pohybu kuli¢ky z bodu A(0,0) do koncového bodu daného
cykloidou B(l,h) po piimce.

A
4
v.

Obréazek 1.26: Pohyb po primce

Zobrazenou pfimku miiZeme popsat pomoci parametrickych rovnic:

x(t) = t

h
y(t) = 7t, te<0,l>

Cas pohybu uréime obdobng jako v kapitole [[1.7.1]] nasledn& ve tvaru:

Q= ds v/ da? + dy?

V29 V2gy
de = dt
1 2 2 h
T, — / da” +dy” dy = “dt
0 29y lh
y = 7?5
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B / ?+ h2
B 2ghlt
l2 2 l
_ +h / ¢?®
2ghl  Jo V t

_ 2 4+ h? [Qﬁ}l

2ghl 0
1> + h?
= 2VI—2v0
2ghl [ Vi \/_}
1>+ h?
N 2ghl va

B \/? 2 + h?
-/ ;

Ziskali jsme Cas pro obecnou naklonénou pfimku, v dalSim postupu tento vztah

upravime pro srovndni s cykloidou:

I+ 12 =2r
T, - [ JEE
l=7mr,r=1
B \/5 |72 +4 B 244
g 2 g
Déle dosadime gravitacni konstantu a ziskdme €as pohybu kulicky po pifimce mezi

body A(0,0) a B(m,2).

1.7.3 Pohyb po parabole

Dalsi kiivkou, kterd miZe splinovat podminky, Ze prochazi ve vertikdlnim prostoru
dvéma body, je parabola. Obecnd rovnice paraboly, kterd vyhovuje naSemu problému,

je:
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y2 = 2px

Tato parabola ma sviij vrchol v bodé A(0,0) a prochédzi bodem B(7,2).

>
>

A

Obrazek 1.27: Pohyb po parabole

Pokud tento bod B(7,2) dosadime do obecné rovnice paraboly ziskdme parametr p.

y = —t, te<0,m >
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Obdobné jako v predchazejicich ptipadech vyuZijeme vypoctu Casu pohybu ku-
licky po parabole:

y ds  /da? +dy?
V29y V29y

dr =
1 2 2
dz? +d
- :/ del vy | R
0 2gy T
Y
AN 2\?
ci\E) T\x
- e,
0 29—t
T

_ /Ol (%) (t2+1)dt

2
—2gt
1 / t2+1

Tento integral bohuzel neumime symbolicky urcit. Ale za pomoci vypocetni tech-

niky dokaZeme urcit numericky jeho hodnotu, kterou miizeme pouzit k vypoctu.
Pfi dosazeni mezi integralu podle soufadnic bodu B(7,2) ziskdme urdity integral

pro vypocet ¢asu pohybu kuli¢ky po parabole 7'p:

1 [7 t2 1
T, — 1/—/ Ry
— etV oh -

Tato parabola byla velmi dlouhou dobu povazovana za spravné feseni problému

,—w"') ~ 1,0129(s][13]

»J>IU!

1
747

N —

brachistochrony, ale v roce 1646 Christian Huygens tuto myslenku vyvratil.
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1.7.4 Srovnani

Vsechny trajektorie, u kterych jsme zjiSt' ovali ¢as sestupu kulicky v gravitatnim
poli, nyni porovndme. Ve vSech piipadech se bod pohyboval ze stejného pocatecniho
bodu A(0,0) do koncového bodu B(,2), ktery jsme ur¢ili jako vrchol cykloidy, kterd

vznikla pfi kotdleni kruZnice s polomérem r = 1m.

a=180"

Obrézek 1.28: Srovndni moZnosti pohybu

V ptipadé cykloidy byl vysledny ¢as pohybu roven 1,0030s.

U piimky jsme ziskali vysledny Cas pohybu 1,1890s. Tento Cas sestupu je v porov-
nani s cykloidou o 0,1860s delsi.

Cas, po ktery by se pohybovala kulicka po parabole, je 1,0129s. Tento Cas je vEtsi
0 0,099s nez ¢as pohybu po cykloidé.

Nejrychlejsi trajektorie pohybu je po cykloidé.

Casy, které jsme ziskali pomoci matematickych vypodti, jsou pouze teoretické.
V redlném prostfedi by byly ovlivnény odporem prostredi a tfenim mezi pohybujici se

kulickou a materidlem, ze kterého je vyrobena drédha.
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2 Witch of Agnesi

V matematice je pojem ,,Witch of Agnesi*, obCas nazyvany jako ,,Witch of Maria

Agnesi*, znam jako kiivka.

2.1 Historie krivky

Kftivku ,,Witch of Agnesi‘ studoval jiz v roce 1630 Pierre de Fermat a v roce 1703
ziskal Guido Grandi mozZnost, jak tuto kfivku zkonstruovat. Pozdéji Grandi ve své
préci navrhl pro tuto kfivku jméno ,,versoira‘ latinsky nézev pro list nebo lano, ktery
se v italStin€ zapisoval jako ,,versiera“.

Dalsi, kdo se ve své praci zabyval touto kfivkou, byla Marie Gaetana Agnesi, velmi
nadand divka, kterd se narodila roku 1718 v Mildn€ a v roce 1748 vydala publikaci
wWInstituzioni analitiche ad uso della gioventu italiana*. To je prvni dochovand mate-
matickd publikace, kterou napsala Zena. Na jeji poCest byla kfivka pojmenovana ,,la
versiera di Agnesi*. [10]

Nazev ,,witch* pochazi z chyby anglického prekladu z roku 1801, kde si preklada-
tel University v Cambridge Jonh Colson zaménil slova ,,la versiera‘ - kiivka se slovem

.l ‘aversiera‘ - Carodéjnice. [12]]

2.2 Konstrukce krivky

Kfivka vznikd, pokud je ddna pevna kruZnice k s polomérem a a s pevnym bodem
O na svém obvodu a pohyblivym bodem A, ktery obihéd po obvodu kruZnice a prochdzi
jim polopiimka OA. Bod D tvoii s bodem O primér kruznice. Tecna vedouci bodem
D protiné polopiimku OA v bodé B. RovnobéZzka s teCnou prochézejici bodem A a kol-
mice na te¢nu prochdzejici bodem B vytvaii spolecny prisecik P. Pfi pohybu bodu A po
kruZnici k bod P vykresluje k¥ivku, kterd se v ¢eském prekladu nazyva ,,Carod&jnice

Agnesi®.
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Obrazek 2.1: Kiivka ,,Witch of Agnesi*

2.3 Parametrické rovnice krivky

Pokud chceme ziskat parametrické rovnice kiivky, musime si ji vhodné umistit do
soufadnicového systému a zvolit si parametr, na kterém bude zaviset pozice bodu P,

ktery tvofi mnoZinu bodi kiivky.

D
- B A
15
A Px,y]
16 S 2a
y \
08
0 a C v
1 05 @ 05 1 15 2 25 3
0I[0,0] X

Obrazek 2.2: Zavislost bodu P

Jako parametr volime uhel «, ktery svird polopfimka OA s kladnym smérem osy x.

(Obr. 2.2) Dile uréime jednotlivé soufadnice bodu P(z,y):



kde |OC je hledand soufadnice = a | BC| je rovna prtiméru kruZnice, tedy 2a.

¢ T
cotae = —
2a

r = 2acota

Druhd soufadnice bodu P(z,y) zdvisi na vzdalenosti bodu od te¢ny prochézejici bo-

dem D

y = 2a—|BP)|

y = 2a— |AB|sina
Podle Euklidovy véty o vysce v pravouhlém trojihelniku plati:
IDB* = |0B| - |AB
kde

|DB| = |0C| =z
|OB| = |OC|-cosa = z/cos«

Po dosazeni do Euklidovy véty ziskdme:

22 = —— . |AB|
COS &}
|AB|

€T =
COS ¥

po dosazeni zdvislosti souradnice x = 2a cot «v ziskdme:

4B
2acotar = ——
cos «
|AB| = 2acota-cosa
|AB| = 20-2% cosa
sin «
2
IAB| = 2¢°2°¢
sin «
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Pokud tuto rovnost dosadime do prvni rovnice, ziskame:

cos? v

Yy = 2a—sina-2a

sin «v
y = 2a (1 — cos? a)

y = 2asina

Parametrické rovnice kiivky tedy jsou:

r = 2acota

y = 2asin’a

2.4 Kartézské rovnice
Pokud vzorce, které jsme ziskali pfi feSeni parametrickych rovnic

r = 2acota

y = 2asin’a

upravime a budeme se snazit vyloucit zvoleny parametr o, postupné ziskdme:

COS &
r = 2a—
sin «v
. COS &
sinae = 2a

X

Vyjéadienou zavislost pro funkci sinus dosadime do parametrické rovnice y-ové sou-

fadnice a pokracujeme v Gpravich

cos v\ 2
Yy = 2a <2a )
T
8a® - cos® o
y = —5
T
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Pokud vyuZijeme vztah, ktery vychdzi z obrazku (Obr. 2.2)) pro libovolny thel
X

cos o = ————— ziskame:
22 4 (2a)
2
8a3 *
22 + (2a)”

Yy = 72

B 8a3 x?
Y 22 22 + (2a)°

B 8a?
vy = 2 4 4a?

Ziskana rovnice je kartézskou rovnici nasi kiivky a parametr ¢ udava polomér kruz-

nice, diky které nam kfivka vznikla.

2.5 Vlastnosti krivky

Tato kfivka ma pozoruhodné vlastnosti, které mizeme objevit pii jejim dal$im stu-
diu.
. - . . 1
Pokud bychom polomér kruznice, diky niz tato kfivka vznikla, zvolili r = a = 2

ziskame jednoduchou rovnici:

Tento vyraz je roven prvni derivaci funkce y = arctan x.
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Plochu mezi touto kfivkou a jeji asymptotou y = 0 (Obr. 2.3)) ziskdme jako

*  8a3
S —d
/_OO 22 442
& 1
= 8&3/ —2dl’
= (5) +1
2a +
— aj‘ o
; arctan%
= 8 __za
@ 2a
- —00
arctan — arctan ——
= 8 3 a a
“ 2a 2a
:7r —T
_ sl 22
¢ 2a 2a
T
- w3
¢ 2a
S = 4rad®
3
1
5 4 3 2 1 : 0 1 2 3 4 5
0[0,0]

Obrazek 2.3: Plocha pod kiivkou

Plocha mezi kiivkou a jeji asymptotou je rovna ¢tyfndsobku obsahu kruznice, kterad

je jeji soucasti.
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3 Pascalova zavitnice - Limacon

3.1 Historie krivky

Kfivka byla poprvé popsdna jiz v roce 1525 némeckym umélcem Albrechtem
Diirerem. Kolem roku 1630 se timto problémem déle zabyval amatérsky matematik
Etienne Pascal, otec slavného Blaise Pascala, ktery je znam piedev§im diky poznatkiim
z fyziky. Kfivku pojmenoval az v roce 1650 francouzsky matematik Gilles Personne de
Roberval jako limacon. To v prekladu do CeStiny znamend kochlea, coz je latinsky vy-
raz pouZzivany pro ¢ast sluchového ustroji nazyvanou hlemyzd’. Pivod slova limagcon

je v latinském limax v prekladu plZ.[1]

3.2 Konstrukce krivky

3.2.1 Limacon jako epicykloida

Popisovana kfivka patii mezi trochoidy. Jedna z mnoha moZznych konstrukci je
jako epicykloida. Vznik4 tedy pti odvalovani kruZnice po jiné kruZnici, ov§em v tomto
pripade neleZi bod opisujici kiivku na kruznici, ale na pfimce prochdzejici stredem

odvalované kruZnice. (Obr.

Obrazek 3.1: Limagon
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V zdvislosti na poloze bodu na zminéné piimce vznikd nékolik rGznych kiivek.
Pokud je vzdédlenost bodu od stfedu kruZnice rovna poloméru odvalujici se kruz-

nice, ziskdme kfivku zvanou kardioida. (Obr.[3.2)

Obrazek 3.3: Limagon trisectrix

Pri vzdalenosti bodu od stiedu vétSim neZz prumér kotalejici se kruznice, ziskame

kfivku limagon trisectrix, zkrécené jako trisectrix. (Obr.[3.3)) [9]
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3.2.2 Limacon jako mnozina bodi

Dalsi moZnosti, jak sestrojit limagon, je vyuZit UseCky pevné délky, kde jeji stied
obihd po kruZnici a dsecka prochdzi pevnym bodem, ktery lezi na dané kruZnici, nebo
do n¢j sméfuje, pokud je jeji polovina mensi neZ pramér kruznice. 3]

Opét v zavislosti poméri velikosti usecky a a poloméru kruznice r ziskame kiivky
jako v predchozim piipadé.

Pro a = 3 ar = 1 je kiivkou limagon (Obr. [3.4)), v pfipadé @ = 2 ar = 1 vznikne
kardioida (Obr. apokud a = 1 ar = 1 dostaneme trisectrix (Obr.[3.6).

Obrazek 3.4: Limagon
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Obrazek 3.6: Trisectrix

3.2.3 Limacon jako mnozZina pat kolmic

Dalsi moznosti, jak ziskat limagon, je sestrojit mnozinu bodt dané vlastnosti. Touto

vlastnosti je prisecik teCny ke kruznici a kolmice na tuto te¢nu vedenou pevné danym

bodem. (Obr. 3.7)[1]

Pokud budeme posouvat zvolenym bodem po pfimce prochazejici sttedem kruz-
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Obrazek 3.7: Limacon jako mnoZina pat kolmic

nice, ziskdme opét kfivky jako v pfedchozi kapitole. (Obr.[3.8]a[3.9)

Obrézek 3.8: Kardioida jako mnoZina pat kolmic
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Obrazek 3.9: Trisectrix jako mnoZina pat kolmic
3.3 Rovnice krivky

Pro odvozeni rovnic této kiivky je tfeba popsat danou situaci pomoci soustavy
rovnic. A zdroveii je potfeba umistit si obrdzek do soustavy soufadnic tak, Ze S[a; 0]

a bod A[0; 0]. [8]

az2.
k=15 ] ® o Pleal
21 (x-a)h2+ L3 = A2
SOBU;V]
1 :
A[0;0] .
-1 ' 1 2 3 4 5
S [a;0]
N
p:x-(u-a)yx0
. -2 t: (u-a)xfvy-(ar2+ur2 -au)=0
. -3
tn:»-\'/x-(u-a)y-v a=0

Obrazek 3.10: Limagon v soustavé souradné

Poté postupné ziskdme hledané rovnice.



Rovnice kruZnice / s polomérem k, po které se pohybuje bod Blu; v]:
k:(x—a)+y* =k
Bod B lezi na této kruznici a spliiuje tedy rovnici:
B €k:(u—a)?+0v*=k
Bodem B prochazi pfimka, kterd ma rovnici:
B et,:vr—(u—a)y—va=0
Tecna ¢ ke kruznici k, kterd prochazi bodem B je kolma na pfimku ¢,,:
t:(u—a)r+ovy—(a®>+u*—au)=0
Pfimka p prochdzi bodem A[0; 0] a je kolmad na te¢nu 7:
prvx—(a—u)y=0
Bod P[p; q] lezi na pfimkéch p a t a spliiuje rovnice:

Cet : (u—a)x+vy—C=0

Cep : ve—(a—uwy=0
Ziskdvame tedy soustavu tf{ rovnic:
(u—a)*+v* = k?

(u—a)p+vg—(a®*+u*—au) = 0

vg—(a—u)g = 0

Eliminaci proménnych u,v z rovnic, za pomoci programu CoCoA, ziskdme rovnici

kiivky v zdvislosti na parametrech a a k.
P+ +ap)’ =k (0 + ¢?)
Po nahrazeni proménnych p,q za x,y ziskdme rovnici:
(xQ + y2 + am)2 _ )2 (12 +y2)
Opét pro rizné hodnoty parametrd ziskavame tfi znamé kiivky.
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Obrazek 3.11: Limacon

Obrazek 3.13: Trisectrix
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Zaver

V této diplomové praci jsem spojil historické matematické problémy se soucas-
nymi moZnostmi konstrukci kfivek a zplisoby feSeni pomoci modernich metod a tech-
nologii.

V prvni kapitole jsem ovéfil, Ze kiivka nazyvana brachistochrona je nejrychlejsi
spojnici dvou bodi ve vertikdlnim gravitacnim poli.

Ve druhé kapitole jsem se zabyval kfivkou ,,Carod&jnice Agnesi®. V jejim ndzvu se
vyskytuji dvé zajimavosti. Prvni je jeji pojmenovani po italské matematicce a druhou
je chyba v prekladu, ktera ji pfinesla oznaceni Carodéjnice.

Ve tieti kapitole jsem prozkoumal kiivku Limagon a to z riznych konstrukénich
moznosti.

Pri préci v dne$nich podminkéch jsem obdivoval schopnosti a znalosti autord ma-
tematického feSeni problému, ktefi pracovali v jednoduchych podminkéch.

Préace mé zaujala, pfinesla mi nové pohledy na matematiku a nové poznatky z déjin

matematiky.
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