Pedagogicka Jihoceska univerzita

fakulta v Ceskych Budéjovicich
Faculty University of South Bohemia
of Education in Ceské Budé&jovice

Jihoceska univerzita v éesk}?ch Budéjovicich

Pedagogicka fakulta

Katedra matematiky

Diplomova prace

Historické pocetni postupy a jejich

aplikace ve vyuce

Vypracovala: Be. Michaela Diviskova
Vedouci prace: doc. RNDr. Helena Koldova, Ph.D.
Ceské Budéjovice 2018



Podékovani
Dékuji doc. RNDr. Helené Koldové, Ph.D. za odbornou pomoc a cenné rady pii
zpracovavani mé diplomové prace. Dale dékuji vedeni a ucitelskému sboru 7S a MS

Mirovice za pomoc pii ovérovani pracovnich listi.



Prohlaseni

Prohlasuji, ze svoji diplomovou préci na téma Historické pocetni postupy a je-
jich aplikace ve vyuce jsem vypracovala samostatné pouze s pouzitim prament a

literatury uvedenych v seznamu citované literatury.

Prohlaguji, ze v souladu s § 47b zékona ¢. 111/1998 Sb. v platném znéni sou-
hlasim se zvefejnénim své bakalaiské prace, a to v nezkracené podobé, elektronickou
cestou ve vefejné piristupné casti databaze STAG provozované Jihoceskou univer-
zitou v éeskych Budéjovicich na jejich internetovych strankach, a to se zachovanim
mého autorského prava k odevzdanému textu této kvalifika¢ni prace. Souhlasim
déle s tim, aby toutéz elektronickou cestou byly v souladu s uvedenym ustanovenim
zékona ¢. 111/1998 Sb. zvefejnény posudky skolitele a oponentii prace i zaznam o
prubéhu a vysledku obhajoby kvalifika¢ni prace. Rovnéz souhlasim s porovnanim
textu mé kvalifikacni prace s databazi kvalifika¢nich praci Theses.cz provozovanou
Narodnim registrem vysokoskolskych kvalifika¢nich praci a systémem na odhalovani

plagiati.

V Ceskych Budgjovicich 2. 1. 2018

Be. Michaela Diviskova



Anotace

Ve své diplomové praci se zabyvam historickymi pocetnimi postupy a jejich ap-
likaci ve vyuce.

V celkem osmi kapitolach popisuji pocetni techniky z historie, jako jsou magi-
cké ¢tverce, zajimavé poctarské algoritmy, netradi¢ni kritéria délitelnosti, starovékeé
pocetni postupy, zlaty fez, figurdlni ¢isla a grafické papiry. V zavérecéné kapitole se
vénuji vyuziti historickych pocetnich postupii ve vyuce. Tato kapitola obsahuje osm

pracovnich listi a navrha aktivit s metodickym komentarem.

Annotation

In my diploma thesis I deal with historical numerical procedures and their ap-
plication in teaching.

In a total of eight chapters, I describe counting techniques from history, such as
magic squares, interesting counting algorithms, unconventional divisibility criteria,
ancient numeration techniques, golden ratio, figurate numbers, and graphic papers.
I deal with the use of historical numerical methods in teaching in the final chapter.
This chapter contains eight worksheets and activity suggestions with methodical

commentary.
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1 Uvod

Pri studiu matematiky casto narazime na historické souvislosti spjaté s jejim
rozvojem. Kdyz se zacneme zabyvat historii jednotlivych matematickych védomosti
a znalosti, mnohdy zjistujeme, Ze ne vSechny matematické zakonitosti jsou pojmeno-
vany po svém puvodnim objeviteli. Maji pouze jméno svého popularizatora nebo
¢lovéka, ktery danou zakonitost rozsitil o dalsi védomosti. Problém spociva asi v
tom, Ze si v minulosti nedokézaly jednotlivé civilizace predavat své poznatky. Nékte-
ré ze znalosti byly dokonce zapomenuty jen diky casu a nebyly poskytnuty dalsim
generacim.

Historickym vyvojem pocetnich postupti a vypocetnich technik jsem se zabyvala
uz ve své bakalarské praci. Vénovala jsem se zejména vznikem a vyvojem pozi¢ni
desitkové soustavy, zakladnich pocetnich postupti a algoritmi. Dale jsem popisovala
nékteré historické pomicky pro usnadnéni vypocti.

Tato prace mé dvé ¢asti. Cilem prvni ¢asti bylo rozsiteni bakalarské prace o dalsi
témata z historie matematiky. V jednotlivych kapitolach jsem se vénovala magic-
kym ctverciim, nékterym zajimavym poctarskym algoritmim, netradi¢ni délitel-
nosti, zlatému fezu, figuralnim ¢islim a grafickym papirtm.

Ve druhé ¢asti prace uvadim nékolik priklada vyuziti historickych pocetnich pos-
tupti ve vyuce matematiky na dnesnich zékladnich Skolach v podobé pracovnich

listu.



2 Magické c¢tverce

2.1 Vymezeni pojmi

Magickym ¢tvercem n-tého fadu rozumime usporadani pfirozenych ¢&isel 1 az
n? do ¢étvercové tabulky o n fadcich a n sloupcich tak, Ze soucet &isel na kazdé
fadce, na kazdém sloupci i na obou thloprickach je stejny a nazyva se konstantou
k magického ¢tverce. Protoze ¢isla jsou do fad i sloupcii rozdélena rovnomérné,
je ziejmé, Ze ¢islo k se rovna jedné n-tiné souc¢tu vech ¢isel od 1 do n?. Konstanta
k je tedy rovna

k= (14+n*) =0,5-n-(1+n?),

< 3S|rE

n2
2
kde %2 - (1 + n?) je soudet vSech pouzitych cisel.

Magické ¢tverce existuji pro kazdé n > 3. Hodnoty konstant k£ pro magické ¢tverce

radu 3, 4, 5, 6, 7, 8, ...tvorl posloupnost ¢isel 15, 34, 65, 111, 175, 260, ...

2.2 Historie magickych ¢tverci

Prvni magicky ¢tverec vznikl jiz v 7. stoleti pt. n. 1. v Cine. Nazyval se Lo Shu a

byl 3. tadu. ([9], str. 27). Viz obrazek 2.1.

Obr. 2.1: Magicky ¢tverec Lo Shu

Ukézalo se, zZe magicky ¢tverec 3. fadu existuje jen jeden, pokud nebereme v tivahu
jeho transformace vzniklé pomoci shodnych zobrazeni. Francouzsky matematik
Bernard Frénicle de Bessy v 17. stol. naSel vSech 880 rtznych ¢tverct 4. tadu.
Teprve matematikiim moderni doby se podafilo zjistit, ze magickych ¢tvercia

5. Fadu existuje 275 305 224. ([9], str. 19)
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Magické ¢tverce 4., 5. a 6. Tadu se objevily jiz také v Persii a Indii v 1. tisicileti n. 1.

Vytvareni magickych ¢tverct ve starovéku bylo spojovano s mystickymi pfedstavami,
s numerologii a astrologii. Sestaveni magickych ¢tverci nebylo pro laika jednoduché,
a proto byly ¢asto povazovany za amulety. Vyrobci a trhovei méli z povércivych lidi

veliké zisky az do doby, kdy byl prozrazen navod na jejich sestaveni.

Konstrukei magickych ¢tvercti se vazné zacali zabyvat matematici, ktefi postupné
objevovali algoritmy pro jejich sestaveni. Popravdé feceno ani dnes jesté nezname
obecny algoritmus pro sestaveni magického ¢tverce libovolného fadu. Dovedeme
sestavit magicky ¢tverec pro libovolné liché n a pro sudé n, které je ¢tyrnasobkem

nebo Sestinasobkem prirozeného cisla.

2.3 Konstrukce magickych c¢tverci lichého radu

Magické ¢tverce lichych fadu se sestavuji podle raznych algoritmi. Budeme se zde
zabyvat jen dvéma z nich, které se lisi jen formalné. Oba vychazeji z myslenky,
ze vytvareny ctverec je ,dlazdice”, ktera se stéle opakuje pii zachované orientaci ve
vydlazdéné plose. Ukazeme si prvni konstrukei na magickém ¢tverci 3. fadu. ([9],

str. 108)
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Obr. 2.2: Postup konstrukce magického ¢tverce

Obr. 2.3: Postup konstrukce magického ¢tverce

Cislo 1 umistime do stfedniho pole horniho Fadku (obr. 2.2) a pokrac¢ujeme sikmo
vpravo nahoru. Cislo 2 je tak az na dalsi ,dlazdici‘. PfepiSeme je proto na stejné
misto nasi ,dlazdice” a pokracujeme. Po zapsani ¢isla 3 uz nemiizeme pokracovat,
protoze potfebné pole je uz obsazeno ¢islem 1. Proto ¢islo 4 zapiSeme pod c¢islo 3
(obr. 2.3) a doplnime ¢isla 5 a 6. Cislo 7 nemizeme napsat do levého dolntho rohu,
ten je obsazen ¢islem 4, takze je napiSeme pod ¢islo 6. Jesté doplnime ¢islo 8 a 9.

Ziskdme tak magicky ctverec, ktery ma k = 3 a stredové ¢islo 5.

11



Analogicky muZeme sestavit magické ¢tverce 5. a 7. fadu (obr. 2.4 a 2.5), popiipadé

¢tverce dalsich lichych rada. ([9], str. 127)

Obr.

17

24

1

15

23

5

7

14

16

4

6

13

20

22

10

12

19

21

11

18

25

2.4: Magicky ¢tverec 5.

rfadu

30

39

48

10

19

28

38

47

18

27

29

46

17

26

35

37

14

16

25

34

36

45

13

15

24

33

42

44

21

23

32

41

43

12

22

31

40

49

11

20

Obr. 2.5: Magicky ¢tverec 7. fadu

Magicky ¢tverec 5. fadu ma k = 65 a stfedové ¢islo 13. Magicky ¢tverec 7. fadu

ma k — 175 a stfedové ¢islo 25.

Nyni si ukdzeme druhou zminénou konstrukci magického c¢tverce 3. tadu. Na

obrazku 2.6 je znézornéno vychozi schéma a na obrazku 2.7 pak hotovy magicky

¢tverec. ([9], str. 99)

12



1
4 2
| 7 5 3 |
8 6
9

Obr. 2.6: Vychozi schéma konstrukce magického ¢tverce 3. fadu

1
41912
17131573 ]
8|16
9

Obr. 2.7: Vysledny magicky ¢tverec 3. fadu

Porovname-li oba magické ¢tverce ziskané riznou konstrukei (obr. 2.3 a obr. 2.7),

je ziejmé, ze se lisi pouze vymeénou 1. a 3. fadku.
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Podobné lze sestrojit i magicky ¢tverec 5. fadu. ([9], str. 100)

1
6 2
11 7 3
16 12 8 4
|21 17 13 9 5|
22 181 |14 10
2316 [19/2 15
24 20
25

Obr. 2.8: Postup konstrukce magického ¢tverce 5. fadu

11124 7 [20] 3

1715 [ 13(21]9
10 18] 1 | 1422
2316 |19] 2 |15

Obr. 2.9: Vysledny magicky ¢tverec 5. fadu

Transformace magického ¢tverce z obr. 2.4 na ¢tverec na obr. 2.9 je mnohem

vvvvvv
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2.4 Konstrukce magickych ¢tverct sudého radu

Jak uz bylo uvedeno v tuvodu, neexistuje obecna metoda konstrukce magickych
¢tvercu sudého radu, ale existuji konstrukce ¢tverci, jejichz fad n je nasobek cisla

4 nebo 6. Nejprve vytvorime magicky ¢tverec 4. fadu. (|9], str. 94)

Pole v pripravené tabulce 4 x 4 ocislujeme tak, Ze nejprve vyjdeme z levého horniho
rohu, a poté znovu vyjdeme z pravého dolniho rohu. V tabulce vyznac¢ime obé dia-

gonaly tak, jak je naznaceno na obr. 2.10.

2 3 4
15 14
s 15 14 13
5 7 8
12
12 i 10 9
9 10 1 12
8
8 7 5
13 14 15 6
: 3 2
4 3 2

Obr. 2.10: Postup konstrukce magického ¢tverce 4. fadu

Pak do poli, ktera jsou preskrtnuta, zapiSeme levé horni ¢islo. Pravé dolni ¢islo pak

zapiseme do poli nepreskrtnutych.

1 (15|14} 4
1216|179
8 | 10 [ 11| 5
131 3 ]2 |16

Obr. 2.11: Vysledny magicky ¢tverec 4. fadu
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Vysledny magicky ¢tverec (obr. 2.11) ma vSechny pozadované vlastnosti a konstanta

¢tverce je k = 34. Magické ¢tverce sudého radu stfedové ¢islo nemaji.

Tento postup muzeme pouzit i pro konstrukci magickych ¢tverct radu 8, 12, 16,
... Ukédzeme si jesté konstrukei magického ¢tverce 8. tadu, viz obrazek 2.12. (|9],

str. 102)

2 3 4 : 6 7 3
63 62 59 58
5 63 62 61 59 58 57
9 0 11 12 13 4 15 16
56 53 52 49 10
56 3t 54 53 52 50 '
17 18 9 20 21 22 3 24
48 45 44 S 41
48 47 4 45 44 43 41
25 26 27 8 20 30 31 2
39 38 35 34 :
40 39 38 3 36 35 34 3
3 34 35 36 37 38 39 40
RS 31 30 R 27 26
I 31 30 29 p) 27 26 25
41 2 43 44 45 6 47 48
24 8 21 20 17
24 i 22 21 20 1 18 17
49 50 &l 52 53 54 35 36
16 13 12 9
16 15 | 13 12 11 I 9
57 58 59 0 61 62 63 4
7 6 3 2
8 7 6 4 3 )

vvvvvv

konstrukce magickych c¢tverci lichého tadu, ale jesté neni prilis slozita. Mnohem
slozitéjsi je konstrukce magického ¢tverce 6. fadu nebo dokonce fadu n, ktery je

nasobek Sesti.

Magicky c¢tverec 6. fadu pravdépodobné sestrojili PerSané a pozdéji jeho konstrukei

popsal indicky matematik Narajana. ([9], str. 134). Vychéazi z ¢tvercové tabulky

16



6 x 6 prirozené usporadanych ¢isel, pricemz v kazdé fadé méni smér (tzv. tkalcov-
sky systém). Ponechaji se pouze ¢isla na diagonélach a ve dvou stiednich Fadach.
Volné mista se poté doplni ¢isly tak, Ze poc¢itame od dolntho levého rohu a v kazdé

néasledujici fadé se zméni smér pocitani. Tak vznikne tabulka uvedena na obr. 2.13.

25|11 (27|28 8 |30

1314|1516 17 | 18

2412322212019

1212610 9 |29]| 7
36,2 (314531

Obr. 2.13: Postup konstrukce magického ¢tverce 6. fadu

A7 sem je postup zcela obecny a snadno pochopitelny. Pak vsak nasleduje nahrazeni

¢isel ve 12 polich, které je jiz tézké obecné presné popsat:

[4]34, (9] 27, [24]513,[22] 18, [18 ]+ 15, [ 13] 24, [19]+22, [ 15] 19, [27 |- 10,
[10]-9, [34]-3,[3] >4
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Tak vznikne magicky ¢tverec 6. Tadu, ktery mé konstantu k£ = 111:

1 354 (33|32] 6

25011 9 [ 28] 8 |30

2411418 (16|17 |22

1312311921120 15
121261271029 7

3612 (343|531

Obr. 2.14: Vysledny magicky ¢tverec 6. fadu

Vzhledem k slozitosti pravé popsané konstrukce magického ¢tverce 6. radu si ukdzeme
jesté jinou konstrukci ve zjednoduseném postupu na tabulce se 36 policky, kterou
doplnime néasledujicim zpusobem:
Policka oc¢islujeme ¢isly 1 az 36

1. od levého horniho rohu,

2. od levého dolniho rohu,

3. od pravého horniho rohu,

4. od pravého dolniho rohu.

18



Potom poli¢ka doplnime znackami x, /A, o a e, jak je uvedeno v tabulce na obr. 2.15.

1 6|2 513 4[4 315 216 1
L J O L J *

31 32 | 32 35 | 33 34 | 34 33 | 35 32 | 36 31

7 12 | 8 11 ]9 10 | 10 9111 8 |12 7
L J L * O

25 30 | 20 29 | 27 28 | 28 27 | 29 26 | 30 25

13 I8 | 14 17 | 15 16 | 16 I5 | 17 14 | 18 13
* * O °

19 24 | 20 23 | 21 22 | 22 21 | 23 20 | 24 19

19 24 | 20 23 | 21 22 | 22 21 | 23 20 | 24 19
* * O A

13 18 | 14 17 | 15 16 | 16 I5 | 17 14 | 18 13

25 30 | 26 29 | 27 28 | 28 27 | 29 26 | 30 25
A A * O

7 12 |8 1119 10 | 10 9| 11 8112 7

31 36 | 32 35 | 33 34 | 34 33 | 35 32 | 36 31
® O A *

612 513 414 315 216 1

Obr. 2.15: Postup konstrukce magického ¢tverce 6. fadu

Policka oznacena znackou x doplnime ¢islem uvedeném v levém hornim rohu.
Policka oznacena znackou A doplnime ¢islem uvedeném v levém dolnim rohu.
Policka oznacena znackou o doplnime ¢islem uvedeném v pravém hornim rohu.

Policka oznacena znackou e doplnime ¢islem uvedeném v pravém dolnim rohu.

Tak vznikne magicky ¢tverec 6. fadu uvedeny na obr. 2.16.

1 1351343 (32| 6
30 8 | 28|27 11| 7
24123 15|16 (14119
1311712112220 18
12126 9 | 102925
31024 (133|536

Obr. 2.16: Vysledny magicky ¢tverec 6. radu

Analogicky, jako u magického ¢tverce 4. fadu, i zde si ukdzeme, jak je mozné pouzit

sestrojeny magicky ¢tverec 6. Tadu pro konstrukeci ¢tverce 12. tadu, viz obrazek
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2.17. V zajmu jednoduchosti si ukazeme jen konstrukci prvnich dvou radk:

[}

1 12 1113 10 | 4 915 816 717 6 |8 519 4 |10 3 (11 2|12 1
* [ ] ([ ] O ® * * (] ® O ([ ] *
133 144 | 134 143 | 135 142 | 136 141 | 137 140 | 138 139 ] 139 138 | 140 137 | 141136 | 142135 | 1 144 133
13 24| 14 15 2216 21|17 20 (18 19})19 18 (20 17 |21 16 |22 15 | 23 24 13
([ ] * ® L ] * O ® * ® ® * O
121 132 | 122 131 | 123 130 | 124 129 | 125 128 | 126 127 | 127 126 | 128 125 | 129124 | 130123 | 131122 | 132121
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132 14 130 129 17 19 126 20 124 123 23 13

Obr. 2.17: Konstrukce prvnich dvou fadkt magického ¢tverce 12. fadu

Magicky ¢tverec 12. fadu mé konstantu k = 870.

Ciiiané objevili konstrukci magického ¢tverce 6. ftadu, kterd je povazovana za
jedinecnou. Vychodiskem je tabulka 4 sloupci a 9 tadek, do které jsou zapsana

¢isla od 1 do 36, jak ukazuje tabulka 2.1. ([9] str. 58)

281191101
29 120|112
301211123
3112213 |4
3212311415
33124 (15|6
3412516 |7
35126 |17 |8
36 271819

Tab. 2.1: Pomocna tabulka ke konstrukei magického ¢tverce 6. radu

Ctvefice ¢isel z kazdého Fadku tabulky uspofadame do deviti malych &tvercovych

tabulek, jak ukazuje obr. 2.18. Tato sestava se fidi pravidlem Lo Shu (obr. 2.1),
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takZe barevné vyznacena pole vytvéareji ¢insky magicky ¢tverec 3. Fadu. Odtud
vznikla domnénka, ze v Ciné znali ze vSech magickych ¢tverct sudého fadu nejprve

Ctverec 6. radu.

13 | 22 8 | 27 11 1] 20
31 | 4 36 | 9 29| 2
12 | 21 14 | 23 16 | 25
30 | 3 32 | 5 341 7

24

17 | 26 10 | 19
518 28 | 1

(2 | —
Ll th
[=)]

LF'S]
[}

Obr. 2.18: Ctvercové tabulky

Sesazenim téchto ¢tvercovych tabulek vznikne jiz témér hotovy magicky ¢tverec 6.
radu, jen je tfeba provést 3 vymeény ¢isel vyznacenych barevné na obr. 2.19. Vznikne

tak magicky c¢tverec 6. fadu, jak ukazuje obr. 2.20.

13 | 22 8 | 27 11 ] 20
31 | 4 36 1| 9 29 | 2
12 | 21 14 | 23 16 | 25
30| 3 321 5 341 7

17 ] 26 10 | 19 15 ] 24
35| 8 28| 1 33| 6

Obr. 2.19: Vymeény ¢isel ve ¢tvercovych tabulkich
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13 22 ] 18 |27 |11 | 20

311 4 136 9 |29

(R

12121 14|23 |16 | 25

30

%]
N
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[§S]
|'S]
I
-1

171261019 ] 15| 24

Obr. 2.20: Sesazeni vysledného magického ¢tverce 6. Ffadu

Z uvedeného vyplyva, ze z magickych ¢tverci pro 2 < n < 22 dovedeme sestro-

jit uvedenymi konstrukcemi vSechny kromé dvou, a to pro n = 10 a n = 14.
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2.5 Diirertiv magicky ¢tverec

Albrecht Diirer (1471 — 1528) vytvoril v roce 1514, snad pod vlivem amrti své matky,
svétové znamou rytinu Melencolia (Melancholie), v jejimz hornim pravém rohu je

magicky ¢tverec 4. fadu, tzv. Diirertiv magicky ¢tverec:

16| 312 |13
511011 ] 8
916|712
4 115141

Obr. 2.21: Diirertiv magicky ¢tverec

Od magického ¢tverce uvedeného v ¢lanku 2.4 na obr. 2.11 se lisi dvéma tpravami:

zémeénou 2. a 3. sloupce a oto¢enim o 180°.

V Diirerovu magickém ¢tverci je v poslednim radku jesté zakédovan letopocet 1514
a ¢isla v rozich tabulky jsou kody inicidl autorova jména. Cislo 1 predstavuje

1. pismeno abecedy a ¢islo 4 pak 4. pismeno abecedy. Tedy D |15] 14| A. ([6] str. 61)

Diirerovu magickému ¢tverci, ktery ma vSechny pozadované vlastnosti (konstantni
soucet ¢isel na jednotlivych fadach, sloupcich i diagonalach k& = 34), jsou pfipisovany
jesté dalsi vlastnosti znazornéné na obr. 2.22, kde soucet stejné barevnych ¢isel dava

konstantu k& = 34 ([10]).
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5
9
4
a
16| 3 13 16
5110 8 5
9 7112 9
4 14 1 4
d e f
1631213 161312 |13 163 ]2 |13
S|10[11] 8
9 16| 712
4 15114 1
g h 1

Obr. 2.22: Znazornéni vlastnosti Diirerova magického ¢tverce

Miuzeme se vSak pfesvédcit, ze tyto pozoruhodné vlastnosti ma i nas ,obycejny*

magicky ¢tverec z obr. 2.11.
Na zéavér kapitoly uvedeme jesté jeden zajimavy magicky ¢tverec. Antonio Gaudi

(1852 — 1926) umistil na katedralu La Sagrada Familia v Barcelong, jejiz stavba byla

zahajena v roce 1884, ,magicky ¢tverec* 4. radu (obr. 2.23),
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11| 71619
8 (10|10 5
13123 |15

Obr. 2.23: Magicky ¢tverec Antonia Gaudiho

1 [14]15] 4
12171609
8 (11 ]10] 5
131 2] 3|16

Obr. 2.24: Standartni magicky ¢tverec 4. Fadu

ktery vsak na rozdil od standardniho ¢tverce (obr. 2.24) neobsahuje ¢isla 12 a
16, ale obsahuje dvakrat ¢isla 10 a 14. Splhuje vSak podminku konstantniho souc¢tu
¢isel na vSech fadéch, sloupcich i diagonélach a jeho konstanta k = 33 (tzv. Kristova

léta). (]6], str. 62)
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3 Poctarské algoritmy a praktiky

3.1 Souciny c¢isel koncicich ¢islici 0, 1, 5 a 6

I kdyz v dnesni dobé se néktefi lidé domnivaji, ze je zbytecné, aby ¢lovék umél
pocitat zpaméti nebo pomoci riznych poctarskych praktik, je t¥eba si uvédomit, ze
pravé pohotovy odhad vysledkt, tak dilezity pro rozhodovéani, je zalozen na téchto

dovednostech. Proto zde uvadime nékteré piiklady starych algoritmt a praktik.

Ze skoly v8ichni zname pravidlo pro vypocet druhé mocniny dvojciferného ¢isla

konciciho ¢islici 5:
Vezmi pocet desitek, vyndsob je cislem o jednicku vétsim a za vysledek
pripis 25.
Napiiklad 65% = (6-7)-100425 = 4 225. Odivodnéni tohoto pravidla je nasledujict:

(10a + 5)* = 100a® + 100a + 25 = a - (a + 1) - 100 + 25

Toto pravidlo lze samoziejmé pouZit i pro &isla 6,52 = 42,25, nebo 650% = 422 500.
To plati pro druhou mocninu. Ale podivejme se na soucin ruznych ¢&isel koncicich

¢islici 5:

(10a +5) - (10b+ 5) = 100ab + 50a + 50b + 25 = 10 - (10ab + 5a + 5b + 2) + 5

Z toho vyplyva, Ze soucin nékolika ¢isel, ktera vSechna konéi ¢&islici 5, bude také
koncit ¢islici 5. To neni nijak prekvapivé, protoze je to i disledek kritéria

délitelnosti ¢islem 5.

Tuto vlastnost vSak ma i ¢islice 6.
(10a + 6) - (10b + 6) = 100ab + 60a + 60b + 36 = 10 - (10ab + 6a + 6b + 3) + 6

Neni snad tieba odivodiovat, Ze stejnou vlastnost maji i ¢islice 0 a 1 a zadné jiné

¢islice. Vyplyva to z mnoziny druhych mocnin vsech ¢islic.
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Skutecnost, ze 252 = 625 nas privadi na myslenku, jestli zminéna vlastnost neplati

i pro ¢isla, ktera kon¢i dvojc¢islim 25. Pokusme se to ovérit:
(100a+25)-(100b+25) = 10000ab+2500a+25006+625 = 100-(100ab+25a+25b+6)+25

Soucin nékolika ¢isel, ktera vSechna kondci dvojéislim 25, bude také koncit

dvojc¢islim 25.
Pokusme se nyni zjistit, ktera dalsi dvoj¢isli maji také tuto vlastnost. Z tabulky

druhych mocnin zjistime, Ze jsou to pouze dvojcisli 00, 01 a 76. Uvedme tedy jesté

odtvodnéni pro dvojcisli 76 (piipad 00 a 01 je trivialni):
(100a+76)-(100b+76) = 10000ab+7600a+7600b+5776 = 100-(100ab+T76a-+76b+57)+76

Zavér: Soucin nékolika ¢isel, ktera vsechna kon¢i dvojéislim 25 (76), bude také koncit

dvojéislim 25 (76).

Priklad 3.1

3561327 kondi ¢islici 6 2015%4 kond¢i &islici 5 7812317 konéi &islici 1

73251083 konéi dvojéislim 25 1976°% konéi dvojéislim 76

Sila matematiky spociva v tom, Ze o téchto vyrocich se tézko miizeme presvédcit

vypoctem, ale presvédéil nas vyse uvedeny diikaz.
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3.2 Nekonec¢né cisla

Ptedchozi ¢lanek samoziejmé prinasi otazku, jestli takova vlastnost plati i pro troj-
¢isli, ctytreisli atd. Tak jako pfi hledani dvojéisli jsme vychézeli z éislic 0, 1, 5 a 6,

musime zde vychazet z dvojcisli 00, 01, 25 a 76. ([17] str. 71)

Vyjdéme z dvojéisli 76 a hledejme ¢islici k tak, aby platilo (100k+76)% konéi trojéis-
lim £76. Pro zjednoduSeni postupu volime druhou mocninu a nikoli soucin riznych
¢isel.

(100k + 76)* = 10000k* + (15200k + 5776)

10000k2 je délitelné ¢islem 1 000 a neovliviiuje posledni trojéisli a z tvahy ho
vynechame. Je potfeba, aby rozdil (15200k + 5776) — (100k + 76), kde (100k + 76)
je posledni trojcisli, byl délitelny ¢islem tisic a jiz nemél vliv na hodnotu posledniho

trojc¢isli.
15200k 4 5776 — 100k — 76 = 15100k 4 5700 = 15000k + 5000 + 100 - (k + 7)

Pro k = 3 bude tedy vyraz délitelny ¢islem 1 000 a my jsme nasli hledané trojé¢isli
376.

Jednodussi je postup vychézejici z dvojcisli 25:

(100k + 256)% = 10000k 4 5000k + 625 = 1000k - (10 - k + 5) + 625

Protoze 1. sc¢itanec je délitelny ¢islem 1 000, je hledané trojcisli 625.

Zbyvajici dvojcisli 00 a 01 generuji trojcisli 000 a 001.

Pokud bychom postupovali dal a hledali prislusna ¢tytéisli, péticisli atd., dostali
bychom tzv. nekonecna cisla

...2 890 625 ... 7109 376 ...0000 000 ...0 000 001

Cisla 0 a 1 jsou kofeny rovnice z*> —x = 0 — x - (z — 1), ale ukazuje se, 7e i prvni

dvé nekone¢na ¢isla jsou kofeny této rovnice. Dalsi feSeni rovnice nemé. ([17] str.74)

28



Oduvodnéni: Umocnime-li
¢islo koncici dvojéislim 25 (76), dostaneme ¢&islo konéici dvojéislim 25 (76),
¢islo konéici trojéislim 625 (376), dostaneme ¢islo konéici trojcislim 625 (376),

¢islo konéici ¢tytcislim 0625 (9376), dostaneme ¢islo konéici ¢tyicislim 0625 (9376).

Jinak Feceno: pii vypoctu posledniho n-¢isli ¢isla x, dostaneme stejné n-¢isli jako u

Gisla z2.

Dé se dokazat (|16] str. 73), Ze nekone¢né ¢islo . .. 2 890 625 lze ziskat ,,jednodussim*

zpisobem vypoctem (((5%)%)%)? ...

52 = 25 51 = 625 5% = 152 587 890 625

Ov8em pro vyssi mocniny je to také obtizné. Pro nekonec¢né ¢islo ...7 109 376

podobné TeSeni neexistuje.
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3.3 Chytré dikazy a vypocty

Priklad 3.2 ([17] str. 4)

Obr. 3.1: Rozdéleni ¢tverce Obr. 3.2: Rozdéleni ¢tverce

[e] predstavuje policko, které se dal déli stejnym zpiisobem

Ctverec o strané a = 1 je rozdélen Ctverec o strané a = 1 je rozdélen

na ¢tyruhelniky o obsahu % + i + % o na ¢tyriuhelniky o obsahu % + % + 2% e
sl 1.1, 1 _ .22, 2 2 _

Takze.§+;l+§+1—6+...f1 Takze.§+§+2—7+8—1...f1

Piiklad 3.3 ([14] str. 198)

N

™~
Obr. 3.3: Schéma dikazu obsahu trojuhelnika

S =n?:2 S=14+2+34+4+5...+n
=n*:2)+(n:2)=3n-(n+1)
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Piiklad 3.4 ([13] str.170)

Rusky matematik A. N. Kolmogorov jiz v péti letech objevil zakonitost

1=1-1
1+3=2-2
1+3+5=3-3

14+34+54+7=4-4atd.

Jako dukaz uvedl obrazek 3.4:

Obr. 3.4: Kolmogoruv diikaz

Priklad 3.5

Galileo Galilei (1564 - 1642) v roce 1615 predved! dikaz rovnosti

1 1+3 14345  1+43+5+7

3 B5+7 T7+9+11 9+411+13+15

nasledujicim obréazkem 3.5 ([3] str. 41):

* & oo eV

& S| ]| & |~
e o S0 & 8|~
& & & S| & & »

Obr. 3.5: Dikaz rovnosti Galileo Galilei
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Obecné:
1+3+...+(2n—-1) 1

Cn+1)+2n+3)+...+(4n—-1) 3

Priklad 3.6

Méme dokézat, ze pro kazdé pfirozené cislo n plati

1+34+54+7+9+...+n-(2n—1)=n?

Dukaz provedeme analogicky jako v predchozim prikladu ([15] str. 150):

L ) L )
O o

L
A
'

(]

Obr. 3.6: Schéma dikazu rovnosti

1434+5+7+9=5
1+3+5+7=4

1+3+45=3
1+3=22
1=12

Druhy krok diitkazu matematickou indukei:

1+34+54+7+9+2n—1)+2n+1)=(n+1)?
n’+(2n+1)=(n+1)?
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Priklad 3.7

Zapisy nékdy klamou ([14] str. 51).

Rozhodnéte, zda ¢islo m —3 je racionélni, nebo iracionalni.
Upravime vyraz 7 + 43 =4+4V3+3 = (2+ \/3)2

Cislo /74 4V3 —V3=2+/3—-/3=2

Priklad 3.8

Prekvapivé vysledky ([19] str. 61)

Yari-aft VIR =R =R
f2ri-2yt = -y i
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Priklad 3.9
Bez umochovani napiste vysledek posledniho radku ([15] str. 150)
9% =81
992 = 9801
999% = 998001
99992 = 99980001

92 = (10— 1)2 = 100 — 20 + 1 = 81

992 = (100 — 1) = 10000 — 200 + 1 = 9801

999% = (1000 — 1) = 1000000 — 2000 + 1 = 998001

99992 = (10000 — 1)% = 100000000 — 20000 + 1 = 99980001
Obecné: (10" —1)2 = 102" — 210" + 1 = (10" — 2) - 10" + 1
Priklad 3.10
»1ézkéa uloha“ profesora Racinského ([17] str. 123):
Vypoéitejte zpaméti hodnotu vyrazu (102 4 112 + 122 + 132 + 142) : 365
Regent: 102 + 112 + 122 = 100 + 121 + 144 = 365

13% + 14% = 169 + 196 = 365

(102 + 112 4+ 122 + 132 + 14%) : 365 = 2
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3.4 Pythagorejska cisla

Jiz staii Egyptané pouzivali pravoihly trojuhelnik o stranach v poméru 3 : 4 : 5k

sestrojovani pravého thlu pii stavbach. Pythagorovi je ale pfipisovan objev vztahu
a? +b* =

jako tzv. Pythagorova véta. Casto bylo tfeba sestrojit i jiné pravouhlé trojihelniky,
jejichz strany maji délky vyjadiené prirozenymi cisly, a tak zacali lidé vyhledavat
dalsi trojice prirozenych ¢isel, které by splhovaly vyse uvedeny vztah. Takovym

trojicim ¢isel fikdme pythagorejska &isla ([15] str. 29). Kromé jiz uvedené trojice

(3,4,5) se objevily dalsi napf.

5 12 13 § 156 17 11 60 61
7T 24 25 9 40 41 13 84 85

Vyhledavani téchto trojic nebylo jednoduché, ale postupné se objevovaly obecné

vlastnosti téchto trojic, které prece trochu usnadnily hledani.

Predné bylo zfejmé, ze vynasobenim urcité trojice pfirozenym ¢islem n nevznikne
nové pythagorejska trojice, nebot ptivodni a novy trojihelnik budou podobné. Proto

byla stanovena podminka, ze ¢isla pythagorejské trojice musi byt nesoudélna.

7 této podminky vyplyva, ze ¢isla v trojici nemohou byt vesmés suda.

Nemohou v8ak byt ani vesmés lich4d. Umocnovani ¢isel zachovava jejich paritu a soucet

i rozdil dvou lichych ¢isel je sudy.

V trojici nemohou byt ani dvé suda ¢isla, protoze by muselo byt sudé i treti ¢islo

a trojice by byla délitelna dvéma a tedy soudélna.

Zaveér: 'V pythagorejské trojici musi byt jedno ¢islo sudé a dvé licha.
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Pozorovanim objevenych pythagorejskych trojic ¢isel se ukazalo, ze
e jedna ,odvésna“ je vzdy suda a druhé liché,

e _prepona“ je vzdy licha,

jedna ,,odvésna“ je vzdy délitelna tfemi,

jedna ,odvésna“ je vzdy délitelna ¢tyfmi (muze to byt i ta, kteréd je délitelna

tfemi),
e jedno z cisel trojice je vzdy délitelné péti.
Presto vSechno bylo hledani novych pythagorejskych ¢isel az do 16. stol. velmi

obtiZné.

Kdyz v 16. stol. objevili italsti matematikové komplexni ¢isla, nasla se cesta k

snazsimu sestaveni dalsich pythagorejskych trojic ([11] str. 292).

Libovolné komplexni &slo a + bi, kde &sla a, b jsou rizné prirozena ¢isla a i2 = —1,

generuje pythagorejskou trojici ¢isel z,y, z. Ze vztahu

(a+ bi)* = a® — b* + 2abi

uréime T = |a® — b?| y = 2.ab z=a*+1

Piiklad 3.11
(3+2)2=9—4+12 =5+ 12 r=5y=122=13

To je jedna z trojic jiz v tvodu ¢lanku uvedenych.
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Priklad 3.12
(7 + 5i)* = 49 — 25 + 707 = 24 + 70: r=24,y="70,2="T4

Nalezena trojice je ale soudélnd a musime ji kratit dvéma: x = 12,y = 35,2 = 37

Presvédcime se, ze trojice vyhovuje podminkam: 144 + 1225 = 1369

Jedno ¢islo je sudé, dvé jsou licha, nejvétsi ¢islo je liché, 144 je délitelné tiemi i

tyFmi, 1 225 je délitelné péti.

Priklad 3.13

V obou predchozich prikladech platilo a > b. Zvolme proto piiklad, kdy a < b.

(24 50)2 = 4 — 25+ 20i = —21 + 20i x =21,y =20,z = 29
Nyni je ziejmé, pro¢ je ¢islo x = |a* — b?|. Piesvédéime se, Ze trojice vyhovuje
podminkam:

441 4+ 400 = 841

Jedno ¢islo je sudé, dvé jsou licha, nejvétsi ¢islo je liché, 441 je délitelné tfemi a 400

je délitelné ¢tyfmi a péti.
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4 Netradi¢ni kritéria deélitelnosti prirozenych cisel

4.1 Netradic¢ni kritéria délitelnosti prirozenych cisel
Kritéria délitelnosti ptirozenych ¢isel vychézeji z nasledujicich tii poznatki:
a=n-b+z (1)

Rozlozime-li ¢islo a na soucet nasobku ¢isla b a Cisla z, pak ¢isla a i z davaji pfi
déleni cislem b stejny zbytek.
Pro kazda dvé nesoudélna cisla a a b plati

jestlize a | z a soucasné b | z, pak také a-b | z (2)
Pro kazda dvé ¢isla a a b plati

jestlize a - b| z, pak také a |z a b | z (3)

Na zakladé poznatku (1) se zéci zakladni i st¥edni 8koly seznamuji s kritérii
deélitelnosti ¢isly 2, 3, 4, 5, 8, 9, 10, 11, 25 a 125 a podle poznatku (2) pak s ¢isly 6,

12 a dalsimi slozenymi ¢isly.
4.2 Zakladni tii skupiny kritérii délitelnosti
4.2.1 Kritéria délitelnosti pro délitele ¢isla 10"
Rozvinuty zapis prirozeného ¢isla a
a=cy 10"+ cpq - 10" 4 - 107+ ¢1 - 10+ ¢
miizeme napiiklad upravit na tvar
a=10% (¢, 10" 2 + ¢, 1 - 10" 3 + ... +¢c3-10) + (c1 - 10 + o)

a podle poznatki (1) a (3) tak vidime, Ze o délitelnosti ¢isla a ¢islem 100 a vSemi jeho

deliteli (2, 4, 5, 10, 20, 25 a 50) rozhoduje jen délitelnost posledniho dvojéisli ¢isla a.
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Analogicky lze odvodit i kritéria déliteli mocniny 10" pro libovolné n. V praxi
maji vyznam jen kritéria déliteli 10, 10? a 10%. ([2] str. 49 — 56).
4.2.2 Kritéria délitelnosti pro délitele ¢isla 10" — 1

7 duvodu pftehlednosti vykladu nebudeme vychazet z obecného zapisu ¢isla a a

zvolime ¢islo a = 756 381. Jeho rozvinuty zapis upravime

a=7-10°+5-10"+6-10° +3-102+8- 10 + 1 (4)
a="T7-(99999 + 1) +5- (9999 + 1) +6- (999 + 1) +3-(99+ 1) +8-(9+1) +1
a="7-99999 +5-9999 +6-999 +3-99+8 -9+ (T+5+6+3+8+1)

a=9-(7-111114+5-11114+6- 111 +3-11+8)+ (7T+5+6+3+8+1)

S

ciferny soucet ¢isla 756 381

a=9-b+30

Podle poznatku (1) je zfejmé, Ze ¢islo a = 756 381 neni délitelné ¢islem 9, nebot
¢islo z = 30 neni délitelné ¢islem 9 (dava zbytek 3), ale je délitelné ¢islem 3 pole

poznatku (3). (|2] str. 56-57)

Podivejme se nyni, jestli by se dalo toto kritérium rozsitit podobné jako v ¢lanku
4.2.1, tzn. zkoumat délitele ¢isel (100™ — 1), resp. (1000™ — 1). Pro dalsi postup

opét zvolme a = 56 381. Rozvinuty zapis ¢isla a (4) upravime nyni na tvar
a=75-10"+63-10% + 81
a=75-(9999+1)+63-(99+ 1) + 81

a=099-(75- 1111+ 63 11) + (75 + 63 + 81)
N—————

soucet cifernych dvojéisli ¢isla 756 381

a=99-b+ 219
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Kanonicky rozklad ¢isla 99 = 3% - 11 ukazuje, Ze mizeme podle poznatkii (1) a (3)
rozhodnout o délitelnosti ¢isly 3, 9, 11 a 33. Protoze ¢islo 219 = 3-73 je z uvedenych

¢isel délitelné pouze tfemi, je i ¢islo a délitelné také tremi.

Nalezli jsme tak nové kritérium délitelnosti ¢islem 11:

Libovolné pfirozené ¢islo je délitelné c¢islem 11 pravé tehdy, kdyz je cislem 11

délitelny soucet cifernych dvojcisli poc¢itanych zprava doleva.

Poznadmka: Zvolené ¢islo 756 381 mé kanonicky rozvoj 3 - 17 - 14831. Rozhodnuti o
tom, Ze ¢islo 14 831 je prvocislo, nelze podle tabulek. Vypocitame /14831 = 121, 8
a oveéiime, ze dané ¢islo je prvocislem, jestlize neni délitelné Zadnym prvocislem p,

pro které plati 17 < p < 127.

4.2.3 Kritéria délitelnosti pro délitele ¢isla 10" + 1

Vyjdeme opét ze zvoleného ¢&isla a = 756 381 a rozvinuty zapis (4) upravime pro
délitele 10' +1 = 11:
a=7-10+5-10"+6-10+3-10>+8-10+ 1 (4)
a=7-11-=1)5+5-(11-1)'+6-(11—-1)3+3- (11 —=1)>+8- (11 —1) + 1

Podle binomické véty je vyraz (11 —1)" roven souc¢tu n+ 1 séitanct, z nichz prvnich
n séitancu je nasobkem &fsla 11 a posledni s¢itanec ma hodnotu 1 (pro n sudé) nebo

~1 (pro n liché).
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Takze nas zapis mizeme upravit na tvar:
a=11-b4+(-7+5—-6+3—-8+1)

a=11-b4+(54+3+1)—(T+6+8)

N N J

soucet Cislic  soudet Cislic
stojicich na  stojicich na

rfadech sudych tadech lichych
a=11-b4+9—21
a=11-b—12
Zapis upravime tak, aby ¢islo z podle poznatku (1) bylo kladné:
a=11-(b—2)+10

Tak jsme dospéli k znamému kritériu délitelnosti ¢islem 11 ([2] str. 57-58):

Libovolné prirozené ¢islo je délitelné ¢islem 11 pravé tehdy, kdyz je cislem 11
délitelny soucet ¢islic stojicich na fadech sudych zmenseny o soucet ¢islic stojicich

na fadech lichych.

Upravime-li rozvinuty zapis (4) pro délitele 10? 4+ 1 = 101 ziskdme analogickym po-
stupem pouze prakticky nepotifebné kritérium délitelnosti ¢islem 101, a protoze to

je prvocislo, tak uz zadnym jinym.

Upravme proto rozvinuty zapis rovnou pro délitele 10% + 1 = 1001, jehoZ kanoni-
cky rozklad je 1001 = 7-11- 13, ziskame zfejmé jiz tieti kritérium délitelnosti ¢islem
11 a dale kritéria délitelnosti ¢isly 7 a 13. Jako vychozi ¢islo a si v8ak musime zvolit

¢islo asponi deseticiferné. Budeme jiz postupovat struénéji ([2] str. 58-59):
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Zvolme a = 4 231 756 381 a jeho rozvinuty zapis
a=4-1024+2-10*+3-10"+1-10°+7-105+5-10* +6- 10> +3-102 +8- 10+ 1
upravime na tvar

a=4-(1001 — 1) + 231 - (1001 — 1)% + 756 - (1001 — 1)3 + 381

Podle binomické véty je vyraz (1001 — 1)™ roven sou¢tu n + 1 sé¢itancii, z nichz
prvnich n séitanct je nasobkem ¢isla 11, a posledni s¢itanec ma hodnotu 1 (pro n

sudé) nebo —1 (pro n liché). TakZe nas zapis mizeme upravit na tvar:

a = 1001 b+ (—4 + 231 — 756381)

a=1001-b+ (231 + 381) — (4 + 756)
——— N——
soucet trojcisli  soucet trojcisli
stojicich na  stojicich na

radech sudych tadech lichych
a=1001-b— 148
Zapis upravime tak, aby ¢islo z podle poznatku (1) bylo kladné:
a=1001-(b—1)+ 853

Protoze ¢islo 853 neni délitelné sedmi (dava zbytek 6), ani jedenécti (dava zbytek

6), ani tfinacti (dava zbytek 8), neni témito ¢isly ani délitelné ¢islo 4 231 756 381.

Takze cislo 4 231 752 375 bude délitelné sedmi i jedenacti a ¢islo 4 231 756 373
bude délitelné tfinacti. Nasli jsme tak jiz treti kritérium délitelnosti jedenacti a

kritérium délitelnosti ¢islem 7 a 13.

Libovolné ptirozené ¢islo je délitelné ¢isly 7, 11 a 13 pravé tehdy, kdyz témito ¢isly

je délitelny soucet cifernych trojéisli stojicich na radech sudych zmenseny o soucet

cifernych troj¢isli stojicich na fadech lichych.

Uvedené kritérium je sice zajimavé, ale v praxi jen tézko pouzitelné, protoze jeho

efekt se objevi az u velkych ¢isel.
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4.3 Méné znama kritéria délitelnosti
4.3.1 Kritérium délitelnosti ¢islem 7

Ze vztahu (1) vyplyva, Ze odeteme-li od libovolného ¢isla a nasobek sedmi Tn,
dostaneme c¢islo z, které dava pri déleni sedmi stejny zbytek jako ¢islo a. Toho jsme

jiz vyuzili v predchozim c¢lanku.

Ze vztahu (2) vyplyva, ze pii zjistovani délitelnosti sedmi u ¢isla 10a staci

posuzovat jen délitelnost ¢isla a, protoze ¢isla 7 a 10 jsou nesoudélna.

Jestlize napiSeme prvnich deset nasobku sedmi (0, 7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56,

63), vSimneme si, ze na misté jednotek se postupné vystiidaji vSechny ¢islice.

Z téchto tii poznatkt vychazi zajimavé kritérium délitelnosti ¢islem 7, které lze

popsat nésledujicim algoritmem o t¥ech krocich ([5] str.161-162):

e Od dané¢ho ¢isla a ode¢teme nasobek sedmi, ktery ma na misté jednotek tutéz

¢islici jako ¢islo a
e V zapise Cisla, které jsme dostali, vynechame nulu na misté jednotek

e Postup opakujeme, dokud nedostaneme ¢islo, o kterém jiz bez vypoctu mizeme

rozhodnout o jeho délitelnosti sedmi.

Priklad 4.1

Zvolme c¢islo a = 26 586
26 586 — 56 = 26 530 (vynechame nulu)
2653 -63 = 2590
259 -49 = 210
21 je délitelné sedmi, proto i ¢islo 26 586 (= 7 - 3798) je délitelné sedmi
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Priklad 4.2

Nekdy muzeme zjistovani urychlit:
Zvolme ¢islo a = 286 357
Od cisla a odec¢teme ¢isla 280 000 a 7, ktera jsou nasobky ¢&isla 7
6 350 vynechame 0
635 odecteme 630

5 neni délitelné sedmi, proto ani ¢islo 286 357 neni délitelné sedmi

4.3.2 Kritérium délitelnosti ¢islem 19

Kazdé prirozené ¢islo n se da vyjadrit jako n = 10x +y, kde x je pocet vSech desitek

v daném ¢isle n (nikoli ¢islice Ffadu desitek) a y je ¢islice fadu jednotek. Naptiklad
7365 =10-736 4+ 5

Nyni dokdzeme kritérium délitelnosti ¢islem 19 ([16] str.78-79):

Cislo n = 10z + y je délitelné ¢islem 19 prave tehdy, kdyz je ¢islem 19 délitelné

Cislon’ = x + 2y

Vypocteme rozdil
10n’ —n = 10(z + 2y) — (102 + y) = 19y
10n' =19y +n (5)
Z uvedeného vztahu (5) vyplyva: Bude-li ¢islo n' délitelné ¢islem 19, bude ¢islem

19 delitelné i ¢islo n a naopak, je-li n délitelné ¢islem 19, je jim délitelné i ¢islo n'.

Dokézané kritérium lze formulovat i takto:

Ptirozené ¢islo n je délitelné devatenacti pravé tehdy, kdyz soucet poctu jeho vSech

desitek a dvojnasobného poctu jednotek je délitelny devatenacti.

Podobné jako v ¢lanku 4.3.1 mtzeme odvodit algoritmus, ktery si ukdzeme na

prikladu.
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Priklad 4.3

Rozhodnéte o tom, jestli ¢islo 47 045 881 je délitelné ¢islem 19.

Postup: Podle vyse uvedeného kritéria délitelnosti ¢islem 19 vypracujeme tabulku
4.1. Sestavime ji tak, ze z Cisla 47 045 881 oddélime cislici 1 na pozici jednotek.
Nésledné ke zbylému ¢islu (4 704 588) piicteme dvojnasobek oddélené ¢islice, tedy
¢islo 2. Od vzniklého ¢isla opét oddélime ¢islici na pozici jednotek a takto v postupu

pokracujeme déale dokud nedojdeme k vyslednému ¢islu.

A704588|1 | 471[2
+2 |44
470459(0 47]5

+0 | +10
47045|9 5|7
+ 18 414
4706|3 19
+6

Tab. 4.1: Postup ovéfeni délitelnosti ¢islem 19

Protoze ¢islo 19 je samoziejmé délitelné c¢islem 19, je i ¢islo 47 045 881 délitelné

¢islem 19.

47045881 = 19 - 2476099
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4.4 Délitelnost cisel zapsanych v nedesitkovych ¢iselnych

soustavach

Kritéria délitelnosti prirozenych ¢isel muzeme zkoumat i v nedesitkovych ¢iselnych

soustavach. Ptitom je tfeba si uvédomit:

e Vlastnost byt ¢islem slozenym nebo prvocislem je vlastnost ¢isla a nezavisi na

numeracni soustavé, ve které je zapsano ([8] str. 100-104).
e Kritérium délitelnosti je vlastnosti numeracni soustavy a ne vlastnosti ¢isla.

e Cislo je délitelné zakladem soustavy, ve které je zapséno, pokud c¢islice fadu

jednotek je nula.

e Pokud zapis ¢isla v soustavé o zédkladu z kon¢i k£ nulami, je toto ¢islo délitelné

¢islem 2% (|21] str. 55)

Priklad 4.5

Cislo (110)3  je délitelné tiemi

(420)5 je délitelné péti

(600)7 je délitelné sedmi a ¢tyticeti deviti

(2000);,  je délitelné ¢tyfmi, Sestnacti a Sedesati ¢tyimi
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Priklad 4.6

Prevodem do sedmickové soustavy zjistéte, zda ¢islo 76 324 je délitelné sedmi.

76 324
10 903
1 557
222
31

zbytek

= W | Ot W |

Tab. 4.2: Postup prevodu do sedmickové soustavy

Cislo 76324 = (435343)7 neni délitelné sedmi a dava zbytek 3.
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5 Staroveéké pocetni postupy

5.1 Egyptské kmenové zlomky a pocitani s nimi

O egyptské pocetni kultute se nejvic dovidame ze dvou papyri — Moskevského (asi
1 700 pred n.l.) a Rhindova (asi 1 890 pfed n.l.) Oba papyry obsahuji mimo jiné
i nékolik desitek tloh, ze kterych muzeme usoudit na tehdejsi pocetni postupy se

zlomKky.

Egyptané pracovali pouze s prirozenymi ¢isly, ktera vsak jesté nebyla abstrahovana
jako ¢isla v dnesnim zpisobu chapéni, ale jen jako pocet urcitych predméti. Podobneé
i zékladni pocetni operace se opiraly o pfedmétnou pfedstavu, takze jedno z ¢isel
predstavovalo mnozstvi predmétu (¢islo pojmenované) a druhé ¢islo bylo opera-

torem. ([23] str. 17)

Vzhledem k omezenym pocetnim znalostem vznikaly potize hlavné pii déleni. Pokud
déleni nevychazelo beze zbytku, musely nastoupit zlomky. Egyptané neznali zlomky
v naSem slova smyslu, ale jen tzv. zlomky kmenové, které maji ¢itatel rovny ¢islu 1.
Proto jejich hieroglyfické zapisy zlomku vibec ¢itatel nemaji. Kazdy jiny zlomek,
presnéji feceno podil dvou prirozenych ¢isel, bylo nutné zapsat jako soucet vesmeés
riznych kmenovych zlomki. Jedina vyjimka z tohoto pravidla byl ,zlomek* 2 : 3.
Neni zfejmé, pro¢ byla tato vyjimka zavedena. Je sice jisté, Zze tento zlomek nebylo

mozné zapsat jako
% + %, ale bylo mozné ho zapsat jako % + %

Vzhledem k tomu, Ze hieroglyfické zapisy bychom neuméli napsat a mozna ani
precist, budeme v dalsim textu jiz pouzivat nas zpusob zépisu zlomki, tak jako

jsme to udélali jiz v predchozim zapisu ,zlomku* 2 : 3.

V Egypté existovaly ,,pocetnice” s predpokladanou riznou trovni znalosti aritmetiky
a odpovidajici i riznému spolec¢enskému postaveni. Existuje dokonce nézor, ze

nejvyssi kasta u¢encu (knézi) tajila své objevy pred vefejnosti a davala k dispozici
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jen potfebné formalni postupy a tabulky.

Elementéarni pravidla pro pocitani se zlomky zahrnovala téchto 5 rovnosti (|23] str.

18):

Pro nas se zda, 7ze vSem témto rovnostem neni tfeba se ucit, protoze jedna vy-

plyva z druhé. Jenze tehdy poctari neznali zadné algebraicka pravidla ani vlastnosti

pocetnich operaci (komutativnost apod.). Uréitym pokrokem byl poznatek, zZe
2

zlomky ve tvaru 5, kde k je libovolné prirozené ¢islo, lze zapsat jako soucet

. o1 1
kmenovych zlomku 5 + &

P1i tvorbé tabulek pro pocitani se zlomky Egyptané objevili identitu 2 - % =2:n,
kterd se ndm zda byt samoziejmosti, ale byla vychodiskem pro vytvoreni tabulek
podilt 2 : n pro v8echna licha ¢isla n od 3 do 101. Vynatek z této tabulky (|23] str.

18) uvadime:

2:5=5+1 2:13=1+L+ 2:21 =L+ 1L
2:7=171+% 2:15 =%+ & 2:23 =1 + &
2:9=5+1 2:17T=%5+%+4& 2:25 =141
2:11=1+2 2:19= %5+ %+ 153 2:27=2L+2

Tab. 5.1: Vynatek z egyptské tabulky podili 2:n
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Existovala fada dalsich tabulek a popisi pocetnich postupt, ale zde uvedeme jen 8

tloh, které jsou uvedeny i s vysledkem v Rhindové papyru (23] str. 19):

1 1

2. 6:10=14L
_ 2 1

3. 7:10=2+1L

Nasobeni zlomki bylo feSeno pomoci operatoru ,,z%
%zﬁ = 2 : 33 a podle pokracovani tabulky 5.1 plati

2:33= % + 6—16
Pravdépodobny postup: (54 1) : 10 = (5: 10) + %

JKracenim® podflu (5 : 10) na (1 : 2) dostaneme 3

21:30 = (20+1):30 = (20:30) + & = 2 + L

Zde kromé ,kraceni“ bylo pouzito i ,rozsifovani*
24:30 = (20 +3+1):30 = (20 : 30) + (3 : 30) + =
27:30 = (20+6+1) : 30 = (20 : 30) + (6 : 30) + =
4:15=(3+1):15=(3:15) + &
16:3=(15+1):3=(15:3) + 3

19:8=(16+2+1):8=(16:8)+(2:8) + 1

7 uvedenych prikladi je zifejmé, ze v Egypté pouzivali ,kraceni a ,rozsifovani*

podili (nikoli zZlomk) k vyjadieni zbytku pomoci souctu riznych kmenovych zlomki.

Podivejme se jesté na jednu tlohu ze zminéného papyru:

9. 1:(34+3+3+%)=1+3 Zdeziejmé doglo k ,rozsiFent* podilu ¢islem 18

18: (54 +6+3+1)=18:64=9:32 =

=(8+1):32=(8:32)+(1:32) =141
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Predchozi tlohy lze Tesit i jinak a ziskat jiny ekvivalentni vysledek. Naptiklad:
3. 7:10:(5+2):10:5:10+2:10:%—1—%

4. 8:10=(+2+1):10=5:10+2:10+1:10=1+1 4%

5. 9:10=18:20= (104+5+2-+1):20 =
= (10:20) + (5:20) +(2:20) + (1:20) = L + L+ & 4 L

V 19. a 20. stol. doslo k vyraznému zvysSeni zajmu o egyptské kmenové zlomky
a fada matematikti v mnoha zemich zacala zkoumat a lustit postupy, které méli k
dispozici egyptologové. Jeden z hlavnich sméri vyzkumu sledoval objeveni obecného

algoritmu pro rozklad pravych zlomkt na zlomky kmenové.

Uvedeme zde dva jednoduché postupy, které se hodi pro zlomky s nepiilis velkym

jmenovatelem a jeden obecné pouzitelny postup ([4] str. 30).

a) Rozklad pravého zlomku na zlomky kmenové, jestlize jmenovatel je slozené &islo.

Najdeme mnozinu vSech délitelii jmenovatele, které jsou mensi nez citatel,
a Citatel rozlozime na soucet vhodnych nalezenych déliteld. Vznikly zlomek

rozdélime na soucet zlomki, které po zkraceni jiz budou kmenové.

8 543 _ 11 4341 11
15_15_3+5 9_9_3_'_9
1,3,5 1,3
o641 1 1 10 743 _ 1,1
12_12_2+12 21_21_3+7
1,2,3,4,6 1,3,7
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b)

Rozklad pravého zlomku na zlomky kmenové, jestlize jmenovatel je prvocislo.

Vhodnym rozsifenim zlomku prevedeme tlohu a postup a). Obvykle musime
rozsiteni zlomku opakovat, dokud se nepodafi najit vhodné ¢islo k rozsiteni.

Postup predvedeme na jednoduché tloze:

2_4 _ 6 _ 5+l _ 1,1 208 5241 11 1
5 10 15_15_3+5 nebo 57 20 20 _4+10+20
1,2 1,3,5 1,2,3,4,5

Je zifejmé, Ze tloha muze mit vice feSeni. Ukazeme si jesté dvé tlohy ve zkré-

ceném postupu:

5 20 _ 13444241 _ 1 , 1 , 1 , 1
13 — 52 52 =1t tTx Tt

1,2, 4,13

5 _ 20 _ 174241 _ 1, 1 , 1
17 — 68 65 —a1T3u T

1,2, 4,17
Tento postup se zda byt jednoduchy, ale nehodi se pro rozklad zlomkii s vétsim
jmenovatelem (prvoé¢islem). Napiiklad zlomek il,)—i’ se ndm nepodari ani po 12

pokusech o rozsiteni rozlozit.

Sylvesterova obecna metoda rozkladu pravého zlomku na zlomky kmenové

Anglicky matematik J. J. Sylvester nasel v roce 1880 obecny postup, ktery
se d& pouzit v kazdém pripadé. Ukazeme si ho na tloze, kterou jsme jiz fesili
v odstavci b) se zlomkem .
Nejprve najdeme nejvétsi kmenovy zlomek, ktery lze jesté odecist od daného
zlomku. Ten se sestroji tak, ze do citatele opiSeme cislo z citatele daného
zlomku, a do jmenovatele napiSeme nasobek citatele, ktery je nejblize vétsi k

¢islu ve jmenovateli daného zlomku. Bude to zlomek % = ;11
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Nalezeny zlomek I (1. kmenovy zlomek rozkladu) nyni ode¢teme od daného

1
zlomku:
5 1 _ 20-17 _ 3
17 4~ 68 68
. : 3 y . 3 _ 1
Postup nyni opakujeme pro zlomek £. Sestrojime nyni zlomek g5 = 55 (2.

kmenovy zlomek rozkladu) a ode¢teme

3 1 _ 222468 _ 1
68 23 7 6823 T 1564

Tim postup konéi, protoze posledni ziskany zlomek je jiz kmenovy (tfeti).

Zapiseme rozklad:

5 1, 1 1
ﬁ_4+23+1564

Postup bychom urychlili rozkladem zlomku % = % = i + 6—18 , takze bychom

dostali rozklad, ktery zname jiz z odstavce b) :

5 _ 20 _ 174241 _ 1, 1 , 1
=7t t

17 — 68 68 34 T 68

Sylvesterova obecna metoda, jak jsme pravé poznali, neni vhodné pro zlomky s
malymi jmenovateli. Vratme se ale jesté ke zminénému zlomku é—i’ a aplikujme

Sylvesterovu metodu.

13 13 _ 13 _ 1
31 7 313 — 39 — 3

13 1 _ 313-31 _ 39-31 _ 8
31 3 1331 93 93
8 8 1
93 7 RI1Z 12
8 1 8-4-31 1

93 12 3134 — 372
3 _1, 1, 1
si—3ttm

Vyse uvedené egyptské pocetni postupy je mozné je chapat jako zajimavou hru
pro zéky, kdy by mohli objevovat rozklad libovolného zlomku na zlomky kmenové.

Napriklad
6024 _ 144743 _ 1 103 _ 1 1 2411 1.1 1
7=~ 8 —atitwTatit T rtituts

23



5.2 Sumerski prevracena cisla

Sumerové pouzivali Sedesatkovou numeraéni soustavu, ale neméli k dispozici potieb-
nych 60 ¢islic. Pouzivali pouze ¢islici 1 a ¢islici pro hodnotu 10. Ostatni ,¢islice
vyjadiovali jejich kombinaci. Cislici 0 — tedy prazdné radové misto — nahrazovali
zvlastnim znakem. Dalsim problémem bylo, Ze skupiny znakit vyjadiujici nékterou
,Cislici od sebe vyrazné neoddélovali, takze zépis neudaval znazornénou ciselnou
hodnotu jednozna¢né. Rovnéz neuzivali fadovou ¢arku, kterd by oddélovala celky

od zlomkdi.

Predpokladalo se, Zze zéapis se spravné pochopi z kontextu, protoze v bézné praxi
tato ¢isla vzdy vyjadrovala néjaké mnozstvi. Ucenci v pozdéjsi dobé numeracni
soustavu zdokonalili, takze bylo mozné zapisy ¢isel uz chapat jednoznacné. ([8] str.

28 - 31)

Dohodnéme se, ze v dalsim textu budeme pouzivat zkraceného rozvinutého zapisu

v Sedesatkové soustavé v nasledujici podobé:
42 - 60" +12-60°+8-6071 +0-6072 4256073 = (42,12;8,0,25)60

Radova carka je vyznacena stfednikem, hranice mezi fddovymi misty c¢arkou.

Sumerové a pozdéji Babylonané dovedli provadét zakladni vypocty, ale problém
vznikal pti déleni. Po té, co objevili, Ze déleni lze nahradit ndsobenim pfevracenym
¢islem, zacali vytvaret tabulky prevracenych ¢isel k ,jednocifernym* ¢islam (1 az
59). Protoze zminéné tabulky nemame k dispozici, vypoé¢itame si prevracena ¢isla

k ¢islim (5)gp a (25)60, ktera budeme v dalsim textu potiebovat.

(5)60 =5 prevracené &slo k 5 je £ = 0,2

. . . -1 __ -1 2 _ oz
Hledejme x, pro které plati 2- 107" =z - 607" nebo 5 = &

odtud plyne z = 12
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Takze prevracené ¢islo k ¢islu (5)go je (0;12)60

(25)60 = 25 prevracené ¢islo k 25 je 5= = 0,04

4 _

Hledejme x, pro které plati 4 - 1072 = x - 6072 nebo 155 = 355

odtud plyne x = 144 = 120 + 24
Takze prevracené ¢islo k ¢islu (25)g9 je (0;2,24)60

Sledujeme-li feSeni tloh na déleni ,dvojcifernym™ délitelem v Sedesatkové soustavé
([7]), pozorujeme, Ze Babylonané a snad jiz i Sumerové pouzivali zajimavy alge-

braicky postup k vypoctu prevraceného ,dvojciferného” ¢isla:

Rozlozme dané pfirozené ,dvojciferné* ¢islo n na soucet a + b, kde ¢isla a a b jsou
,Cislice™ v Sedesatkové soustavé. Pak muzeme prevracené cislo k ¢islu n vypocitat

takto:
(n:a+b)—>(%)—>(%-a:%)—>(%+1:a—b)—>(i)—>( b l:L:%)

Postup si ukazeme na dvou prikladech.
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Priklad 5.1

Vypocitejte prevracené ¢islo k ¢islu n(2,5)g0 = 125

Postup v Sedesatkové soustaveé v desitkové soustaveé
n=a-+b (2, 5)60 = (2, 0)60 + (5)60 125 =120 + 5
3 (0;12)60 0,2
i-a (0;12)g0 - (2,0)60 = (24)g0 0,2-120 =24
F+1 (25)60 25
-2 (0;2,24)0 0,04
aib . % (052,24)60 - (0;12)60 = (0;0,28,48)¢0 | 0,04-0,2 = 0,008
1 (0; 0,28, 48)g0 0,008

Priklad 5.2

Vypocitejte prevracené ¢islo k ¢islu n(10,25)60 = 625

Postup v Sedesatkové soustave v desitkové soustaveé
n=a-+ b (10, 25)60 = (10, 0)60 + (25)60 625 = 600 + 25
% (052,24)60 0,04
% - a (0, 2, 24)60 : (].0, 0)60 = (24)60 O, 04 - 600 = 24
71 (25)60 25
aL—&-b (052,24)60 0,04
aib . % (0;2,24)60 - (0;2,24)60 = (0;0,5,45,36)60 | 0,04 -0,04 = 0,0016
. (0;0,5,45,36)g0 0,0016

Poznamka: Nésobeni ¢isel zapsanych v Ssedesatkové soustaveé bylo provadéno pomoci

jejich rozvinutého zapisu, napt. (0;12)g - (2,0)0 = (1-6071 +2-6072) - (2- 60') =

— (2600 +4-607").
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Sedesatkova soustava méa oproti soustaveé desitkové jednu vyhodu pri déleni. Je
znamo, ze pii déleni prirozenych ¢isel v soustavé desitkové vyjde koneény vysledek
jen kdyz délitel ma v kanonickém rozkladu pouze prvocinitele 2 a 5 (pokud ostatni
prvocinitele lze proti délenci kratit). Cislo 60 mé vSak 8 netrivialnich déliteli (2,
3, 4,5, 6, 10, 12, 20 a 30) a proto je pravdépodobnost, Ze déleni v Sedesatkové
soustavé vyjde s koneénym vysledkem mnohem vétsi. Snad i proto volili Sumerové

tento zéklad své numerac¢ni soustavy. Ukazeme si situaci na prikladu.

Priklad 5.3

Porovnejte déleni 8 : 15 a (8)g : (15)60

8: 15 = 0,533 333. ..

(8)60 : (15)60 = (8)60 : (0, 4)60 = (O, 32)60 =32 60_1 = O, 533333 ...

Pro déleni ¢islem 9, které neni délitelem Sedesati, bylo tfeba znét % =0,111111...v
Sedesatkové numeracni soustavé. Prevod periodického rozvoje do Sedesatkové sous-
tavy v8ak neni jednoduchy. Nelze totiz pracovat s celym nekonecnym rozvojem a
ziskavat tak potifebné zbytky pii déleni Sedesati. Budeme pracovat jen s jednotlivymi

¢leny rozvinutého zépisu a podle vztahu
1-100"=2-60"" — x = 6"

Pro nalezeni hodnoty 0,111 ... v Sedesatkové soustavé zvolime osmimistnou aproxi-
maci 0,111 111 11. Budeme-li nyni postupné pievadét hodnoty 1-1071,1-1072,...1-
1078 do soustavy Sedesatkové, zjistime, Ze ziskané ,¢islice nejsou definitivni, ale jsou

upravovany jesté o prispévky z nizsich radi.
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1-107" T =6" ()60 prispévky korekce (cn)6o
1-107! 6 6 6-1071
1-1072 36 36 3 39 39 - 602
1-1073 216 3-60" + 36 2142 59 59 - 603
1-1074 1296 21 - 60" + 36 9+12 + 59 59 - 60~*
1-1075 7776 2-60%+9-60! + 36 BTHTT+T+2 | 179= +59 | 596075
1-107% | 46 656 | 12-60% 4 57-60" + 36 4544641 128=2-60+8 ?
1-10°7 | 279936 | 77-60% 4 45-60" + 36 33 69=1-60-+9 ?
1-1078 | 1679 616 | 7-603 4 46 - 60 + 33 - 60! +36 | ? ? ?

Ziskali jsme neuplny pétimistny rozvoj (0; 6,39, 59,59, 59, ...)¢, jehoz pfevodem do

desitkové soustavy jiz ziskame aproximaci 0,111 111 11, a d& se predpokladat, ze i

tento rozvoj v Sedesatkové soustavé bude periodicky, takze

0,1 =(0;6,39,59)60
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6 Zlaty rez

6.1 Zlaty rez a jeho konstrukce

Zlaty Tez (sectio aurea) predstavuje zékladni pomér délek, ktery se objevuje v
prirodé. Jiz od antiky ¢lovéka vzdy tato dokonalost fascinovala a inspirovala. Proto
jej pouzil pii stavbach nékterych architektonickych skvosti. Zlaty fez muzeme najit
na athénském Pantheonu, na pafizské katedrale Notre Dame, ale i na budové OSN

v New Yorku.

7 hlediska matematiky je tfeba pfipomenout dilo ,De divina proportione”, jehoz

autor Fra Luca Pacioli v roce 1509 definoval zlaty fez takto (|1] str. 308):

Zlaty fez vznikne rozdélenim usecky AB na dvé ¢asti (viz obr. 6.1) tak, Ze pomér
velikosti vétsi ¢asti |AC| k velikosti mensi ¢asti |C'B| se rovna poméru velikosti celé

tsecky |AB| k velikosti vétsi casti |AC].

|AC| : |CB| = |AB| : |AC], pficemz |AC| + |C'B| = |AB]|

2i08|

Obr. 6.1: Konstrukece zlatého fezu

Z obrazku 6.1 je patrna i konstrukce rozdéleni usecky, kterou lze aplikovat pomoci
podobnosti na libovolnou jinou tusecku. Bylo by vhodné dokazat, Ze uvedena kon-

strukce na obrazku skutecné odpovidé vyse uvedenému pomeéru:
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Zvolme |OB| =1, pak |[AB| =2 a |[AO| = 4+ 1=+/5

|AC| = |AO|—|OB| = v/5—1 |CB| = |AB|—|AC| =2—+5+1=3-+/5
VE-1):3=vV5)=2:(vV/5-1)—=6—-v5=6—-+5

Pokusme se nyni vyjadiit vyse uvedeny pomér pocetné:

Ozna¢me: |[AB| ==z, |AC|=1,|CB|=2—-1

Pak nas pomér dostane tvar 1: (r —1) =z : 1, odtud plyne 2> —2 —1=0

H
+
B

Tato kvadraticka rovnice mé dva koteny: x; =

Tog = (zaporny kotfen nevyhovuje)

Mizeme tedy napsat |AC|: |CB| = |AB| : |[AC| = 1+2\/5

Cislo %5 = 1,618 033 988 74 . . . je iraciondlni a pro technickou potiebu (rozméry
oken apod.) se vice hodi pouzivat zlomky, které jsou vhodné racionalni aproxi-
mace tohoto ¢isla. ([17] str. 42) Jednou z cest byla tzv. Fibonacciho posloupnost

(Leonardo Pisano, jinak také zvany Fibonacci 1170 - 1250):
{0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,. .. }

dana rekurentnim vzorcem a, 1 = a, + a,_1, ap=0,a; =1

Potiebnou aproximaci ¢isla %5 najdeme podilem dvou sousednich ¢lenti posloup-
nosti
Api1 : Gy £=16 2=1,625 2 —1,6181818...

V obdobi renesance, kdy zlaty fez byl pouzivan jako jeden z hlavnich estetickych

prvki pfi projektovani staveb, nebylo pii vyrobé okennich tabulek nebo vytvareni
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sgrafitového vzoru ,psanicek” na fasddach domi nutné pouzivat prilis pfesnou aproxi-

maci, stacil jen pomér 8:5.

Existoval v8ak jesté jeden zajimavy zptisob vytvofeni potFfebného poméru. Je znamo,
ze thlopricka a strana pravidelného pétitihelnika jsou v poméru zlatého rezu. Tak
bylo mozné vyrobit potfebné sablony zlatych obdélnikti. Model pravidelného pétithel-

nika se da snadno vyrobit z prouzku papiru. Uvazeme na ném uzel, jak je uvedeno

F

Obr. 6.2: Model pravidelného pétithelnika

na obr. 6.2. (|1] str. 309).

6.2 Zajimavé vlastnosti poméru zlaty rez

Dohodnéme se, ze pomér zlatého fezu budeme v této praci zapisovat ve tvaru @

Jsou k tomu praktické duvody.

a) Prevracené cislo k ¢islu @
S Py o VBl s ws 2 2(5-1)  _ 2(V/5-1) _ 51
Prevracené ¢islo k ¢islu 5= je ¢islo =7 = AT S 4

Rozdil ¢isel @ — @ =1
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7 uvedeného vyplyva, ze obé ¢isla maji identicky desetinny rozvoj a lisi se jen v

radu jednotek:

V551 1618 033 988 74 ... a V51 (618 033 988 T4 ...

I kdyZz neznédme ¢islici stojici na tisicim desetinném ¢&isle, vime, ze u obou ¢isel

bude stejna.

V5+1

b) Mocnina ¢isla ¥

V541

Povysime-li ¢islo ¥5=

(|1] str. 314):

na vysoky rad, pak se vzniklé ¢islo velmi blizi ¢islu celému

(—\/52“)99 = 489 526 700 523 968 661 124,000...0...
20 nul
(\/52“)100 = 729 070 839 848 372 253 126,999...9...
—_—
20 devitek

c) ,,Kouzlo*“ s kalkulackou (|18] str. 65)

Existence kalkulac¢ek znacné usnadnila jednu détskou hru mnohokrét opakovaného

s¢itani s prekvapivych vysledkem:

7Z ¢islic 1, 6, 8 si sestavte dvé libovolné trojmistna ¢isla, napt. 816 a 168. Napiste
je pod sebe a sectéte. Dostanete 1. soucet 984, ktery napiste pod oba séitance.
Nyni sectéte cisla 168 a 984, dostanete 2. soucet 1 152.
I ten napiste pod ¢islo 984: 816
168
984
1 152 a tak pokracujte

Po ziskani nejméné dvanactého souctu ho vydélte predchozim souctem a uvidite,

ze za desetinnou ¢arkou se objevi opét ¢islice 1, 6, 8 v poradi 618. Pro laika je
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to prekvapivé zjisténi. Ziskany podil 1,618 . . .

aproximaci ¢isla

V541
2

nam ale napadné pripominé

a postup vypoctu Fibonacciho posloupnost zadanou rekurentné:

Qpi1 = Qp + ap_1,a9 = 0,a; = 1, jen prvni dva ¢leny byly zvoleny jinak.

ag = 816 a a; = 168

Tabulka 6.1 uvadi protokol feseni az do 20. souctu.

¢. souctu soucet | déleni souctu | podil pouzitelnd aproximace
1. 984
2. 1152 2. L 1,170 731 7
3. 2 136 3.1 2. 1,854 166 7
4. 3 288 4. : 3. 1,539 325 8
D. 5424 5. : 4. 1,649 635 1,6
6. 8 712 6. : 5. 1,606 194 7 | 1,61
7. 14 136 7. : 6. 1,622 589 5 | 1,62
8. 22 848 8. :T. 1,616 298 8 | 1,62
9. 36 984 9.: 8. 1,618 697 5 | 1,62
10. 59 832 10. : 9 1,617 780 7 | 1,618
11. 96 816 11. : 10. 1,618 130 8 | 1,618
12. 156 648 12. : 11 1,617 997 1,618
13. 253 464 13. : 12 1,618 048 1 | 1,618 0
14. 410 112 14. : 13 1,618 028 6 | 1,618 03
15. 663 576 15. @ 14. 1,618 036 1 | 1,618 0
16. 1 073 688 16. @ 15. 1,618 033 2 | 1,618 03
17. 1 737 264 17. : 16 1,618 034 3 | 1,618 03
18. 2 810 952 18. : 17. 1,618 033 9 | 1,618 03
19. 4 548 216 19. : 18. 1,618 034 1,618 03
20. 7 359 168 20. : 19 1,618 034 1,618 03

Tab. 6.1: Protokol feSeni pro s¢itance 816 a 168
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Pripomenuti Fibonacciho posloupnosti nés nutné privadi na myslenku, ze
zvolena trojciferné ¢isla vitbec nemusi obsahovat ¢islice 1, 6, 8 a ,kouzlo® musi
také fungovat. Zvolme proto sc¢itance 289 + 457 = 746.

Tabulka 6.2 uvadi protokol.

¢. souctu soucet | déleni souctu | podil pouzitelnd aproximace
1. 746
2 1203 2. L 1,612 600 5 | 1,61
3 1949 3.:2 1,620 116 4 | 1,6
4 3 152 4. : 3 1,617 2396 | 1,6
5. 5101 5.:4 1,618 337 6 | 1,618
6 8 253 6. : 5. 1,617 918 1 | 1,618
7 13 354 7.:6 1,618 078 3 | 1,618
8 21 607 8. :7 1,618 0171 | 1,618 0
9 34 961 9.:8 1,618 040 5 | 1,618 0
10. 56 568 10. : 9 1,618 031 5 | 1,618 03
11. 91 529 11. : 10. 1,618 034 9 | 1,618 03
12. 148 097 12. : 11 1,618 033 6 | 1,618 034
13. 239 626 13. : 12. 1,618 034 1 | 1,618 034
14. 387 723 14. : 13 1,618 033 9 | 1,618 034
15. 627 349 15. : 14. 1,618 034 1,618 034
16. 1015 072 16. : 15. 1,618 034 1,618 034
17. 1 642 421 17. : 16 1,618 034 1,618 034
18. 2 657 493 18. : 17. 1,618 034 1,618 034
19. 4299 914 19. : 18. 1,618 034 1,618 034
20. 6 957 407 20. : 19 1,618 034 1,618 034

Tab. 6.2: Protokol feSeni pro s¢itance 289 a 457

Dokonce zvolené ¢isla nemusi byt ani trojciferna. V tabulce 6.3 je uveden zkraceny

protokol pro sc¢itance 19 + 35 = 54 a v tabulce 6.4 pro s¢itance 23 + 312 = 335.
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¢. souctu | soucet | déleni souctu | podil pouzitelnd aproximace
1. 54
2. 89 2.0 1. 1,648 148 2 | 1,6
9. 2571 9.: 8. 1617998 7 | 1,6
10. 4 160 10. : 9. 16180475 | 1,618 0
14. 28 513 14. : 13. 1,618 034 3 | 1,618 034
15. 46 135 15. : 14. 1,618 033 9 | 1,618 034
19. 316 214 19. : 18. 1,618 034 1,618 034
20. 511 645 20. : 19. 1,618 034 1,618 034
Tab. 6.3: Protokol pro s¢itance 19 a 35
¢. souctu soucet | déleni souctu | podil pouzitelna aproximace
1. 335
2. 647 2.0 1. 1,931 443 3
9. 17 942 9.: 8. 16177081 | 1,6
10. 29 033 10. : 9. 16171518 | 1,618 0
14. 198 991 14. : 13. 1,618 036 6 | 1,618 034
15. 321 974 15. : 14. 1,618 033 1,618 03
19. 2 206 843 19. : 18. 1,618 034 1,618 034
20. 3 570 747 20. : 19. 1,618 034 1,618 034

Tab. 6.4: Protokol pro sc¢itance 23 a 312
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7 Figuralni cisla

7.1 Zakladni pojmy

Pythagorejské obdobi matematiky se vyznacuje silnou geometrizaci, kdy fada zakoni-
tosti a vztahti mezi ¢isly se interpretuje geometricky a timto zptisobem se provadéji
i dikazy. Tato interpretace prinesla do mnoziny prirozenych ¢isel zcela novou struk-
turu a objevila posloupnosti ,pfibuznych ¢isel. Protoze ¢leny téchto posloupnosti
se znézorhovaly pomoci konfiguraci ruznych predméti (napt. oblazki), zacalo se

mluvit o figuralnich nebo také obrazcovych éislech.

Zpocéatku to byly ¢tverce a trojihelniky, a tak se hovorilo o ¢islech ¢tvercovych
nebo trojuhelnikovych (|23] str. 33). Posloupnost ¢tvercovych ¢isel budeme znadcit

{q»} a posloupnost trojihelnikovych ¢isel budeme znacit {t,}.

® & & ¢ ¢ o
® o 0 o o ® © ¢ o o 0
® © o o ® ¢ ¢ o o ® & o ¢ o o
® o o ® & 0 O ® & O o 0 ® & o & & O
® o ® & o ® ¢ o o ® ® ¢ o 0 ® & & ¢ ¢ ¢
q" ® [ ] ® o o ® ® 0 0 ® ® & o 0 ® ® © & o 0
1 4 9 16 25 36 "
[ ]
[ [ I
® ® O ® o o
[ ] [ I ® o o ® ¢ ¢
[ ] [ B ] o o @ o ® o 0 [ B ] [ ]
tn: ® [ I ] ® o o ® & o o ® & & ¢ 0 ® @ & ¢ o o
13 6 10 15 21 nntd)

2

Obr. 7.1: Priklady ¢tvercovych a trojuhelnikovych ¢isel

66



7.2 Neékteré vlastnosti trojahelnikovych a ¢tvercovych cisel

a) Vsimnéme si, ze v posloupnosti {g,} se st¥idaji ¢isla licha a suda, zatimco v

posloupnosti {t,} se st¥idaji dvojice ¢isel lichych a sudych.

b) Posloupnost {t,} je mozné najit na 3. diagonéale Pascalova trojihelniku a

miuzeme tedy jeji obecny c¢len nn+l) zapsat také jako kombinaé¢ni ¢islo (

: n+1)

2

¢) Na obréazku 7.2 je vidét, ze soucet dvou sousednich trojuhelnikovych ¢isel dava

¢islo &tvercové:

10 + 15 = 25, tj. (*11) + (°}") = 52, obecné ("}') + ("1?) = (n +1)?

e |0 e o o
| o o @
> o] o @
LR K 3 K K J
LR K E K

Obr. 7.2: Soucet sousednich trojihelnikovych ¢isel

d) Porovname-li posloupnosti

{t.} =1, 3,6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, . . .
{g.} = =1,4,9,16, 25, 36, 49, 64, 81, . . ,

vidime, Ze existuje nejmensi ¢islo 36, které je zaroven trojihelnikové i ¢tver-

cové. Tedy plati

ts = qs
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Ziejmé takovych ¢isel bude vic. Pokusime se je hledat (|23] str. 39). Hledejme
tedy cisla, pro ktera plati

tn:CIm

Zmnéazornime si tlohu pro nalezené ¢islo 36:

e o e
[
C
C
C
C

,.
(
~
(
@]
C
C
C

Obr. 7.3: Znazornéni ¢isel gg a tg

Na obrazku 7.3 je znazornéné ¢tvercové Cislo gg a trojihelnikové ¢islo tg, které
je slozeno ze dvou trojihelnikovych ¢isel to (lezicich vné étverce) a ttvaru
vyznacenych uvniti ¢tverce znackou o. Pokud bude trojuhelnikové cislo ts,
které lezi uvniti ¢tverce rovno dvéma trojihelnikovym ¢tverctim to, které lezi

vné ¢tverce (a to skuteéné plati), bude splnéna rovnost

ts = qo

Laika ihned napadne, ze dalsi takové ¢islo ziskdme napt. zvétSenim obrazku 7.3
dvakrat, takze predpoklada, ze t14 bude mit stejnou hodnotu jako g5. OvSem

neni tomu tak. 16 = 136 a ¢ = 144.

P1i hledani dalsich takovych ¢isel musime vyjit z poznatku, ze tz = 2 - to,
obecné t, = 2 - t,. Hledejme tedy takova dvé trojuhelnikova ¢isla, pro ktera
plati, ze jedno je dvojnasobkem druhého. Jestlize podle obrazku 7.3 je a = 3

ab =2 pak
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tat2o+1 =18 & Qaypr1 = Q6

obecné

ta =2ty = taropt1 = Qatbs1

Abychom nasli dalsi feseni vztahu t, = 2-t;, , vyjadfime hledana trojuhelnikové

¢isla ve tvaru

a(a2+1) = Qb(b;l) a odtud a-(a+1)=2b-(b+1)

To znamena najit soucin dvou sousednich prirozenych ¢isel, ktery je dvojna-
sobkem soucinu jinych dvou sousednich prirozenych ¢isel. Obecné feSeni takové
tlohy je nad ramec této diplomové prace, a proto uvedeme pouze dalsi dvé

feSeni z posloupnosti v8ech feSeni tohoto problému ([23] str. 41).

Dalsim feSenimi jsou az
tog = 2 -ty too = (20;1) =210, tq = (142+1) =105

o028 +1 = lag = (49;1) =1225  @ooy1441 = ¢35 = 357 = 1225

to =2-tss  tig = (157) = 7140, 54 = (*1) = 3570

l119+168+1 = tags = (2882+1) = 41616 qi19+8411 = Goos = 204% = 41616

Tt MIY v

e) UkaZeme si jesté, Ze zadné trojihelnikové ¢islo nemiize mit na misté nultého

radu ¢islici 2, 4, 7 a 9 ([15] str. 190).

e 1)- — IV < . P
Jestlize ¢, = WF%, pak n = w. Cislo (1 + 8t,,) musi byt druhou
mocninou néjakého prirozeného ¢isla. Druh& mocnina prirozeného ¢isla muze

koncit pouze ¢islici 0, 1, 4, 5, 6 a 9 a nemuze koncit ¢islici 2, 3, 7, 8.
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Kdyby t, koncilo ¢islici, | vyraz 1 + 8t,, by kon¢il ¢islici
2 7 a nemohl by byt
4 3 druhou mocninou
7 7 pfirozeného
9 3 ¢isla

Tab. 7.1: Ptehled poslednich ¢islic neexistujicich trojihelnikovych ¢isel

7.3 Figuralni c¢isla druhého stupné

Vyjdeme-li z posloupnosti v8ech pfirozenych ¢isel (jinak linearnich figuralnich ¢isel

nebo také figuralnich ¢isel 1. stupné)
1,2,3,4,5,6,7,..m, ... 2)

coz je aritmetickd posloupnost s diferenci d = 1, a sestavime posloupnost ¢aste¢nych
soucti

1,3,6,10,15,21,28, ...— - (a1 + ay), ... (3)

NS

dostaneme posloupnost trojiuhelnikovych ¢isel (jinak obrazcovych figuralnich ¢isel

nebo také figuralnich ¢isel 2. stupné) ([11] str. 286). Zatimco posloupnost (1)
obsahuje ¢isla, ktera lezi na 2. diagonéle Pascalova trojthelniku, posloupnost (2)

obsahuje ¢isla, ktera lezi na 3. diagonale.

Vyjdeme-li z aritmetické posloupnosti prirozenych ¢isel s diferenci d = 2

1,3,5,7,9,11,13,..2-n— 1, ... (4)
a sestavime posloupnost ¢astec¢nych soucti
1,4,9,16,25,36,49, ..n%, ... (5)

dostaneme posloupnost ¢tvercovych ¢isel.
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Vyjdeme-li z aritmetické posloupnosti prirozenych ¢isel s diferenci d = 3

1,4,7,10,13,16,19,...(3 - n — 2), ... (6)
a sestavime posloupnost ¢astec¢nych soucti
-(3n—1
1,5,12,22,35,51,70,.“fi—ﬁ—g;———l,“. (7)

dostaneme posloupnost tzv. pétithelnikovych ¢isel.

Podobné muzeme ziskat ¢isla Sestitthelnikova, sedmithelnikova, obecné n-tthelnikova.

Uvedeme jen posloupnost Sestitihelnikovych ¢isel:

1,6,15,28,45,66,91,...n- (2-n— 1), .. (8)

Nézvy ¢lent téchto posloupnosti pochézeji z jejich geometrické interpretace (viz obr.

7.4).

Obr. 7.4:

Sestrojime trojuhelnik, ¢tverec, pétithelnik, Sestitthelnik atd. a k nim n-thelniky

stejnolehlé se stfedem stejnolehlosti v jednom z jejich vrcholi.
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7.4 Figuralni ¢isla druhého stupné

Jestlize figuralni ¢isla 1. stupné byla linearni, 2. stupné obrazcova, da se predpo-

kladat, ze figuralni ¢isla 3. stupné budou télesova.

Vyjdéme z posloupnosti trojahelnikovych ¢isel (3. diagonala Pascalova trojihelnika)

1,3,6, 10, 15,21,28,...% (ay =+ an), . 2)
a utvorme posloupnost ¢astecnych soucti
1,4, 10,20,35,56,84,...%.(n+1).(n+2),... (8)

dostaneme tak posloupnost tzv. jehlanovych ¢isel, kterd najdeme na 4. diagonale

Pascalova trojihelniku. Znézornéni télesovych figuralnich ¢isel budeme provadét na

skotovaném pudorysu” ve ¢tvercové siti (obr. 7.5).

- 1
o 1 2|1
- 1 2|1 3271
1 2|1 3 1 4]3]2]1
(1] 201 3[2]1] 413]2]1] 504321
1 4 10 20 35

Obr. 7.5: Znéazornéni télesovych figurdlnich ¢isel

Vyjdéme nyni z posloupnosti

1,4,9,16,25,36,49,..n%, ... (4)
a utvorme posloupnost ¢astecnych soucti

1,5,14,30,55,91,140, .= - (n+ 1) - (2n + 1), ... (9)

n
6

dostaneme opét ¢isla jehlanova. (obr. 7.6)
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- 1
o 1 301
o 1 311 5131
1 3|1 5131 715131
301 5131 71513]1 9/715]3]1
1 5 14 30 55
Obr. 7.6: Znézornéni jehlanovych ¢isel
Vyjdeme-li z posloupnosti
-(3n—1
1,5,12,22,35,51,70,...%),... (6)
a utvorme posloupnost ¢astecnych souctu
1
1,6,18,40, 75,126,196, g n?-(n+1),.. (10)
dostaneme ¢isla hranolova (obr. 7.7).
o 5]
4 515
- 3 44 5055
2 313 4144 5/5/5]5
2 ]2 3033 4]4]4]4 5/5]5[5]5
1 6 18 40 75
Obr. 7.7 Znézornéni hranolovych ¢isel
Vyjdeme-li z posloupnosti
1,6,15,28,45,66,91,...n- (2n — 1), ... (7)
a utvorme posloupnost ¢astecnych soucti
1,7,22,50,95, 161,252, % S(n+1)-(4n—1),... (11)

dostaneme opét ¢isla jehlanova (obr. 7.8).
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- 5
- 4 BE
o 3 514 7065
2 43 6154 s[7]6]5
3[2] 514]3] 706]35]4] o[s8[7]6]5]
1 7 22 50 05

Obr. 7.8: Znézornéni jehlanovych ¢isel

Je zfejmé, ze analogickym zptisobem bychom mohli pokracovat a sestrojovat figu-

ralni ¢isla 4. resp. 5. stupné, ale ta jiz nelze nazorné geometricky interpretovat.
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8 Netplna cisla

8.1 Zakladni pojmy

V praxi se setkavame s Tadou situaci, kdy nemizeme pracovat s pfesnymi ¢isly.
Napriklad pfi poc¢itani s desetinnymi ¢isly, kterd maji nekoneény rozvoj, se musime
spokojit jen s omezenym poc¢tem desetinnych mist. Také pii méfeni nemtzeme zjis-
tit presnou hodnotu. Kazdé méfeni je zatizeno jednak chybou osobni nebo chybou
technickou (nedokonalosti méticiho zafizeni), ale i tim, Ze vysledek méfeni je fak-
ticky realné ¢islo z mnoziny usporddané spojité. Proto presnou hodnotu velic¢iny
A nahrazujeme pfibliznou hodnotou a. Pak rozdil |A — a| nazyvame skuteénou
chybou. Protoze presnou hodnotu A obvykle nezndme, nemiZeme ani stanovit
skute¢nou chybu. Musime se spokojit s tim, ze A lezi mezi jistymi hodnotami a; a
as, takze

a1§A§a2 (1)

kde a; se nazyva dolni mez a a; horni mez aproximace hodnoty A. Interval
< ai,as > se pak nazyva neuplné ¢islo A. ([22] str. 8)
Nahradime-li ¢fslo A &slem @ = 1 - (a1 + as), tzv. stfedni aproximaci hod-

noty A, pak skuteéna chyba bude uréena odhadem |a@ — a| < % - (ag — ay). Vyraz

a= % - (ag — ay) se nazyva absolutni chyba stfedni aproximace a piseme

A=a+« (2)

Pro prehlednost budeme vztahy v této kapitole ¢islovat. Vztahy (1) a (2) jsou

rovnocenné. Zname-li @ a «, snadno pak urc¢ime ¢isla a; a as ze soustavy rovnic

(a1 + as)

N

a =

- (az — a)

Q
I
N[

ag=a—a a=0a-+«
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Absolutni chyba neni spolehlivou charakteristikou pfesnosti aproximace netiplného
¢isla. Problém vidime napftiklad, kdyz méifime délku zapalky s presnosti na 0,5 cm

a délku mistnosti s presnosti na 5 cm.

Zavadime proto jesté pojem relativni chyba stiedni aproximace v.

Va0 = 7@ popfipadé Va0 = G 100%

al

Prakticky vyznam maji pouze netuplna ¢isla, kterd maji relativni chybu mensi nez

10 %.

Priklad 8.1

Jsou dana dvé netplna ¢isla. Které z nich je pfesnéjsi?

A=1000+12; B=235%+0,1

Absolutni chyba ¢isla A je 12krat veétsi nez absolutni chyba ¢isla B. Porovnejme

chyby relativni,
12 01,0012 < 0,0043

1000 23,5

Cislo A je tedy presndjsi.

8.2 Scitani a odcitani netplnych cisel
Pro objasnéné s¢itani netplnych ¢isel zvolime dvé netuplna cisla A a B, jejichz

stfedni aproximace jsou @ a b, a absolutni chyby a a 3. Uréime jejich soucet.

a1 < A<a A=a+«
by < B<by B=0b+8
a;+b <A+ B <ay+ b A+B=(a+b)+(a+p) (3)

Je zfejmé, ze netplné ¢islo A+ B je dano intervalem < aq + by, as + by > a absolutni

chyba je rovna souctu o+ 3. Dale plati a + b = @+ b. Relativni chyba sou¢tu A+ B

a+f

je = 2
je Vars = 23
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Od¢itani neaplnych &isel A — B budeme Fesit jako séitani A + (—B). Cislo —B

je urceno intervalem < —by, —b; > . Urc¢ime rozdil A — B.

a1 < A<ay A=a+«
—by < B< -y —B=-b+8
a;—by<A—-B<a;—bh A—B=(a—b)+(a+p) (4)

Netiplné ¢islo A — B je urceno intervalem < a; — by, as — by > a absolutni chyba je

opét o + B. Déle plati a — b = a — b. Relativni chyba A — B je 94_p = I(Zi—fl'

Priklad 8.2
Vypocitejte soucet a rozdil neuplnych ¢isel A =12 £ 0,5a B =7 + 0,2.

Podle (3): A+B =19 £+0,7

Podle (4):  A—B—=5+07

Relativni chyba Yurp = % =3120,04 — 4%
Relativni chyba Va_p = 0|’152t07"2 = % =0,14 — 14%

7 toho vyplyva, ze relativni chyba rozdilu mize pfi malych relativnich chybach

Cisel A a B byt velmi velika (|22] str. 11).
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8.3 Nasobeni a déleni netplnych cisel

Pro odvozeni postupu nasobeni netplnych ¢isel budeme z praktickych davodi

predpokladat, ze zvolena netplna ¢isla jsou kladné a uvedeme je ve tvaru (2).

Protoze predpoklddame, Ze vSechna c¢isla v uvedenych nerovnicich jsou kladna,

muzeme je vynasobit a dostaneme
a-b(1—04)(1—0p)<A-B<a-b(1+09,)(1+0p)

Pfi roznasobeni miizeme soucin malych kladnych ¢isel ¥4 - ¥ zanedbat a podle (1)

dostaneme

-0l —(0a+Vp)] <A-B<a-b[l+ (944 105)]

a upravou podle (2) pak

A-B=a-bl&Wa+0p) > A-B=a-bta-ba+Vs)

Netiplné ¢islo A - B je uréeno intervalem < @-b—a-b(94+9p),a-b+a-b(94+19p) >

a jeho absolutni chyba je @- b(4 + ). Piitom plati a-b = @ - b. Relativni chyba

soucinu ABJG 79AvB = % :19A+193.

Absolutni chybu @ - b(4 + ¥p) miZeme jeité upravit na

a-b( )=a-b+B-a

QlR

+

>
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Priklad 8.3

Urcete soucin netplnych ¢isel A =12+ 05a B =7+ 0,2
a=12 a=0,5 a =32 =0,04
b=17 B=0,2 Jp =% =0,03

A-B=284+84(0,0440,03) =84+5,9

78,1<A-B <899

Déleni netplnych ¢isel prevedeme na nasobeni pfevracenou hodnotou. Oznac¢me

B~! = C a najdéme relativni chybu &isla C.

ol

<C<c+y

)

Protoze relativni chyba ¢isla B se rovna relativni chybé &sla C = B~! a relativni

chyba sou¢ini A- B a A-C ipodilu A : B je stejné, plati V4.5 = 94 + Up
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Priklad 8.4
Urcete podil netplnych ¢isel A = 2,8 £ 0,3 a B = 25,8 + 0,05

C =B"! ¢ =55 =0,039
Jo =19p = s = 0,002
v =2 Y = 0,00008
A:B=A-C=a-ct(a-c+~v-0q) podle (5)

A:B=0,109 =+ (0,3 - 0,039 + 0,00008 - 2, 8)
A:B=0,109 0,012

Piiklad 8.5

Urcete podil 5 : 7 s relativni chybou 0,3%

Protoze ¥ = 0,003, sta¢i podil vyjadiit na 3 desetinna mista. 5:7 =0,714
Absolutni chyba o =@ -9 = 0,713 - 0,003 = 0,002139 — a = 0,003

Chybu zaokrouhlujeme vzdy nahoru.

0,711 <5:7<0,717

8.4 Platné cCislice

Abychom mohli zapsat netplné ¢islo, potfebujeme znat bud dolni a horni mez a; a
as , nebo stfedni aproximaci a absolutni chybu @ a a. Netiplné ¢&islo lze v8ak zapsat

i jedinym udajem a k tomu pravé slouzi platné é&islice (|22] str. 8).

Cislici urc¢ité aproximace netplného ¢isla nazveme platnou ¢islici, jestlize absolutni

chyba stfedni aproximace neni vétsi nez jednotka radu uvazované ¢islice.

Tato definice se nevztahuje na nuly stojici nalevo od prvni nenulové ¢islice.
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Priklad 8.6

A =4289 + 0,07 mé tfi platné ¢islice 4, 2, 8

Cislice 9 jiz neni platna, protoze 0,07 > 0,01

B = 4,289 £+ 0,07 mé jen dvé platné ¢islice 4, 2
Cislice 8 a 9 jiz nejsou platné, protoze 0,07 > 0,01 > 0,001

C = 0,002 139 03 & 0,000 03 ma dvé platné cislice 2, 1
Cislice 3, 9, 0, 3 jiz nejsou platné, protoze 0,000 03 > 0,000 01 atd.

Zapiseme-li netplné ¢islo jen pomoci platnych ¢islic, snadno stanovime absolutni
chybu, neni totiz vétsi nez jednotka radu posledni napsané cislice. V pripadé, ze
posledni platna ¢islice vznikla zaokrouhlenim, pak absolutni chyba je pouze 0,5 jed-

notky tadu posledni ¢islice.

Pokud pracujeme s netiplnymi ¢isly a nezname jejich absolutni chybu, pak povazu-
jeme tato ¢isla za zaokrouhlend, a absolutni chybu stanovime na 0,5 jednotky radu

posledni &islice, naptiklad 7 = 3,14 4+ 0,5 - 1072, (|22] str. 9)

Priklad 8.7

Zaokrouhlete ¢islo 2 766 782 na ¢tyti platné ¢islice.

2766782 = 2767 - 103

Odtivodnéni: Skutecna chyba zaokrouhleni je 2767 - 10° — 2766782 = 218
Absolutni chyba ¢isla 2767 - 103 je 0,5-10% +218 = 718 < 1 - 103
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Priklad 8.8
Zaokrouhlete ¢islo A = 3,762 2 + 0,012 1 na co nejvétsi mozny pocet platnych ¢islic.

a = 0,012 1 ovliviuje uz ¢islici 6. Musime tedy ¢islo A zaokrouhlit na dvé platné

¢islice 3,8.

Odivodnéni: Skuteéna chyba zaokrouhleni je 3,8 — 3,762 2 = 0,037 8
Absolutni chyba ¢isla 3,8 je 0,5- 107! +0,0121 = 0,0621 < 1-107!
Pokud bychom zaokrouhlili na 3,76, bude skute¢na chyba
13,76 - 3,762 2| = 0,002 2
Absolutni chyba 0,012 1 + 0,002 2 = 0,014 3 a to je vétsi nez 1 - 1072
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9 Grafické papiry

9.1 Uvodni slovo

Tak jako logaritmické pravitko, tak také grafické papiry jsou uz vice jak dvacet
let jen historickou rekvizitou. Byly vSak nezbytnymi pomtickami vSech techniki
pii vypoctech. I dnes vSak na né pohlizime jako na genidlni objevy své doby a
obdivujeme jejich jednoduchost a eleganci feseni. Proto v zavéru své diplomové
prace uvadim aspon zlomek celého odvétvi matematiky — nomografie. 7 davodu

Cerpéani obrazkil ze starsich knih je jejich kvalita nizsi, proto je uvedeme v piiloze.

9.2 Funkéni stupnice

Realné cisla obvykle zobrazujeme na primce zvané ¢iselna osa. Na ni zvolime pocatek
P, ktery je obrazem ¢&isla 0. Ten ji rozdéli na ¢ast kladnou (vpravo od P) a ¢ast
zapornou. Dale zvolime jednotkovou tsecku p. Obraz realného ¢isla x # 0 je takovy
bod X, ze velikost usecky |PX| = - |z|. Volba ¢isla p mize byt ruzné, obvykle to
byva 1 mm nebo lcm. Cislo = pripisujeme k bodu, ktery je zobrazuje a nazyvame
je kdtou. Naproti tomu soutradnici £ bodu s kétou x (déle jen bodu x) vypocteme

s tzv. zobrazovaci rovnice
E=p-x (5)

Pro odliseni pojmi koéta a souradnice se dohodnéme, Ze soutadnicovou ¢iselnou osu
budeme oznacovat . Vztah (1) pfifaduje kazdému redlnému ¢islu x jediny bod X
na piimce £ a naopak kazdému bodu X jediné redlné ¢islo x. Napr. pfi volbé u= 2
cm bude bod oznageny kotou 4 vzdélen od pocatku 8 cm, tedy soutradnici 8. ([12]

str. 190)

Tento zptisob zobrazeni redlnych ¢isel na mnozinu bodi osy £ miizeme zobecnit.
Zvolme funkci f(x) definovanou pro vSechna z intervalu I; =< a,b > a predpokla-
dejme, ze funkce f(x) je v celém intervalu I; ryze monotonni a jeji hodnoty tvori
Ciselny interval I,. Vypoc¢téme nyni nékolik hodnot f(z) a vyznacme je na ose &

pii zvoleném p. K vyznacenym bodim pripiSeme ¢isla o jako koty. Tak dostaneme
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soustavu kotovanych bodi, jejichz souradnice vypoc¢teme ze zobrazovaci rovnice

§=p- f(z) (6)

Priklad 9.1

Funkéni hodnoty funkce f(z) = 22 v &iselném intervalu I, = <2, 10> tvoif ¢iselny
interval I, = <4, 100>. Volime-li © = 1 mm , maji podle vztahu (2) body s kétami
r =2, 3,4, 5 atd. soufadnice £ = 4,9, 16, 25 atd, (mm). Viz obrazek 9.1.(Funkéni

stupnice)

Soustava kotovanych bodu, jejichz soufadnice & vyhovuji vztahu (2), se nazyva
stupnice funkce f(z) nebo jen funkéni stupnice. Piimka, na které stupnici

sestrojujeme, se nazyva nositelka stupnice a ¢islo i1 je modul stupnice.

Nejvice pouzivana stupnice je linearni pro funkci f(xz) = ax + b (pro a # 0),
kvadraticka pro funkci f(z) = a-2* (pro a # 0, > 0) a logaritmicka pro funkci
f(x) =log = (pro x > 0).

9.3 Funkdni sité

Funkce y = f(x) se znazornuje vynasenim dvojic ¢isel (x,y) do pravouhlé sité s
osami & a 7. Na obrazku 9.2 je sestrojen graf funkce y = "“"2—2 (pro & > 0) se stejnymi

moduly na obou oséch. (Obr. 9.2: Funkéni sit y = %)

Pozadujeme-li, aby z grafu bylo mozné hodnoty jedné proménné, zname-li hodnotu
druhé proménné, je vidét, Ze tento graf neni dobre ¢itelny v okoli pocatku a pro

velka x. ([12] str. 202).

Pro zlepSeni citelnosti tohoto grafu pouzijeme opét pravouhlé sité s osami & a 7,
ale moduly na nich zvolime rizné — v nasem pfipadé na ose £ modul a a na ose n
modul § tak, ze « = 55. Vyznac¢enymi body s kétou = na ose £ vedeme rovnobézky
s osou 7 a kazdym vyznacenym bodem s kétou y na ose 1 vedeme rovnobézku s osou

£. Ziskdme tak pravouhlou sit kétovanych piimek. Zobrazovaci rovnice této
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rovnomeérné sité maji tvar

E=a-zx n=235-y (7)

Nova podoba grafu funkce y = 0,522 (pro x > 0) je na obrazku 9.3.(Obr. 9.3 :

Funkéni sit y = %Q(S tpravou os))

Citelnost grafu funkce se zlepsila pro velka x, ale v okoli pocatku stile nevyhovuje.
Citelnost grafu v okoli po¢atku se pokusime zlepsit tzv. anamorfézou neboli napii-

menim“ grafu. Na osy & a 1 vyneseme stupnice, jejichz zobrazovaci rovnice jsou

{=a-p(r) n=p-y) (8)

tedy zobrazovaci rovnice funkéni sité, kde ¢(x) a ¢ (y) ) jsou vhodné zobrazo-

vaci funkce. ([12] str. 205)

Piiklad 9.2
Nakreslete graf funkce y = 0,522 pro x > 0 ve funkéni siti, jejiz zobrazovaci rovnice

jsou
{=a-x n=p-y 200 =

Vypracovani viz obr. 9.4: Znazornéni piikladu 9.2.

Priklad 9.3
Nakreslete graf funkce y = 0,522 pro x > 0 ve funkéni siti, jejiZ zobrazovaci rovnice

jsou
E=a-x n=03-y 1,5a =0

Vypracovani viz obr. 9.5: Znazornéni piikladu 9.3.

V obou piipadech je grafem funkce y = 0,522 pro x > 0 pifmka a graf je dobie

¢itelny i v okoli pocatku.
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9.4 Logaritmicky papir
Funkéni sit dana zobrazovacimi rovnicemi
{ = a log () n = (- log(y)

se nazyva logaritmicka. Protoze kresleni této sité je dost obtizné a diive nebyly k
dispozici zadné dnes bézné technické prostiedky, vyrabél se podobné jako milimetrovy
papir i papir logaritmicky. Protoze u logaritmické stupnice jsou tseky s kotami
10" < 2 < 10" pro kazdé celé n shodné a délka kazdého z nich se rovna modulu, je
arch logaritmického papiru tvoren stejnymi ¢tverci o strané a = . Pocatek sourad-

nic ma koty P (1, 1). ([12] str. 205)

Zjistéme nyni, jakou funkci prevadi logaritmicka sit na pfimku. Rovnici pfimky
n =n- £+ q upravime pomoci zobrazovacich rovnic
a-log (y) =n-a log () +q
log(y) = n- log (z) + £
polozme £ = m a dostaneme
log (y) = n- log (z)+ log (m)
y=m-x

Zaveér: Funkce f(x) = m-2" proz > 0 am > 0 se na logaritmickém papiru zobrazuje
jako pfimka. Prox =1 je y = m. Cislo m je tedy kota pruseciku grafu s osou . Na

obrazku 9.6 (Obr. 9.6: Logaritmicky papir) je ukazka pouziti logaritmického papiru.
Graf funkce y = m - 2™ (pfimku) sestrojime nejrychleji a nejpfesnéji jako piimku

ur¢enou body M a N se znamymi kétami. Jednim z nich je M(1,m) a druhy bod
N urcime tak, aby jeho koty se daly z funkéniho pfedpisu snadno vypocitat.
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Priklad 9.4

Urcete koty bodi M a N pro funkce znazornéné na obrazku 9.6:

y = Va3 proz >0 y=3-J/xprox >0
r=1—-y=1 M (1; 1) r=1—-y=3 M (1; 3)
r=4—-y=238 N (4; 8) r=8—y=6 N (8; 6)

9.5 Semilogaritmicky papir
Funkéni sit dana zobrazovacimi rovnicemi
f=a-x n = B- log(y)

se nazyva semilogaritmicka. I pro jeji uzivani se vyrabél semilogaritmicky pa-
pir. Na ose £ je stupnice rovnomeérné, na ose 7 logaritmicka. Pocéatek souradnic ma
koty P (0; 1). ([12] str. 208). Opét zjistime, jakou funkei prevadi semilogaritmicka
sit na primku. Rovnici ptimky n = k - £ + ¢ upravime pomoci zobrazovacich rovnic

na tvar
B-log(y) =k-a-xz+gq

log(y):’%-x—l—

™he

oznadme: %" =log (a) a = log (m)

%
log (y) = log (a) - x+ log (m)

y=m-a
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Zavér: Funkce y = m - a” pro a > 0 a z > 0 se na semilogaritmickém papiru zo-
brazuje jako primka. Podobnym zptisobem jako na logaritmickém papiru miizeme
sestrojit pfimku zobrazujici exponencidlni funkci y = m -a” proa > 0a x > 01ina

papiru semilogaritmickém. Viz obrazek 9.7: Semilogaritmicky papir.

Na obréazku 9.7 jsou v semilogaritmické siti znazornény ¢tyti exponencialni funkce.

Vénujme pozornost nejprve dvéma z nich:

a) y=100-2"" tj. y=100:2°

=0y =100 M (0; 100)
r=1—y=>50 N, (1; 50)
r=2—y=25 Ny (25 25)

r=3—>y=12,5 Ns (3; 12,5)

Cim v&ts bude vzdalenost bodi M a N, tim presnéjsi bude sestrojeni grafu

funkece.

b) y=4.5000
r=0—-y=4 M (0; 4)
x=>5—y =500 N1 (5; 500)

Bod Nj se vSak na obr. 9.7 neda vyznagcit.

Zde se nabizeji dvé feSeni problému:

1) Prodlouzit grafickou sit o jeden modul S nahoru, abychom zachytili kotu

500.

2) Najit vypoctem kotu prusec¢iku grafu s kotovanou rovnobézkou s osou &
oznacenou kotou 100:

100 =4 - 5%67 — 52 = 506 5 = 2 =33
Bod N, (3,3; 100) ale nelze vyznadit presné.

Slozitéjsi je situace u dalsich dvou na obrézku 9.7 vyznacenych funkei.

x
e2

0—y=1 M (0; 1)

)y

T
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Musime si uvédomit, ze pro kazdé x # 0 bude y iracionalni ¢islo a jeho kotu na
stupnici 77 nenajdeme a musime se spokojit jen s pribliznym fesSenim. Jestlize
se podivime na graf funkce na obrazku 9.7, vidime, Ze graf protina velmi
piiblizné bod o kotach N (2,5; 3,5). Zkusme tedy volit

r=2,5—y=e"? =349

Chceme-li najit graf této funkce, pouzijeme metodu ¢. 2 z predchoziho pripadu
b).

Pouzijeme koétovanou rovnobézku s osou ¢ oznac¢enou kétou 10:

10=e2 = Inl0 =2 = 2-Inl0 =z — 2 = In100 = 4,61

r=4,61—y=10 N (4,61; 10)
d) y=50-et
r=0—y=50 M (0; 50)

Analogicky jako v pfedchozim prikladu postupuje i zde:

100=50-et »2=e1 »n2=2% sz =4-In2 - x=I[n2"=2,77
x=2,77T—y =100 N (2,77; 100)

Na obrazku 9.7 je zaroven ukazano, ze pii kresleni grafu této funkce neni
nutné grafickou sit prodluzovat, ale za pokracovani grafu muzeme povazovat

posunutou rovnobézku jeden modul doli.

Otoc¢ime-li semilogaritmicky papir o 900 vpravo tak, ze vzajemné vyménime osy &

a 1, dostaneme opét semilogaritmickou sit, ale se znazoriovacimi rovnicemi

§ = a log () n=p5x

zobrazuje logaritmickou funkci jako primku. Vyplyva to z toho, funkce logaritmické

je inverzni k funkci exponencialni.
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9.6 Jiné grafické papiry

Funkéni sit uréena zobrazovacimi rovnicemi

£ = sin(x) =75y

je pouzita na tzv. sinusovém papiru. Protoze funkce sin(x) nabyva svych hodnot
jen v intervalu (—1,1), zaujima tato sit pouze pés Siroky 2« soumérny podle osy 7.
Sinusova sit umoziiuje zobrazit funkci y = a - sin(x) + b jako pfimku (fakticky jako
tsecku). Na obr. 9.8 (Obr. 9.8: Sinusovy papir) ([20] str. 70) jsou zobrazeny tii
vztahy y = a - sin(x) + b.

Primka na sinusové siti mé rovnici
nzg-af—i-ﬁ-b pro £ €< —a,a >

a je urcena body M (0% b) a N(90°% a + b).

Naopak, jestlize je napf. na obrazku 9.8 vyznacena piimka, ktera prochazi bo-
dem M (0; 7) a bodem N (45% —4), zjistime dosazenim do y = a - sin(z) + b , 7e

tato primka je grafem funkce y = —15, 56sin(z) + 7.

Funkéni sit uréena zobrazovacimi rovnicemi

f=a-x n=p-y

je pouzita na tzv. mocninovém papiru. Ten umoznuje zobrazit zévislost 2—2 + g—j =
1 prox > 0ay > 0 jako tsecku, resp. polopfimku. Uvedeny vztah ve tvaru stfedové
rovnice vyjadiuje ¢ast elipsy, resp. hyperboly, ktera lezi v 1. kvadrantu. ([12]
str. 71). Usecka, kterd znazoriiuje ¢ast elipsy, méa krajni body M (a,0) a N(0,b).
Polopiimka, ktera znazoriuje ¢ast hyperboly, ma pocatek P(a,0) a dalsi bod napf.

Q4 - Vb* +9;3).
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Funkéni sit uréena zobrazovacimi rovnicemi

p=ax r=p-y

v soustavé polarnich soutradnic, kde ¢ je amplituda a r je pruvodic.

Polarni sit se sklada ze dvou soustav kétovanych car a je zakladem tzv. polarniho

papiru. (Obr. 9.9: Polarni papir)
Jednu soustavu tvofi polopiimky kdétované hodnotou x se spole¢nym pocatkem O

(tzv. polem) a druhou soustavu tvoii soustiedné kruznice kotované hodnotou y se

stfedem O. grafem rovnice y = k - x v polarni siti je spirdla r = k - g - (.
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10 Vyuziti historickych pocetnich postupii ve vyuce

I v dnesni pretechnizované dobé, kdy vétsinu matematickych problému fesi kalku-
lacky a pocitace, je dilezité, aby si déti uvédomily, Ze to tak nebylo vzdy. Je
potfebné jim ukazat rizné, mnohdy skoro zapomenuté, zptisoby vypoc¢ti a mate-
matickych technik, které jim pomohou v ziskani odhadu vysledku a lepsimu pochopeni

vypocti. Proto je soucasti této prace nékolik ukazek pracovnich listi na toto téma.
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10.1 Zahady starovékého Egypta I.

Cil aktivity:

Zaci se seznami s odlignostmi egyptské matematiky.

Aktivitu lze vyuzit i ke skupinové vyuce.

Predpokladané znalosti:

obor pfirozenych, celych a desetinnych ¢isel

rovinné utvary, vzorce pro vypocet obsahi rovinnych ttvart
Pythagorova véta

line4rni rovnice, soustava dvou linearnich rovnic se dvéma neznamymi

Klicové kompetence:
e kompetence k uceni
e kompetence k feseni problémi

Veék zaka: 8. - 9. trida

Casova dotace: 45 minut

Tematické zarazeni:

Matematika - Cislo a proménné, operace s C¢isly, numeracni soustava, geometrie v

roviné a v prostoru

Navaznost na RVP ZV:

Vzdélavaci oblast Vzdélavaci obor | Ocekavané vystupy zaka

7zék provadi pocetni operace v

oboru prirozenych cisel

Matematika a jeji aplikace Matematika urcuje a charakterizuje zékladni
rovinné utvary, analyzuje jejich

vlastnosti

orientuje se na Casové ose a Vv
. historické mapé¢, tadi hlavni his-
Clovék a spole¢nost Déjepis
torické epochy v chronologickém

sledu
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Prirezova témata:
e Vychova k mysleni v evropskych a globalnich souvislostech
e Osobnostni a socidlni vychova

Potifebny material:
e Pracovni listy (mozné pro jednotlivce i pro kazdou skupinu)

Metodicky komentar:

Ucitel by meél mit zékladni poznatky o egyptské numeracéni soustaveé. Proto
uvadim zékladni popis této soustavy.

V Egypté asi 3000 let pred n. 1. jiz pouzivali soustavu desitkovou pro zapis
pomérné velkych ¢isel. Pro ¢isla od 1 do 9 neméli zadné ¢islice a zapisovali je pomoci
svislych ¢arek. Vyuzivali vsak poznatek, ze ¢lovék je schopen jedinym pohledem uréit
pocet pfedméti, pokud nepresahuje ¢tyri vedle sebe. Vétsi mnozstvi predmétu uz

musi byt rozdéleno na vice maximalné ¢tyiclennych skupin.

1€ £

Ptehled pouzivanych znaki:

1 1000
10000 \ 1000000
100000

Pro kazdou mocninu ¢isla 10 méli Egyptané zvlastni hieroglyficky znak, ktery se
v potfebném mnozstvi od 1 do 9 opakoval, ale uz nikoli v konfiguracich uvedenych u
jednotek. Tato numeracni soustava, i kdyz byla desitkova, neumoznovala zapis libo-
volné velkého ¢isla, protoze posledni hieroglyf — symbol boha Slunce Ra — vyjadioval

hodnotu 10°.
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Zdroje pouzité literatury:

Koval V.: Kamarddi ¢isla, Praha: SPN 1968

Diviskova M.: Historicky vijvog pocetnich postupii a vijpocetnich technik, C. Budéjovice:
PF JCU (bakalarska prace), 2014

Ramcovy vzdéldvaci program pro zdkladni vzdelavani. Praha: MSMT. [online|. Do-

stupné z http://www.msmt.cz/file/37052
Zdroje pouzitych obrazku:

http://www.aldebaran.cz/galerie/matematika.php - pozménéno

https:/ /www.sciencenewsforstudents.org/sites/default /files - pozménéno

95



10.1.1 Zahady starovékého Egypta I. - pracovni list

Uvod:

Pyramidy — hrobky panovniki — postavené v Egypté v obdobi Staré ise (3600-
2700 pf.n.l.) potvrzuji, Ze matematické znalosti Egyptant musely byt uz tehdy na
vysoké trovni. Nejen stavby takovychto pyramid, ale i riznych chrami, piehrad,
vodnich nadrzi i béznych obydli vyzadovaly velkou zruc¢nost v pocitani s velkymi
¢isly a dobrou orientaci v geometrickych ttvarech a mérenich. Dobré matematické
znalosti byly potfebné i pti pravidelném sc¢itani lidu, pozemkt, dobytka a zlata nebo
pii obchodovani mezi kupci. VSechny tyto matematické vypocty bylo tieba néjak za-

znamenat na papyrus, proto si Egyptané vytvorili, jako jedni z prvnich, své ¢islovky.

Ukol 1: Nejvétsi egyptskou pyramidou je Velka Cheopsova pyramida. Historikové
se domnivaji, Ze ptivodné byla obloZena bilymi deskami z vapence. Kolik m? bylo
potifeba na toto obloZzeni, kdyz méa pyramida ¢tvercovy pudorys o strané 230 m a

jeji vyska je 140 m?
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Ukol 2: Zjisti hodnoty egyptskych znaki ze zasifrovanych obrazkii.
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10.1.2 Zahady starovékého Egypta I. - vyhodnoceni

Pracovni list Zahady starovékého Egypta I. jsem vyzkousSela v jedné tride 9.
ro¢niku zakladni skoly. Do vypracovavani se zapojilo 10 dvojic (20 zaka). Ve t¥idé
byla pritomna i vyucujici matematiky dané tridy.

V tuvodu hodiny jsem za pomoci motiva¢niho textu a kratké diskuze seznamila
zéky s matematickymi problémy ve starovékém Egypté. Prvni tkol - slovni tiloha
byla volena jako opakovani znalosti Pythagorovy véty a vypoctu obsahu trojihel-
niku. Protoze Slo o opakovani, zvolila jsem samostatnou praci, pii které jsme
ja i pritomné vyucujici drobnymi radami posouvaly zaky k vysledku. Zakim se
zpocatku tloha zdéla obtizna, ale po nékolika radach ohledné vzorcu se vsichni zaci
bez vyjimek dobrali vysledku.

Druhy tkol byl také samostatnou praci dvojic. Kdyz si zaci prohlédli zadana
schémata, dokazali néktefi z nich urc¢it hodnotu symbolu ¢arky. Nasledné tito zaci
jiz snadno uicili i dalsi hieroglyfické znaky. Zbytku t¥idy jsem poskytla napovédu,
ze ¢arka ma stejnou hodnotu jako ¢arka v fimské soustavé. Pak uz rovnéz pracovali
samostatné a bez problém.

Pocet kol na jednu vyucovaci hodinu byl vhodné zvolen. Neéktefi Zaci pojali
vypracovavani pracovniho listu jako soutéz a dvojice se vzdjemné porovnavaly v
rychlosti i kdyz toto nebylo cilem hodiny.

Uvadim nékolik fotografii prace v hodiné a vyplnény pracovni list jedné z dvojic.

g
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PRACOVNI LIST

Uvod:

Pyramidy — hrobky panovnikii — postavené v Egypté v obdobi Staré iise (3600-2700
pt.n.l) potvrzuji, Ze matematické znalosti Egyptani musel}l byt uz tehdy na vysoké urovni.
Nejen stavby takovychto pyramid, ale i riiznych chrdmi, pfehrad, vodnich nadrzi i béZnych
obydli vyZadovaly velkou zruénost v pocitdni svelkymi &isly a dobrou orientaci
v geometrickych Gtvarech a méfenich. Dobré matematické znalosti byly potiebné i pfi
pravidelném séftani lidu, pozemkd, dobytka a zlata nebo pii obchodovani mezi kupci.
Vsechny tyto matematické vypoSty bylo tfeba né&jak zaznamenat na papyrus, proto si
Egyptané vytvorili, jako jedni z prvnich,své ¢islovky.

Ukol 1: Nejvétsi egyptskou pyramidou je Velkd Cheopsova pyramida. Historikové se
domnivaji, Ze ptvodné byla obloZena bilymi deskami z vapence. Kolik m? bylo potieba na
toto obloZeni, kdyZ mé pyramida &tvercovy padorys o stran€ 230m a jeji vyska je 140m?
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Ukol 2: Zjisti hodnoty egyptskych znakt ze zasifrovanych obrzki.
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10.2 Zahady starovékého Egypta II.

Cil aktivity:

Zaci se seznami s odlignostmi egyptské matematiky.

Aktivitu lze vyuzit i ke skupinové vyuce.

Predpokladané znalosti:

obor pfirozenych, celych a desetinnych ¢isel

rovinné ttvary, vzorce pro vypocet obsahii rovinnych utvara (¢tverec, obdélnik)

Klicové kompetence:
e kompetence k uceni
e kompetence k feSeni problémi

Veék zaka: 6. - 7. trida

Casova dotace: 45 minut

Tematické zarazeni:

Matematika - Cislo a proménné, operace s Cisly, numerac¢ni soustava, geometrie v

roviné

Navaznost na RVP ZV:

Vzdélavaci oblast Vzdélavaci obor | Ocekavané vystupy zZaka

zdk provadi pocetni operace v

oboru prirozenych ¢isel

Matematika a jeji aplikace Matematika urcuje a charakterizuje zékladni
rovinné utvary, analyzuje jejich

vlastnosti

orientuje se na Casové ose a Vv

. historické mapé, fadi hlavni his-
Clovek a spole¢nost Déjepis
torické epochy v chronologickém

sledu
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Prirezova témata:
e Vychova k mysleni v evropskych a globalnich souvislostech
e Osobnostni a socidlni vychova

Potifebny material:
e Pracovni listy (mozné pro jednotlivce i pro kazdou skupinu)

Metodicky komentar:

Ucitel by meél mit zékladni poznatky o egyptské numeracéni soustaveé. Proto
uvadim zékladni popis této soustavy.

V Egypté asi 3000 let pred n. 1. jiz pouzivali soustavu desitkovou pro zapis
pomérné velkych ¢isel. Pro ¢isla od 1 do 9 neméli zadné ¢islice a zapisovali je pomoci
svislych ¢arek. Vyuzivali vsak poznatek, ze ¢lovék je schopen jedinym pohledem uréit
pocet pfedméti, pokud nepresahuje ¢tyri vedle sebe. Vétsi mnozstvi predmétu uz

musi byt rozdéleno na vice maximalné ¢tyiclennych skupin.

1€ £

Ptehled pouzivanych znaki:

1 1000
10000 \ 1000000
100000

Pro kazdou mocninu ¢isla 10 méli Egyptané zvlastni hieroglyficky znak, ktery se
v potfebném mnozstvi od 1 do 9 opakoval, ale uz nikoli v konfiguracich uvedenych u
jednotek. Tato numeracni soustava, i kdyz byla desitkova, neumoznovala zapis libo-
volné velkého ¢isla, protoze posledni hieroglyf — symbol boha Slunce Ra — vyjadioval

hodnotu 10°.
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Zdroje pouzité literatury:

Koval V.: Kamarddi ¢isla, Praha: SPN 1968

Diviskova M.: Historicky vijvog pocetnich postupii a vijpocetnich technik, C. Budéjovice:
PF JCU (bakalarska prace), 2014

Ramcovy vzdéldvaci program pro zdkladni vzdelavani. Praha: MSMT. [online|. Do-

stupné z http://www.msmt.cz/file/37052
Zdroje pouzitych obrazku:

http://www.aldebaran.cz/galerie/matematika.php - pozménéno

https:/ /www.sciencenewsforstudents.org/sites/default /files - pozménéno
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10.2.1 Zahady starovékého Egypta II. - pracovni list

Uvod:

Skupina archeologii objevila v hrobce faraona Amenhotepa I. novou, jesté neproba-
danou, chodbu. Stény této chodby jsou krasné vyzdobeny a pomaloviany spoustou
hieroglyfickych znakii. Archeologové si chtéji pfecist, co je na sténach napséano, ale

nékteré znaky nedokazi rozlustit. Pomuzes jim?

Ukol 1:
Na jedné ze stén jsou napsany neznamé znaky. Jejich usporadani vypada jako

matematické ptiklady. Rozlusti hodnoty jednotlivych znak.
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Ukol 2: Na protéjsi sténé je napsan néjaky piibéh, ktery je podobny dnesni slovni

0 R D —

tloze. Archeologové jej s tvou pomoci prelozili a ty ho mas vypocitat.

Rolnik mé obdélnikové pole o stranach délky 58 m a 125 m. Kolik kilogramii pSenice

rolnik sklidi, jestlize primérna troda na 1m? je 1,5 kg?
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Vysledky pracovniho listu
Ukol 1: viz. Metodicky komentaf (str. 104)
Ukol 2: 10 875 kg
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10.3 Historické zpiisoby nasobeni I.

Cil aktivity:

Zaci se diky vypracovani pracovniho listu seznami s historickymi pocetnimi postupy,

které se pouzivaly k nasobeni ptirozenych cisel.
Aktivitu lze vyuzit i ke skupinové vyuce.

Predpokladané znalosti:

obor pfirozenych ¢&isel, celd ¢isla, nésobeni pfirozenych ¢isel pouzivané v dnesni

vyuce, délitelnost prirozenych cisel

Klicové kompetence:
e kompetence k uceni
e kompetence k feseni problémi
e kompetence pracovni

Vek zaka: 6. - 7. trida

Casova dotace: 45 minut

Tematické zarazeni:

Matematika - Cislo a proménna, Operace s Cisly
Déjepis

Navaznost na RVP ZV:

Vzdélavaci oblast Vzdélavaci obor | Ocekavané vystupy zaka
zdk provadi pocetni operace v
Matematika a jeji aplikace Matematika
oboru prirozenych ¢isel
orientuje se na Casové ose a v his-
. torické mapé
Clovek a spole¢nost Déjepis
fadi hlavni historické epochy v
chronologickém sledu
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Prirezova témata:
e Vychova k mysleni v evropskych a globalnich souvislostech
e Osobnostni a socidlni vychova
Potrebny material:
e Papirovy model Napierovych tyc¢inek - jeden do skupiny (viz. piiloha)
e Pracovni list

Metodicky komentar:

Ucitel by mél mit alespon zakladni znalosti o historickém nasobeni pomoci Napierovych
tycinek.

Chceme-li naptiklad nasobit ¢islo 1 572, vybereme ze soupravy tyc¢inek ty, které
maji v zahlavi ¢isla 1, 5, 7, 2 a sestavime z nich pravoihelnikovou tabulku podle

nasledujiciho obrazku.

thn
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Chceme-li dané ¢islo 1 572 nasobit ¢islem 3, precteme ve tfetim fadku systémem
gelosia vysledek 4 716. Podobné pfi nasobeni ¢islem 8 precteme v osmém radku

vysledek 12 576.

0 1 2 0 0 4

h
[

Zdroje pouzité literatury:

Beazley Mitchell: Svét cisel, atomi a molekul, Praha: Albatros, 1986

Folta Jaroslav: Deéjiny matematiky a fyziky v obrazech, Praha: JCSMF, 1982-1990
Rdmcovy vzdéldvact program pro zdkladni vzdéldvani. Praha: MSMT. [online]. Do-

stupné z http://www.msmt.cz/file/37052
Zdroje pouzitych obrazk:

Beazley Mitchell: Svét cisel, atomi a molekul, Praha: Albatros, 1986 - upraveno

autorem
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Pfiloha:

Papirovy model Napierovych tycinek

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 3 5 7 9
0 0 0 0 1 1 1 1

2 6 0 4 8
0 0 0 1 1 2 2 2

3 9 D 1 2
0 0 1 1 2z 2 2 3 3

4 2 0 8 6
0 1 1 7. 2 3 3 4 4

5 3 = 5 5
0 1 1 2 3 3 4 4 2

6 8 0 2 4
0 1 2 2 3 4 4 S 6

7 1 S 9 3
0 1 2 3 4 4 3 6 7

8 4 0 6 .
0 1 2 3 4 S 6 | 8

9 7 5 3 1
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10.3.1 Historické zptisoby nasobeni I. - pracovni list

Ukol 1:

Vypocitej nasledujici priklady klasicky pod sebe.

2689 3986 78942 34475
Uvod

V 16. a 17. stol. se jiz zna¢né zvysila potieba Tesit slozitéjsi tlohy hlavné
kvili velkému rozvoji dalsich véd (napt. kartografie, astronomie a techniky) Lidé si
chtéli urychlit a zjednodusit praci. Samoziejmé v této dobé jesté neexistovaly zadné
kalkulacky nebo jiné pocitaci stroje. Proto se lidé snazili pfijit na pomtcky, které

by jim v jejich praci pomohly.

Text k tkolu 2

John Napier (1550 — 1617) vymyslel metodu, kterd pii nasobeni nahradila
pomocné vypocty. Ve své knize , O rabdologii neboli o pocitani s tycinkami“ z
roku 1617, ukazal, jak pouzit tabulku malé nasobilky k snadnému nésobeni &isel.
Ptavodné navrhl zminénou tabulku rozfezat na svislé prouzky papiru, ale pozdéji
byly tyto prouzky nahrazeny tyc¢inkami ¢tvercového prirezu. Z tabulky nasobilky
byly vynechany nasobky deseti, takze vzniklo jen devét tycinek s deviti policky.

Ukol 2: Vypocitej pitklady s pomoci Napierovych ty¢inek.

59 -4 = 126 -7 =

2346 -3 = 93827 -5 =
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Text k tkolu 3

Matematika je opravdu magicka véda, protoze nékteré zakonitosti nebo pocetni
postupy se na prvni pohled jevi, jako by byly kouzly. Jedno takové matematické
kouzlo si nyni ukazeme.

Ukol 3: Pomoci ¢inského ¢arového schématu vytes nasledujici pitklady.

121 - 14 =

321123 =
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10.3.2 Historické zptisoby nasobeni I. - vyhodnoceni

Pracovni list Historické zptisoby nasobeni I. jsem vyzkouSela v jedné tridé 7.
roéniku zakladni skoly. Do vypracovavani se zapojilo 18 zaktu. Ve tiidé byla pri-
tomna i vyucujici matematiky dané t¥idy.

Na tuvod hodiny si zaci zopakovali tradi¢ni, na ceskych skoldch vyucovany, zpi-
sob nasobeni pod sebe. Vypodéitani ¢tyr piiklada se ukazalo pro zaky velmi ¢asové
naro¢né, proto jsem omezila piiklady vypocitané ve skole jen na t¥i. Rychlejsi zaci
stihli vSechny ¢tyTi, pomalejsi ¢tvrty dopocitali jako doméaci tikol. Nakonec probéhla
kontrola vysledkii.

Pomoci motiva¢niho textu a kratké diskuze o problémech matematiky v 16. a
17. stoleti jsme se presunuli do doby Johna Napiera. Na jednoduchém piikladu
jsem na zvétseném modelu Napierovych tycinek vysvétlila détem, jak tuto pomiicku
pouzivat. Poté si mohly samy na tikolu 2 vyzkouset praci s predem pripravenym
modelem Napierovych tycinek, které byly prilohou kazdého pracovniho listu. Zakiim,
ktefi princip prace s ty¢inkami nepochopili, jsem znovu individualné vysvétlila, jak
je pouzivat.

Jako dopliikovy zajimavy tkol jsem zvolila ndsobeni pomoci ¢inského ¢arového
schématu. Oba vysvétlené historické zpiisoby nésobeni zéky zaujaly. Nadseni bylo
vidét hlavné u déti, které v matematice ¢asto chybuji nebo pro ty, ktefi jsou nejisti
v nasobilce.

Pro ilustraci prace v hodiné uvadim nékolik fotografii a vyplnény pracovni list

jedné ze zakyn.




PRACOVNI LIST
Opakovani:

Vypotitej nasledujici piiklady.

2 689 3986 78 942 34 475

. 54 . 256 . 135 . 86
10366 13 M6 35 10 206 €50

1 3hk5 14330 2360 1 #EL00
W v s T4 P50

—= 0653430

Uvod:

V 16. a 17. stol. se jiz znaln& zvysila potfeba Fesit slozit€jsi ulohy hlavné kvili velkému
rozvoji dal§ich véd (napf. kartografie, astronomie a techniky). Lidé si chtéli urychlit a
zjednodusit praci. Samoziejmé v této dob& jesté neexistovaly zadné kalkulacky nebo jiné

poditaci stroje. Proto se lidé snazili piijit na pomiicky, které by jim v jejich praci pomohly.

text k ukolu 2
John Napier (1550 — 1617) vymyslel metodu, kterd pfi nédsobeni nahradila pomocné

vypodty. Ve své knize ,,0 rabdologii neboli o poéitani s ty€inkami® z roku 1617, ukézal, jak
pouzit tabulku malé nasobilky k snadnému néasobeni &isel. Pivodné navrhl zminénou tabulku
rozfezat na svislé prouzky papiru, ale pozdg&ji byly tyto pro‘uiky nahrazeny ty¢inkami
&tvercového priifezu. Z tabulky nasobilky byly vynechany nésobky deseti, takze vzniklo jen
devét tycinek s deviti policky.

Ukol 2:

Vypoditej pfiklady s pomoci Napierovych tyc¢inek.
59.4= 130

126.7=-88%

23463 =109

N
938275 4C 135
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text k ukolu 3
Matematika je opravdu magické véda, protoze n&které zékonitosti nebo pocetni postupy se

na prvni pohled jevi, jako by bylfkouzly. Jedno takové matematické kouzlo si nyni ukaZeme.

Ukol 3:
Pomoci &inského arového schématu vytes nasledujici ptiklady.

21.14= C/é

321.123=(z,q [_’gq
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10.4 Historické zpiisoby nasobeni II.

Cil aktivity:

Zaci se diky vypracovani pracovniho listu seznami s historickymi pocetnimi postupy,

které se pouzivaly k nasobeni ptirozenych cisel.
Aktivitu lze vyuzit i ke skupinové vyuce.

Predpokladané znalosti:

obor pfirozenych ¢&isel, celd ¢isla, nésobeni pfirozenych ¢isel pouzivané v dnesni

vyuce, délitelnost prirozenych cisel

Klicové kompetence:
e kompetence k uceni
e kompetence k feseni problémi
e kompetence pracovni

Vek zaka: 8. - 9. trida

Casova dotace: 45 minut

Tematické zarazeni:

Matematika - Cislo a proménna, Operace s Cisly
Déjepis

Navaznost na RVP ZV:

Vzdélavaci oblast Vzdélavaci obor | Ocekavané vystupy zaka
zdk provadi pocetni operace v
Matematika a jeji aplikace Matematika
oboru prirozenych ¢isel
orientuje se na Casové ose a v his-
. torické mapé
Clovek a spole¢nost Déjepis
fadi hlavni historické epochy v
chronologickém sledu
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Prirezova témata:
e Vychova k mysleni v evropskych a globalnich souvislostech
e Osobnostni a socidlni vychova
Potrebny material:
e Papirovy model Napierovych tyc¢inek - jeden do skupiny (viz. piiloha)
e Pracovni list

Metodicky komentar:
Ucitel by mél mit alespon zakladni znalosti o historickém nasobeni pomoci Napierovych

tycinek.
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Ukol 2: Napierovy ty¢inky
Chceme-li naptiklad nasobit ¢islo 1 572, vybereme ze soupravy tyc¢inek ty, které
maji v zahlavi ¢isla 1, 5, 7, 2 a sestavime z nich pravoihelnikovou tabulku podle

néasledujictho obrazku.

th
th
th
=

Chceme-li dané ¢islo 1 572 nasobit ¢islem 3, precteme ve tfetim fadku systémem
gelosia vysledek 4 716. Podobné pii nésobeni ¢islem 8 prec¢teme v osmém radku

vysledek 12 576.

0 1 2 0 0 4

4]
[
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Ukol 3: Devitkova zkouska

Kontrolu vysledki nésobeni mizeme provést podobné jako u sc¢itani prostym
opakovanim vypoctu nebo vypoctem se zdménou c¢initeli. Pro hrubou kontrolu
muzeme pouzit odhad.

Ukazeme si jesté pouziti devitkové zkousky pro ovéreni spravnosti vypoctu u né-

sobeni:
235 2+3+5=10 1+0=1
418 4+1+8~=13 1+3=14
98 230 9+8+2+3+0—=22 2+2=4

Zda se, Ze vypocet je spravny, protoze 1-4 = 4.

Zdroje pouzité literatury:

Beazley Mitchell: Svét cisel, atomi a molekul, Praha: Albatros, 1986

Folta Jaroslav: Déjiny matematiky a fyziky v obrazech, Praha: JCSMF, 1982-1990
Rdmcovy vzdéldvact program pro zdkladni vzdéldvdani. Praha: MSMT. [online]. Do-

stupné z http://www.msmt.cz/file /37052

Zdroje pouzitych obrazkii:
Beazley Mitchell: Svét c¢isel, atomi a molekul, Praha: Albatros, 1986 - upraveno
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Pfiloha:

Papirovy model Napierovych tycinek

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 3 5 7 9
0 0 0 0 1 1 1 1

2 6 0 4 8
0 0 0 1 1 2 2 2

3 9 D 1 2
0 0 1 1 2z 2 2 3 3

4 2 0 8 6
0 1 1 7. 2 3 3 4 4

5 3 = 5 5
0 1 1 2 3 3 4 4 2

6 8 0 2 4
0 1 2 2 3 4 4 S 6

7 1 S 9 3
0 1 2 3 4 4 3 6 7

8 4 0 6 .
0 1 2 3 4 S 6 | 8

9 7 5 3 1
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10.4.1 Historické zptisoby nasobeni II. - pracovni list

Ukol 1:

Vypocitej nasledujici priklady klasicky pod sebe.

3589 7936 58902 94378
Uvod

V 16. a 17. stol. se jiz zna¢né zvysila potieba Tesit slozitéjsi tlohy hlavné
kvili velkému rozvoji dalsich véd (napt. kartografie, astronomie a techniky) Lidé si
chtéli urychlit a zjednodusit praci. Samoziejmé v této dobé jesté neexistovaly zadné
kalkulacky nebo jiné pocitaci stroje. Proto se lidé snazili pfijit na pomtcky, které

by jim v jejich praci pomohly.

Text k tkolu 2

Skotsky matematik, fyzik, astronom, astrolog a vynélezce John Napier (1550
— 1617) vymyslel metodu, kterd pfi nasobeni nahradila pomocné vypocty. Ve své
knize ,O rabdologii neboli o poc¢itani s ty¢inkami“ z roku 1617 ukazal, jak pouzit
tabulku malé nasobilky k snadnému nasobeni ¢isel. Pivodné navrhl zminénou ta-
bulku roziezat na svislé prouzky papiru, ale pozdéji byly tyto prouzky nahrazeny
ty¢inkami ¢tvercového prutezu. Z tabulky nésobilky byly vynechany nasobky deseti,

takze vzniklo jen devét tycinek s deviti policky.

Ukol 2: Vypodcitej piiklady s pomoci Napierovych ty¢inek.

86 -7 = 3927 -8 =

642 - 53 = 93821 - 82 =
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Text k tkolu 3

Matematika je opravdu velmi zéludné véda a kazdy z nas v ni obcas udéla né-
jakou chybu. Na tento problém ale méli jiz stafi matematici lék, kterému tikali
devitkova zkouska. Pouzivali ho nejen na ovéfeni spravnosti vysledku pii na-
sobeni, ale i déleni, s¢itani a odcitani.

Ukol 3: Pomoci devitkové zkousky ovéf spravnost vysledkii.

121 - 14 = 1694

498 - 28 = 13844

5794 - 32 = 185408
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Vysledky pracovniho listu

Ukol 1: 222 518; 1 253 888; 20 438 994; 6 417 704
Ukol 2: 602; 31 416; 34 026; 7 693 322

Ukol 3: spravné; Spatné (13 944); spravné
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10.5 Devitkova zkousSka aneb hledani chybnych vypoctia

Cil aktivity:

Zaci se diky vypracovani pracovniho listu seznami s historickymi pocetnimi postupy,
které se pouzivaly ke kontrole spravnosti vypoctu.

Aktivitu lze vyuzit i ke skupinové vyuce.

Predpokladané znalosti:

obor pfirozenych ¢isel, cela ¢isla, operace s prirozenymi ¢isly

Klicové kompetence:
e kompetence k uceni
e kompetence k feSeni problémi
e kompetence pracovni

Veék zaka: 6. - 9. trida

Casova dotace: 45 minut

Tematické zarazeni:

Matematika - Cislo a proménna, Operace s ¢isly
Déjepis

Navaznost na RVP ZV:

Vzdélavaci oblast Vzdélavaci obor | Oc¢ekavané vystupy zaka
zak provadi pocetni operace v
Matematika a jeji aplikace Matematika
oboru pfirozenych ¢isel
. orientuje se na ¢asové ose a v his-
Clovek a spole¢nost Déjepis

torické mapé

Prirezova témata:
e Osobnostni a socidlni vychova
Potrebny material:

e Pracovni list
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Metodicky komentar:
Ucitel nejprve seznami zaky s principem devitkové zkousky.
Devitkova zkouska pro séitani
Devitkova zkouska je zajimavou metodou kontroly vypocti. Opira se o praci se

zbytkovymi tiidami modulu 9. UkaZzeme si to na ptikladu s¢itani:

4 386 toto ¢islo dava pti déleni ¢islem 9 zbytek 3
517 toto ¢islo dava pri déleni c¢islem 9 zbytek 4
4 903 toto ¢islo dava pri déleni ¢islem 9 zbytek 7

Zda se, 7e vypocet je spravny, protoze 3 + 4 = 7.

POZOR! Nevyhodou této zkousky je, ze sice odhali chybny vypocet, jestlize
vySe uvedend rovnost neplati, ale nepotvrdi spravnost vypoctu, jestlize zminéna

rovnost plati. Viz nasledujici piiklad chybného vypoctu:

4 386 toto ¢islo dava pri déleni ¢islem 9 zbytek 3
017 toto ¢islo dava pri déleni ¢islem 9 zbytek 4
4 507 toto ¢islo dava pti déleni ¢islem 9 zbytek 7

7Zda se, ze vypocet je spravny, protoze 3 + 4 = 7, ale neni.

Analogicky lze aplikovat na od¢itani.

Devitkova zkouSka pro nasobeni

Pred sezndmenim zak s timto zptisobem kontroly vysledkii by mél ucitel zakim
vysvétlit pojem ciferny soucet.
I pro nasobeni mtuzeme pouzit devitkovou zkousku.

235 - 418 = 98230

235 2+3+5=10 1+0=1
418 4+1+8~=13 1+3—4
98 230 9+8+2+3+0=22 2+2=4

Zda se, 7e vypocet je spravny, protoze 1 -4 = 4.
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Zdroje pouzité literatury:
Genau A.: Déjiny poctdistvi, Nakladatelstvi Emil Sole, Tel¢, 1912
Rdmcovy vzdéldvaci program pro zdkladni vzdéldvdani. Praha: MSMT. [online]. Do-

stupné z http://www.msmt.cz/file /37052
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10.5.1 Devitkova zkouska aneb hledani chybnych vypoc¢tia - pracovni list

Uvod:

N

chybu lze odhalit odhadem vysledku, na nékteré chyby musime pouzit zkousku.
Staii matematici méli na kontrolu spravnosti svych vypocti vyznamnou, dnes jiz

skoro zapomenutou, pomucku - devitkovou zkousku.

Ukol 1:
Martin pocital doméaci tikol z matematiky. Devitkovou zkouskou oveér spravnosti

V§pocti a oprav nespravné vysledky.
DOMACI UKOL
389 + 642 = 1031
2536 + 4258 = 6384
3290 +5367 = 8657
8394 + 456y = 12848
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Ukol 2: Pomoci devitkové zkousky oveét spravnost vysledki.

124 - 12 = 1488

579 - 48 = 27792

6325 - 63 = 398275
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10.5.2 Devitkova zkouska aneb hledani chybnych vypoc¢ti - vyhodnoceni

Pracovni list Devitkova zkouska aneb hledani chybnych vypocti jsem vyzkousela
v jedné tiidé 7. roc¢niku zakladni skoly. Do vypracovavani se zapojilo 18 zaki. Ve
t¥idé byla pritomna i vyucujici matematiky dané t¥idy.

V tvodu hodiny jsem na nékolika ptikladech na sc¢itani, odé¢itani, nésobeni a
déleni zakim pripomnéla, jak provadime zkousku. Poté jsem na jednoduchych
piikladech na s¢itdni a nasobeni ukézala princip devitkové zkousky. Nasledovala
samostatné prace s pomoci pracovniho listu, pti které jsem zaky obchézela a odpovi-
dala na jejich dotazy.

Devitkova zkouska mé na rozdil od klasického zptisobu zkousky vyucovaného na
dnesnich skolach vyhodu, Ze nesvadi zaky ke zpétnému dosazeni vysledku zkousky
bez vypoctu.

Pro ilustraci prace v hodiné uvadim vyplnény pracovni list jednoho z zakii.
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PRACOVNI LIST

Uvod:

T

Kazdy z nas v matematickych vypo¢tech udéla obdas néjakou chybu. Zavaznéjsi
chybu lze odhalit odhadem vysledku, na nékteré chyby musime pouZit zkouSku. Stafi
matematici méli na kontrolu spravnosti svych vypoéti vyznamnou, dnes jiz skoro
utou, pomiicku - devitkovou zkousku.

¥

Ukol 1: Martin pocital doméci kol z matematiky. Devitkovou zkouskou ov&f spravnosti
vypoéth a oprav nespravné vysledky.

DOMACI UKOL
389 + 642 = 1031

2536 + 4258= 6384 x 67114
3290 +5361 =865% v 33y
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Ukol 2: Pomoci devitkové zkousky oveéF spravnost vysledki.

124.12=1488
41244 < F
1£2=: &
A49+43+48 =24

579 .48 =27792

513+9 = 24
Lid = N2

21343+9+2 =03

6325.63=398275
6434245 = 16
6+ =1

394342435 <
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10.6 Zajimava délitelnost 1.

Cil aktivity:

Zaci se diky vypracovani pracovniho listu sezndmi se zajimavymi kritérii délitelnosti.

Aktivitu lze vyuzit i ke skupinové vyuce.

Predpokladané znalosti:

obor prirozenych ¢isel, cela ¢isla, operace s prirozenymi ¢isly, délitelnost prirozenych

Cisel

Klicové kompetence:
e kompetence k uceni
e kompetence k feSeni problémi

e kompetence pracovni

Veék zaka: 6. - 7. trida

Casova dotace: 45 minut

Tematické zarazeni:

Matematika - Délitelnost prirozenych ¢isel

Navaznost na RVP ZV:

Vzdélavaci oblast Vzdélavaci obor | Ocekavané vystupy zaka
7zék provadi pocetni operace v
oboru prirozenych cisel
Matematika a jeji aplikace Matematika modeluje a Tesi situace s vyuzitim

délitelnosti v oboru pfirozenych

Cisel

Prirezova témata:
e Osobnostni a socidlni vychova
Potirebny material:

e Pracovni list
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Metodicky komentar:
Kritérium délitelnosti Cislem 11

Cislo je délitelné jedenacti, jestlize od souctu ¢islic na lichych mistech odec¢teme
soucet ¢islic na sudych mistech a vzniklé ¢islo je rovno 0 nebo délitelné 11. Mista

¢islujeme zprava (od Fadu jednotek k vyssim fadam).

Priklad: Zvolme ¢&islo a = 3 921 401
Cislo 3 921 401 je dglitelné jedenécti, protoze (1+4+2+3) - (0+1+9) = 10-10 =0

Kritérium délitelnosti ¢islem 7 (viz kapitola 4.3.1 této prace)

Pokud si vypiSeme prvnich deset nasobkia sedmi (0, 7, 14, 21, 28, 35, 42, 49,
56, 63), vSimneme si, Ze na misté jednotek se postupné vystiidaji vSechny cislice.
Jestlize vezmeme v tivahu jesté kritéria délitelnosti uvedena v kapitole 4. Netradi¢ni

kritéria délitelnosti pfirozenych ¢isel muzeme dale postupovat takto:
e Od daného cisla a ode¢teme nasobek sedmi, ktery ma na misté jednotek tutéz
¢islici jako ¢islo a.
e V zépise Cisla, které jsme dostali, vynechame nulu na misté jednotek

e Postup opakujeme, dokud nedostaneme ¢islo, o kterém jiz bez vypoctu mizeme

rozhodnout o jeho délitelnosti sedmi.

Priklad: Zvolme ¢islo a = 26 586

26 586 — 56 = 26 530 (vynechame nulu)

2 653 - 63 =2 590

259 — 49 = 210

21 je délitelné sedmi, proto i ¢islo 26 586 ( = 7 - 3798) je délitelné sedmi
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Zdroje pouzité literatury:
Fidesova Ludmila: ,Delitelnost cislom sedem®, Matematika a fyzika ve $kole ¢.20,

1989/90

Rdmcovy vzdéldvact program pro zdkladni vzdéldvani. Praha: MSMT. [online]. Do-

stupné z http://www.msmt.cz/file /37052
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10.6.1 Zajimava délitelnost I. - pracovni list

Ukol 1: Opakovani
Vypis ¢isla, ktera jsou délitelna 2, 3, 4, 5, 6, 9 a 10.

45 100 111 156 193 222 234 432 620 724 1200 2343 4675

Ukol 2: Zjisti, zda jsou ¢isla 9372, 423695 a 720379 délitelna 11.
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Ukol 3: Zjisti, zda jsou ¢isla 6622, 8548 délitelna 7.
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10.6.2 Zajimava délitelnost I. - vyhodnoceni

Pracovni list Zajimavéa délitelnost I. jsem vyzkousSela v jedné tiidé 6. ro¢niku
zakladni Skoly. Do vypracovavani se zapojilo 22 zdku. Ve tfidé byla pritomna i
vyucujici matematiky dané tridy.

Na tvod si zaci v tkolu 1 zopakovali délitelnost ¢isly 2, 3, 4, 5, 6, 9 a 10. Pro
neékteré zaky byla tato tloha ¢asové naro¢néjsi.

V druhém tkolu jsem zaky seznamila s délitelnosti jedenécti na jednodussim pii-
kladu. Nésledné pracovali zaci samostatné. Nékteré z nich poukazovali na urcitou
podobnost s cifernym souc¢tem, ktery pouzivaji na délitelnost tfemi a deviti.

Jako treti kol jsem zvolila zjistovani délitelnosti sedmi. Pri vysvétlovani prin-
cipu délitelnosti sedmi jsme spolu se zédky vypracovali na tabuli pomiicku - nasobky
sedmi. Upozornila jsem zaky, aby si vsimli, zZe kazdy nésobek sedmi méa na misté
jednotek jinou ¢islici. Na lehkém prikladu jsem ukazala, jak ovéfujeme délitelnost
sedmi. Poté Zéaci pracovali samostatné.

Ani jeden ze znaku délitelnosti (sedmi a jedenacti) zaci neznali a zptisob jednodu-
chého TeSeni je zaujal.

Pro ilustraci prace v hodiné uvadim vyplnény pracovni list jedné ze zéakyn.
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PRACOVNI LIST
Ukol 1: Opakovini.

Vypis ¢&isla, kterd jsou délitelnd 2, 3, 4, 5, 6, 9 a 10.

45 100 111 156 193 222 234 432 620 724 1200 2343 4675

d&litelnd 2. cuie 4 ‘//‘C'/ 45]4{ 222—7 . 2-3 L+-l Lta Z/éz‘?/ :’129 ,//2(’)(’)

aettetns 3. 17,049, 43¢, 2.2 234 ,.432,4200,2343,

atitelnd 4:.199) 156,432,620, 721, 1200,

gettelna 55, 45,4.100,,..020, 1200, 46 75

......... / .....¢...A’....-....‘..,.....;..A.-..-.-.-v-............;...
dielna 6., 156,222, 23 432, 1200 ...
delitelna 9[15\‘23%#4‘32‘ ...............................................
aettetnd 10:,.100;.. 820, 4200 oo

Ukol 2: Zjisti, zda jsou ¢isla 9372, 423695 a 720379 délitelna 11.

870  paged ?49= 46  A6-5- A1 amor
415695 St6t2=43 Ft3t4=A5  16-13=3 e
100379 Grat0-d4 F0+FAt At ~1%= O o

ano-
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Ukol 3: Zjisti, zda jsou &isla 6622, 8548 délitelna 7. ?, 44( 2 4/ 28 ( J j/ 42/ 44 / 56

6622 -4 - (530 oy T

658 - )8 = 630
63 T Qo

548 08 =8520
85 L —~hp =840
§4 - )04 - €0

6 - e
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10.7 Zajimava délitelnost II.

Cil aktivity:

Zaci se diky vypracovani pracovniho listu sezndmi se zajimavymi kritérii délitelnosti.

Aktivitu lze vyuzit i ke skupinové vyuce.

Predpokladané znalosti:

obor prirozenych ¢isel, cela ¢isla, operace s prirozenymi ¢isly, délitelnost prirozenych

Cisel

Klicové kompetence:
e kompetence k uceni
e kompetence k feSeni problémi

e kompetence pracovni

Veék zaka: 8. - 9. trida

Casova dotace: 45 minut

Tematické zarazeni:

Matematika - Délitelnost prirozenych ¢isel

Navaznost na RVP ZV:

Vzdélavaci oblast Vzdélavaci obor | Ocekavané vystupy zaka
7zék provadi pocetni operace v
oboru prirozenych cisel
Matematika a jeji aplikace Matematika modeluje a Tesi situace s vyuzitim

délitelnosti v oboru pfirozenych

Cisel

Prirezova témata:
e Osobnostni a socidlni vychova
Potirebny material:

e Pracovni list
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Metodicky komentar:
Kritérium délitelnosti Cislem 7

Pokud si vypiSeme prvnich deset nasobkiu sedmi (0, 7, 14, 21, 28, 35, 42, 49,
56, 63), vSimneme si, Ze na misté jednotek se postupné vystiidaji vSechny ¢islice.
Jestlize vezmeme v tivahu jesté kritéria délitelnosti uvedena v kapitole 4. Netradi¢ni

kritéria délitelnosti prirozenych ¢isel mizeme dale postupovat takto:

e Od dané¢ho ¢isla a odec¢teme nasobek sedmi, ktery ma na misté jednotek tutéz

¢islici jako ¢islo a
e V zapise ¢isla, které jsme dostali, vynechame nulu na misté jednotek

e Postup opakujeme, dokud nedostaneme ¢islo, o kterém jiz bez vypoctu mizeme

rozhodnout o jeho délitelnosti sedmi.

Priklad: Zvolme ¢islo a = 26 586

26 586 — 56 = 26 530 (vynechame nulu)

2 653 — 63 = 2 590

259 — 49 = 210

21 je délitelné sedmi, proto i ¢islo 26 586 ( =7 - 3798) je délitelné sedmi

Kritérium délitelnosti ¢islem 19

Kazdé prirozené ¢islo n se da vyjadrit jako n = 10z + y, kde x je pocet vSech
desitek v daném ¢&isle n (nikoli ¢islice fadu desitek) a y je ¢islice fadu jednotek.
Napriklad
7365 =10-736+5

Prirozené c¢islo n je délitelné devatenécti praveé tehdy, kdyz soucet poctu jeho

vSech desitek a dvojnasobného poctu jednotek je délitelny devatenacti. Podobné

jako u délitelnosti sedmi muzeme odvodit algoritmus, ktery si ukdzeme na prikladu.
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Priklad:
Rozhodnéte o tom, jestli ¢islo 47 045 881 je délitelné ¢islem 19.

Postup: Podle vyse uvedeného kritéria délitelnosti ¢islem 19 vypracujeme tabulku.
Sestavime ji tak, ze z ¢isla 47 045 881 oddélime ¢islici 1 na pozici jednotek. Nasledné
ke zbylému ¢islu (4 704 588) pri¢teme dvojnasobek oddélené &islice, tedy ¢islo 2. Od
vzniklého ¢isla opét oddélime ¢islici na pozici jednotek a takto v postupu pokracu-

jeme dale, dokud nedojdeme k vyslednému ¢islu.

47045881 | 471[2
+2 |44
470459(0 47|5

+0 | +10
47045(9 5|7
+ 18 414
4706/3 19
6

Protoze ¢islo 19 je samoziejmé délitelné ¢islem 19, je i ¢islo 47 045 881 délitelné
¢islem 19.

47045881 = 19 - 2476099
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Zdroje pouzité literatury:

Fidesova Ludmila: ,Delitelnost cislom sedem®, Matematika a fyzika ve $kole ¢.20,
1989/90

Perelman Jakov L.: ,Zajimavd algebra®, SNTL Praha 1985

Ramcovy vzdéldvaci program pro zdkladni vzdelavani. Praha: MSMT. [online|. Do-

stupné z http://www.msmt.cz/file/37052
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10.7.1 Zajimava délitelnost II. - pracovni list

Ukol 1: Opakovani
Vypis ¢isla, ktera jsou délitelna 2, 3, 4, 5, 6, 9 a 10.

45 100 111 156 193 222 234 432 620 724 1200 2343 4675

Ukol 2: Zjisti, zda jsou ¢isla 48 391, 59 824 délitelna 7.
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Ukol 3: Zjisti, zda je ¢islo 14 337 799 délitelné 19.
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Vysledky pracovniho listu

Ukol 1: délitelna 2: 100, 156, 222, 234, 432, 620, 724, 1200
delitelna 3: 45, 111, 156, 222, 234, 432, 1200, 2343
délitelna 4: 100, 156, 432, 620, 724, 1200
delitelna 5: 45, 100, 620, 1200, 4675
delitelna 6: 156, 222, 234, 432, 1200
délitelna 9: 45, 234, 432
delitelna 10: 100, 620, 1200

Ukol 2: ano; ne

Ukol 3: ano
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10.8 Figuralni cisla

Cil aktivity:

Zaci se diky modelovéani figuralnich ¢isel seznédmi s jejich zakonitostmi.
Aktivitu lze vyuzit i ke skupinové vyuce.

Predpokladané znalosti:

obor pfirozenych ¢isel, operace s prirozenymi Cisly

Klicové kompetence:
e kompetence k uceni
e kompetence k feSeni problémi
e kompetence pracovni

Vék zaka: 6. - 9. tiida

Casova dotace: 45 minut

Tematické zarazeni:

Matematika - Cislo a proménna, Operace s isly

Navaznost na RVP ZV:

Vzdélavaci oblast Vzdélavaci obor | Ocekavané vystupy zaka

zdk provadi pocetni operace v
Matematika a jeji aplikace Matematika
oboru prirozenych ¢isel

Prirezova témata:
e Osobnostni a socidlni vychova
Potifebny material:
e Kaminky, ¢ocka nebo papirova kolecka z dérovacky

Metodicky komentar:
Ucitel nejprve seznami zéky s pojmem figuralni ¢islo - geometrické znazornovani
prirozenych ¢isel.

Pythagorejské obdobi matematiky se vyznacuje silnou geometrizaci, kdy se vétsina
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zakonitosti a vztaht mezi ¢isly interpretuje geometricky a timto zptisobem se provadéji
i dikazy. K tomuto znazornovani byly ptuvodné pouzivany kaminky, které byly
rovnany do geometrickych obrazcti.

Spole¢né se zaky se pokusime znézornit néktera ¢tvercova, trojuhelnikova, pétithel-
nikova a Sestithelnikova figuralni ¢isla.

Princip znazornovani mizeme vysvétlit na jednoduchém piikladu obdélnikovych
¢isel, kdy si zaci sestavi obdélnikové ¢islo 1x2. Nasledné k nému pridavaji kaminky
tak, aby vzdy zvétsili kazdou ze stran o 1 kaminek. Pokracuji tedy ¢isly 2x3, 3x4,

4x5, ... U kazdého obdélniku si zapisi pocet potiebnych kaminkii.

obdélnikova ¢isla 2, 6, 12, 20

Obdobné postupujeme u ¢tvercovych, trojiuhelnikovych, pétithelnikovych a Sestitihel-

nikovych ¢isel.

¢tvercova ¢isla 1, 4, 9, 16
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pétithelnikova ¢éisla 1, 5, 12, 22
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Sestiahelnikova ¢isla 1, 6, 15, 28

Zdroje pouzité literatury:

Znam Stefan a kol.: Pohlad do dejin matematiky, ALFA a SNTL Bratislava a Praha
1986

Rdmcovy vzdéldavact program pro zdkladni vzdéldvani. Praha: MSMT. [online|. Do-

stupné z http://www.msmt.cz/file/37052
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11 Zavér

Moje prace nema puisobit jako encyklopedie historie matematiky. Cilem bylo
rozsitit mou bakalarskou praci o dalsi matematické techniky, jako jsou magické
Ctverce, staroveéké pocetni postupy a jiné zajimavé poctarské algoritmy, zlaty tez
a figuralni ¢isla.

Rovnéz jsem se zabyvala i praktickym vyuzitim nékterych, mnou popisovanych,
matematickych technik. Ze zajimavych tloh z historie matematiky jsem sestavila
osm pracovnich listi. étyfi z nich jsem méla moznost vyzkouSet piimo ve vyuce s
cilem priblizit zaktim nékteré matematické postupy, které nejsou obsazeny v Ram-
cové vzdélavacim programu.

Myslim si, Ze je vhodné do hodin matematiky, jako dopliujici uc¢ivo, zaradit
tkoly z historie. OvéFila jsem si, ze prace zaky velice bavila a s nadSenim privitali
zpestieni vyuky. Hodiny mély kladnou odezvu u déti i v mimoskolni piipravé, kdy

se sami nebo ve spolupraci se sourozenci ¢i rodici témito tématy zabyvaly.
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13 Prilohy
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Obr. 9.1: Funkéni stupnice
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Obr. 9.5: Znéazornéni prikladu 9.3
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Obr. 9.6: Logaritmicky papir
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Obr. 9.7: Semilogaritmicky papir
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