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Uvod

Teorie Friedrichsovych a Poincarého konstant a nerovnosti se vyvijela na prelomu 19. a 20.
stoleti. Jejimi zakladateli byli némecky matematik Kurt Otto Friedrichs (1901 - 1982) a fran-
couzsky matematik Henri Poincaré (1854 - 1912). Casem tato teorie ziskala $iroké uplatnéni
v matematice, zejména v teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic a v numerické analyze. S
vyvojem pocitacl se zaCaly prosazovat rizné numerické metody pro vypocet konstant, s né-
kterymi z nich se v této praci sezndmime.

Zékladni mySlenou téchto nerovnosti je souvislost mezi normou (v urcitém prostoru) funkci a

normou jejich gradientl. Nejjednodussi variantu 1ze formulovat jako

lullz2(q) < cllVull 2o

kterd plati pro urcitou tfidu funkci u € U. Existuji potom i dal$i nerovnosti, které kromé norem

funkcf a jejich gradientd uvazuji dalsi vlastnosti (napf. funkéni hodnoty na hranici).



Cile prace

Cilem této prace je seznamit se s teorii Friedrichsovych a Poincarého nerovnosti a jejich kon-
stant, ukdzat rizné metody pro jejich odvozeni a uvést zakladni aplikace v matematice. Od-
vozeni konstant mizeme rozdé€lit na dvé kategorie: explicitni (teoretické) a numerické. Pfi
explicitnim odvozeni, kterému je vénovéana prvni kapitola této prace, vyuZijeme teorii Fou-
rierovych fad, kde vypocet norem funkci a jejich gradientd (derivaci v piipadé funkci jedné
proménné) provedeme pomoci rozvojt funkei do Fourierovych fad, zatimco pfi numerickém
vypoctu konstant (tfeti kapitola) vyuZijeme numerické metody konecnych prvka, kterou né-
sledné implementujeme ve vypocetnim softwaru (Matlab, Wolfram Mathematica). Jedné z nu-
merickych metod je vénovéna také ¢4st druhé kapitoly, kde se uvadi souvislosti s Laplaceovym
operdtorem. V z4véru této prace shrneme vysledky, ke kterym v tomto textu postupné dospé-
jeme, porovndme explicitni a numerické odvozeni konstant z hlediska ndro¢nosti a pfesnosti a

uvedeme vyhody a nevyhody kazdé z metod.



Umluva

Pojmy Friedrichsova nerovnost resp. Poincarého nerovnost nejsou v literatufe jednoznacné.

V rtiznych zdrojich, které se danou problematikou zabyvaji, Casto mlizeme narazit na dva nebo
vice odli$nych tvard nerovnosti, které mohou vystupovat pod stejnym nazvem, a naopak, jedna
a ta samd nerovnost se v riznych zdrojich miize vystupovat pod odliSnymi nazvy. Uvedeme
pro zacatek nékteré verze nerovnosti, se kterymi se v riznych informacnich zdrojich mizeme

setkat.

Lemma 1. Poincarého nerovnost. Necht’ 1 < p < oo, Q je oteviend omezend souvisld mnoZina

v R™, n € N. Potom existuje konstanta c zdvisld pouze na p a Q takovd, Ze plati
1,
ullir) < cllVullp)y, — YueWy?(Q).

Lemma 2. Poincarého-Wirtingerova nerovnost. Necht’ 1 < p < oo, Q je oteviend omezend

souvisld mnozina v R", n € N. Potom existuje konstanta c zdvisld pouze na p a Q takovd, Ze
plati

lu—~uglliri) < c|Vullrg), — YueW'r(Q),

kde ugq je primér u pres Q, ktery je ddn vztahem

1
ug = @!u(x)dx,

a |Q| je Lebesgueova mira Q.

Lemma 3. Friedrichsova nerovnost. Necht' 1 < p < oo, k € N, n € N, Q je oteviend omezend

souvisla mnoZina v R" s diametrem d. Potom plati
k o (P I/p k,p
lulloey <d*( X ID%llq) T Vue WSP(Q),
|o|=k
kde

(X:((xl,..~,(xn), |(X|:Q,1—|—..._|_an’



a D%u je smiSend parcidlni derivace

" o1y
Du=————.
o Q
axll ...ax:

Lemma 4. Poincarého nerovnost. Necht’ n € N, Q je souvisld omezend oteviend mnoZina v

R™. Potom existuji konstanty ci a cp takové, Ze plati

/uz(x)dx <cy / (Vu(x))zdx+cz</u(x)dx)2 , Yuewl?(Q).

Q Q Q

Lemma 5. Friedrichsova nerovnost. Necht’ n € N, Q je souvisld omezend oteviend mnoZina v

R". Potom existuji konstanty c| a ¢, takové, Ze plati

/uz(x)dx <c i/

LAY + / 2(8)dS
2 o x+cy [ u
Q T Q G

Nékdy se na oblast © kladou obecnéjsi pozadavky, jindy je poZadovéana tzv. Lipschitzovska
hranice Q (to znamend Ze v kazdém bodé ji 1ze lokalné popsat Lipschitzovsky spojitou funkci).
Muze se stat, ze v rdznych zdrojich jedna a ta samd verze nerovnosti se objevi pod jinym
ndzvem (Poincarého x Friedrischsova).

V dal$im textu vZdy budeme specifikovat, se kterou nerovnosti presné pracujeme.

Poznamka 1. V této prdci se omezime na funkce z Hilbertova prostoru L a v§echny odvozené

nerovnosti budou platné pro urcitou t¥idu funkci z néjakého prostoru L.



Kapitola 1

Wirtingerovy a Poincarého nerovnosti.
Odvozeni konstant pomoci Fourierovych

rad.

V této kapitole si explicitné odvodime hodnoty Poincarého konstant v nékterych konkrétnich
ptipadech pomoci rozvoje funkce do Fourierovy fady a uvedeme nékteré dlisledky, které z toho

plynou.

1.1 Homogenni funkce

1.1.1 1D pripad

Definice 1. Pro a,b € R, a <b definujme prostor funkci

Uj ((a,b)) := {u, uec C'([a,b]), u(a)=u(b) =0} . (1.1)

Funkcim, které jsou nulové na hranici svého definicniho oboru, budeme v dalsim textu rikat

"homogenni funkce".

Mg&jme funkci u: R — R, u € U] ((a,b)), a bude nds zajimat, jestli je L* norma této funkce
n&jak omezena L? normou své derivace, tedy jestli existuje néjakd konstanta ¢; z4visld pouze

na hodnotach a, b, pro kterou by platilo

lullz2(ap)) < et lz2(apyy > Yu€Us((a,b)). (1.2)

Této nerovnosti pro funkce jedné proménné se obcas fika Wirtingerova nerovnost.

5
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Obrazek 1.1: Piiklady nékterych homogennich funkci na intervalu [0, 3]. Hodnoty podilt no-
rem pro kazdou funkci uddva Tabulka[I.T].

Poznamka 2. Pismeno c budeme v dalsim textu potiebovat pri oznaceni intervalit v dimenzich
vysSich nez 1. Nap¥. ve 2D budeme uvaZovat interval J = (a,b) x (c,d). Aby nedochdzelo ke
kolizi s odvozovanymi konstantami, které se v literature obvykle oznacuji pouhym pismenem c,
budeme v pripadé téchto konstant pouZivat dolni index, ktery bude oznacovat dimenzi, ve které

zrovna pracujeme.

Poznamka 3. Z predpokladu u € C'([a,b)) plyne, Ze u,u’ € L*((a,b)).

funkce podil norem
—1.3sin(%) | 0.477465
(3—x)3—x)x | 0.507093
lefsin(Z) | 0.690621

T

12¢ 6737

0.834823

Tabulka 1.1: Ptiklady pro nékteré funkce (viz Obr. na intervalu [0,3]. Podilem norem

rozumime hodnotu vyrazu [lul2((ap)) / 141l 22((ap)) -

Pred tim nez si ukdZeme, Ze takova konstanta existuje, provedeme s ptivodni funkci u nékolik

uprav. Nejprve ji posuneme tak, aby se bod a presunul do pocatku. Posunutim funkce se jeji



norma, ani norma jeji derivace, nezméni. PoloZme
u'(x) ;== ulx+a), a*=0, b*=b—a, x€[a",b"].
Ziejmé bude platit
||”*||L2((O7b*)) = ||u||L2((a,b))7 ||(”*)/||L2((O,b*)) = Hu/“LZ((mb)) .

Déle si rozsifime funkci u*(x) na lichou funkci na intervalu [—b*,b*]. PoloZme

u*(x), x € (0,b%)
f(x) = q —u*(—x), xe(=b*,0) - (1.3)
0, x=0

Ze spojitosti funkce u* na (0,b*] plyne, Ze f je spojitd na [—b*,0) U (0,b*]. Navic plati

lim f(x) = lim u«*(x) = lim —u*(—x) = lim f(x) =0 = f(0),

x—0t x—0t x—0~ x—0~
tedy f je spojitd v nule a z toho plyne, Ze f je spojitd na celém [—b*,b*|. Podobné dostdvame

pro derivaci f

f2(0) = lim —u*'(—x) = lim (u*(—x))' = lim u*'(x) = £, (0),

x—0~ x—0~ x—0t

a f je v nule spojitd. Z toho plyne, Ze f mé derivaci v nule, kterd je rovna derivaci v nule
zprava funkce u*, a ze spojitosti u*’ na celém [0,b*] plyne, Ze f' je spojitd na celém [—b*,b*].
Podobné jako pro piivodni funkci u bude pro f platit, Ze f, f € L*>(—b*,b*).

Polozme L = b*, I = (—L,L). Plati nasledujici vztah mezi normami u a f

1= [ Peoae= [ e w$/f i~
:/( dx+/

Prvni integral spoc¢teme prvni substituéni metodou
0 0
/ (—u" ) (—x)dx = {1 = —x; dt = —dx} = — / (—u*2(t)dt =
-L L

L L
. *\2 _ *\2
= [ wyod = [ war,

a dostavame



Obrazek 1.2: Horni cast: funkce u : [a,b] — R (plnd modrd Ccéra), jeji posu-
nuti do pocéatku definuje funkci u* : [0,b — a] — R, (Cirkovand zelend Céra). Dolni
Cast: lichd funkce f : [a — b,b — a] — R, kterd vznikla rozsifenim funkce u*.

Pfiklad pro funkci u(x) = sin(2x—2) / (2x—2) .



Analogicky pro normu f’ dostdvame

71 = [ (200e= [ (2o [ wan=
= [ e [ =
—/ )2 dx+/ )2 (x)dx = 2||u’ HL2

Z vyse provedenych vypoctd plyne, Ze stejné jako u ma i funkce f spojitou prvni derivaci na
svém defini¢nim oboru a je nulova v krajnich bodech. Pivodni dlohu nalezeni konstanty ¢
tak, aby platila nerovnost (1.2), ekvivalentné pfevedeme na dlohu nalezeni konstanty ¢, pro
kterou bude platit

12y < el 2
Nyni provedeme vypocet L2 norem pro f a f' pomoci Fourierovych fad téchto funkci vzhle-

dem k Gplnému ortonormdlnimu systému na intervalu I = (—L,L)

{ 1 1 m 1 . mx 1 2nx 1 2Tl:x } (1.4)
——, —=C0S —, —=SIn—, —=CO0S —— 1. .
V2L VL L’ VL L’ +\/L \/_

Pro Fourierovy koeficienty funkce f budou platit nasledujici vztahy

ap = \/L_ /L f(x)dx

ay = \/_/ cos—dx
/Lf( ) sin kdex

flx)~F(x) = %4—7 ; (akcoskT+bkskam> :
Poznamka 4. Symbol "~" znamend to, Ze zatim jsme pouze priradili funkci f jeji Fourierovu
radu F, ani? bychom znali, zda tato fada konverguje k f. V nasem pripadé tomu tak je, pro-
toZe f € C'(I). Navic diky tomu, Ze f(—b*) = f(b*), konverguje F k f dokonce stejnomérné.
Na druhou stranu pro funkci f' mdme pouze tu vlastnost, Ze je spojitd na 1. V dalSim vypo-
Ctu si ukdZeme, Ze stali ndm pro vypocet L* norem funkci f, f', aby jejich Fourierovy Fady

konvergovaly v normé L?.
Pfipomeneme si, Ze nase funkce f je lichd na I, a z toho plyne
ar =0, Vke NU{0}.

Fourierova fada pfislu$na funkci f se ndm zjednodusi na tvar

(o)

k
X) = Z bksinE :
k=1 L



Je tfeba si uvédomit, Ze dokonce kazdy CasteCny soucet
- kmx
fo(x) = Z bysin— , neN
k=1 L

spliiuje homogenni podminku v krajnich bodech intervalu /. Plyne to z toho, Ze kazdy Clen

fady je nulovy v bodech x = —L, x =L, anavicivbodé x=0.

sin kn(=L)
L

L
sink% = sin(km) = 0, VkeN,

—sin(—km) =0, VkeN,

sinOan =sin(0) =0, VkeN,

proto
fu(=L) = fu(L) = £,(0) =0,  VneN.

UkaZeme si, Ze konverguje-li posloupnost funkei f, k f v norm& L? (coZ v naSem piipadé plati,
protoZe soustava (T.4) je Gplna v L*(I) ), miizeme L? normu funkce f spoitat jako limitu 2

norem funkci f;, pro n — oo.

Diikaz.
r}g‘}o”anLz(I) = lfll2qy = ,}iggollfnlliz(,) = ||f||i2(1) —
L L L
- 2 [ - 200\ 2 _
lim [ 2y = [ fare= Jim [ (7200~ £20)dx =0,
“L “L “L

pouzitim Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti dostdvame

[ (2@ = £)dr = [ ()= £00) (o) + 1) dx <

<([thw —f(X))zdxy( / (fn<x>+f<x>)2dx)%,

a proto
L L L |
lim [ (7200~ 20)dx < Jim ([ () = £@)%dx)* ([ (o) + 1))
—L —L —L
Vyraz

10



neni nic jiného nez
1o = Fll2ay

a hodnota tohoto vyrazu jde v limité pro n — oo k nule. Navic hodnota vyrazu
L 1
2,\2
([ (5o + 7)) ax)
~L
je konecné Cislo a dostdvame, Ze
L

lim [ (fa(x) = f*(x))dx=0,
—L

a z toho

tim |l = 11z
]

A nyni miizeme L?> normu funkce f spoéitat jako limitu L? norem &aste¢nych soudtd f,, pri-

sluSné Fourierovy fady F. Dostdvame
2 . 2 . L - kmx
1Az = fim 1 fallzzqr) = lim L( ZbksmT) =

n—oo | __
= lim [ < ]Zlbb sin =~ s1n—>dx—
1 & L im T
= lim — Z <b,’bj/ Sinl xsinudx)
n—eo L, et —L L L
Ddle plati, Ze funkce
. Tx . 2nx . 3mx
{sin—, sin—, sin—,... }
L L L
tvofi ortogonalni posloupnost na intervalu / = (—L,L). Tim se ndm suma v posledn{ limité

zjednodusi a pouzitim vzorce pro vypocet druhé mocniny sinu dostavame
i L imx . jmx L
Z <b,-bj/ sin — sin J—dx) Z (b%/ sin —dx) L Z by .
ij=1 L L L =1 _L

J= -
Vyraz, ktery jsme dostali, miizeme dosadit do posledni limity ve vypoctu

1 L mx | jmx
r}l_r&zijzl (b,-bj/LmnTmanx) = hm Lz'lbk Z bk

Vysledny vztah, ktery jsme dostali

o)

11720 = X bk (1.5)

je v literatufe oznaCovdn jako Parsevalova rovnost.

11



Poznamka 5. Chceme-li L* normu néjaké funkce vyjadrit podle Parsevalovy rovnosti jako
sumu kvadrdti jejich Fourierovych koeficientii, je diileZité, aby soustava, podle které funkci

rozvijime do Fourierovy fady, byla ortonormdlni (nap¥. soustava (1.4))).
Déle budeme potiebovat spocitat L? normu f. Plati nasledujici véta (viz [3]])

Véta 6. Budiz f(x) spojitd na [—m,Tt| a necht’ tam md derivaci, kterd je integrovatelnd v

(—m, ). Pak je

% i ((kby + (—1)*¢) cos kx — ka sinkx)
kde
c= (f(m) - f(~1)).
Tuto vétu pouZzijeme pro interval I = [—L,L]. Navic v naSem piipadé je ¢ = 0 a tato véta ndm

fiké, e Fourierovu fadu funkce f miiZeme derivovat &len po ¢lenu a L? normu £ spoéitat jako

limitu norem &4ste¢nych souctl zderivované Fourierovy fady F(x). Dostdvdme tedy

. . L k
15 = Jim WAl = Jim, [ (27 X kbueos ) =

n—yoo
L m? in T
= lim < Z ijbibjcos xcosu>dx:
n—oeo | i L L
2 n L
. T .. iTx JjTx
“imn L (1, [ os 7 cos ) =
2 R
_nlgrolo_L;kbk 2kglkbk.

Ptfipomeneme si, Ze plati

2 *(12 2
H”Hp((mb)) = [|u ||L2((07b*)) = §||f||L2(1) )
H”IHIZJZ((a’b)) = H“*I”[%z((o,b*)) = §||f/”%2(1) )

a postupnym dosazovanim do ptivodni nerovnosti (I.2]) dostavame

ull 22 (apy) < 1116 ll2((ap)) »
| 22¢0.60y) < €1 1™l 20,5 »

1 1
ﬁHfHLZ(I) <ci EH](/HLZ(I)
1Az < et 2y

2 2 212
Zbk§c1EZk b .
k=1 k=1

12



Pokud je u identicky rovna nule na [a,b], pak i f bude identicky rovna nule na / a posledni
nerovnost plati trividln€. Pfedpoklddame-li, Ze funkce u neni identicky rovna nule na intervalu
[a,b], potom ani f nebude nulové na I, a z toho plyne, Ze norma f’ nebude nulové (jinak by
f musela byt konstantni na /, a tedy nulova, nebot’ musi byt nulova v krajnich bodech). Diky

tomu Y kzb,% # 0, a miZeme psat
k=1

Y b;
k=1

2
e <dn (1.6)
Y k2b?
k=1 k

Hledana konstanta ¢; musi danou nerovnost splfiovat pro kazdou posloupnost {b;};>_,. Zfejmé

plati b,% < kzb,% pro vSechna k € N a proto Y b,% <) kzb,% . Z toho plyne
k=1 k=1

Proto vySe uvedena nerovnost (I.6) bude platit v piipade, Ze

2

L
ISCIE.

Dostdvame se k zavéru, Ze nejmensi moZznd hodnota pro konstantu ¢ je

L
Cl=—.
e

PficemzZ rovnost
17z = e 17 ez = =1 ez
bude platit pravé kdyz
by=0, Vk>2, b1 #0

a funkce f bude mit tvar

F(x) = by sin¥ .

Nyni mtizeme zformulovat nasledujici vétu

Véta 7. Wirtingerova nerovnost pro homogenni funkce jedné proménné. Pro kaZdou funkci

u € Uj ((a,b)) na intervalu [a,b] (viz (I1)) je splnéna nerovnost

el r2((ay) < 1 16 22((ap))
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a rovnost plati, pravé kdyZ

Hodnota této konstanty je

Poznamka 6. Extrémni funkce (pro které v (1.2) plati rovnost) (viz Obr. predstavuji sinové

pulperiody ndsobené konstantou.

. sin(%)
2log(4 - x) log(x +1)

L(e*™-1)(e*-1)

|

s (3-Xx)x

Obrazek 1.3: Pfiklady nékterych homogennich funkci na intervalu [0, 3], které jsou blizké ex-
trémnim funkcim (v€etné extrémni funkce sin(%x) ). Hodnoty podilii norem pro kazdou funkci

udéava Tabulka Funkci tan~! se rozum{ arkustangens.

funkce podil norem
sin(%) 0.954930
—x*+3x 0.948683

arctan(x) arctan(3 —x) | 0.946716
(@S —1)(e—1) | 0936078
In(4—x)In(x+1) | 0.932580

Tabulka 1.2: Pfiklady pro nékteré funkce blizké extrémnim funkcim (viz Obr. [I.3)

na intervalu [0,3], v€etné extrémni funkce. Podilem norem rozumime hodnotu vyrazu
ull 2 (apyy / 119 1|2 ((a)) -

14



3 3-sin(x)
2
1
0 X
7T
-1
-2
-2.5-sin(x)

Obrazek 1.4: Piiklady extrémnich funkci na intervalu [0, 7] .

Poznamka 7. Vyndsobenim funkce nenulovou konstantou se podil norem nezméni. V grafu

(Obr. [1.3)) jsou nékteré funkce z Tabulky[I.2) pro pFehlednost ndsobené konstantou.

Dusledek 1.

" b—a)k Dru
Vue C@b)) lulzan < Co 2 Yy VE<n, €N,
oo (b—a)* Du
Vue G ((a0)) Nullzasy =~ Ipxleae) VEEN,
kde Cj((a,b)) a Cy ((a,b)) chdpeme jako
Co((a,b)) = {u,u € C"((a,b)), u(a) = u(b) = u'(a) =/ (b) = --- = u"(a) = ul" (b) = 0} ,

C3((a,b)) = {u, u € C((a,b)), u (a) = u" (b) =0, Yne NU{0}}.

Poznamka 8. V dalsim textu budeme vidy predpoklddat, Ze u neni identicky rovna nule na

svém definicnim oboru.
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1.1.2 2D pripad
Nyni se presuneme do 2D a stejny problém budeme fesit pro obdélnikovou oblast
J=(a,b) x(c,d), a,b,c,dc€R, a<b,c<d.
Definice 2. Definujme prostor funkcit
UZ(J) := {u, ueC'(J), u(x,y)=0, ¥(x,y) €dJ}. (1.7)

Opét budeme hledat konstantu (tentokrat oznacme c;) takovou, aby platila Poincarého nerov-

nost pro funkce dvou proménnych
lull 2y < 2lVall 2y, YueUgW), (1.8)

kde Vu je gradient funkce u a pro jeho L? normu plati vztah

HVMHLZ(J) = // ((%)2-{— (g—;t)z>dxdy .

Opét jako v pripadé 1D provedeme nékolik tprav. Nejprve pivodni funkci u posuneme tak,

aby se bod [a, c| pfesunul do pocatku. PoloZzme
w(x,y) ==ulx+a,y+c).

D, = |a,b] X [c,d] se ztransformuje na D, = [0, (b —a)] X [0,d — ¢] a oznaCme L = b —a,
M=d—c, J"=(0,L)x(0,M). Dale sirozsifime funkci #* na lichou funkci f na intervalu

[—L,L] x [-M,M] tak, aby platilo

fxy) =u(x,y), (x,y)€(0,L)x(0,M),
f(x7y):_u*(_x7y>7 (X,y) € (_Lv())X(OaM)v
f(x,y)z—u*(x,—y), (X,y)G(O,L)X(—M,O),

f(xvy) = u*(—x, _y)v (X,y) € (_L70) X (_M70)7

ajinde je f nulova. Podobné jako u funkci jedné proménné se nechd ovéfit, Ze takto definovana
funkce f je spojitd a mé spojité parcidlni derivace na [—L, L] x [—M, M]. Napt. pro f, na dsecce
{0} x (0,M] (tedy mezi prvnim a druhym kvadrantem) dostdvdme

*

lim fi(x,y) = lim —(u")(—x,y) = lim ——(-x,y) =

x—0~ x—0~ x—0— ox

— l‘ *\/ — l' /
im () (xy) = lim fi(x,y)
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pro kazdé y € (0,M]. Limity zleva i zprava jsou kone¢né a rovnaji se. Déle pro libovolné

yo € (0,M) rovnost
lim f{(0,y) = lim f{(0,y)

y=Yo Y=g
plyne trividlné z toho, Ze u* € C'(J*), a diky tomu existuje také kone¢n4 1_13;11_ f1(0,y). Protoze
f je nulovd na {0} x (0,M) a tedy konstantni, je f, také nulovd a tedy )spojité na této usecce
vzhledem k y. Spojitost vzhledem k x plyne trividlné z toho, Ze u* je C'. Stejny postup prove-
deme pro usecky [—L,0) x {0}, {0} x [-M,0), (0,L] x {0} a limitnim pfechodem ovéfime,
Ze f ma spojité parcidlni derivace v pocatku a ma v ném nulovy totélni diferencidl.

Polozme I = (—L,L) X (—M,M). Pro normy u a f bude platit

1712y = [ f2<x,y>dxdy=7/L f2 (e, y)dxdy + / /0 (x,y)dxdy+
1 0 —L

0 L 0 0
+//f2xydxdy // (x,y)dxdy =
“M 0 “M-L
ML M 0
://(u*) xydxdy+// (—x,y)dxdy+
00 0 -L
0 L
+//(—u*) X, ydxdy+// (—x,—y)dxdy =
“M 0

analogicky jako v 1D pouZitim prvni substitu¢ni metody pro jednotlivé integraly

<

L

L
xydxdy—l—// xydxdy—l—// xydxdy—i—
0 00

M L
(x,y)dxdy = 4// (x,y)dxdy = 4||u*||L2 ) —4||u||L2 ) -
0 0

_|_

“—x o\

{
[

Stejnym zptisobem dospéjeme k analogickému vztahu pro normy derivaci u a f

1 1220y = 411172

2D FourierGv rozvoj pro funkci f vypada obecné ndsledovné

J Ty JTy
X,y) ~ 2 o — 4+ —sin == +
£(x,y) p o< l]cos Bijco s X iy

] Ty Jmy
+Y,,]sm oS —— +9; jsin Tsmﬁ),
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Obrézek 1.5: Horni ¢dst: pavodni funkce u : [2.5,4.5] x [3.5,6.5] — R (modrd barva) a funkce
u*:[0,2] x [0,3] — R (zelend barva) vznikld posunutim funkce u. V dolnf ¢asti je pak vysledna

funkce f :[-2,2] x [-3,3] — R vznikld rozsifenim funkce u*. Piiklad pro pivodni funkci
ux,y) = (2(x=2)— (x=2)?) 3(»—3) - (»—3)*) .
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kde pro koeficienty o; ;,B; ;, Vi, j, d; j plati vztahy

Tt T
oy j = 7 /fxy cosgcos%dxdy,

. JT
Bij= m /f(x,y) cos T sin %dxdy,

T T
Yij = 7 /fxy smgcos%dxdy,

imx . jmy (1.9)

dij= 17/[ /f(x,y) sin —— sin dedy,

1

K=1/4, i=0A j=0,

K=1/2, i=0Aj#0)V (i#0Aj=0),

K=1,i#0A j#0.
Vzhledem k tomu, jak jsme si definovali funkci f, dospéjeme snadno vypoctem k tomu, Ze
plati

o;j=Pij=",;=0, Vi,je NU{0}.

Plyne to z toho, Ze f je lichd na /, a proto

L k % k
/ Fl,y)cos gy =0, / Fry)cos Pay—0,  VkeNu{o}.
—L L -M M

Nenulové tedy mohou byt pouze koeficienty §; ;, kde v pfislusSném dvojném integrilu jsou
pouze siny. PoloZime-li b; ; = §; j, vysledna Fourierova fada funkce f se ndm zjednodusi na

tvar
. IMx . T
flx,y) = Z bl~7js,1n—31nu :
Pro parcidlni derivace f plati (pouZitim Vé&ty [6| miiZeme derivovat ¢len po Elenu, nebot’ f je v

krajnich bodech nulova, a pfislu$néd Fourierova fada tedy konverguje stejnomérn¢)

of Imx jny
5 (xY) Z ib; jcos — sin —~

ox L= L M

0 i

8§ = — Z ]b,]sm—cos%

,Jl

A nyni miZeme spocitat normy f a f’ jako limitu posloupnosti ¢dsteénych souéti Fourie-
rovych fad téchto funkci. PouZitim stejnych metod pro integralni pocet a trigonometrickych
vztaht jako v 1D, postupnymi Gpravami dostivame

2 _ Jjmy B
11220y = // Y. buysin T sin T dvay =

i,j=1

b kT T
—// Z Z b; ]bklsm s1nusm—xsm—y>dxdy:
ij=1ki=1 " M L M
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prohozeni sumy a integrilu

i inx b knx | In
Z Z byjbkl// sm—sm]—ysm—sm—y)dxdy>
i,j=1kIl=1 L M

ortogonalita sinti na prislusném intervalu /
TC
// sin’ 21 y)dxd )
M

Na zavér pouzitim trigonometrického vzorce pro vypocet druhé mocniny sinu dostavdme

7J1

1£1Z20) = X biLM =LM Y b

=1 ij=1

Analogicky spocteme normu gradientu f

2
||Vf||%2 // ) )dxdy
=1 // Z zb”cos mnﬂ) dxdy+
ITX Jmy
+1\7// Z Jbi jsin— cosﬁ) dxdy =
I

. inx o knx . Imy
// z:: z:: zkbl]bklcosTmn%cosTmnV)dxdy%—

I I km In
// Z Z]lb,kalsm—xcosusin—xcos—y>dxdy:
=K L M L M

prohozeni sum a integrald

2 o oo
knx . Im
Z Z zkb,]bkl//cos—sm@cos%s1n ydxdy>+
k=1

“NIF‘

I,j=

lezzllklzzll Jlb,ka1//sm—cosusmTcos—dxdy>

[\

ortogonalita sinli a cosinil

22 2 X . o Ty 2,2 2 IMX 2JW
L2Z b; //cos sin dxdy>+ Z( b; //sm LC ded)

i,j=1 l/l I

pouZzijeme vztah pro vypocet druhych mocnin sinu a cosinu

oS g .
TX @) T Y () = (Y 2 Y R
i,j=1 i,j=1 i,j=1 a]:l
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ProtoZe plati

HMHI%Z(J) = ||”*|’1%2(1*) = ZHfHIz}(]) )
. 1
HVuHiz(J) =|[Vu Hiz(p) = ZHVinZ(I) ’

miizeme stejn€ jako v 1D nerovnost

//fz(x,y)dxdy <3 // <(g_j:)2 + (%)2>dxdy

prevést postupnymi tipravami na tvar
M 20 L5 o2
LMZb SCzTc <L Zlb17]+MZ]bl’j)
h,j=1 i,j=1 i,j=1
Protoze pfedpokladdme, Ze u neni identicky rovna nule na J, plyne z toho, Ze i f neni identicky
rovna nule na /, vSechny sumy jsou tedy kladné a 1ze posledni nerovnost upravit na tvar
oo 2
Yij=1b; 2.2

U < Tt (1.10)
ELrm 2+ M2Zl} 11207

Zajimd nds nejveétsi moznd hodnota zlomku na levé strané nerovnosti (I.10). Pro pfehlednost

vypoctu polozme ndsledujici substituce

A= Zb”, B= Zﬂbfj, C= Zfb%J,
i,j=1 i,j=1 i,j=1 (1.11)

1
x=B—-A, y=C—-A, k=—, |=—.

Nerovnost ((1.10) se zjednodusi na tvar

A <c3m?. (1.12)
k(A+x)+1(A+y) —
Ziejmé bude platit, Ze
A,B,C>0, x,y>0, kI>0. (1.13)

Citatel i jmenovatel zlomku na levé strané (I.12)) jsou proto kladné a plyne z toho

A __A 1 L>M?
K(A+x)+I1(A+y) ~kA+IA k+l1 L2+M?

Zlomek v (1.12) tedy nabyva maximalni hodnoty v piipadé, kdy x =0 A y = 0, coz znamena,
7eA=BNA=C,atedy

i by ;= Z i’} = Z Jb7; (1.14)

i,j=1 i,j=1 i,j=1
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Jelikoz plati
b A0 = b} <iPBE; NBE < PR, Yij>2,
plyne z toho, Ze rovnost (I.14)), a zdroveri nejvétsi hodnota zlomku v (I.12)) nastdva pravé
tehdy, kdyz
bii#0,  bi;j=0, V(i j#(11).

Po dosazeni do (I.12)) dostdvame

2102
big b1y L 1 T g2 2 — )
wrw vrwe M
a z toho pro konstantu ¢, dostdvame
) L>M?
=55 -
2 T2 (L2 +M?)

Nyni miZeme zformulovat nasledujici vétu

Véta 8. Poincarého nerovnost pro homogenni funkce dvou proménnych. Pro kaZdou funkci

u € U(J), J = (a,b) x (c,d) (viz (7)) je splnéna nerovnost

lull 2y < e2llVullz2)

a rovnost plati, prdavé kdy?

u(x,y) = ksin ng?x_—aa) sin TESI_—CC) , keR.

Hodnota konstanty je
(b—a)(d—c)

n/(b—a?+(d—c)?)
Poznamka 9. Extrémni funkce predstavuji sinové pulperiody vzhledem k proménnym x a y (viz

Obr. [1.6).

Cy) =
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3sin(x)sin(y)

y 7T

X b

Obrazek 1.6: Piiklad extrémni funkce na 2D intervalu [0, ] x [0, 7] .

1.1.3 3D pripad
Definice 3. Necht’ J = (a,b) x (¢,d) X (e, f), a,b,c,d,e,f €ER, a<b, c<d, e<|f.
Definujme prostor funkci

Ug(J) := {u, ue C'(J), u(x,y,z) =0, V(x,y,z) €} (1.15)

4

Vzhledem k ndro¢nosti vypoctu pro vyssi dimenze, struéné si ukdZzeme situaci ve 3D, jelikoz
postup je naprosto analogicky jako pro funkce v 1D a 2D. Méjme funkci u € Ug na 3D intervalu

[a,D] X [c,d] X [e, f]. Norma gradientu u ve 3D bude mit tvar

IVull 2y = ///((%)24_(%)2+(‘3_”Z‘)2>dxdydz .

Zajima nas, pro jakou hodnotu c3 bude platit

ull 20 < e3l|Vull 2y, Vue Us (7). (1.16)

Funkci u posuneme tak, aby se bod [a, ¢, e] pfesunul do pocétku soufadnic, ddle si novou funkci
u* dodefinujeme na piislusném 3D intervalu

[-K,K]| x [-L,L] x [-M,M], K=b—a, L=d—c, M= f— e (jeho vnitiek oznatme /)
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tak, aby pro novou funkci f platilo

fy2) =u"(x,2), (x,y,2) € (0,K)x(0,L)x(0,M),

fey,2) = —u'(=x,3,2), (x,5.2) € (=K,0)x (0,L) x (0,M),

fe,y2) = —u"(x,=y,2), (x,3.2) € (0,K) x (=L,0) x (0, M),

f(x,y,2) = —u(x,y,—2), (x,5,2) € (0,K)x (0,L) x (—M,0) , (117
fy2) =u(—x,—y,2), (x,32) € (=K,0) x (-L,0) x (0,M),

fxy,2) =u'(=x,y,-2), (x,3.2) € (=K,0)x (0,L) x (=M,0),

fx,y,2) =u'(x,—y,—2), (x,5,2) € (0,K)x (=L,0) x (=M,0),

fley2) = —u'(=x,—y,—2), (x,5,2) € (—K,0) x (=L,0) x (—=M,0),

ajinde je f nulové. Plati analogie jako pro 1D, 2D (spojitost f, fy, fy, f1 nal), tedy tato definice

je korektni. Pro normy funkci u, f a jejich gradientd budou platit vztahy

= 8ul%, -

11220

197122, = 8lIVul2y

Obecny Fourieriv rozvoj pro 3D funkce je ponékud komplikovany, fada ma 8 ¢lenti, nicméné

vzhledem k tomu, jak je definovana funkce f (viz (1.17)), prislusnd Fourierova fada se zjed-

nodusi na tvar

Jmy . kmz
b L gin =
f(x,y,2) ,;1 ”ksm ¥ sin 7 s1nM
Pro parcialni derivace f plati vztahy (opét podle Véty [6))
d T km
af(x y,2) = Ef,él (zbdkcos?sm%smﬁz) ,
0 T - Jny
3 =—(%,5,2) = Zi];_l(ﬂa,jksm e cosTsmﬁ) ,
d T = i km
af(x Y2z )_A_/I Z (kb,jksm e sm%cosﬁz) .

Dosazenim za f, f' piisluinych Fourierovych fad a pouZitim stejnych metod jako v 1D, 2D

postupnymi Upravami dospéjeme ke vztahiim

2
f2) = KLM Y b,
i,j:k=1
ne. ) 212
||fHL2(1)—7t ( ,;11 b,]k+ 7 ];—1] bi,j,k+ﬁ
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Ptvodni nerovnost se prevede na tvar

- IM & KM & KL &
M 2 22 2772 2772 212
s e ] ]

Vsechny sumy jsou kladné, 1ze tedy psat

Yo b?

i,j,k=1"1i,jk 2.2
Lzoo .2b2 _i_LZoo .2b2 +Lzoo k2b2 SCBTC .
K2 i jk=11"00 j b T 12 Laijk=1J"O% j kT 32 i j k=15 j k

Hodnota zlomku bude nejvétsi pravée tehdy, kdyZ bude platit

bijx=0, (i,j,k)#(1,1,1),  b111#0.
Vyraz na levé strané se zjednodusi a pro hledanou konstantu ¢ dostdvame vztah

1 2.2
=C2TU
1 1 1 3%
etrTw
a z toho po dpravéich a pfevedenim na spole¢ného jmenovatele dostdvame
272002
2 K*L*M
37 (K212 + K2M2 + [2M2)

Véta 9. Poincarého nerovnost pro homogenni funkce tii proménnych. Pro kaZdou funkci

ueU(J), J = (a,b) x (c,d) x (e, f) (viz (I.I5)) je splnéna nerovnost

lull 27y < e3l[Vull 2y

a rovnost plati, pravé kdyZ

u(x,y,z) = ksin mx —a) sin ny—c) sin n(z—e)

keR.
b—a d—c f—e '’

Hodnota konstanty je

(b-a)d—)(f ) |
my/(b—aP(d— )+ (b—aP(f — )2+ [d— 0P (f —e)?

Cc3 =

1.1.4 Vicedimenzionalni pripady

Vv,

Vypocet pro dimenze vétsi jak 3 provadét nebudeme. Da se ale ukdzat, Ze i ve vySSich di-
menzich plati analogie vztahi odvozenych v pfedchozich podkapitoldch. Definujeme-li pro

obecnou dimenzi n € N pfisluSny prostor funkci na néjakém intervalu J (v dimenzi n)
Uy(J) = {u, ue Cc'(7), u(x) =0, VY(x)eal},
J= [al,bl] X [a2;b2] X X [anabn] y X= (x17x27 T 7xn) )
muiZeme Poincarého vétu pro obecnou dimenzi n € N zformulovat ndsledovné
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Véta 10. Poincarého nerovnost pro homogenni funkce n proménnych. Pro kaZdou funkci

u € UJ(J), kde J je interval v R", je splnéna nerovnost
[ull 2y < enllVull 2
a rovnost plati, pravé kdyZ

—" keR.

Hodnota konstanty je

V dimenzi 1 symbol Vi md vyznam u’.

Dusledek 2. Pro n € N poloZme
UMQ)={u, uc CY(Q), u(x) =K, VYxeoQ, KR},
kde Q je interval v dimenzi n. Potom plati
lu—Kllr2@) < callVullp2@y,  VueUg(Q),

kde cy, je prislusnd konstanta pro homogenni funkce n proménnych .

1.2 Funkce s nulovym primérem

1.2.1 1D pripad
Definice 4. Pro a,b € R, a < b definujme prostor funkci
b
Vi ((a,b)) == {u, u e C'([a,b]), / u(x)dx =0} . (1.18)

Funkcim, které splituji podminku
b
/ u(x)dx=0, (1.19)
a

budeme v dalsim textu fikat "funkce s nulovym priumérem". Ve vice dimenzich potom vztah

(L.19) chdpeme jako integrdl p¥es prislusny vicedimenziondlni interval (nebo obecné oblast).
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Uvazujme nyni podobnou situaci jako v kapitole 1.1. Mé&me funkci u : R — R, x € [a,b],
a,b €R, a<b, ucVy((ab)). Opét budeme chtit najit takovou konstantu (oznaéme ci,

stejné jako v podkapitole 1.1.1), pro kterou bude splnéna Wirtingerova nerovnost v 1D pro

funkce s nulovym priimérem
lulli2qapy) < et ll2gapy »  Yue Vo ((ab)). (1.20)

Vypocet opét provedeme dosazenim za funkce u, u’' pfislusnych Fourierovych fad. Nicméné
vzhledem k tomu, Ze obecné nepfedpokladdme rovnost funkénich hodnot u(x) v krajnich bo-
dech intervalu [a, b], jiZ nebude vypocet normy derivace u tak jednoduchy jako pro homogenni
funkce a musime si funkci # vhodné posunout a zvolit si na piisluSném intervalu vhodnou
tplnou ortogondlni bazi.

Pouzitim standardniho postupu bychom mohli ptivodni funkci u posunout napf. tak, aby se bod
‘”b presunul do nuly. Oznacime-li L= b%“, potom vysledna funkce f vznikla posunutim pa-
vodn{ funkce u bude definovdna na intervalu [—L, L]. V¥pocet || f'||;2((_r,1)) bychom provedli
rozvinutim funkce f do Fourierové fady podle ortog. systému

X 2nx . 2Tx

T
{l,cos—x,sin—,cos—,sm—,---}
L L L L
a pfimou aplikaci Véty [6] bychom dospéli k zavéru
P 72 rny = LZ ((Frbetap(=1))+ 5K%7) (1.21)

kde
ap=f(L)—f(~L).

Poznamka 10. Jak se dospéje ke vztahu (1.21) si ukdZeme v dalsim textu v analogickém po-

stupu pri volbé jiné ortog. badze.
Pro nalezeni konstanty bychom museli zjistit, kdy nabyva maximélni hodnoty zlomek

LY (a?+b3)
k=1

(l, 2 oo Y
KR L L ((Fkbit (-1 + Fika})

coz je dost obtizné, navic protoZe a; mize byt libovolné. Tento problém vyfeSime tak, Ze si
zvolime jinou funkci f jakoZto posunuti pivodni funkce u a jinou ortogondlni bazi. Polozme
tentokrat f(x) = u(x+a),x € [0,b—a] aoznaéme L =b —a, I = (0,L). Na intervalu I zvolme
uplnou ortogondlni bazi

X 2Tx 37tx

{1,cosf,cosT,cosT,---}. (1.22)
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Poznamka 11. Uplnost bdze (1.22) se dd ovéFit nap¥. podle ndsledujici Véty (viz [3]). Ovsem

pro jeji ovéfeni museli bychom si vzit ortonormdlni verzi bdze (1.22)).

Véta 11. Ortonormdlni soustava funkci

{01 (x), @2(x),---}

je tiplnd v L*((a, b)) prdvé tehdy, kdyz plati rovnost

£ ([atou)u-t

=1 [ =

Fourierdv rozvoj funkce f proto bude mit tvar

Z podminky plyne, Ze

fx) ~F(x)= iakcos% :

k=1
Uvazujme nyn{ FourierGv rozvoj funkce f’

a kmx

f(x) ~ ?+ ZakcosT

A - k
flx)— % Z{a}ccosﬂ : (1.23)
2 = L

Budeme potiebovat nasledujici Vetu (viz [3])

Véta 12. Necht’ f(t) je absolutné integrovatelnd funkce na néjakém intervalu (a,b). Fourie-
X

rovu fadu funkce [ f(t)dt miiZeme dostat 7 Fourierovy Fady funkce f(t) integraci ¢len po ¢lenu,
0

1. plati
X X I X
/ F(t)dr = / Dar+y / (ancosnt + by sinnr)dr .
0 0 2 n=1p

Podle této véty mizeme Fourierovu radu funkce

JU O =Dyt = @) - %~ £(0) = ()

ziskat integrovanim fady na pravé strané (1.23)), neboli naopak, 1ze fadu ve ([.23) ziskat for-

malnim zderivovanim Fourierovy fady funkce g. Pouzitim rozvoje

L 4L & (2k—1)nx
2 nZZ 2k—1 L
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dostavame

/ /
apx knx  La 2La0 (2k— 1)mx
e U 2 e U 2
S == =10=3 +k R T 2k—1 L

Zderivovanim obou stran podle x (fady vpravo derivujeme Clen po Clenu) dostdvdme

kTCx 2a/ Zk— 1)TEX
/ . .
f( __—__ E kakSln___ E 2k 1 X

/
Prevedeme %‘) na pravou stranu a prvni fadu rozdélime podle sudosti/lichosti k

/ [eS) oo
/ ag T X T . (2k—1)mx
f(x) ?—Zk;l%aszln —Zk;l(%—l)az;(_lsmT—
2ah & 1 2k—1
_ﬂz gin k1)
T = 2k—1 L

A nyni miZeme spocitat normu f’ dosazenim vyrazu na pravé strané. Umocnénim tohoto

vyrazu dostaneme 10 ¢lend, které nasledné budeme muset zintegrovat v mezich od 0 do L.

Diky ortogonalité funkcf {sin 7*,sin ZZx ,sin 3Tm .-} na intervalu (0,L) a na zdkladé vztaht
- 2L kje liché
/ sin de = ,
0 0, kjesudé

L
krx L
. 2 KX i
/sm de i Vke N,
0

dostavdme
L(a))? mL & L&
117 40 +E5k21(2k)2 %k"‘—zzkzl(zk 1)?ag_y+
4ap)’L & 1 apm 2L & 2(ap)*2L & 1 dap L &
+ 5 - ) G%-1— — T 5 ) %1 =
72 2,;(2/%—1)2 L nk; T Tckg‘l(Zk—l)2 L2k§’1
po zjednoduseni
L(ay)?* w2 5 2(ap)’L & 1

pouZzitim Z 2k ey 3

_ Ly -0 Ty g2
T ML S 2L,;1 %

STl



Hleddme tedy maximélni hodnotu podilu

Y  LPYrq

k=1 _ k= (1.24)
2 v 2,2 2 v 12,2 '
> Y k*a Y kca
2L L £ %

Analogicky jako pro homogenni funkce jedné proménné bude zlomek v posledni rovnosti

nabyvat maximalni hodnoty jenom tehdy, kdyz bude platit
ak:O, szza al#()?

a v tomto piipadé hodnota zlomku bude L? /m>. Po odmocnéni dostdvdme pro hodnotu kon-
stanty vztah
L

cp=—.
T

ProtoZe funkce f, se kterou jsme pracovali, vznikla posunutim ptivodni funkce u, bude i pro
tuto funkci u hodnota konstanty stejnd. Vzhledem k tomu, Ze jedingym nenulovym koeficien-
tem, aby zlomek (1.24)) nabyval maxima, je a;, dostdvame piimo na zdkladé (1.22) pfislusnou

extrémni funkci a miiZzeme zformulovat nasledujici vétu.

Véta 13. Wirtingerova nerovnost v 1D pro funkce s nulovym priumérem. Pro vSechny funkce

u € Vy((a,b)) na intervalu [a,b) (viz (I.I8)) plati nerovnost

el r2((amy) < 1 1622 ()

a rovnost nastdavd, pravé kdy?

—b 2x—a—>b
u(x):alcosnbx_a :alsmn(Z)Zb—aa) ), ai €R.
Hodnota konstanty je
b—a
Ccl1 =
L

Dusledek 3. Plati pro vSechna n € N. Pro a,b € R, a < b poloZme

b kl/t
VI ((a,b)) = {u, ue C"([a,b]), / %dx:o Yk <n},

a

b Dky
Vs ((a,b)) = {u, u e C(ja,b), / —dx=0 VKeN},
b—a)k Dru n
potom [l 2((ap)) < (n—k)HWHLZ((M)) Vk<n, VYueCVj((a;b)),
) b—a)* DFu -
atake ilan < N L) VKEN, Vue CVi((ab)).

Poznamka 12. Hodnoty konstant pro homogenni funkce a funkce s nulovym priimérem v 1D

na stejném intervalu [a,b) jsou stejné.
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X
-cos%
u 2

- —2cos§

3 X
cos
", 2

Obrézek 1.7: Piiklady extrémnich funkci na intervalu [0, 27 .

1.2.2 Vicedimenzionalni pripady

Vzhledem k néroénosti derivovani Fourierovych fad, a nasledné vypoétu L? norem funkci
dvou a vice proménnych, explicitni vypocet konstant pro tyto funkce provadét nebudeme. Da
se ale ukdzat, a k tomu se vratime pfi numerickém vypoctu konstant ve treti kapitole, a také
v Casti druhé kapitoly, kterd je vénovana souvislostem s Laplaceovym operdtorem, Ze plati
urditd analogie jako v 1D. Uvazujme n € N a otevieny interval J = (ay,b1) X -+ X (ay,by) v

R"™. Definujme
VE() = {u, uecC'J), / u(x)dx = 0}

J
kde x chapeme jako (x,x2,--- ,x,). Potom pro hodnotu konstanty ¢, bude platit
d
Chn= —,
T

kde

d = max (b —aj) .
1<i<n

ZaleZi tedy na nejdel$i hrané intervalu J. Pfislusna extrémni funkce potom bude cosinova pil-
perioda vzhledem k t€ proménné, kterd odpovida nejdelsi hrané intervalu J. Pokud dvé nebo
vice hran majf stejnou délku, miZe potom extrémni funkce byt linedrni kombinaci jednodu-

chych cosinovych piilperiod vzhledem k tém proménnym, které odpovidaji nejdel$sim hrandm.
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Obrézek 1.8: Piiklad extrémni funkce na intervalu [0,27] x [0,27] .

Obrézek 1.9: Piiklad extrémni funkce na intervalu [0, 3] x [0,1] .
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1.0

Obrazek 1.10: Piiklad extrémni funkce na intervalu [0, 1] x [0,2] .

Napf. na &tvercovém intervalu [0,27] x [0,27] je extrémni funkei f(x,y) = —cos% —cos§ a

kazdy jeji nenulovy nisobek.

Extrémni funkce na [0,3] x [0, 1] je napf. g(x,y) = —cos &t
Pfikladem extrémni funkce na [0, 1] x [0,2] je A(x,y) = —cos 3.
Grafy téchto funkci jsou na Obr. [1.8] [I.9] [.10]
Dusledek 4. Plati pro vSechnan € N
d —
lu=uallizg) < _[IVullizg),  YueC(Q),
1
kde ug = 0 /u(x) dx, x€Q, |Q|jeLebesgueova mira ),
Q
a pro Q = (a1,by) x (az,b2) X ... X (ay,by)
je d= 1nsllagxn(b,- —a;) .

Tato nerovnost je specidlnim pripadem tzv. Poincarého-Wirtingerovy nerovnosti.

Poznamka 13. Pro homogenni funkce jedné proménné lze odhad pro konstantu c ziskat jed-

nodussim vypoctem. Za predpokladu u € C'([a,b]), a,b€R, a<b Ize psdt
X
u(x) = u(a)+ / W (1)dr |
a
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a protoZe u(a) = 0, plyne z toho

PouZitim Holderovy (Schwarzovy) nerovnosti dostavdame
t 2 oy 2 ) Y2
([ W@)dt)"= ([ 1 (@)dt)" < | 17dr [ u"(t)dr .
a a a a
ProtoZe (u'(t))? > 0 na [a,b] Ize pst
2 ) ) Y2 b 2 b 2
u(x)g/ldx/ u (z)dtg/ ldx/ u (t)dt:(x—a)/ W2()dr .
a a a a a

Integrujeme-li tuto nerovnost v mezich od a do b a prejdeme-li opét k oznaceni x misto t pro

integracni promeénnou, dostdvdame

/abuz(x)dx < G —za)z /ab u'z(x)dx,

a po odmocnéni dostdvame odhad pro hodnotu konstanty c¢

b—a
7

Porovndme-li tento odhad se skutecnou hodnotou konstanty, dostaneme

CcC =

b—a b—a

!

Tedy odhad je zhruba 2-krdt vétsi, nez skutecnd hodnota konstanty, nicméné plati i pro funkce,

~ 2.22.

a

které jsou nulové pouze v levém krajnim bodé intervalu [a,b). Pro funkce, které jsou C' na [a, b
a splituji u(b) = 0, plati stejny odhad. Staci, kdyz pouZijeme u(x) = — fxb u' (t)dt a analogickym

vypoctem dospéjeme ke stejnému odhadu jako v predchozim pripadé.

V dalsi kapitole si odvodime obecnéjsi verzi nerovnosti odvozenych v této kapitole, ukdZzeme

si jejich vyuziti v diferencidlnim poctu, a také souvislosti s Laplaceovym operatorem.
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Kapitola 2

Aplikace nerovnosti

Text z nésledujicich dvou podkapitol je Castecné prevzat z knihy [4]].

2.1 Zobecnéni Wirtingerovych a Poincarého nerovnosti.

Friedrichsova nerovnost
V predchozi kapitole jsme fesili nerovnosti typu

lullz2@) < €lVull2(g) »

kde u byla C! funkce na uzaviené mnoZiné  typu obdélnik, a navic musela spliiovat dalii
pozadavky. Ukézali jsme, Ze pokud u je nulova na dQ, nebo jeji integral pies Q je nulovy, lze
konstantu ¢ pro vyse uvedenou nerovnost odvodit explicitné. Ukdzali jsme také, Ze napt. v 1D
(d4 se ukdzat, Ze plati i pro dimenze v&tsi jak 1), polozime-li Q = [a, D], stali predpokladat
u(a) = 0 nebo u(b) = 0. Ve vétsiné€ piipadl nespliiuje funkce u zadny z téchto predpokladd,
neni tedy nulova na hranici uvaZované oblasti, ani jeji integrdl pfes tuto oblast neni nulovy.
Nicméné ukdzeme, Ze pro obecné funkce u spliiujici urcité pozadavky na oblasti Q C R”", pro
kterou také musi néco platit, plati podobné nerovnosti, které uvazuji také funkcni hodnoty u na

0Q. Jednou z nich je tzv. Friedrichsova nerovnost pojmenovand po némeckém matematikovi

Kurtu Ottovi Friedrichsovi.

Definice 5. Rekneme, Ze oblast @ C R md lipschitzovskou hranici, pokud pro kazdy bod leZici

na hranici Q existuje okoli tak, Ze dQ Ize na tomto okoli popsat lipschitzovskou funkct.

Poznamka 14. Lipschitzovské funkce maji derivaci skoro vsude.
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Véta 14. Friedrichsova nerovnost. Necht’ Q C R", n € N je omezend oblast s tzv. lipschitzov-

skou hranici. Oznacme

M={u, ucC'(Q)}.

Pak existuji nezdporné konstanty c\ a c; tak, Ze plati Friedrichsova nerovnost

/ dx<c1/ (an) dx+cz/ u*(S)dS, YueM. (2.1)

oQ

Clen na pravé stran& nerovnosti 2.1) [ u*(S)dS je pro dimenze vétii jak 2 plosny integral u?
oQ

pfes hranici dQ, ve 2D je to kiivkovy integrdl pfes 1-rozmérnou uzavienou kiivku 0Q. V 1D

0Q predstavuje mnozinu ze dvou boda {a,b}, a v tomto piipadé lze Friedrichsovu nerovnost

(2.1) zapsat v jednom z té€chto tvarti

b b
/u2 Ydx < c1/ (x)dx+ cou*(a) (2.2)
b b
/uz(x)dx <cy /u’z(x)dx—i—cz u?(b), (2.3)
b b
/uz(x)dx <c¢ /u'z(x)dx—i— 2 (uz(a) + uz(b)) : (2.4)

Poznamka 15. Posledni nerovnost (2.4) ziskdme sectenim predchozich dvou.

Poznamka 16. Friedrichsovu nerovnost ve tvaru (2.1)) Ize ekvivalentné prevést na tvar

ey < at |Vl ey +a | [2(5)ds.
oQ

kde ay,as jsou nezdporné konstanty. Obé strany nerovnosti jsou tedy nezdporné a po umocnéni

dostdvdame

122 gy < @11Vt 2 +@/fwmm4mmwwwm /wwms
0Q oQ

PouZitim vzorce 2xy < x> +y?

22y < @IVl g +@/Mww&mmmww@m+/fwwgz
Q. 0Q

— aiar +a)[Vulagq +@@ﬁ%ﬁ/2“MS
0Q

Staci tedy poloZit ¢y =aj(a) +az), co =ax(a; +az) a dostaneme piivodni nerovnost (2.1)).
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Uvedeme diikaz prvni nerovnosti (2.2)), nebot’ druhd nerovnost (2.3) se dokaze stejnym zpi-

sobem. PoloZme

X) = cos , o(x) = , x) = @(x)m0(x
o) =cos T o) =S5 ul) = elol)
¢(x) je rdznd od nuly na [a,b], tedy definice je korektni. Déle plati
v m o mb—x) . (b —x)
=M YT e i)

2

T
9'(9) = 357 e ) (09'0?) = ¢ 0 + 09"’ + 200/’ . (2.5)

Tyto vztahy pouZzijeme v dalSich krocich. Postupnymi dpravami dostdvame

W= ((P/(DJF(PCO/)Z _ (p/2(02 +(P20)/2 1200 00 =

podle (2.5))

_ (sz/Z + ((P(P/O)z)/ — " 2 > ((P(P/(Dz)/ —(P(P"(DZ _
2 2

2032 12N\
T6(p—ap® @ = (000 + ey

2

= (p9'0?) + .

Integraci obou stran v mezich od a do b dostdvdme

/bulzdx > [p9'@?] + ﬂ;—2/buzalx
; =0T e —az L,

Diéle plati

1.21b
[P0, =[¢o"—w
a po dosazeni do posledni nerovnosti dostdvame

b 2 b
12 T 2 T / 2
dx > — Y E— dx .
/a u'“dx > 4(b—a)u (a)+16(b—a)2 | udx

16(b—a)
T2

2
Vynésobenim obou stran zlomkem dostdvame

b 1 —_4)2 b 4(p —
/uzdxg%/ W dx+ (bn a)uz(a).

Polozime-li
16(b—a)? 4(b—a)

) €2 = ’

c] =
72 T

dostaneme ptvodni nerovnost (2.2)). Dikaz nerovnosti (2.3 se provede stejnym zpisobem.

Staci polozit




Poznamka 17. V pripadé, Ze u je nulovd na hranici obdélnikové oblasti Q (tedy u je homo-
genni funkce, jak jsme definovali v kap.1), pak plosny integrdl v nerovnosti (2.1) je nulovy a
Friedrichsova nerovnost je ekvivalentni nerovnosti Wirtingerové pro homogenni funkce v pri-
slusné dimenzi. Nicméné, Friedrichsova nerovnost je obecnéjsi také z toho divodu, Ze plati i

pro funkce definované na oblastech jinych nez obdélnikového typu.

V dalsi podkapitole si ukdZeme podstatnou aplikaci této nerovnosti.

2.2 Dukaz pozitivni definitnosti diferencialnich operatoru

Definice 6. Necht’ je ddn Hilbertitv prostor H a linedrni mnoZina M hustd v H. Operdtor

A : M — M se nazyvd symetricky, pokud plati
(Au,v) = (u,Av), Yu,veM.
Rekneme, Ze tento operdtor je pozitivni, pokud je symetricky a plati
(Au,u) >0, VueM,

(Auu) =0 <= u=0.

Pokud navic existuje konstanta k > 0 takovd, Ze plati
(Au,u) > kllul?,  YueM,

Fekneme, Ze operdtor A je pozitivné definitni.

Velka ¢ast inzenyrskych problémi vede na feSeni operdtorové rovnice, kterou lze zapsat ve
tvaru

Au=f, (2.6)

kde A je operator (nejCastéji diferencidlni) na M, f je prvkem H a u € M je neznam4, ktera je
feSenim rovnice (2.6). Ukazuje se, Ze nékteré operdtory jsou na vhodné zvolenych oblastech
pozitivni (nebo dokonce pozitivné definitni), a pro tento pfipad existuje fada numerickych
metod, které jsou ureny pro feSeni rovnice (2.6). Velmi podstatnou vlastnost (které tyto nu-

merické metody vyuzivaji) pozitivnich operatorti uvadi tato Véta

Véta 15. O minimu kvadratického funkciondlu.

Méjme operdtor A na mnoZiné M, ktery je pozitivni, f € H. Pak uy € M je reSenim rovnice
Au=f,
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praveé tehdy, kdy? funkciondl
<Al/t, Lt> - 2<f7 I/l>
nabyvd na M svého minima, a to prdvé pro prvek u .
V dal$im textu si ukdZeme, jak lze pfislusnou Friedrichsovu nerovnost pouzit pro dikaz pozi-

tivni definitnosti diferencidlnich operatord. Pro a,b € R, a < b uvazujme diferencidlni rovnici

v divergentnim tvaru

—(pu') +qu=f, 2.7)

kde
feLl¥((ab)), peC'(lab]), qeC([a,b]), (2.8)
HPO >0: p(X) > Po, Vxe [a7b]7 q(X) > 07 Vxe [Cl,b] ’ (29)

s homogennimi okrajovymi podminkami, které v obecném piipadé 1ze zapsat v jednom z na-
sledujicich tvart
ou (a) —Bu(a) =0, v’ (b) +8u(b) =0,
(2.10)
o,B,v,6 >0, oa+p >0, Y+86>0.
Nejsou-li okrajové podminky homogenni, 1ze pro vhodné zvolenou funkci v(x) pouZit trans-
formaci u(x) = v(x) + w(x), kterou dany problém prevedeme na feSeni rovnice (2.7) s ho-
mogennimi okrajovymi podminkami. Dlikaz pozitivni definitnosti operatoru A provedeme pro

nékteré specidlni piipady podminek (2.10).

u(a) =u(b) =0, (2.11)
u(a) =u'(b) =0, (2.12)
W (a) — Bu(a) = u' (b) +du(b) =0, PB,5>0, (2.13)
u(a)=u'(b)=0. (2.14)

1) u(a) = u(b) = 0 (Dirichletovy okrajové podminky).

ReSeni uvazujme na mnoZine (oznac¢ime M) téch funkci, které jsou C? na [a,b] a spliuji

(2.1T). Tato mnoZina je linearni a ozna¢me piislusny diferencidlni operator

Aju=—(pu') +qu, ueM,
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o kterém se vypoctem presvéd¢ime, Ze je pozitivné definitni. Nejprve dokdzeme, Ze je symet-

ricky. Musi tedy platit (Aju,v) = (u,A1v), Yu,v€ M.
b b b
(Aju,v) :/ (—(pu/)/+qu)vdx:/ —(pu')/vdx—f—/ quvdx =
a a a
b b
= —[pu/v]Z—i—/ pu'v'dx—i—/ quvdx =
a a
protoze v(a) = v(b) =0
b b b b
:/ pu'v'dx+/ quvdx = [puv’]Z—/ u(pv')/dx+/ quvdx =
a a a a
pouzitim u(a) = u(b) =0
b b b
= —/ u(pv’)'dx—f—/ quvdx:/ u(—(pv') +qv)dx = (u,Av) .
Pro pozitivni definitnost dostdvame
b b b
(Aju,u) :/ (—(pu/)'u+qu2)dx:/ —(pu/)/udx+/ qutdx =
b 2 b
= —[pu/u]Z—F/ pu’ dx+/ qutdx =
a a
na zakladé toho, ze u(a) = u(b) =0
b 12 b 2 b 12 b 12 b 2 2
:/ pu dx+/ qu de/ pu dxzpo/ u depoCl/ u-dx = poCi||ul|* .
a a a a a

Prvni dvé nerovnosti vyplyvaji z podminek (2.8). Posledni nerovnost plyne z Friedrichsovy

nerovnosti pro homogenni funkce. Dostavame tedy
2
(A, u) = poCillul®,  VueM,

a tim je dokdzano, zZe operdtor A; je na M pozitivné definitni.

2) u(a) =/ (b) = 0 (SmiSené okrajové podminky).

Zde je situace velmi podobnd piedchozimu pifipadu. Polozme za M, mnozinu funkci, které
jsou C? na [a,b] a splituji (2.12). Stejnym vypoctem se nechd ovéfit, Ze operator A, je na M

symetricky a Ze plati

b b b
(Aqu,u) = / —(pu)'u+ qutdx > po/ Wdx > po C2/ uldx .
a a a

Posledni nerovnost plyne z Friedrichsovy nerovnosti pro funkce, které jsou nulové v levém

krajnim bod¢ svého defini¢niho oboru.
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3) u'(a) — Pu(a) = u'(b) 4+ du(b) =0, B,8> 0 (Newtonovy okrajové podminky).

Operitor A3 uvazujme na mnoZine M3, kterou tvoii funkce C? na [a, b] splitujici (2.13)). Ové-

fime symetrii

(Asu,v) = /b (— (pu') + qu)vdx = — /b(pu')’vdx+ /b quvdx = —[pu'v]b+
a a
—I—/ pu v’dx—l—/ quvdx = —[pu'v]® +[puv’][a’—/bu(pv’)’dx—l—/bquvdx:
a a
p et s+ [ u( (Y vl = [l [ G Asy)
Zbyva ukézat, ze —[pu'v]? + [puv']2 = 0. Podle (2.13)) dostavame

— [puV]5+ [pw/] =

—(=3p(b)u(b)v(b) — Bp(a)u(a)v(a)) + (= 3p(b)u(b)v(b) — Bp(a)u(a)v(a)) =
= 8p(b)u(b)v(b) +Bp(a)ula)v(a) —dp(b)u(b)v(b) —Bp(a)u(a)v(a) =0,

tedy operdtor A3 je na M3 skutecné symetricky. Pro pozitivni definitnost, presko¢ime-li ve

vypoctu nékteré kroky, které jsou analogické jako v pripadé 1), dostaneme
b ) b
(Au,u) = —[pu’u]ﬁ%—/ pu’ dx+/ qutdx =
a a
podle vztaht (2.13)
b 12 b 2 2 2
= / pu dx+/ qu-dx+Bp(a)u”(a)+dp(b)u”(b) >
a a
oznacime k = min{f,d}, a ddle podle (2.8))
bon 2 2 b 2 2
zpo/ u “dx+ Bpou”(a) + dpou”(b) zp()(/ u dx+k(u (a)+u (b))) )
a a
Podle Friedrichsovy nerovnosti plati
b b )
/ u?(x)dx < ¢ / W' (x)dx+ 3 (u*(a) +u* (b)) ,
a a

a lze tedy psat

pO(/abulde—l-k(uz(a)—|—u2(b))> :p()(lcl /abu’zdx+ﬁcz(uz(a)qtuz(b))) .

C1 &)

polozime t = min{ - o C2

b b
> pot<c1/a u/z(x)dx—l- 1) (uz(a)-l—uz(b))) > pot/a uzdx=P0t||u||iz((a7b)) .

Doka4zali jsme, Ze operdtor Az je na M3 pozitivné definitni.
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4) u'(a) = ' (b) = 0 (Neumannovy okrajové podminky).

Yev s

Tento pripad je oproti pfedchozim ponékud slozitéjsi. Symetrie se necha dokdzat stejnym zpu-
sobem, jako v pfipadech 1) nebo 2). Nicméné pozitivni definitnost neni na M4 (mnoZiné funkct,
které jsou C? na [a,b] a splituji (2.14)) v obecném piipadé zarucena. Postupujeme-li stejnym

zpusobem jako v piipadé€ 1), dospéjeme k tomu, Ze plati

b
(Aqu,u) > po/ uWdx
a

coz v pfipadé 1) byl pfedposledni krok pfi ovéfovani pozitivni definitnosti. Na tomto misté
nelze ale pouZit Zddnou z Friedrichsovych nerovnosti, jelikoZ nemdme Zaddnou podminku pro
funk¢ni hodnoty u v krajnich bodech intervalu [a, b]. Tento operdtor je nicméné pozitivné de-

finitni na M4 za dodate¢né podminky, Ze
3q0>0:¢(x) > qo, Vx€la,b],
a pozitivni definitnost jednoduSe ovéfime nasledujicim vypoctem

b b b
(Aqu,u) :/ (—(pu’)’u—l—quz)dx:/ —(pu’)’udx+/ qudx =
a a a
R I b b, b
—[pu’u]a+/ pu’ dx+/ qu dx:/ pu’ dx—l—/ qu-dx >
a a a a
b ) ) 2
ZPO/ u dx+q0/ u dXZQO/ u dx:%”””]}((a?b)) -

Dile si ukdZzeme, Ze v pfipadé ¢ = 0 na [a, b] neni operdtor A4 na My pozitivni.

b b b 5 b )
(Aqu,u) :/ (—pu) udx = —[pu'u]a-i—/ pu’ dx:/ pu“dx .
a a a

Z definice pozitivnosti (viz Def. [) musi platit, Ze
b p
(Au,u) :/ pi"dx=0 = u=0nala,b],
a

nicméné funkce u miZe byt konstantni (riznd od nuly) a pfitom bude platit (Au,u) = 0, coz je

spor s definici pozitivnosti operatoru.

Poznamka 18. Dd se ukdzat, Ze vyse uvaZovany operdtor A4 je pozitivné definitni na My za

slabstho pfedpokladu. Staci uvazZovat, Ze xo € [a,b] : q(xo) > 0.

Nyni si ukdzeme souvislosti mezi Poincarého konstantami a extrémnimi funkcemi nerovnosti
zminénych v prvni kapitole s Laplaceovym operdtorem, konkrétné s maticemi diskretizace

Laplaceova operdtoru, jejich vlastnimi Cisly a vlastnimi vektory.
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2.3 Souvislosti s Laplaceovym operatorem, diskretizace La-
placeova operatoru, aproximace konstant pomoci vlast-
nich cisel

Laplaceova diferencidlni rovnice popisuje mnoho riznych fyzikéalnich a chemickych procest.

Pouziva se napt. pro popis gravitatniho nebo elektrického potencidlu, difize a Sifeni tepla,

mechaniky tekutin, uréitych jevi v kvantové mechanice atd. V této kapitole provedeme nume-

rickou diskretizaci Laplaceova operatoru na intervalech v 1D a 2D, ukdZeme si souvislosti s

Poincarého konstantami (na prisluSnych intervalech) a ovétime, Ze vysledky ziskané pomoci

numerickych vypocti odpovidaji teorii, kterou jsme jiz odvodili.
Definice 7. Necht’ n € N, Q C R". UvaZujme prostor funkci
M={u, ucC*(Q)}.

Laplaceova rovnice je potom rovnice ve tvaru

—Au=-V’u=0, ueM, (2.15)

kde symbolem A se oznacuje tzv. Laplaceuv operdtor, ktery je v prostoru R" definovdn jako

A:Z—Z. (2.16)

Formalné suma

je divergence gradientu funkce u, proto se nékdy Laplacetiv operator oznauje jako V2.
V matematické analyze Laplaceova rovnice (2.15]) spadd do kategorie eliptickych parcidlnich

diferencialnich rovnic.

Poznamka 19. Diivod, pro¢ je Laplaceiiv operdtor v rovnici (2.15)) se znaménkem minus je

ten, Ze vysledny diferencidlni operdtor je pozitivné definitni.
Poznamka 20. Laplaceova rovnice (2.15)) je specidlnim p¥ipadem Poissonovy rovnice

Au=f, 2.17)

kterd v obecném pripadé md nenulovou pravou stranu.
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Pokud existuje A € R a nenulova funkce f € M takové, Ze plati
—Af(x) =Af(x), VxeQ,

fekneme, Ze A je vlastni ¢islo Laplaceova operétoru a f je jeho vlastni funkce. Spektrem La-

placeova operatoru rozumime mnoZinu vSech jeho vlastnich Cisel.

2.3.1 1D pripad

Mgéjme Laplaceovu rovnici (2.13) na mnoZiné funkci (oznaéme M), které jsou C([a,b]), s ho-
mogenni okrajovou podminkou u(a) = u(b) = 0. Dd se ukdzat, Ze piislusny Laplacetv operator
mé nekonecné mnoho vlastnich ¢isel

T2 4> 9n?
B e o

(2.18)

Obecné Ize tedy posloupnost vlastnich ¢isel zapsat ve tvaru

k27'C2 .
{ (b—a)? }kzl '
Poznamka 21. V pripadé nehomogennich okrajovych podminek vlastnim cislem bude také

nula a vlastni funkce jemu prislusnd bude konstantni funkce.

Pfipomeneme si, Ze pro hodnotu Poincarého konstanty (v prvni kapitole uvadéné jako Wir-

tingerova konstanta) pro homogenni funkce jedné proménné plati

b—a
c= ,
i

a porovndnim s nejmensim vlastnim ¢islem (oznacme A,,;;;,) Laplaceova operatoru v na$i dloze

dostavame vztah
1

\% kmin .

UkaZeme, jak se pomoci diskretizace Laplaceova operatoru da ziskat aproximace piisluSné

(2.19)

CcC =

Poincarého konstanty. Mé&jme Poissonovou rovnici (2.17) na intervalu I = [a, b] s homogennimi
okrajovymi podminkami, tedy u(a) = u(b) = 0. Interval I si rovhomérné rozdélime na n + 2

bodii (n vnitinich bodi a 2 krajni body, ve kterych je u nulova) (viz Obr. 2.1)).

[
L]
a Xq; X Xp-1X, b

Obrazek 2.1: Déleni intervalu [a,b] .
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PoloZzme xo = a, x,,.-1 = b. Derivaci funkce u v néjakém bodé x; nahradime druhou centralni

diferenci, kterd je ddna vztahem

flxio1) = 2f () + f(xiv1)

W (x;) ~ - . 1<i<n, (2.20)
kde /& je norma dé€leni intervalu /, pro kterou plati
ptoa
n+1
Déle z rovnice (2.17) plati
—u"(x;) = f(x;), 1<i<n.

Dosadime-li za u” (x;) p¥islusnou druhou centrélni diferenci, dostaneme soustavu rovnic

2 —1 0 -+ 0 X1 f(xl)
-1 2 -1 0

1 . .

2|0 -1 2 o 0ffi]= : (2.21)
0 0 0 - 2/ \x f(xn)

s tridiagondlni matici (oznacme A). ReSenim této soustavy dostaneme pfiblizné feSeni Poisso-
novy rovnice (2.17]), nicméné nds bude zajimat nejmensi vlastni ¢islo matice A. D4 se ukdzat,

Ze tato matice je pozitivné definitni, a navic pro jeji vlastni Cisla plati
A >A1 > > > A

Za téchto podminek miZeme pro vypocet nejmensiho vlastniho ¢isla pouZit inverzni mocninné
metody. Déle si pfipomeneme, Ze druhé nejmensi vlastni ¢islo Laplaceova operatoru je 4krat
vEtsi nez prvni nejmensi (tedy A, = 4A;). Pro nasi matici A plati podobna véc, jeji nejmensi
vlastni &islo (pro které, jak zjistime, pro vétsi diskretizaci plati dostate¢né piesné (2.19)) je pii-
blizné 4x mensi neZ druhé nejmensi vlastni Cislo. Diky tomu bude inverzni mocninnd metoda
konvergovat velice rychle a stac¢i maly pocet iteraci. UkdZeme nacrt algoritmu této metody

aplikované pro nasi dlohu v Matlabu

Konstrukce matice A;
pocatecéni vektor u = (1 0 ... 0);
for i=1:k

u = A\u;
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u = u/norm(u);
end

lambda = u.A.u / u.u;

Misto toho, abychom pracovali s inverzi matice A, feSime v kazdé iteraci soustavu Ax = u
s fidkou matici A a feSeni dosazujeme zpatky do u. Pii vétsi diskretizaci je velmi dilezité
mit matici A uloZenou jako fidkou matici, v opacném piipadé hrozi preteCeni paméti. Pro
stabilnéjsi vypocet vektor u v kazdé iteraci normujeme. Na konci nejmensi vlastni ¢islo A

ziskdme pomoci tzv. Rayleigho podilu.

A = ul Au .

ulu

Vektor u na konci iteracniho procesu aproximuje vlastni vektor matice A pro A, a také vlastni
funkci Laplaceova operdtoru prislusné jeho neyjmensSimu vlastnimu Cislu v diskretizacnich bo-
dech. Jak jsme ukézali v kap. 1, funkce, pro kterou plati rovnost (I1.2) je ptlperioda sinu na
intervalu [a,b] ndsobend konstantou. Na Obr. je zndzornéna vlastni funkce Laplaceova
operdtoru na intervalu [0, 1] pfislu$nd jeho nejmensimu vlastnimu &islu spolu s vlastnim vek-
torem matice A velikosti 8 x 8 prisluSnym jejimu nejmensSimu vlastnimu ¢islu.

Jak je vidét, vlastni vektor matice A aproximuje pfislusnou extrémni funkci dostate¢né presné
jiz pti 10 délicich bodech intervalu [0, 1]. Nésledujici obrazky ilustruji rychlost konvergence
nejmensiho vlastniho ¢isla matic reprezentujicich diskretizovany Laplacedv operator na inter-
valu [0, 1] pro riznd déleni tohoto intervalu. Graf na Obr. zobrazuje relativni chyby apro-
ximac{ Poincarého konstanty v logaritmické skdle, zatimco graf na Obr. [2.3] zobrazuje podily
dvou sousednich relativnich chyb. Z téchto grafl je vidét, Ze posloupnost nejmensich vlast-
nich ¢&isel konverguje k Poincarého konstanté kvadraticky (zjemnime-li déleni dvakrét, klesne

relativni chyba témér Ctyfikrat).
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10° 3
*
100 *
* |
10t 102 10°

pocet delicich bodu

Obrazek 2.2: Relativni chyby mezi 1/+/A;,;;, matic diskretizovaného Laplaceova operatoru s
homogennimi okrajovymi podminkami na intervalu [0, 1] a Poincarého konstantou na [0, 1]
v logaritmické Skéle pro rizné velikosti matic (4 x 4, 8 x 8, 16 x 16, ---). V kaZzdé iteraci

zjemnujeme déleni dvakrat pocCinaje Ctyfmi vnitfnimi délicimi body.

39 7

381 7

37 7

podily sousednich rel. chyb
w
(o2}

10t 102 103
pocet delicich bodu

Obrazek 2.3: Podily dvou sousednich relativnich chyb z grafu nahofe a jejich konvergence k

hodnoté 4, z cehoz plyne kvadratickd konvergence 1/1/Ap;, k hodnoté Poincarého konstanty.
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I I I I I I I I I I I

sin(wx)
—S— vl. vektor

08 r

0.2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 01 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1 X

Obrazek 2.4: Vlastni vektor matice A velikosti 8 x 8 diskretizovaného Laplaceova operatoru s
homogennimi okrajovymi podminkami na intervalu [0, 1] odpovidajici jeji nejmensimu vlast-

nimu C&islu spolu s extrémni funkei pro Poincarého nerovnost pro homog. funkce na [0, 1].

Stejny postup pouZzijeme pro diskretizovany Laplacetiv operdtor s nehomogennimi okrajovymi
podminkami. Matice diskretizace bude ponékud odlisn4, jelikoZ funk¢ni hodnoty u v krajnich

bodech nemusi byt nulové, a jeji velikost je o 2 vétsi neZz v pripadé homogennich okrajovych

podminek.
1 -1 0 0 O
-1 2 -1 0 O
0o -1 2 0 O
A=
o o o - 2 -1
0O 0 O -1 1

Vysledky (vlastni vektor matice A prisluSny jejimu nejm. vl. Cislu spolu s extrémni funkci pro
Poincarého nerovnost pro funkce s nulovym priimérem na [0, 1], relativni chyby mezi 1/v/Amin
a Poincarého konstantou a podily dvou sousednich relativnich chyb) ilustruji obrazky 2.7} 2.5]
a[2.6] Oproti pfipadu s homogennimi okrajovymi podminkami, zde dostdvame pouze linedrni

konvergenci.

48



Lk
*
107 F * E
i Y ]
8
> *
e
(@]
s *
T .ol i
@ 10 %
*
*
107} *
10t 102 108

pocet delicich bodu

Obrizek 2.5: Relativni chyby mezi 1/+/A;,;;, matic diskretizovaného Laplaceova operatoru s
nehomogennimi okrajovymi podminkami na intervalu [0, 1] a Poincarého konstantou na [0, 1]
v logaritmické Skéle pro rizné velikosti matic (4 x 4, 8 x 8, 16 x 16, ---). V kaZzdé iteraci

zjemnujeme déleni dvakrat pocCinaje Ctyfmi vnitfnimi délicimi body.

195 7

191 7

185 7

175 7

podily sousednich rel. chyb

1.7F T

165 7

10t 102 103
pocet delicich bodu

Obrazek 2.6: Podily dvou sousednich relativnich chyb z grafu nahote a jejich konvergence k

hodnoté 2, z ¢ehoz plyne linedrni konvergence 1/+/Ayi, k hodnoté Poincarého konstanty.
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1 - —
cos(mX)

—S— vl. vektor
05r 7
o - -
05 7
1k 4

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 X

Obrazek 2.7: Vlastni vektor matice A velikosti 8 x 8 diskretizovaného Laplaceova operatoru
s nehomogennimi okrajovymi podminkami na intervalu [0, 1] odpovidajici jejimu druhému
nejmenSimu vlastnimu ¢islu spolu s extrémni funkci pro Poincarého nerovnost pro funkce s

nulovym pramérem na [0, 1].

2.3.2 2D pripad

Analogicky miZeme Laplacetv operator diskretizovat i ve 2D, zvolme si proto néjaky interval
J = la,b] x [c,d]. Rozd€lime-li interval [a,b] na m délicich bodu a interval [c,d] na n délicich
bodi, dostaneme celkem m x n bodl diskretizujicich interval J. Zatimco v 1D potadi déli-
cich bodu bylo trividlni (xg,- -+ ,Xx,+1), ve 2D si délici body piislusného intervalu J musime
néjak vhodné usporddat. Jednou z moznosti je, Ze piisluSné body budeme cislovat postupné
po fadcich (kazdému fadku odpovidd néjaké pevné y € (c,d)). Ukdzeme si priklad takového
uspofddani pro interval I = [0, 1] x [0,2] pro m = 5,n = 6 a stejny princip aplikujeme pro
diskretizaci intervalu J a nasledné konstrukci matice diskretizovaného Laplaceova operatoru
ve 2D. UkdZeme si, Ze 1/+/Ay, matice diskretizace bude pfi zjemiovani déleni intervalu J

konvergovat k Poincarého konstanté pro homogenni funkce na intervalu J.
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[0,1] [2,1]

Xy X10 X1 X2
¢ ¢ ¢ ¢
Xs Xs X7 X3
¢ ¢ ¢ <
X X X3 X4
¢ ¢ ¢ '
[0,0] [2,0]

Obrézek 2.8: Priklad uspofddani délicich bodu pro interval [0, 1] x [0,2] pro 5 x 6 = 30 délicich
bodi (3 x 4 = 12 bodu uvnitf).

Druhou derivaci vzhledem k proménnym x a y v rovnici (2.15]) opét nahradime druhou centrdlni
diferenci. Oznacime-li za h, normu dé€leni intervalu J vzhledem k x a analogicky za h, normu

déleni J vzhledem k y, dostaneme

— o (X2, y7) — 1y (X0, ) =

—ulx-1,y;5) + 2u(xi, yj) — u(xiv1,Y;) n —u(x;,yj-1) +2u(x;,y;) — u(xi,yj+1)

2 e
(= ulio,yy) +2u(xi,y)) = ulxien,y;)) + e (= u,yj-1) +2u(xi,y;) — u(x,yj1))
N h2h?2
xly
[ [xi,yj+1]
[xi-1,y;] [xi.y i] [xis1,y;]
* N
o[Xisyj-l

Obrazek 2.9: Princip druhé centrdlni diference pro 2D interval. Aproximace vyrazu
— g (xi, ;) — uyy (x;,y;) pomoci funkéni hodnoty u v tomto bodé a funkénich hodnot u v dal-

Sich 4 sousednich bodech .
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Poznamka 22. Existuji nékteré dalsi varianty druhé centrdlni diference ve 2D, v siti (2.8)

bychom mohli uvaZovat napr. 8 sousednich bodii misto 4.

Ukézeme si piiklad matice diskretizace Laplaceova operétoru na intervalu [0, 1] x [0, 1] pro 3

vnitfni délici body vzhledem ke kazdé proménné (tedy celkem 9 vnitinich délicich bodit).

64 —-16 0 |—-16 O 0 0 0
-16 64 —-16| 0 —-16 O 0 0
0 —-16 o4 0 0 —-16] O 0
—-16 0 0 64 —-16 0 |—-16 O
—-16 0 |—-16 64 —16| 0 —16
0 —-16| 0 —16 64 0 0 -16
0 0 |—-16 O 0 64 —-16 O
0

0

o o | o o O

0 0O —-16 0 | —-16 64 -—16
0 0 0 —-16] 0 —16 ©64

S O o | <o o

Oproti 1D, kde jsme méli tridiagondlni matici, ve 2D dostaneme pétidiagondlni matici, kterou

lze zapsat v blokovém tvaru. V naSem pfipadé

B C O
A=|C B C|,
O C B
kde
64 —-16 0 —-16 0 0
B=|-16 64 -16]|, C= 0O —-16 O
0 —-16 o4 0 0 -—16

a O je nulova matice 3 x 3. VSechny prvky na hlavni diagondle matice A jsou stejné a jejich
hodnota je 2/h2 +2/ h%. Dile stejnou hodnotu maji prvky na poddiagondle a naddiagonale,
kterd je rovna —1/ h% A nakonec prvky na zbyvajicich dvou nenulovych diagondldch jsou
také stejné a jejich hodnota je rovna —1 /A2,

Vsimneme si, Zze fadky matice A, které maji pouze 3 nenulové prvky, odpovidaji bodim le-
Zicim v jednom z roht sité tvofenou vnitinimi délicimi body intervalu J (viz (2.§)). Radky,
které maji 4 nenulové prvky, odpovidaji tém bodiim, které lezi na krajich sit€ ale nelezi v rohu.
Nakonec bodlim, které jsou ze vSech stran obklopené dal$imi vnitinimi body intervalu J, od-

povidaji fadky, které maji 5 nenulovych prvki. To samé plati i pro sloupce matice A.
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A nyni se mizeme podivat na konvergenci 1/+/A,,;, matice A k Poincarého konstanté pro ho-
mogenni funkce ve 2D. Pro jednoduchost si zvolme interval [0, 1] x [0, 1]. Nasledujici obrazky

2.10, 2.11] a 2.12] obsahuji vlastni funkci matice A pfislu$né jejimu nejmensimu vlastnimu

¢islu pro urditou iteraci, relativni chyby mezi 1/+/A;, a Poincarého konstantou a podily dvou
sousednich relativnich chyb. Podle Obr. 2.12| miZeme usoudit, Ze konvergence k Poincarého

konsatanté je linedrni (chyba klesne téméf Ctyfikrat pfi dvojndsobném zjemnéni intervalu J

== 7//////,,,, 0%
1 'III[[IIIIII[[, LKL
Ul te eSS

vzhledem k x a y).

z

1<
0.8 S
0.6 S
. //’/;/’/""ll JAOSSESTNTITINN

y/ AR

0.2 < P /I//;/I;;/I;;[I;W‘:““‘ TN

o L IITHINKSS \

Z % W \\\\\\\k\\

0.5

Obréazek 2.10: Vlastni vektor matice A velikosti 1024 x 1024 (tedy 32 vnitini délici body vzhle-
dem k x a y) diskretizovaného Laplaceova operatoru s homogennimi okrajovymi podminkami

na intervalu [0, 1] x [0, 1] odpovidajici jeji nejmensimu vlastnimu &islu.
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Obrizek 2.11: Relativni chyby mezi 1/v/Ay;, matic diskretizovaného Laplaceova operétoru
s homogennimi okrajovymi podminkami na intervalu [0, 1] x [0, 1] a Poincarého konstantou
na [0,1] x [0, 1] v logaritmické $kdle pro rizné velikosti matic (4 x 4, 16 x 16, 64 x 64, ---).
Velikost matice diskretizace ve 2D se v kazdé iteraci zvétsi 4krat, jelikoz zjemnujeme déleni

dvakrét vzhledem k x a y. V prvni iteraci mdme Ctyfi vnitfni délici body.

36 4

32+ * i

podily sousednich rel. chyb

281 7

| n i1l n i1l n i1l n L1l
10t 10? 103 10% 10°
pocet delicich bodu

Obrazek 2.12: Podily dvou sousednich relativnich chyb z grafu nahofe a jejich konvergence k

hodnoté 4, z cehoz plyne linedrni konvergence 1/+/Ayi, k hodnoté Poincarého konstanty.
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V pripadé Laplaceova operatoru s nehomogennimi okrajovymi podminkami bude podobna
situace jako v 1D. Diskretizacni body mtiiZeme uspotadat podle stejného principu jako v pred-

chozim piipadé (viz Obr.[2.13).

[0,1] %25 X26 Xa7 Xag X29 X30 12,1]
X19 X20 X21 X22 X23 X24
X13 X14 Xis X16 X7 X18
X7 Xs Xy Xio X11 Xi2
X X, X3 X4 Xs Xs

[0,0] [2,0]

Obrazek 2.13: Priklad usporadani délicich bodi pro interval [0, 1] x [0,2] pro 5 x 6 = 30 dé&li-

cich bodu.

Vzhledem k tomu, Ze ne vSechny body maji ze vSech stran dal$i sousedni body, pro nékteré z
nich bude tvar druhé centrdlni diference ponékud redukovany (podobné jako v piipadé diskre-

tizace Laplaceova operdtoru s homogennimi okrajovymi podminkami). Napf. pro bod X; bude

platit
—Au(X1) = _uﬁc,x(Xl) - M;/y(Xl) S M(X1)h—2u(X2) + M(Xl)h_zu(x7) _
* y
2 (u(X1) —u(Xa)) + 12 (u(X1) — u(X7))
hh3 :

Druhé derivace v rohovych bodech tedy aproximujeme pomoci tii funkénich hodnot u. Pro
ostatni body na kraji sit¢ kromé rohovych bodi bude aproximace druhé derivace popsana

funkénimi hodnotami u ve 4 bodech. Napt. pro X> bude platit

—u(X1)+2u(Xn) —u(X3)  u(Xy)—u(Xs)

_AM(XZ) = —u;/x(Xz) — u;/y(Xz) ~ h2 -+ h2 =
x y
2 (—u(X1) +2u(X2) —u(X3)) + hE (u(Xa) — u(Xs))
2 |

Napf. na intervalu [0, 1] x [0, 1] se ¢tyfmi délicimi body vzhledem k x a y (dohromady tedy 16)
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matice diskretizace bude vypadat ndsledovné

18 -9 0 O -9 0 0 0 |0 0 0 00 0 0 0
-9 27 -9 0 o -9 0 0 |0 0 0 0|0 0 0 0
0o -9 27 -9 0O 0 -9 0 |0 0 0 00 0 0 0
0 0 -9 18 0O 0 0 -91|0 0 0 00 0 0 0
-9 0 0 O 27 -9 0 O -9 0 0 0 |0 0 0 0
0O -9 0 O -9 36 -9 0 o -9 0 0 |0 0 0 0
0O 0 -9 0 0 -9 36 -9 O 0 -9 0 |0 0 0 0
. o 0 0 -9 0o 0 -9 27 o 0 0 -9|0 0 0 0
0 0 0 0o)-9 0 0 O 27 -9 0 0 -9 0 0 O
0 0 0 o, 0 -9 0 O -9 36 -9 0 0O -9 0 O
0 0 0 0o, 0 0 -9 O 0 -9 36 -9 0O 0 -9 0
0 0 0 o, 0 0 0 -9 0o o0 -9 27 0o o 0 -9
0 0 0 00 0 0 0,-9 0 0 O 18 -9 0 O
0 0 0 0|0 0 0 0o, 0o -9 0 O -9 27 -9 0
0 0 0 0|0 0 0 0o, 0 0 -9 O 0o -9 27 -9
0 0 0 00 0 0 0o, 0 0 0 -9 0 0 -9 18

Stejné jako v pfipadé s Laplaceovym operdatorem s homogennimi okrajovymi podminkami,

je tato matice pétidiagondlni a lze ji zapsat v blokovém tvaru. Na obrdzcich [2.16 2.14 a[2.15

jsou zobrazené vlastni vektor matice A pfislusny druhému nejmensimu vlastnimu &islu, rela-
tivni chyby mezi hodnotou Poincarého konstantou a 1/4/A, a podily sousednich relativnich
chyb. Je vidét, Ze konvergence hodnot 1/+/A;, k Poincarého konstanté pro funkce s nulovym

primérem na intervalu [0, 1] x [0, 1] je polynomidlni fddu 1/2, tedy oproti v§em predchozim

piipadiim nejhorsi.
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pocet delicich bodu

Obrazek 2.14: Relativni chyby mezi 1/4/A, matic diskretizovaného Laplaceova operdtoru s

nehomogennimi okrajovymi podminkami na intervalu [0, 1] x [0, 1] a Poincarého konstantou

na [0, 1] x [0,1] v logaritmické $kale pro rizné velikosti matic (4 x 4, 16 x 16, 64 x 64, ---).

Velikost matice diskretizace ve 2D se v kazdé iteraci zvetsi 4krét, jelikoZ zjemnujeme déleni

dvakréat vzhledem k x a y. V prvni iteraci mame c¢tyti délici body.

1.9

1.8

1.7

podily sousednich rel. chyb

15

10t

102

10° 10% 10°
pocet delicich bodu

Obrazek 2.15: Podily dvou sousednich relativnich chyb z grafu nahofte a jejich konvergence k

hodnoté€ 2, z ¢ehoz plyne polynomidlni konvergence fadu 1/2 (tedy pfi Ctyfndsobném zvétSeni

poctu délicich bodu klesne relativni chyba pouze dvakrat) .
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Obrazek 2.16: Vlastni vektor matice A velikosti 1024 x 1024 (pro 32 dé€lici body vzhledem k x

ay) diskr. Lapl. operdtoru s nehomogennimi okrajovymi podminkami na intervalu [0, 1] x [0, 1]

odpovidajici jeji nejmensimu vlastnimu ¢&islu.

V dalsi kapitole si ukdZzeme odvozeni konstant pomoci tzv. metodé konecnych prvkd, kde se

setkdme s podobnymi maticemi jako pfi diskretizaci Laplaceova operdtoru.
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Kapitola 3

Numericky vypocet konstant metodou

konecnych prvku

Explicitni vypocet konstant pomoci rozvojl funkei a jejich gradientli do Fourierovych fad ma
svoje vyhody a nevyhody. Pro libovolnou obdélnikovou oblast dokdZeme najit explicitni vyja-
dreni konstant a pfislusnych extrémnich funkci. Odvozena nerovnost potom plati pro vSechny
funkce spliujici predem stanovené pozadavky (pfedevSim spojitost prvnich parcidlnich deri-
vaci na uzavéru uvazované oblasti), bez nichz prislusny vypocet nedokaZeme formélné pro-
vést. Poincarého nerovnosti nicméné plati obecné za slabsich predpokladl na funkce. Mohli
bychom uvaZovat napf. funkci u spliujici pouze u € C'(J), kde J je oteviena obdélnikova
oblast. Stdle by platilo u € L?(J), ale nemusf jiz platit ' € L?(J), jelikoZ derivace u, acko-
liv je spojita na J, nemusi byt na této oblasti omezen4 a jeji L?> norma miiZe byt nekonecno.
Jednoduchym ptikladem pro tento piipad je funkce

1
f(x) =xsin

napf. na intervalu J = [0, %] Jeji graf ukazuji obrazky a Tato funkce je spojitd na [0, %]
(existuje konecnd limita v nule zprava) a tedy omezena. Jeji derivace

1 1 1
f'(x) = —=cos — +sin—
X x x

ale neni na tomto intervalu omezend, nema ani limitu v nule zprava. Jeji norma je nekonecno,
a proto nerovnost

1Al 20y < ellf 2 (3.1

plati pro libovolnou konstantu ¢ > 0. Stejné tak plati nerovnost (3.1) i pro funkci (obr. [3.3)

1
gl) =sin—,
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0.4

0.3

0.2

0.1

0.04

0.02

-0.02

-0.04

X Sin(1/x)

VV \3/ 0.2

Obrazek 3.1: graf funkce xsin

1

1 na intervalu [0, }]

X Sin(1/x)

0.5

Obrazek 3.2: graf funkce xsin
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Sin (1/x)

1.0

0.5

-1.0

1

Obrézek 3.3: graf funkce sin | na intervalu [0, %]

kterda nemad limitu v nule zprava, ani jeji derivace. Funkce g je nicméné omezend na intervalu
(0, %) a jeji norma je kone¢nd, zatimco norma g’ je nekone¢n4 a nerovnost (3.1)) opét plati pro
libovolnou hodnotu ¢ > 0.

Tyto funkce byly specidlnimi ptipady, kdy pro né platila nerovnost (3.1). My se v dal$im textu
podivame na funkce z ponékud obecnéjsich prostord nez téch, které jsme uvazovali v prvni
kapitole pfi explicitnim odvozeni nerovnosti (U (), V] (€2)). Ukazuje se, Ze nerovnosti typt

Poincarého nebo Friedrichsovych plati pro funkce z tzv. Sobolevovych prostord W7 (Q), coz

jsou prostory funkci, pro které existuji slabé derivace. Ptiklad takové funkce, kterd je spo-
jitd a po Castech C! na intervalu [0,7], je na Obr Numerickd metoda, které je tato ka-
pitola vénovana a kterd vede na vypocet konstant pro funkce z té€chto prostord, se nazyva

metoda konec¢nych prvki (angl. "finite elements").

Tato metoda se zacala vyvijet kolem roku 1940 a za jeji hlavni zakladatele se povazuji rusky
matematik A. Hrennikoff a némécky matematik R. Courant. Casem tato metoda progla boufli-
vym vyvojem piedevSim v inZzenyrstvi a matematické fyzice. Zakladni myslenkou této metody
je to, Zze misto piivodnich funkei u z piislusnych prostorti budeme pracovat s jejich aproxima-

cemi pomoci specidlnich funkci (tzv. "hat functions").
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Obrazek 3.4: graf po ¢astech linedrni funkce /4 na intervalu [0,7] .
3.1 1D pripad

Pro zacatek uvedeme myslenku pro funkce jedné proménné. Uvazujme interval [a,b] a ho-
mogenni funkce z prostoru Ug ((a,b)) (viz. (I.1)). UvaZujme ddle rovnomérné délenf tohoto
intervalu s n+ 1 délicimi body a normou déleni 4 = ’% Prislusnou mnozinu kone¢nych prvka
(ozna¢me M) potom budou tvofit n funkci, které jsou definovany ndsledovné

(

et ® DR gy (k—1)h<x < a+kh

Qu(x) = § —=@t D) - ph<x<at(k+1)h,  1<k<n (3.2)
0, jinak
\

Pro interval [0, 1] a n = 4 budeme mit 4 funkce, jejichZ graf ukazuje Obr. V pripadé¢ funkci
s nulovym priimérem bude mit mnoZina M dva prvky navic (viz Obr. [3.6), bez nich by totiz
nebylo mozné aproximovat funkci u v krajnich bodech. Pro vSechny funkce @; z mnoZiny M

plati nasledujici:
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Pk(x)

1.0|
0.8}
0.6}
0.4}
0.2}
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obrazek 3.5: "hat functions"pro homogenni funkce na intervalu [0, 1] s 5 délicimi body

®1(x)
®2(x)
@3(x)
®4(x)

=]

|

Pk(X)

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0%

Obrazek 3.6: "hat functions"pro nehomogenni funkce na intervalu [0, 1] s 5 délicimi body

@1(x)
P2(x)
@3(x)
@4(x)
Po(x)
@s(x)

]

|

1. VSechny tyto funkce jsou spojité na celém R a po Castech linearni (a tedy po ¢astech

C'), a navic majf slabou derivaci na celém R.
2. Maximum kazdé funkce @ (x) je 1 a nabyva se v bodé a + kh.

3. To co pro nds bude dulezité pfi numerickym vypoctu konstant je to, Ze skaldrni soucin

dvou funkci @;(x), @;(x) je nenulovy jenom tehdy, kdyZ i = j nebo |i — j| = 1. Plati tedy

63



(@i, ;) # 0 jenom tehdy, kdyZ je funkce skaldrné vyndsobend sama se sebou nebo se

sousedni funkci.

Zvolme né&jakou funkci u € U] ((a,b)). Pro aproximaci této funkce a jejf derivace kone¢nymi

prvky z mnoziny M bude platit

)~ Y )
k=1

"(x) ~ Y uor(x)
k=1

kde uy jsou pfislusné Fourierovy koeficienty funkce u(x) vzhledem k prvkim mnoziny M a

(3.3)

jsou ddny vztahem
b
o/
= —— [ u(x)Qr(x)dx
<(Pk 7(Pk> 2
a uj chdpeme jako slabou derivaci u. Dosadime-li za u a u’ piislusné aproximace (3.3) ,

dostavame

b b b
|M@MW=/#MMW/KZWW< l/Z i1t 91() ()l =
k=1 j=1

b
= Z / dX— Z Ujuj (Pl7(P]>
i=1

i,j=1
Analogicky
n
12 /o
1 2y ~ L i (@3- 95)
ij=1
Posledni vztahy miZeme zapsat v maticovém tvaru

(01,01) -+ (91,00) i
b2y ~ (o w) x| 5 <], ea
(@n, 1) -+ (Pn, Pn) Uiy
analogicky
(@1, 91) -~ (91,97) u
gy ~ (o w) x| 2 x|, 35
(0:01) -~ (0, 9n) Uy

Matice skaldrnich soucini (¢;,@;) ve (3.4) je v literatufe oznacovana jako M ("Mass matrix")
a matice ve (3.5) jako K ("Stiffness matrix"). Polozme v = (uy, up, ---, uy). Posledni dva

vztahy (3.4) a (3.5) se ndm zjednodusi na tvar
2 T
ez ) ~ MY

Hu/”%z((a,b)) ~ VKVT .
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Puvodni tloha hleddni maxima zlomku

2
HMHLZ((a_‘b))
2 )
11122
coZ je ekvivalentni jako hleddni minima zlomku
112 sy

2
||u||L2((a,b))

se prevede na dlohu hleddni minima zlomku

vKyvT

ST (3.6)
viviy

ktery je oznaCovdin jako zobecnény Rayleigho koeficient a hleddni jeho minimalni hodnoty

vede na zobecnénou ulohu vlastnich Cisel

Kv=AMv .

Spocteme-li hodnoty skaldrnich souéinti mezi prvky {@;(x),---,@,(x)} a jejich derivacemi,

dostaneme explicitni tvary matic tuhosti a hmotnosti. Pro homogenni verzi bude platit

2 -1 0 - 0
~1 2 =1 - 0
1
K=- _
A 0],
0 0 0 2
2/3 1/6 0 - 0
1/6 2/3 1/6 --- 0
M=h| 0 1/6 2/3 --- 0
0 0 0 - 2/3

A v pripadé nehomogennich funkci budou matice tuhosti a hmotnosti mit tvary

1 =1 0 - 0 0
-1 2 -1 - 0 0
Lo -t 2 00
- ,
0 0 0 2 -1
0 0 0 -1 1



1/31/6 0 - 0 0

1/6 2/3 1/6 -~ 0 0

0 1/6 2/3 - 0 0
I

0 0 0 - 2/3 1/6

0 0 0 - 1/6 1/3

kde 4 je norma dé€leni uvazovaného intervalu.

Nyni se miZeme podivat na vlastni ¢isla a vlastni vektory matic tuhosti a hmotnosti. Pro zaca-
tek zvolme interval [0, 1] a 1500 délicich bodt. Na Obr.|3.7|jsou nakresleny vlastni vektory pro
dvé nejmensi vlastni ¢isla zobecnéné dlohy Kv = AMv pro homogenni funkce. Obr. potom

zobrazuje vlastni vektory pro tfi nejmensi vlastni Cisla v pfipadé nehomogennich funkci.

Homogenni funkce

0.04
0.02
m Vl. vektor pro nejm. vl. c.
m Vvl. vektor pro druhe nejm. vl. c.
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
-0.02
-0.04

Obrazek 3.7: Vlastni vektory pro dvé nejmensi vlastni ¢isla zobecnéné dlohy Kv = AMv pro

homogenni funkce.

Nehomogenni funkce

0.04
0.02
m Vl. vektor pro nejm. vl. c.
m Vl. vektor pro druhe nejm. vi. c.
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 m vl. vektor pro treti nejm. vl. c.
-0.02
-0.04

Obrazek 3.8: Vlastni vektory pro 3 nejmensi vlastni ¢isla zobecnéné tlohy Kv = AMv pro

nehomogenni funkce.
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V homogennim pfipadé ma vlastni ¢islo A, hodnotu 9.86960. Pouzijeme-li explicitni vztah

pro Poincarého konstantu pro homogenni funkce jedné proménné, dostdviame

1 TC2 2 1 -5
il Pk ~ 986961, |5 — M| ~0.00001 =107

Vlastni vektor modré barvy na Obr. potom neni nic jiného neZ piislu$na extrémni funkce
(pfesnéji jeji aproximace).
Podobné pro nehomogenni piipad dostivame hodnotu nejmensiho vlastniho ¢isla A} =0 a
druhého nejmensiho vlastniho ¢isla Ay = 9.86960. Vzhledem k tomu, Ze v 1D maji Poincarého
konstanty pro homogenni funkce a funkce s nulovym primérem stejnou hodnotu, dostdvime
opét

1 2

2
- =-——>5 =7 ~9.86961 .
2 (b—a)? &

a extrémni funkce je tentokrat vlastn{ vektor (viz Obr. 3.8 oznaceny Zlutou barvou) pro druhé
nejmensi vlastni &islo A,. Nésledujici dva grafy zobrazuji konvergenci 1/+/Ai, k Poincarého
konstanté. V obou piipadech (jak pro homogenni funkce, tak i pro funkce s nulovym pri-
mérem) dostdvame kvadratickou konvergenci vzhledem k poctu délicich bodi (a tedy poctu

konec¢nych prvku).

rel. chyba
0.100f o

0.010F °

T

0.001

1074}

1078}

10‘00 pocet delicich bodu

L L

5 10 50 100 500

Obrazek 3.9: Relativni chyby mezi 1/+/Ayin @ Poincarého konstantou pro homogenni funkce

na intervalu [0, 1].
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podily rel. chyb

4.0 ° e

3.8

3.6

3.4

3.2

3.0

Obrazek 3.10: Podily sousednich relativnich chyb z grafu nahote. k na ose x znamené poradi
iterace. V k-té iteraci mame 2% délicich bodii. Konvergence podili relativnich chyb k hodnoté
4 znamend kvadratickou konvergenci 1/+/Ai, k Poincarého konstanté pro homogenni funkce

na intervalu [0, 1].

3.2 2D pripad

V této podkapitole si ukdZeme princip metody konecnych prvkii ve 2D pro oblasti typti obdél-
nik, L-oblast a mezikruZi. U funkci vice proménnych nelze bohuzel zarucit pevné stanovenou
konvergenci pro kazdou oblast. Zpomaleni konvergence zpilisobuji napt oblasti, které nejsou
konvexni nebo maji v nékterych mistech na své hranici tupé thly (napf. L-oblast ma v jednom
bod¢ své hranice dhel 270, nicméné stéle jesté neni kritickym piipadem, kdy metoda konec-
nych prvkl konverguje velmi pomalu).

Oproti 1D pfipadu, kde jsme méli interval a jeho rovnomérné rozdéleni, budeme oblasti ve
dvou dimenzich tzv. triangularizovat. VétSina vysledku, které zde uvedeme, byly ziskané po-
uzitim matlabovského kodu [S]. V nasledujicich obrazcich si nejprve ukaZzeme priklady tri-
angulaci pro Ctverec [0,1] x [0, 1] a mezikruZ{ danou dvémi kruZnicemi se stfedy v pocatku
a poloméry 2 a 1/2 (triangulace L-oblasti je velmi podobnd triangulaci obdélnikové oblasti).

Déle si ukdaZzeme piiklady extrémnich funkci pro L-oblast a mezikruzi (pro obdélnikovou ob-
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last by obrdzky byly téméf shodné s obrazky a Vypoltem se nechd ovéfit, Ze
konvergence pro vSechny tyto 3 typy oblasti je linedarni vzhledem k poctu konecnych prvki ve
2D (nezavisle na tom, zda pocitdme konstantu pro homogenni funkce nebo funkce s nulovym
primérem). Nasledujici Tabulka obsahuje vypoctené hodnoty konstant pro kazdou ze ti{

uvazovanych oblasti a pro oba typy funkci (homogenni a s nulovym primérem).

ctverec L-oblast mezikruZzi
homogenni funkce 0.22506213 | 0.16102866 | 0.48807534
funkce s nulovym primérem | 0.31830190 | 0.41157704 | 1.21616527

Tabulka 3.1: Poincarého konstanty pro oba typy funkci numericky vypoctené pro Ctverec
[0,1] x [0,1], L-oblast [0, 1] x [0,1]\ [0.5,1] x [0.5, 1] a mezikruZ{ dané dvémi kruZnicemi se

stiredy v pocatku a poloméry 2a 0.5 .

Poznamka 23. Popisky grafii v ndsledujicich obrdzcich nemusi odpovidat terminologii pouZi-

vané v této prdci. Vsechny detaily se proto uvddi pod kaZdym obrdzkem.
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Obrézek 3.11: Hrubd triangulace obdélnikové (¢tvercové) oblasti [0, 1] x [0.1] .
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Obrazek 3.12: Jemn4 triangulace obdélnikové (Ctvercové) oblasti [0, 1] x [0.1] .
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Obrazek 3.13: Hrub4 triangulace mezikruZzi danou dvémi kruZnicemi se stfedem v pocétku a

poloméry 2a1/2.

fine mesh
| OS>
15} S AAA ésgy
_ SKEEAAKIS
Y v S Loy
KIS TATIAR AR
05t NOOSRRIWZZXAXOAN
SRR BN
SRR kX
> or KPRRERES SRR
eee,  SSEEEKD
05t \ OO OSSN
AVAVLVT S ivivavaY
1 N\SERRERAARRROAAN
NOKISKAARERIHAA
15} NG avavavsyie; %
R AvAVAY S,
Al KIS
2 1.5 1 0.5 (I) 0.5 1 1.5 2
X

Obrazek 3.14: Jemna triangulace mezikruzi danou dvémi kruZnicemi se stfedem v pocétku a

poloméry 2a1/2.

71



eigenfunction: Friedrichs

10.9

funkce pro L-oblast .

,

cmni

z

Obrazek 3.15: Homogenni extr:

eigenfunction: Poincare

10.8

106

10.4

V|
AV
NN

0.2

1
1]
AAAAA

ZAVAVAVAVAVAVAVA)

VAVAVAVAVAVAVAVAN

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

L-oblast .

v

o

funkce s nulovym priimérem pro

z

7z

cmni

Obrazek 3.16: Extr
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Obrazek 3.19: Relativni chyba vzhledem k poctu kone¢nych prvki ve 2D pro Ctverec .
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Obréazek 3.20: Podily dvou sousednich relativnich chyb z grafu nahofte .
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Zaver

Teoretické odvozeni ndm na jednu stranu umozni urcit pfesné hodnoty konstant vcetné ex-
trémnich funkci. Explicitné jsou v praci odvozeny hodnoty konstant pro funkce jedné, dvou
a tif proménnych na oblastech tvaru intervalu, obdélniku a kvadru. Tyto a také dalSi hodnoty
pro jednoduché geometrické oblasti jsou zndmé z literatury [2]], ndm jejich odvozeni poslou-
Zilo jako uvod do problematiky. Déle se daji napt. odvodit také souvislosti s Laplaceovym
operatorem (Kapitola 2).

Na druhou stranu je explicitni vypocet z hlediska obtiZnosti omezujici jednak pro velice
specidlni typy oblasti, ale také co se tyCe pozadavku na funkce. Naopak, numerické metody
pro vypocet konstant jsou schopny dobfe se poradit s oblastmi riznych typt (ale i pfesto pro
nékteré oblasti miiZzeme mit napt. velmi pomalé konvergence), a funguji i za slabsich predpo-
kladt na funkce.

Teorie Friedrichsovych a Poincarého nerovnosti je dobrou ilustraci toho, jak jsou matema-
tickd analyza a numerickd matematika mezi sebou provazané. Diky bouflivému vyvoji poci-
tacového softwaru za poslednich n€kolika desitek let jsme schopni velké mnoZstvi vysledka
odvozenych teoreticky implementovat v pocitaci a verifikovat jejich spravnost. Nebo také nao-
hledat souvislosti v téch oblastech matematicky, které doposud nebyly prozkoumény, a na za-

kladé ziskanych vysledki tyto véci pozdéji dokazat teoreticky.
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