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Anotace

Tato bakalarskd prace je zaméfend na kiivky ,,okolo nas“. Predevsim klade
diraz na kuzelosecky a jejich vyskyt v redlném svété. Ty se mohou vyskytovat
napiiklad v architektufe, technice nebo v prirodé. V prvni ¢asti prace jsou
definované jednotlivé kuzelosecky a jejich zékladni vlastnosti. Dale jsou zde
uvedeny definice vybranych algebraickych kiivek. Text je proloZen nazornymi
obrazky, které jsou vytvoreny v programu GeoGebra. Druhé ¢ast prace spociva
v identifikaci kuzelosecek a vybranych kfivek na fotografiich pomoci programu
GeoGebra. U nékterych fotografiich je vyuzito teoretickych poznatki z prvni

¢asti, tzn. algebraického dukazu, Ze se jedné o danou kuzelosecku.
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Abstract

This Bachelor’s thesis is focused on curves around us. Primarily emphasizes
conics and their presence in the real world. They can appear for example in
architecture, engineering or nature. Individual conics and their properties are
defined in the first part. There are also definitions of chosen algebraic curves.
The text is interleaved by pictures made in GeoGebra. The second part is based
on identification of conics and chosen curves on photographs using GeoGebra.
The theoretical knowledge like algebraic proof that it is a given conic is used

for some photographs.
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1 UVOD

1 Uvod

1.1 Vychodiska prace

Ve své bakalarskeé praci se zabyvam kuzeloseckami a vybranymi kiivkami. Hlav-
nim cilem této prace je poukéizat na propojeni geometrie a svéta ,,okolo nas‘.
Dalsim cilem bylo vytvorit praci, ktera miize slouzit jako doplinkovy vyukovy
material pro studium kuzelosecek.

Prvni ¢ast prace je zaméfena na teoretické poznatky z oblasti kuzelosecek.
Kladu zde veliky diiraz na nézornost tak, aby byl text pro jakéhokoliv ¢tenare
srozumitelny a snadno pochopitelny v ziskavani novych poznatku v oblasti ku-
zelosecek. Kazda kuzelosecka je popsana z geometrického i algebraického hle-
diska. Text doprovazi obrazky vytvorené v programu GeoGebra. Déle se zde
snazim alespon cCastecné nastinit vybrané druhy algebraickych kfivek, které
jsou zajimavé, velmi podobné rozebiranym kuzeloseckdm a lze je snadno na-
leznout v bézném zivoté.

Druha, hlavni ¢ast se zabyva vyuzitim kuZzelosecek ,,0kolo nas“. Tato ¢ast
je tvorena identifikaci kiivek na fotografiich. S kuzeloseckami se muzeme se-
tkat v architektute, v pfirodé, v umeéni, v prumyslu atd. S eliptickym nebo
hyperbolickym typem se v praxi setkdvame nejcastéji, ale nalézt objekty pa-
rabolického typu, neni tak snadné, protoze se vyskytuji velmi ziidka. Také se
v této Césti prace objevuji obrazky, na kterych jsou identifikovany jiz zmino-

vané algebraické kiivky:.



2 KUZELOSECKY DEFINOVANE JAKO REZY NA KUZELOVE PLOSE

2 Kuzelosecky definované jako rezy na kuzelové
plose

Kuzelosecky je mozné vyjadrit analyticky nebo geometricky. Analytické vyja-
dfeni, pomoci algebraickych rovnic, je pro mnohé vice nepochopitelné, proto
je lepsi pro nazornost pouzit geometrické vyjadreni. Toto vyjadieni spociva,
jak nazev Kuzelosecky vypovidé, v fezu rotac¢ni kuzelové plochy rovinou, ktera
neprochézi vrcholem. Vysledny tvar kuzelosecky je zéavisly na thlu protnuti
roviny 3 s kuzelovou plochou a.. Na obrazku nize jsou ilustrované tii pripady,

které mohou nastat.

Obrézek 1: Rezy kuzelové plochy

Na néasledujicich obrazcich je lépe znazornéno tvrzeni vyplyvajici z Obrazku
, tzn. fezy kuzelové plochy ve 3D. Pti tvoreni obrazki jsem vyuzila programu
GeoGebra a jeho funkce , Graficky nahled 3D*.

Na druhém obrazku je vyobrazen tez plochy rovinou, jehoz prunikem je
elipsa. Velikost tthlu § sevieného rovinou w a rovinou fezu ¢ je mensi nez
velikost thlu . V tomto pripadé, a > [, se jedna o elipticky ez kuzelovou

plochou.



2 KUZELOSECKY DEFINOVANE JAKO REZY NA KUZELOVE PLOSE

Obrazek 2: Rez plochy - elipsa

Na tfetim obrazku je vyobrazen ez plochy rovinou, jehoz prinikem je hy-
perbola. Velikost thlu £ sevieného rovinou w a rovinou fezu ¢ je veétsi nez
velikost thlu a. V tomto piipadé, a < (, se jedna o hyperbolicky fez kuzelo-

vou plochou.

Obrazek 3: Rez plochy - hyperbola

Na ¢tvrtém obrazku je vyobrazen fez plochy rovinou, jehoz priinikem je
parabola. Velikost tthlu 8 sevieného rovinou w a rovinou fezu ¢ je shodny
s velikost{ ihlu a. V tomto piipadé, a = 3, se jedné o parabolicky ez kuzelovou

plochou.
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2 KUZELOSECKY DEFINOVANE JAKO REZY NA KUZELOVE PLOSE

Obrazek 4: Rez plochy - parabola

Na patém obrazku je vyobrazen zvlastni piipad Fezu plochy rovinou, je-
hoz prunikem je kruznice. Pokud je rovina w rovnobézna s rovinou fezu ¢ je

prunikem téchto dvou rovin kruznice.

Obrézek 5: Rez plochy - kruh

Quételetova-Dandelinova véta

Rovina o, ktera neprochazi vrcholem kuzelové plochy a ktera svira s rovinou
kolmou k ose rota¢ni kuzelové plochy thel f mensi nez je thel «, ktery svi-

raji povrchové piimky kuzelové plochy s rovinou kolmou k ose rotace, protind

11



2 KUZELOSECKY DEFINOVANE JAKO REZY NA KUZELOVE PLOSE

kuzelovou plochu v elipse. Je-li tihel a roven dhlu £, potom rovina o protina
kuzelovou plochu v parabole. Je-li tihel 8 vétsi nez thel «, potom Fezem roviny
o a kuzelové plochy je hyperbola. Ohniska F” a F” popt. ohnisko F v pripadé
paraboly, jsou body dotyku kulovych ploch &/, k" vepsanych kuZelové plose,

které se zaroven dotykaji roviny fezu o. [1]

12



3 KUZELOSECKY

3 KuzZelosecky

3.1 Elipsa
3.1.1 Definice

Elipsa je mnozina bodu v rovinég, jejichz soucet vzdalenosti od danych bodu

Fy, F5 je konstantni. [I]

Obrazek 6: Elipsa

Body A, B nazyvame hlavnimi vrcholy a body C, D vedlejsimi vrcholy
elipsy. Body F}, F, jsou ohniska elipsy a bod S nazyvame stfedem elipsy.
Usecka [F} F/ je hlavni osou elipsy.

3.1.2 Vldastnosti

|SA| = [SB] = a, kde a nazyvame hlavni osou. /SC/ = [SD/ = b, kde b nazyvame
vedlejsi osou. /X Fy/, [XF,/ nazyvame pravodici elipsy a plati pro né tato
rovnost:

| XFi|+ | XE)] =a
Pro vztah vedlejsich vrcholu a ohnisek plati, ze |CFy| = |CFy| = |DF,| =
|DFy| = a.

13



3 KUZELOSECKY

Obrazek 7: Vlastnosti elipsy

Pravouhly trojihelnik F1C'S nebo F>C'S nazyvame charakteristickym troj-
tihelnikem elipsy a pro jeho strany plati vztah a? = b%+e?, kde e je excentricita
neboli vystrednost elipsy. Excentricita je vzdalenost ohnisek od stfedu elipsy.
Popripadé, ze by e = 0, jedna se o kruznici. To znamené, Ze se obé ohniska

staly jednim bodem a to stfedem S.
3.1.3 Bodova konstrukce elipsy

Rozbor

Na tsecce omezené ohnisky Fi, F; si zvolime pomocny bod I. Sestrojime kru-
hovy oblouk k; o poloméru r; = |AI| a ky o poloméru ry = |BI| se stiedy
v ohniscich. V priise¢icich obloukt dostavame body elipsy K, L, M, N. Z vlast-

nosti elipsy je zfejmé, Ze pro tyto body plati, Ze

\KF)|+|KF,| = |All+|BI| = |AB| = 2a

\LFy|+ |LFy| = |AI|+|BI| = |AB| =2a
\MFy|+ |MF,| = |AIl+|BI| = |AB| = 2a
INFy|+ |NFy| = |AI|+|BI|=|AB| = 2a

Soucet pruvodicu je pokazdé roven 2a. To znamena, ze tyto body nalezi elipse

s vrcholy A, B.

14



3 KUZELOSECKY

Obrazek 8: Konstrukce elipsy

Postup
1) I;)1 € 1 Fy
2) ks ki (F1, | BI)
3) ka; ko(Fh, |All)

4) L:L € ki Nk

Ze ¢tyt bodu elipsu nevytvorime. Proto je nutné tento postup nékolikrat
opakovat, to znamena zvolit dalsi pomocné body I, I3 atd. Abychom docilili
co nejpresnéjsiho tvaru elipsy, museli bychom pouzit mnoho pomocnych bodi.
P1i klasickém rysovani by vysledek byl velmi nepfehledny, proto nahrazuje
elipsu v okoli hlavnich vrcholti pomoci tzv. oskula¢nich kruznic. Tyto kruznice
svym tvarem nejlépe nahrazuji tvar elipsy.

Pomoci kolmic vytvoiime obdélntk ASCE. Bodem E vedeme kolmici na
usecku AC. Prusecik této kolmice s hlavni osou oznac¢ime S; a prusecik s ved-

lejsi osou S,. Tyto priiseciky jsou stiedy oskulac¢nich kruznic.

15



3 KUZELOSECKY

Obrazek 9: Oskula¢ni kruznice

3.1.4 Prouzkova konstrukce elipsy

Dalsim zptisobem jak zkonstruovat elipsu je tzv. prouzkova konstrukce elipsy.
Jak nazev napovidé, tato konstrukce je zalozena na pohybu prouzku papiru.

Tato metoda ma dvé mozné prouzkové konstrukce, sou¢tovou a rozdilovou.
Usetka PQ, jejiz délka je a + b, se p¥i souctové konstrukei pohybuje po dvou
na sebe kolmych primkach. Bod X déli isecku PQ v poméru a : b. Tento bod
opisuje elipsu o poloosach a, b.

Usetka PQ, jejiz délka je a — b, se pii rozdilové konstrukei pohybuje po
dvou na sebe kolmych pfimkach. Bod X je od P vzdalen b a od ) a. Tento

bod opisuje elipsu o poloosach a, b.

16
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Obrazek 10: Souctova a rozdilova konstrukce elipsy

Toto tvrzeni lze snadno dokézat. Predpokladejme, Ze body maji tyto sou-
fadnice P|[p,0], Q[0,q], X[x,y].
Podle Pythagorovi véty
(a+0)*=p*+¢°

7 podobnosti trojuhelniku plati

T p Yy q

a a+tb b a+b

Pokud dosadime do Pythagorovi véty, dostaneme

:l:_2+y_2: P2 . e :p2+q2:(a+b)2:1
a2 b2 (a+b)? (a+b)? (a+0b)? (a+Db)?

Odtud je ziejmé, Ze se jedné o rovnici elipsy a bod X je jejim bodem - pohybuje

se po ni. Obdobné by se provedl dikaz pro rozdilovou konstrukci elipsy.

17



3 KUZELOSECKY

3.1.5 Zahradnicka konstrukce elipsy

Obrazek 11: Zahradnicki konstrukce

Elipsa se bézné pouziva v klasické nebo také zahradnické architekture. Pri
tpravé zahradnich prostori, napiiklad pro vytvoreni zajimavé skalky se vyu-
ziva tzv. zahradnické konstrukce elipsy.

Tato metoda konstrukce je velmi snadné, protoze vyuziva pouze definici
elipsy. Upevnime-li dva koliky od sebe libovolné vzdalené a mezi tyto koliky
natdhneme provazek delsi nez vzdéalenost kolikii, tak aby byl stale napnuty,

potom pfi pohybu hrotu opisujeme elipsu.

3.1.6 Analytické vyjadreni

Samoziejmé, jako kazdy rovinny tdtvar, je mozné elipsu vyjadrit analyticky.

Rovnice pro elipsu zni

18
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Obréazek 12: Obecna rovnice elipsy - grafické znazornéni

Diikaz je velice jednoduchy. Budeme vyuzivat vlastnosti, které jsme si de-

finovali vySe. Prvni z nich plyne z definice elipsy
[ XFi| + [ XF3| = 2a (1)

Déle si zadefinujeme v kartézské soustavé soufadnic stied S[0,0], ohniska
Fi[—e,0] a Fyle,0] a vrcholy A[—a,0], Bla,0], C[0,b], D[0,—b]. Pokud na
usecku X F; budeme nahliZzet jako na vektor X 1:41, mizeme zapis pro veli-

kost tsecky nahradit zapisem pro vektor. To samé plati pro tsecku X F5. Do

rovnice dosadime velikosti X l:q aX 152 a dostavame rovnici

VE+e)2+y? +(r—e)?+1y2=2a (2)
Poté pomoci ekvivalentnich tprav rovnici (2)) upravime.
(x+e)?+y? = 2a—/(x—e)?+y?
(x+e)+y* = 4a®> —4a/(z—e)2+y2+ (v —e)* +¢°
2?4 2re+ et +y? = 4a2—4a-\/m+x2—2x6+62+y2
da/(z —e)2+1y2 = 4a® — 4dze
a*(x* — 2zve + ® +y°) = a' — 2a’ze + %€’
2

a’z? — 2d%ze + d®e* + d*y? = o' — 2d’ze + 22e?

19



3 KUZELOSECKY

Jak je jiz vySe zminéno, elipsa obsahuje tzv. charakteristicky trojuhelnik.
V tomto pripadé se jedna o trojuhelnik F;C'O. Tento trojuhelnik je pravothly.
Jeho odvésny jsou strany b, e a pfeponou je strana a. V dokazovani vyuzijeme

Pythagorovi véty
v = a® — ¢? (3)

Rovnici upravime tak, abychom mohli po vytknuti spoleé¢nych neznamych

dosadit rovnici

Q22 + a®y? — 22 = o' — %
1‘2(612 - 62) + a2y2 _ CL2 . (a2 o 62)
Po dosazeni dostavame vztah,
220+ %y = a2,

ktery jednoduSe upravime. Vysledkem je pravé nase obecné rovnice elipsy.

$2b2 a2y2

a2 | a2 L
1‘2 y2
ate =1

20



3 KUZELOSECKY

3.2 Hyperbola
3.2.1 Definice

Hyperbola je mnozina bodu v roving, jejichz rozdil vzdalenosti od danych bodi

Fy, F; je konstantni. [I]

@
o
)

Obréazek 13: Hyperbola

Body A, B nazyvame hlavnimi vrcholy a body C, D vedlejsimi vrcholy
hyperboly. Body Fi, F» jsou ohniska hyperboly a bod S nazyvame stfedem
hyperboly. Usecka /[Fy Fy/ je hlavni osou hyperboly.

3.2.2 Vlastnosti

/SA| = |SB/ = a, kde a nazyvame hlavni osou. /BC| = |[BD] = b, kde b na-
zyvame vedlejsi osou. /X Fy/, |X Fy/ nazyvame privodici hyperboly a plati pro
né tato rovnost:

’XFl‘ — ’XFQl =a

Pravotuhly trojihelnik BC'S nazyvame charakteristickym trojihelnikem hy-
perboly a pro jeho strany plati vztah e? = a2 + 0%, kde e je excentricita neboli

vystfednost hyperboly. Excentricita je vzdalenost ohnisek od stfedu hyperboly.

21



3 KUZELOSECKY

Obrazek 14: Vlastnosti hyperboly

Piimky a,1, as nazyvame asymptotami hyperboly. Asymptoty prochazeji
stfedem hyperboly S a s hlavni osou sviraji uhel ¢, pro ktery plati tg(p) = g
Pokud by e = a -v/2, tak asymptoty této hyperboly jsou na sebe vzajemné

kolmé a hyperbola se nazyva rovnoosa.

3.2.3 Bodova konstrukce hyperboly

Rozbor

Na tusecce opacné k F} Fy si zvolime pomocny bod R. Sestrojime kruhovy ob-
louk &y o poloméru ry = |AR| a k2 o poloméru ry = | BR)| se stfedy v ohniscich.

V priusecicich obloukt dostavame body hyperboly K, L, M, N. Z vlastnosti hy-

22



3 KUZELOSECKY

perboly vyplyvé, Ze pro tyto body plati, Ze

IKF)| - |KF| = |AR|—|BR|=|AB|=2a

ILF\| - |LFy| = |AR|—|BR|=|AB|=2a
IMF,|— |MFy| = |AR|—|BR|=|AB|=2a
INF\| — |[NFy| = |AR|—|BR|=|AB| = 2a

Rozdil pravodici je pokazdé roven 2a. To znamena, ze tyto body nalezi hyper-

bole s vrcholy A, B.

Obrazek 15: Konstrukce hyperboly

Postup
1) R; Rlezi vnéF Fy
2) ky;ki(Fy,|BR|)
3) ko; ko(Fy, |AR))

4) L,LEk‘lka

23



3 KUZELOSECKY

Je zcela ziejmé, ze hyperbolu stejné jako elipsu z pouhych ¢tyf bodi nese-
strojime. Je nutné tento postup nékolikrat opakovat, tedy zvolit dalsi pomocné
body R,, R3 atd. Pokud bychom chtéli co nejptresnéjsi tvar hyperboly, museli
bychom pouzit mnoho téchto pomocnych bodu. Pii poc¢itacovém zpracovani by
to problém nebyl, ale pfi klasickém rysovani by vysledek byl velmi nepiehledny.
Proto stejné jako u elipsy v okoli hlavnich vrcholii nahradime tvar hyperboly
pomoci oskulacnich kruznic.

Jednim z vrcholt vedeme kolmici na primku F} F,. Ze stfedu S sestrojime
kruznici m. Prinik kolmice a kruznice jsou vedlejsi vrcholy C, D. Bodem C ve-
deme kolmici na primku SC'. Prusecik této kolmice s hlavni osou ozna¢ime S;.
Pomoci stfedové soumérnosti podle stiedu S dostaneme S;. Tyto priseciky

jsou stredy oskulac¢nich kruznic.

N o
\ 2 o
\ o) /

\ /

] [
- ;]‘ |
\
._,ff \"\
;"" 4 ‘-\\

Obrazek 16: Oskula¢ni kruznice
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3 KUZELOSECKY

3.2.4 Analytické vyjadreni

Stejné jako elipsu i hyperbolu muzeme vyjadrit analyticky. Rovnice hyperboly

zni

X [x.yl #

Bla0] Fyl20] X

w

F, Le0l lALan)

+
D0, -b]

Obréazek 17: Obecna rovnice hyperboly - grafické znézornéni

Diikaz je obdobny jako u elipsy. Budeme opét vychazet z definice, kde
|XF1| — |XF2| = 2a.

Pokud si stfed, ohniska i vrcholové body zadefinujeme v kartézské sou-
stavé souradnic se soufadnicemi podle obrazku , tzn. stied S[0, 0], ohniska
Fi[—e,0] a Fy[e, 0] a vrcholy A[—a, 0], Bla, 0], C[0,b], D[0, —b]. Na tsecky X F},
X F, budeme nahlizet jako na vektory )ﬁl , )ﬁg dostaneme vztah

VieteP+y2 —/(z—e)+1y2=2 (4)
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3 KUZELOSECKY

Pomoci ekvivalentnich dprav rovnici upravime

GreP+y? = 20+/lz—eP+

(x+e)+y* = 4a® +4da/(z—e2+y2+ (z—e)*+9°

v+ 2me+ ety = 4a®+4da/(z—e)2+y?+a? - 2we+ e +y?
dare —4a® = da-/(z —e)?+ 12
r?e? — 2a*ve +a* = a*(x? — 2we + € +y?)

z?e? — 2a%ze +a* = a’r? — 2awe + a*e? + a*y?

Hyperbola stejné jako elipsa obsahuje charakteristicky trojihelnik. V tomto
piipadé se jedna o trojuhelnitk BSC. Tento trojuhelnik je pravothly. Jeho
odvésny jsou strany a, b a preponou je strana e. V dokazovani vyuzijeme opét

Pythagorovi véty

b =e? — a? (5)

Vyraz upravime tak, abychom mohli dosadit rovnici

2262 — o222 — a2y2 — g2 — gt
xg(eQ—a2)—a2y2 — a2-(62—a2)
Dostavame vztah
2202 — a2y2 _ a262,

ktery po jednoduché upravé dokéze tvrzeni obecné rovnice hyperboly.

220 a%y? B

a2b? a2 1
@2y
az b
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3 KUZELOSECKY

3.3 Parabola
3.3.1 Definice

Parabola je mnozina boda v roviné, které maji od daného bodu F a dané

piimky d stejnou vzdalenost. [I]

d

Obrazek 18: Parabola

Piimku d nazyvame fidici pfimkou paraboly. Bod V nazyvame vrcholem

a bod F nazyvéame ohniskem paraboly. Usecka /V I’/ je hlavni osou paraboly.

3.3.2 Vlastnosti

Privodice bodu X jsou spojnice s ohniskem F' a libovolnym bodem X paraboly
a primka kolma na fidici pfimku prochézejici bodem X. Pruvodicem bodu

X rozumime tedy vzdalenost /X F'/ ptipadné [Xd/. Z definice vyplyva, ze
| X F| = |Xd|

Vzdalenost ohniska od ridici pfimky oznacujeme jako parametr p. U para-
boly rozlisujeme vnitini a vnéjsi body. Bod Y nazveme vnéjsim bodem para-

boly, jestlize
YF| > |Yd]|.
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3 KUZELOSECKY

Obréazek 19: Vlastnosti paraboly
Vnitfnim bodem nazveme Y, plati-li
YF| < |Yd]|.

3.3.3 Bodova konstrukce paraboly

Rozbor

Na ose o si zvolime pomocny bod R. Timto bodem vedeme kolmici. Z oh-
niska I sestrojime kruhovy oblouk % a [; o poloméru r = |DR|. V prusecicich
oblouki dostavame body paraboly K, L. Z vlastnosti paraboly vyplyva, ze pro
tyto body plati, ze

|Kd| = [FK|=|DR|
|Ld] = [FL|=[DR|

To znamena, ze tyto body nalezi parabole s vrcholem V.
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3 KUZELOSECKY

Obrazek 20: Konstrukce paraboly
Postup
1) RiR€o
2) ki; ki (F,|DRJ)
3) K;Kekng
4) l1; 1, (F,|DR))
5) L;Leling

Parabolu jako ptredeslé kiivky neni mozné sestrojit jen ze dvou bodt. Proto
musime zvolit nékolik dalsich libovolnych bodu Ry, R3 atd. Presného tvaru pii
rysovani docilime pomoci oskula¢ni kruznice.

Z vrcholu V sestrojime kruznici s polomérem |DF|. Tim dostaneme bod S,

ktery je stfedem oskula¢ni kruznice.
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3 KUZELOSECKY

Obrazek 21: Oskula¢ni kruznice
3.3.4 Analytické vyjadreni

Je zcela zfejmé, Ze parabolu muzeme stejné jako ptredchozi kiivky vyjadrit

analyticky. Rovnice paraboly je

y2 = 2px

Xy~
L

) | i
l)[_:l_7 1 Vi, o I ’;’An

Obrazek 22: Obecna rovnice paraboly - grafické znézornéni

Dikaz je opét velice jednoduchy. Vyuzijeme vlastnosti definovanych vyse.
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3 KUZELOSECKY

Prvni z nich plyne z definice elipsy
| XF| = |Xd| (6)

Dale si zadefinujeme v kartézské soustavé souradnic ohnisko F'[£, 0], vrchol

V[0,0], bod X|x,y], bod D[-%£,0] a rovnici ridici piimky d : + = —5. Po-

kud na tisecku X F' nahlizime jako na vektor ﬁ7 miizeme zapis pro velikost
usecky nahradit zapisem pro vektor. Do rovnice @ dosadime velikosti ﬁ

a dostavame rovnici

r— Lty = o+ (7)

r—2)P 4yt = m2+px+%
p2
2 —pr+y? = x2+px+Z

Po upraveni vyrazu dostavidme nasi obecnou rovnici paraboly.

vt = 2px
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4 DALSI ALGEBRAICKE KRIVKY

4 Dalsi algebraické krivky

4.1 Cykloida
4.1.1 Definice

Cykloida je transcendentni cyklicka kiivka, kterou vytvori bod pevné spojeny

s kruznici, ktera se kutali po piimce. [2]

Obrazek 23: Cykloida

4.1.2 Vlastnosti

Cykloida ma tvar nekonec¢né se opakujicich obloukt.
4.1.3 Parametrické vyjadreni
Cykloidu na rozdil od kuzelosec¢ek vyjadiujeme pomoci parametrické rovnice

r = r-(a—sin(a))

y = r-(1—cos(a))

Tato rovnice se da odvodit pro vSechny ¢tyti kvadranty. Pro nazornost ukazi

odvozeni pomoci prvniho kvadrantu, tzn.

m
a€<0,§>
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4 DALSI ALGEBRAICKE KRIVKY

Obréazek 24: Parametrické vyjadient

rxa = |PA)|—|AH| =71 (a)—r-sin(a)) =1 (a —sin(w))

ya = |HA | =r—|SH|=r—r-(cos(a)) =71 (1—cos(a))

4.2 Hypocykloidy
4.2.1 Definice

Hypocykloida je rovinna kiivka opisovana bodem pohyblivé kruznice ki, ktera

se beze skluzu kutéli zevniti po vétsi kruznici ks. [3]

Obrazek 25: Hypocykloida

Mezi zvlastni pripady hypocykloidy patii Steinerova hypocykloida (vlevo)

a asteroida (vpravo).
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4 DALSI ALGEBRAICKE KRIVKY

Obrazek 26: Zvlastni pripady hypocykloidy

4.3 Epicykloidy
4.3.1 Definice

Epicykloida je rovinné kiivka vznikla jako trasa pevné zvoleného bodu mensi

kruznice k1, kterd se kutali po vnéjsi strané druhé, vétsi kruznice k.

Obrazek 27: Epicykloida
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4 DALSI ALGEBRAICKE KRIVKY

4.4 Klotoida
4.4.1 Definice

Klotoida, také Cornuova nebo Eulerova spirala, je kiivka, u které je kiivost

v daném bodé piimo tmérna vzdalenosti tohoto bodu od pocatku. 4]

— T T T
1.0

~
/

> 0.0

-1.0

i/
i @ :

—1. .5 0.0 0.5 1.0

Obrazek 28: Klotoida [I]
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5 KuzZelosecky okolo nas

5.1 Uvod

V této casti, jak napovidad nazev, se budu zabyvat kuzeloseckami, které se
vyskytuji okolo nas. Kuzelosecky jsou jednim ze zékladnich pilita architektury.
Pokud je ¢lovék pozorny, lze je najit prakticky vsSude.

Budu se zabyvat identifikaci k¥ivek, jimz predchéazi sbér fotografii a ob-
razkli. Témér vSechny obrazky jsou prevzaty z internetu.

Tyto fotografie jsou nésledné zpracovany v dynamickém programu Geo-
Gebra. To z toho duvodu, aby byly kuzelosecky lépe poznatelné. Pro lepsi
predstavu, si dovolim citovat z manualu, co je program GeoGebra.

,GeoGebra je dynamicky matematicky software pro vSechny trovné vzdé-
lavani, ktery spojuje geometrii, algebru, tabulkovy procesor, grafy, statistiku
a analyzu do jednoho snadno pouzitelného balicku. GeoGebra je rychle rostouci
komunita milionti uzivatela zijicich prakticky ve vSech zemich svéta. GeoGe-
bra se stala Spickovym poskytovatelem dynamického matematického software
podporujiciho védu, technologii, inZenyrstvi a matematiku.“[5]

GeoGebra je volné dostupny program, ktery ma slouzit predevsim ucite-
lim a studenttim. Pomoci funkce ,,Kuzelosecka dané péti body“ je mozné na

fotografii vykreslit kuzelosecku, ktera je v ni ukryta.

5.2 Vyuziti kuzelosecek

Na obréazcich nize v této kapitole se budu snazit co nejlépe vykreslit kuzelo-
secky, jez se na obréazcich vyskytuji. K tomu, abychom mohli kuzelosecku ide-
alné vykreslit pouzijeme, v jiz zminéném programu Geogebra, tento postup.
Nejprve obréazek musime zkopirovat do programu. V nabidce , Upravy* vyuzi-
jeme funkce ,,Vlozit obrazek z“. Poté vyuzijeme jiz zminéné funkce ,, Kuzelosecka
dana péti body*. Pokud rovnomérné umistime pét bodu kuzelosecky, program

nam vykresli kuzelosecku.
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5 KUZELOSECKY OKOLO NAS

Vyhodou tohoto programu je to, Ze je vybaven funkci posouvani bodu po
nakresné, takze je mozné po vyobrazeni kiivky s celou kiivkou jesté hybat.
Tim docilime, ze kuzelosecka, kterou jsme potiebovali zobrazit, ma idealni
tvar a pouhym okem neni mozné vidét pokud kfivka neni dokonale prekryta.

Samoziejmé funkce ,,Kuzelosecka dana péti body“ neni jedinou moznosti,

jak kuzelosecku vykreslit. Lze to i pomoci odhadnuti rovnice kuzelosecky.

5.2.1 Elipsy

Prvni fotografie je pofizena v cukrarné a kavarné U Ruzenky, ve které pracuji.

Jedné se o oblibeny zakusek, likérovou $picku, ve formé dortiku.

Obrazek 29: Likérova Spicka

Jak je z obrazku zietelné, zakusek je ve tvaru elipsy. Zakusky vytvarime
ve forméach, které maji dokonale elipticky tvar. V GeoGebie pomoci funkce
,Kuzelosecka dané péti body“ jsem docilila toho, ze zédkusek oramovala kuze-

losecka vytvorenéd programem.
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Obrazek 30: Likérova spicka tvorena péti body

Takto vytvorena kuzelosecka mé velmi slozitou rovnici. Rovnici jsme zjistili,

v programu GeoGebra, v ,,Algebraickém okné“. Rovnice kuzelosecky z obrazku

(30) zni
—0,452% + 0,052y — 1,37y — 0,152 — 1, 13y = 0. (8)

[ kdyz je zfejmé z predchozich obrazkt, Ze se jedné o elipsu, mtuzeme si to
oveérit jesté pomoci velkého a malého determinantu. Z hodin geometrie vime,

ze transformad¢ni rovnice kuzelosecky je
a112? + 20120y + any’ + 20137 + a3y + azz = 0.

Pomoci trojuhelnikového pravidla vypocitame velky determinant matice.

Matici sestrojime z rovnice ({§]).

a1 a1 ai13 —0, 45 0, 025 —0, 075
A = a1 Q92 A923| — O, 025 —1, 37 —0, 565| =
a3y Q32 ass —O, 075 —0, 565 0

(0 + 0,00106 -+ 0,00106) - (-0,0077 - 0,144) = 0,00212 + 0,1517 = 0,15382
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5 KUZELOSECKY OKOLO NAS

Pokud se podivame na vysledek velkého determinantu, zjistime, Ze se ne-

rovna nule, tzn. kuzelosecka je regularni.

A#0

ajpr Q12 —0, 45 O, 025
0 = = = 0,6165 - 0,000625 = 0,615875
o1 Q922 0, 025 —1, 37

Maly determinant je vétsi jak nula, z toho usuzujeme, Ze kuzelosecka je

stfedova a je eliptického tvaru.
>0

Nase kuzelosecka je tedy opravdu elipsa.
Jak jiz jsem zminovala, lze kuZzelosecku vytvorit i odhadnutim rovnice.

Funkci ,,Vstup® na dolni listé programu vyuzijeme k vepsani rovnice
az® + by* = p.

Hodnoty a, b, p vytvofime pomoci funkce ,Posuvnik“, to z toho duvodu,
abych si uSetfila praci s formovanim kuzelosecky, kterd bude co nejvice vy-
hovovat predloze obrazku. Abych docilila co nejvétsi presnosti, nastavila jsem,

pro vSechny hodnoty a, b, p, krok posuvniku na jednu setinu.

Obrazek 31: Likérova spicka tvorena rovnici
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Cervend znézornéné kuzelosecka na obrézku byla programem vykres-
lena piimo po vepsani rovnice. Stfed kuzelosecky je v bodé [0,0], tedy v po-

c¢atku. Rovnice této kuzelosecky je

~1. 9)

Na obrazku a neni pouhym okem vidét rozdilnost kiivky, ale na
jejich rovnicich a @D zietelny rozdil je.

Na tomto obrazku je vidét, ze pokud dobie ukrojime Sisku saldmu, jeji
uriznuty kus bude mit tvar elipsy. Takto se d& nakrajet bageta, rohlik, sala-
tova okurka nebo tieba také Zelezna trubka. Shrnu-li posledni vétu, vSe co méa

valcovy tvar, se da ukrojit, roziiznout do tvaru elipsy.

Obrazek 32: Salam nakrajeny do tvaru elipsy

Na dalsich obrazcich jsou vidét riizné architektonické stavby ve tvaru elipsy.
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Obrazek 35: Rimské koloseum [4]
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Obrazek 37: Pavilon Z7 Institutu Klinické a Experimentalni Mediciny [6]

Obrazek 38: Japonsky umélecky ostrov Naoshima [7]
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5.2.2 Hyperboly

Dalsim z obrazki je Jaderna elektrarna Temelin. Jeji chladici véze jsou typic-
kym piikladem vyuziti hyperboly. Chladici véZ je zafizeni, instalované zpravi-
dla v tepelnych elektrarnéach, ale i v jinych primyslovych komplexech (hute,
chemicky a rafinérie). Slouzi k ochlazovani pouzité chladici vody nebo jiné
kapaliny na teplotu az 23°C, pro nizsi teploty je pak doporucovan jiny zpu-
sob chlazeni. Zpravidla se jedna o velké kominy tvaru rota¢niho hyperboloidu,
které mohou mit az 100 metrt v praméru. Typické jsou pro jaderné elektrarny,
protoze ty pracuji s mensi Gcinnosti nez tepelné a vyrabéji v dané lokalité vic

energie. [0]

Obrazek 39: Chladici véze elektrarny Temelin [§]

Nejjednodussim zptusobem v tomto pripadé bude definovat kuzelosecku po-

moci funkce ,,Kuzelosecka dana péti body®. Vyslednou kuzeloseckou je hyper-

bola, jak je mozné vidét na obrazku .
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Obrazek 40: Chladici véze elektrarny Temelin tvoreny pomoci péti bodu
Rovnice kuZelosecky na obrazku (40]) je
—50,442% 4+ 1,28xy + 8, 04y? + 1443, 65z + 5,98y = 10268, 84.

Vypocitame si velky a nasledné maly determinant
—-50,44 0,64 721,825

A= 0,64 804 2,99 = -17271,546
721,825 2,99 —10268, 84

—50,44 0,64
5 = — 405,947
0,64 8,04

A#0 <0
Velky determinant se nerovné nule, takze nase kuzelosecka je regularni.
Maly determinant je mensi jak nula, z toho usuzujeme, ze kuzelosecka je stie-

dova a je hyperbolického tvaru.

Nase kuzelosecka je tedy opravdu hyperbolou.
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Na dalsich obrazcich jsou vidét rizné architektonické stavby ve tvaru hy-

perboly.

Obrazek 42: Soumaya Muzeum v Mexico City [10]
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Obrazek 43: Vinarium Tower ve Slovinsku [11]

Obrazek 44: Rozhledna Jestéd prolozena ¢asti hyperboly [12]
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Obrazek 45: Vodarenska véz Moglingen v Némecku [13]
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Obrazek 46: Pristavni véz v Kobe, Japonsko [14]

Obrazek 47: Eiffelova véz prolozena ¢asti hyperboly [15]
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5.2.3 Paraboly

Ve tretim prikladu se budeme zabyvat parabolickou anténou. Parabolicka an-
téna odrazi piijimany signal do svého ohniska, ve kterém je bud pfijimac¢ —
anténa a vngjsi jednotka s nizkoSumovym zesilovacem (LNB), nebo jen an-
téna. Cim je vétsi plocha paraboly, tim silnéjsi signal bude pfijimacem v je-
jim ohnisku detekovan. Ma tedy vétsi zisk, roste tim ale jeji smérovost a tim
i nadroky na pfesné nastaveni. Vhodné volba velikosti antény zavisi na EIRP

a energetickych zonach (vyzarovaci diagram satelitu, ktery chceme pfijimat).

17l

Obrazek 48: Parabolickd anténa [16]

Kuzelosecku budeme definovat jiz zndmou funkei ,, Kuzelosecka dana péti
body*“. Kuzelosecka, jez se ndm zobrazi ma tvar paraboly.

Abychom méli stoprocentni jistotu, ze je anténa opravdu parabolou, oveé-
fime si to pomoci funkce ,,vstup“. Obrazek antény natoc¢ime tak, aby jeji stied
byl v pocatku. V kapitole [3.3.4] jsme si definovali rovnici paraboly. Pro lepsi
nazornost, ale rovnici prevedeme na inverzni funkci, tzn. oto¢ime ji v kartézské

soustavé soufadnic smérem vzhuru. Tuto rovnici
22 = 2py

nasledné zapiSeme do funkce ,,Vstup*.
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Obrazek 49: Parabolicka anténa tvorena péti body

Pro hodnotu p jsem nastavila posuvnik s krokem jedna tisicina. Posuvnik
opét vytvarim proto, aby kuzelosecka byla co nejvice identicka s obréazkem. Po

néjaké chvili se ndm podaii vytvorit co nejvice shodny obraz.

Obrazek 50: Parabolickd anténa tvorena funkei vstup

Tato kuzelosecka je tedy opravdu parabolou, kterda mé rovnici

y=0,12z%
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Vyuziti paraboly, na riznych objektech, je vidét na obrazcich nize.

Obrazek 51: Gateway Arch, St. Louis Missouri [17]

Obrazek 52: Parabolicky proud vody ve fontéané [I8|
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Obrazek 53: Logo McDonalds [19]

CELEVEELLDELD R

Obrazek 54: Parabolické oblouky, Celler de Sant Cugat [20)]
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“

| —

Obrazek 55: Parabolicky tvar bananu [21]

Obrazek 56: Parabolicky skok delfina [22]

Obréazek 57: Naklon baterky na zed
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5.3 Vyuziti krivek
5.3.1 Cykloidy

I kdyz se objevuji rizné nazory, zda se ze se jako prvni cykloidou roku 1599
nebo 1600 zabyval sém velky Galieo Galilei. V&iml si jeji krasy a navrhl ji jako
tvar vhodny pro oblouky mosti. Nepodrobil ji dikladnéjsimu matematickému
zkoumani, to nechal az na svych naslednicich. Nejen béhem celého 17. stoleti
byla cykloida jednou z nejpopularnéjsich, nejsledovanéjsich a nejzkoumané;jsich

kiivek. [§]

Obrazek 58: Pisecky most [23]

Obrazek 59: Pisecky most tvofeny cykloidou
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Na dalsich obrazcich jsou patrné cykloidy v architektonickych stavbéch.

Obrazek 60: Vyuziti cykloidy [24]

Dalsi vyuziti cykloidy si vSiml Pascal. Tocici se kola vozi a kocarta byly
v 17. stoleti castym obrazem ulic. Konce paprsku kol vykreslovali pro pozorné

oko tisice cykloid denné.

Obrazek 61: Konské sprezeni [25]

Nejzajimavéjsi a nejdulezitéjsi vyuziti této fascinujici krivky je brachis-
tochrona a tautrochrona.

Brachistochrona (z feckého brachistos = nejkratsi, chronos = ¢as), ozna-
covana také jako krivka nejkratstho spadu, je kfivka spojujici dva body, po
které se hmotny bod dostane z pocate¢niho klidu v jednom bodé do druhého

pusobenim homogenniho gravita¢niho pole za nejkratsi dobu. [9]
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Tautochrona (z feckého tauto = stejny, chronos = ¢as) je kfivka spojujici
dva body, po které se objekt dostane z pocateéniho bodu do druhého, bez
tieni, v jednotné gravitaci za stejny ¢as. [10]

Na obrazku vlevo je nazorné vidét, co vyplyva z definice brachistochrony.
Pokud bychom do poc¢éatku polozili kulicku dostala by se do pozadované pozice
nejrychleji pomoci cykloidy, nikoliv pomoci kruhové vysece, paraboly nebo

primky. Vpravo je naopak vidét co plyne z definice tautrochrony.

Obrazek 62: Problém brachistochrony a tautochrony [26]

Tato zajimava vlastnost se vyuziva napiiklad pii tvorbé skokanskych mustki
nebo u-ramp. U skokanskych mustki se vyuziva nejkratsi spad, naopak u u-

ramp se vyuziva vlastnost stejného casu.

Comparson of cycond tranaiion to sandan

Obrazek 63: Vyuziti brachistochrony a tautochrony [27]
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5 KUZELOSECKY OKOLO NAS

5.3.2 Hypocykloidy a epicykloidy

Vyuziti hypocykloidy a epicykloidy je naptiklad pfi tvoreni mandal. Mandala
znamend kruh nebo dokonce magicky kruh. Ackoli toto slovo pochazi z vy-
chodu, samotné mandala je nadkulturnim symbolem jednoty a rovnovahy vy-
skytujici se ve vSech dobach, kulturdch i nabozenstvich. Mandaly jsou staré
jako lidstvo samo, coz dokazuje i fakt, Ze nejstarsi obrazce tohoto druhu se
vyskytuji uz v paleolitu. Mandaly se daji najit také v pudorysu staveb ze
starého Egypta, Babylonu a Javy. V modernich déjinach je mandala dle po-

svatné geometrie (semeno Zivota) pudorysem nejvyssi budovy svéta v Dubalji.

.ﬂ_x\s!:!k'\l';f"‘""zl Ul
'ﬁf’ %] % g ...‘\““
‘ ~, 22

Obrazek 64: Vyuziti hypocykloidy a epicykloidy [28]
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5 KUZELOSECKY OKOLO NAS

5.3.3 Klotoidy

Cast této krivky se vyuziva naptiklad pfi stavbach horskych drah. Také se
vyuziva pii stavéni silnic. Nejcastéji se s klotoidou setkame pii tvorbé zaté-
¢ek nebo podjezdi a nadjezdi na dalnicich. To z toho divodu, Ze vyuzivame

zékladni vlastnost klotoidy, a to pozvolné zatoceni spiraly.

Obrazek 65: Vyuziti klotoidy [29]
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6 ZAVER

6 ZAavér

Bakalarska prace pojednava o kuzeloseckach a dalsich algebraickych kiivkach
,,okolo nas®“. Prvni ¢ast se zabyva teoretickymi poznatky z oblasti kuzelosecek.
Témito poznatky se rozumi zakladni vlastnosti. Druha c¢ast je o identifikaci
kuzelosecek a krivek na fotografiich. U kazdé kuzelosecky je jeden obrazek
algebraicky ovéren.

S problematikou kuzelosec¢ek by méli byt seznameni studenti jiz na stfedni
skole. To z toho diivodu, ze kuzelosecky jsou jeden z krasnych ptikladu, jak ma-
tematiku vyuzit v praxi a to zéky zajiméa. Tato prace je nejen nazorné popsana
pomoci teorie, ale také pomoci obrazki. Vétsina obrazku je prevzata z inter-
netu. Jedna se o zname objekty, takze by zaktim mohlo byt toto téma velmi
blizké. Z toho divodu by tato prace mohla slouzit jako dopliikovy material pii

studiu kuZelosecek.
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