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ANOTACE

Tato bakalafska prace Soustavy rovnic se zabyva feSenim soustav rovnic, které se
pievazné probiraji na zékladnich a stiednich Skolach. V praci jsou nejprve zminény
metody feSeni raznych druhl soustav rovnic, které jsou nasledné doplnéné piiklady se

slovnim komentafem.

V zavéru prace jsou uvedené slovni ulohy, protoze jsou pro vyvoj studenta velmi dilezité.
Slovni tlohy jsou feseny jednak pomoci soustav, které Casto fesitelim Cini pfi sestavovani

rovnic velké obtize, tak i prostiednictvim tsudku.

ANNOTATION

This bachelor thesis is focused on a System of Equations and solving a system of
equations, which are mostly taught at high and middle schools. In this thesis firstly
methods of solving different types of a system of equations are described, which are

followed by additional examples with verbal comment.

At the end of this thesis word problems are shown because they are very important for
student’s development. Word problems are solved both with support of equations,
which often make a lot of difficulties with formulation of equations, and through

judgment as well.
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1 Uvod

Ve své bakalaiské praci se zabyvam studiem tématu Soustavy rovnic, ve které uvadim
pfevazné soustavy linedrni, probirajici se na zékladnich a stfednich Skolach. K témto

typtum piidavam i soustavy nelinearni, pfesnéji soustavy nejvyse druhého stupné.

Toto téma jsem si vybrala, protoze soustavy rovnic patii k zakladnim znalostem, které by
m¢él student stiedni, a samoziejmé vysoké skoly, ovladat. Podle mého nazoru soustavy
rovnic nas provazi vétSinu studia matematiky. Zacinaji se vyucovat jiz v 9. roéniku, kdy
se probiraji zakladni ajednodussi typy linedrnich soustav ajejich zplisoby feSeni.
Postupné se béhem studia pridavaji slozitéjsi a pocetné naro¢néjsi typy, S nimiz piibyvaji
prislusné metody a védomosti, napt.: kvadraticka rovnice, diskriminant, matice soustavy
aj. Soustavy rovnic bézné¢ vyuzivame ina vysoké Skole, kde se student bez poznatki

0 soustavach rovnic rovnéz neobejde.

Moje prace se sklada z teoretické a piikladové c&asti, které se vzdjemné prolinaji.
V teoretické casti jsem se zaméfila na obecné pojeti soustav rovnic ajejich feSeni,
vychézejici ze soucasnych a starSich ucebnic matematiky. Také se snazim ¢tenaie odkazat
na ucebnice, ze kterych jsem cCerpala. V piikladové Casti jsem tyto prameny vyuZila

K vytvofeni uloh, které jsou dopliikem teoretické Casti.

Téma Soustavy rovnic je velmi rozsahlé, jelikoz zahrnuje rizné typy soustav a moznosti
feSeni. Proto jsem se snazila vybrat a soustfedit se na zakladni a nejdilezit&jsi typy
a metody, se kterymi student muze piijit do styku. Pfi feSeni soustav se zaméfuji i na

grafickou metodu, aby ¢tenat mél jistou predstavu o konkrétnim feSeni.

Na zavér prace pridavam i slovni tlohy, které jsou pro vyvoj studenta velmi dulezité.
Student by mél zvladnout spravné oznacit hledané neznamé, sestavit ptisluSnou soustavu
rovnic a za pomoci znalosti dojit ke spravnému feseni. Mnohem dilezitéjsi je vSak feseni
pomoci usudku. Tento zptisob byva v soucasné dobé Casto zanedbavan, i kdyz rozviji
logické mysSleni zaka. Proto ve své praci odkazuji i na ucebnice, ve kterych se tento typ

feSeni objevuje.



2 Rovnice

Pokud mame dva algebraické vyrazy apolozime je do rovnosti, ziskdme rovnici.
Algebraické vyrazy jsou matematické formule, které se skladaji z konstant
a proménnych, mezi nimiz jsou pomoci algebraickych operaci azavorek vytvoreny
smysluplné vztahy. Konstanty jsou prvky, které neméni svoji hodnotu, jedna se o ¢isla.
Proménné neboli neznamé vyjadiuji neznama cisla, které je tieba urcit. Oznacuji se
pismeny a nabyvaji riznych hodnot. Jsou to tedy libovolna ¢isla z urcité ¢iselné mnoziny,
nazyvajici se obor proménnych neboli defini¢ni obor vyrazu. Pokud obor proménnych
neni jednoznac¢né urcen, povazujeme jej za mnozinu vSech ¢isel, kterd 1ze do vyrazu
dosadit, aniZ by ztracel smysl. Reenim rovnice je pak mnozina &isel, ktera po dosazeni
do rovnice zachovava platnou rovnost. Kazdé takové Cislo nazyvame korenem nebo
reSenim dané rovnice. Také se tika, Ze Cisla, kterd jsou feSenim rovnice, tuto rovnici

spliuji nebo e ji vwhovuji. (POLAK, 2015)

Pro slovo reseni rovnic existuji dva vyznamy. Oznacuje se tim jednak samotny vysledek

a jednak postup, ktery vede k hledanému vysledku.

,, Pouzivani promeénnych odlisuje jazyk matematiky od bézného vyjadrovani. Pismena
jako symboly pro urcité matematické objekty najdeme jiz Vv antickych spisech. Euklides
oznacoval pismeny napriklad body, usecky, rovinné utvary i c¢isla. Rozhodujici krok
V uziti pismen pro zdpis promennych udeélal vsak az francouzsky matematik D. Viete
(1540-1603). Termin proménnd zavedl G. W. Leibniz (1646-1716) koncem 17.stoleti.
Rika se pravem, Ze zavedenim proménnych ziskali matematici ndstroj, ktery umoznil

obrovsky rozvoj jejich vedy. “ (SMIDA et al., 1985, s. 13)

2.1 Mnohoélen (polynom)
Tato kapitola vychéazi z Piehledu stfedogkolské matiky (POLAK, 2015, s. 111-112).

Soucet

ApX™ + a1 X"+ ax? + agxt + ag , kde a,, # 0,
je specificky pfipad vyrazii nazyvajici se mnohoclen neboli polynom n — tého stupné
s proménnou x. Jednotlivé s¢itance jsou ¢leny polynomu, konstanty a,, a4, ....., a, jSou

koeficienty mnoho¢lenu z oboru realnych &isel a n je piirozené &islo nebo 0. Cislo a, se



nazyva absolutni ¢len mnohoclenu a ¢islo n predstavuje stupenn mnohoclenu. Polynom

S jednim ¢lenem se nazyva jednoclen, se dvéma Cleny dvojélen, se ttemi Cleny troj¢len

atd. Pojem mnohoclen lze zobecnit | pro vice proménnych.

Podle doporucenych osnov stanovenych ramcové vzdélavacim programem (dale jen

RVP) by mél zak na konci 8. tfidy rozumét pojmim proménnd, vyraz s promennou,

jednoclen a mnohoc¢len, popt. mnohoclen nejvyse druhého stupné.

2.2

Postup pfi reseni rovnice

Zakladni otazkou pfti feSeni rovnic je — jakym postupem je mozné urcit mnoZzinu vsech

kotenti dané rovnice? Postup pii feSeni rovnic se mize rozdélit na tyto zakladni kroky

(HORACEK, 1980):

a)

b)

Jsou-li v rovnici né&jaké neznafené aneprovedené pocetni vykony (nasobeni,
mocnéni, zavorky apod.), provedou se nejprve tyto vykony. Jsou-li vSechny
koeficienty v rovnici nasobky né&jakého ¢islo m riizné od nuly, pak se obycejné déli
(kratime) jeSté pred ostatnimi vykony ¢islem m.

Odstrani se zlomky, pokud se v rovnici vyskytuji, tim, ze se vynasobi ob¢ strany
nejmensim spoleénym nasobkem jmenovatelil.

Rovnice se upravi tak, aby ¢leny s neznamou byly na jedné strané rovnice, ¢leny
bez nezname na druh¢ strané, a kazda strana se secte.

Ob¢ strany rovnice se vydéli koeficientem u neznamé, a tim se dostane koten.

Po feSeni je provedena zkouSka dosazovanim kofene zvlast’ do levé a zvlast do
pravé strany ptivodni rovnice a porovnanim se zjist'uje, zda je zapis pravdivy. Prava

strana rovnice byva zpravidla oznacovéana pismenem P a leva strana pismenem L.

Zkouska je nutna soucast feSeni prave tehdy, kdyz nebyly vSechny tpravy ekvivalentni.

| pti ekvivalentnich upravach je vhodné provést zkouSku k tomu, aby se zjistilo, zda pii

vypoctu nedoslo k chybe.



2.2.1 Ekvivalentni upravy

Pod timto terminem se rozumi upravy, které¢ se vyznacuji tim, Ze po pouziti neméni
platnost rovnice. Cilem téchto uprav je prevedeni rovnice na jednodussi tvar, tj. na rovnici
S ni ekvivalentni, ze které se da snadno urcit feseni. Tyto Gpravy se pii feSeni nejcastéji

vvvvvv

rovnic podle Polaka (2015, s. 203):

a) Vzajemna vymeéna stran rovnice.

b) Nahrazeni libovolné strany rovnice vyrazem, ktery se ji rovna v celém oboru feSeni
rovnice.

c) Pricteni téhoz Cisla nebo vyrazu s neznamou, ktery je definovan v celém oboru
feSeni rovnice, k obéma stranam rovnice.

d) Vynasobeni obou stran rovnice tymz ¢islem riznym od nuly nebo vyrazem
s neznamou, ktery je definovan a rizny od nuly (tj. nabyva jen nenulovych hodnot)
V celém oboru feseni rovnice. (Struéné fikame, ze rovnici ndsobime cislem, resp.
vyrazem.)

e) Umocnéni obou stran rovnice tymz piirozenym mocnitelem, jsou-li obé strany
rovnice nezaporné (tj. nabyvad jen neziapornych hodnot) v celém oboru feSeni
rovnice.

f) Odmocnéni obou stran rovnice tymz piirozenym odmocnitelem, jestlize jsou obé
strany rovnice nezaporné (tj. nabyva jen nezapornych hodnot) v celém oboru feseni
rovnice.

g) Zlogaritmovani obou stran rovnice pii témz zakladu, jsou-li obé strany rovnice

kladné (tj. nabyvaji jen kladnych hodnot) v celém oboru feSeni rovnice.

Dle mého néazoru jsou nejvice vyuzivany prvni €tyfi Upravy rovnic, se kterymi maji zaci
moznost se setkat jiz na samém pocatku, kdy pracuji pravé s jednodussimi typy rovnic,
na néz lze tyto upravy aplikovat. Potom, co se studenti seznami s témito zakladnimi
Upravami, se k nim postupné piidavaji dalSi mozné Upravy. Nejvétsi pravdépodobnost
vyskytu chyb je spojovana s Gipravami c¢) a d), kdy studenti zapominaji pficist K obéma
stranam stejné Cislo nebo vyraz (resp. vynasobit obé strany rovnice stejnym ¢islem nebo

vyrazem) a pracuji pouze s jednou stranou rovnice. Poté myln¢ urci feSeni. Studenti se



také ¢asto dopoustéji chyby tim, ze pfevedou rovnici na takovou rovnici, jejimz feSenim

jsou pouze feseni néktera, nikoliv v§echna.

Priklady chybnych postupii:

a)
“+3=6 /+(2)
x+6=6
x=0

Spravné feSeni:

“+3=6 /+(2)
X+6=12

xX=6

b)

=Dx-D=x-1 /:(x—-1)

x—2=1
x=3

Spravné feseni:

x=-Dx-D=x-1 /-x-1)

x-2)(x-1)-(x—-1)=0
x—1DHx-2-1)=0
x—1Dxx-3)=0

x1=1, x2=3

2.3 Algebraické rovnice

Na skolach se studenti uéi jak algebraické, tak i nealgebraické rovnice (napf. cosx = x).

Algebraicka rovnice n — tého stupné jedné proménné se nazyva kazda rovnice ve tvaru:
apx" +a,_(x" 1+ -a,x% +a;xt +a, =0,

kde a,,a,_1, ...-23,a1,3q jsou koeficienty algebraické rovnice a x je proménna. Leva

strana rovnice tohoto tvaru je mnohoélen n — tého stupng. Cleny mnoho¢lenu se nazyvaji



Cleny algebraické rovnice. Je-li a, = 1, tika se, Ze algebraicka rovnice je v normovaném
tvaru. (POLAK, 2015)
Z algebraickych rovnic se na druhém stupni zakladni Skoly probiraji linearni rovnice a na

stiednich skolach studenti pfijdou do styku i s kvadratickymi rovnicemi.

2.3.1 Linearni rovnice

Pojem linedrni oznacuje stupen rovnice, ktery je roven jedné to znamena, ze Se V rovnici
vyskytuje kazdd nezndma x4, x5, ... X, nejvyse v prvni mocnin€. Linearnimi rovnicemi
0 n neznamych xq, x5, ... x, S realnymi koeficienty a4, a,, ... a,, rozumime rovnice ve
tvaru a;x; + a,x, + -+ a,x, = b, kde b je realné &islo.

Poznamka: V ptipadé rovnice se dvéma, resp. tfemi neznamymi se neznamé obvykle
znaCi x,yresp.x,y,z.

Na zakladnich Skolach jsou zaci v 8. tfidé seznameni s linearni rovnici 0 jedné neznamé
av 9. tiidé s linearni rovnici 0 dvou neznamych. Zaci také umi vyfesit linearni rovnice
pomoci ekvivalentnich Uprav. Na stfednich Skoldch se ptidavaji rovnice o tfech
neznamych v souvislosti s feSenim soustav tfi rovnic 0 tfech neznamych. Tyto poznatky
jsou uvedeny naptiklad v u¢ebnicich: Matematika pro 9. roénik zakladni $koly (BUSEK
et al., 1996) a Matematika pro 8. ro¢nik zikladni $koly (SEDIVY et al., 1994)
a Matematika pro I. ro¢nik gymnazii (SMIDA et al., 1985).

a) Linearni rovnice s neznamou x je kazda rovnice v zakladnim tvaru ax + b = 0, kde
b je libovolné redlné ¢islo a a je libovolné realné ¢islo rtizné od 0. Pro feseni linearni
rovnice mohou nastat tyto pfipady:

1. Je-li a # 0, je ekvivalentni s rovnici ax = —b, takze existuje pravé jeden
kofen x = — S'

2. Je-lia = b = 0, existuje nekone¢né mnoho feseni.

3. Je-lia =0,b # 0, nema zadné feseni.

b) Linearni rovnice se dvéma neznamymi se rozumi rovnice ve tvaru ax + by = c, kde
a,b,c € R jsou koeficienty rovnice ax,yjsou neznamé. ReSenim se rozumi
uspoiadana dvojice ¢isel (x,y), po dosazeni zpét do rovnice nastane platna rovnost.

c) Linearni rovnice se tfemi neznamymi je kazda rovnice ax + by + cz = d, kde
a,b,c,d € R jsou koeficienty rovnice a x, y, z jsou neznamé. Resenim je usporadana

trojice Cisel (x,y, z), po dosazeni do rovnice Se ziska platna rovnost.



2.3.2 Kvadratické rovnice

Kvadratickd rovnice neboli rovnice druhého stupné se vyznacuje tim, Ze obsahuje
neznamou x V druhé mocnin€. S kvadratickou rovnici a jejim zplisobem feSeni se student
setka jiz v prvnim ro¢niku stiedni Skoly. Ucebnice: Matematika pro gymnazia — Rovnice
a nerovnice (CHARVAT et al., 2005) se mimo jiné zabyva kvadratickymi rovnicemi a
tato kapitola z ni vychazi.

Kvadratickou rovnici se oznacuje kazda rovnice ve tvaru:
ax?>+bx+c =0,

kde a, b, c jsou redlna &isla, aje rtizné od nuly, ax? se nazyva kvadraticky ¢len, a je
koeficient kvadratického ¢lenu, bx se nazyva linearni €len, b je koeficient linearniho
¢lenu a ¢ se nazyva absolutni ¢len. Rovnice tohoto tvaru se nazyva kvadraticka rovnice

Vv anulovaném tvaru, jelikoz jeji prava strana se rovna nule.

Reseni kvadratické rovnice:

—b ++Vb?% — 4ac
Y12 = 2a

Vyraz Vb? — 4ac se nazyva diskriminant kvadratické rovnice a oznacuje se pismenem

D. Pti feSeni mohou nastat tyto tii ptipady:

» Je-liD > 0,rovnice ma dva realné rizné kofeny
» Je-liD = 0, rovnice ma jeden realny dvojnasobny koten

» Je-liD < 0, rovnice ma dva imaginarni koteny (komplexné¢ sdruzena ¢isla)

Specialni pripady kvadratické rovnice:

e Kvadraticka rovnice bez absolutniho Clenu
Specificky ptipad kvadratické rovnice jejiz absolutni ¢len ¢ se rovna 0, ma zakladni
tvar:

ax’+bx=0

Reseni pomoci vytykani nezndmé:

x(ax+b)=0



Rovnice byla ptevedena do soucinového tvaru dvou linearnich vyrazi, pro které

o y b
existuji dva kofeny x; = 0a x, = — e

e Ryze kvadraticka rovnice
Dalsi pripad kvadratické rovnice, v nizZ je linearni ¢len b roven nule, ma tvar rovnice:
ax?+c=0

Tato rovnice je ekvivalentni s rovnici:

cv 4 v .7 s s 7 e . R c
Jestlize — -< 0 (¢isla a, c maji stejnd znaménka), nema rovnice feSeni. Pokud — ->

0 (¢isla a, ¢ maji riizna znaménka) existuje feseni:

||—\/E
=4

c
x=4 |——
a

c

Rovnice ma tedy v ptipadé —2 > 0, dva kofeny x; = \/—72 ax,=-|-=
Kvadraticka rovnice mtize byt uvazovana i S vice proménnymi, vétS§inou S nezndmymi
x,y. Rovnice tvaru:
a;x? + a,y? + azxy + aux +asy = b

je kvadraticka rovnice se dvéma neznamymi x, y. Ciselné koeficienty a4, a,, ....as jsou
z oboru R azaroven aspon jeden z koeficientd aq,a,,...as je rizny od nuly, b je
konstanta z téhoz &iselného oboru. (POLAK, 2015)

Podle Bartsche (1996, s. 238) lze kazdou rovnici druhého stupné v proménnych
X,y ,,povazovat za analytické vyjadreni funkce, jejimz grafem je kuzelosecka (parabola,

elipsa, hyperbola). *



3 Soustavy rovnic s vice neznamymi

Soustavami rovnic s n neznamymi se rozumi vzajemné si neodporujici rovnice, které se
fesi spolecné. Je zde snaha nalézt takovou kombinaci ¢isel z ¢iselného oboru, kterou
spliuji zaroven vSechny rovnice soustavy. Jednoduse feceno, po dosazeni za vSechny
neznamé nastava platna rovnost. Zptsob feSeni spociva V tom, ze se postupné eliminuji
rovnice a neznamé na jednu rovnici o jedné neznamé. Pomoci hodnoty této proménné se
postupné vypocitaji zbyvajici hodnoty.
Pii pocetnim FeSeni soustav rovnic dochazi K uZivani ekvivalentnich uprav soustavy
rovnic, tj. takové upravy, S nimiZ se neméni feSeni soustavy. Ekvivalentni Gipravy pro
soustavy rovnic podle Polaka (2015, s. 269):
a) Nahrazeni libovolné rovnice soustavy rovnici, ktera je s ni ekvivalentni, tj. ma totéz
feSeni. Ziskava se zejména témito dvéma ekvivalentnimi Upravami:
i. K ob&ma stranam rovnice se pfite totéz ¢islo nebo vyraz s neznamymi ktery je
definovan v celém oboru, V némz se rovnice fesi.
ii. Ob¢ strany rovnice se nasobi tymz Cislem riznym od nuly nebo vyrazem
S neznamymi, ktery je definovan a nenulovy v celém oboru, v némz se rovnice
fesi. (Strucné fikame, Ze rovnici ndsobime ¢islem, resp. vyrazem.)
b) Nahrazeni libovolné rovnice soustavy souctem této rovnice a libovolné jiné rovnice
soustavy.
c) Dosazenim libovolné rovnice nebo vyrazu s neznaimou z jedné rovnice soustavy do
jiné jeji rovnice.
Jestlize se pfi feSeni soustavy pouzivaji pouze ekvivalentni upravy, tak se mnozina fesSeni

soustavy neméni a zkouska neni nutné ¢ast feSeni.

3.1 Soustavy linearnich rovnic

., Pravidla reseni soustav linearnich rovnic formulovali jiz ¢insti matematici. Obecnou
metodu vylouceni jedné nezname ze dvou rovnic vypracoval v 17. stoleti francouzsky
matematik P. Fermat a upresnil ji L. Euler. Teorii Feseni soustav linearnich rovnic s vice
neznamymi jako prvni systematicky zpracoval koncem 17. stoleti némecky matematik

a filosof G. Leibniz. Grafické metody nalezly uplatneni v 19. stoleti. V soucasné dobé,



v souvislosti S vyuzitim vypocetni techniky, vsak znacné ztratily na svém vyznamu

a pouzivaji se jen k pribliznému odhadu. “ (SMIDA et al., 1985, s. 13)

Soustava m linearnich rovnic 0 n nezndmych s redlnymi koeficienty, je soustava ve tvaru

(HASEK, 2017):

a11x1 + alzxz + -+ alnxn == b1

Ay1X1 + AppXxy + -+ AypXy, = by

Am1X1 + QmaXp + -+ AppXy = by,

kde a;1,a15 ... aymn a by, by ... by, jSOU koeficienty rovnice a x4, x5 ... X, jsou neznamé.
Koeficienty u neznamych maji v zapise dva indexy, kde prvni index udava potadi rovnice
a druhy potadi neznamé, u které se koeficient nachézi.

Resit soustavu m linearnich rovnic 0 n neznamych znamena, najit viechny uspofadané

n — tice, které jsou feSenim soustavy a po dosazeni zpét maji vSechny rovnice smysl.

Pii feSeni soustav linearnich rovnic se studentim nabizi nékolik metod, jak naleznout
odpovidajici n — tici. Na zdakladnich Skoldch jsou to pifedevS§im metody: scitaci,
dosazovaci a jejich kombinace, srovnavaci a graficka metoda. Na stfednich $kolach se
tyto metody opakuji, anavic mize byt student seznamen s Gaussovou eliminacni
metodou. Na vysokych Skolach se ptfidavaji poznatky 0 maticich, s nimiz souvisi Gauss-

Jordanova elimina¢ni metoda, Frobeniova podminka aj.
Pfi feSeni soustav mohou nastat nésledujici situace:

a) Soustava ma prave jedno feSeni — existuje jedna usporadana n — tice
b) Soustava ma nekoneéné¢ mnoho feSeni — existuje nekone¢né mnoho n — tic, které
zapiSeme pomoci parametru

€) Soustava nema feSeni — neexistuje zadna usporadana n — tice
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Pti feSeni soustav byva Casto pouzivan maticovy zapis. Matice ptispivaji k zestru¢néni
zapisu rovnic, jelikoz pracuji pouze s ¢iselnymi koeficienty a S pravou stranou rovnic.
Tabulka téchto udaji uspoiadanych do p fadkti a g sloupcti se nazyva matice. Koeficienty
soustavy rovnic tvoii tzv. matici soustavy, pokud je rozsifena 0 sloupec pravych stran,
dostavame tzv. roz§ifenou matici soustavy. Pro lepsi pfehlednost se uziva jiné oznaceni
pro matici rozsifenou. V zapise prvni index vzdy udava poradové cCislo fadku a druhy

index poradové ¢&islo sloupce. (POLAK, 2015)

Matice soustavy A Rozsifena matice soustavy A*
ayq1 Az - Qqp Ayy Q1 .. Qin| b
a21 azz aZn a21 azz aZn bZ
OGm1 Amz2 - Amn AGm1 Amz2 - Amn bm

Pro fesitelnost soustav se mize vyuzivat i Frobeniova véta, kdy feSitele zajima, zda pro
soustavu existuje i netrivialni feseni. Tyto poznatky o F. V. vychazeji z online ptednasek
Linearni algebry a geometrie (HASEK, 2017, s. 9-10).

Znéni Frobeniovy véty: Soustava m linearnich rovnic 0 n nezndmych ma aspon jedno
feSeni prave tehdy, kdyz hodnost matice této soustavy je rovna hodnosti matice rozsifené,

tj. h(A) = h(4").
Pii ovéfovani platnosti Frobeniovy podminky miiZou nastat nasledujici situace:

a) h(A) = h(A*) = n, soustava ma jediné feSeni
b) h(A) = h(A") < n, soustava ma nekone¢né¢ mnoho feSeni

c) h(A) # h(A"), soustava nema feSeni

Poznamka: Hodnost h = h(A) matice Atypu (m,n) je maximalni pocet linearné
nezavislych tadkt, ktery je roven maximalnimu poctu linedrné nezavislych sloupct
matice A. Kromé& nulové matice, ktera ma hodnost nula, maji ostatni matice hodnost
alespon jedna. Jestlize ¢tvercova matice A ma hodnost h = n (detA # 0), resp. hodnost
h <n (detA = 0) nazyva se regularni, resp. singularni. Obdélnikova matice typu m *

n muze nabyvat hodnosti h < (m, n). (BARTSCH, 1996)

Hodnost matice se vycte z trojahelnikového tvaru matice (tj. pod hlavni diagonalou samé

nuly), odkud uz je snadno vidét linearni zavislost (resp. nezavislost) fadka.
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Mohou se vyuzivat tyto Upravy bez toho, aniz by byla zménéna hodnost matice

(BARTSCH, 1996, s. 183):

a) Napiseme fady matice A V jiném poradi.

b) Nasobime nékterou fadu matice A ¢islem k # 0.

c) Pridame k matici A fadu, ktera je linearni kombinaci ostatnich fad této matice.

d) Vynechame v matici A fadu, ktera je linearni kombinaci ostatnich fad této matice.

e) Pricteme k nékteré fad¢ matice A linearni kombinaci ostatnich fad této matice.

Na vysokych skolach se soustavy linedrnich rovnic vice specifikuji na tzv. homogenni
a nehomogenni soustavy rovnic. Homogenni soustavou se rozumi takova soustava rovnic,
kde koeficienty b; = by .....= b,, =0, Vjiném pfipadé se jedna 0 nehomogenni
soustavu. Pro homogenni soustavu je vzdy splnéna Frobeniova podminka. Re$enim kazdé
homogenni soustavy je uspotadand n — tice, kterd je tvofena samymi nulami, jedné se

tedy o trivialni feseni. (HASEK, 2017)

3.2 Soustavy rovnic nejvyse druhého stupné

Na stiednich Skolach se ze soustav algebraickych rovnic vyssich stupnd probiraji pravé
soustavy rovnic nejvySe druhého stupné pro dvé nezndmé. Tj. v soustavé rovnic se
objevuje kromé linearni rovnice také rovnice kvadraticka. Reenim soustavy nejvyse
druhé stupné 0 nneznamych je vzdy uspofddand n — tice cisel, kterd po dosazeni

zachovava platnou rovnost.

Soustava s linearni a kvadratickou rovnici s neznamymi x, y
Timto terminem je nazyvana soustava tvaru:
a;x? + a,y? + azxy + a,x + agy = by
a1 x + a,y = by,
kde a4, a, ...as a by, b, jsou koeficienty rovnice.
Jestlize je jedna rovnice soustavy linearni a druha kvadratickd, je grafickym feSenim

pfimka a kuzelosecka, jejichz priseciky jsou feSenim této soustavy.
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Soustava dvou kvadratickych rovnic s neznamymi x, y
Timto terminem je oznacovana soustava ve tvaru:
ay1X% + ay? + ay3xy + aax + agsy = byy
Ap1X% + AzY? + Ap3XY + GpuX + g5y = by,
kde a,4,a;, ...a,s5 a by, by, by jSou koeficienty rovnice.
Jestlize jsou obé rovnice kvadratické, grafickym feSenim jsou dvé kuzelosecky.
., Souradnice prisecikii (priisecik miize byt jeden nebo priiseciky mohou byt dva az ctyri)

udavaji pak redlna reseni soustavy rovnic.“ (BARTSCH, 1996, s. 238)
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4 Metody reSeni soustav s vice neznamymi

Ptedchozi kapitola se vénovala obecnym poznatklim 0 soustavach rovnic a nyni jsou zde
predstaveny konkrétni typy soustav. Na nasledujicich fadcich jsou popsany principy
metod feSeni téchto soustav, uvedeny feSené piiklady a taktéz uvedeny mozné situace,

které zde nastavaji.

4.1 Soustavy linearnich rovnic

4.1.1 Soustava dvou linearnich rovnic se dvéma neznamymi

Timto terminem byva oznacovana soustava ve tvaru:
a1 x + by =c,
a,x + by = c,,
kde a4, by, ¢4, ay, by, ¢, jsou koeficienty rovnice a x, y jsou hledané neznamé.

Resit soustavu dvou linedrnich rovnic se dvéma neznamymi x,y znamena naleznout

vSechny uspofadané dvojice (x, y), které jsou FeSenim dané soustavy.
Tento typ soustavy umi vyftesit jiz zaci 9. tfidy a pti feSeni mizou pouzit tyto metody:

e Metoda dosazovaci
Z jedné rovnice soustavy se vyjadii libovolna neznama a toto vyjadieni se dosadi do
druhé rovnice. Cimz se z nich uvazovana nezndme eliminuje a zaroven se ziska
linedrni rovnici 0 jedné neznamé, kterou jiz zaci umi vyfesit.

e Metoda s¢itaci
Je-li to nutné, rovnice dané soustavy se nasobi vhodnymi Cisly tak, aby se po secteni
rovnic eliminovala jedna neznama. Tento postup Se pouzije i podruhé k vylouceni
posledni neznamé.

e Kombinovana metoda
Je kombinace scitaci a dosazovaci metody, kdy se nejprve provede secteni rovnic za
ucelem vylouceni jedné neznamé a ziskana hodnota se dosadi do libovolné rovnice
soustavy. Tato metoda je Castéj$i neZ samotnd s¢itaci metoda a Casto U zakd mylné

uvadéna za scitaci metodu.
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e Srovnavaci metoda
Z obou rovnic se vyjadii stejna neznama pomoci druhé neznamé a nasledné z obou
vyjadreni se sestavi ptislusné linearni rovnice.
e Grafické feseni
Kazda linearni rovnice 0 dvou neznamych piredstavuje v kartézském grafu soufadnic
linearni ptimku a pii feSeni hleddme mnozinu vSech spole¢nych priniki. K sestrojeni
piimky staci znat dva jeji body, proto z kazdé rovnice se vyjadii y ve tvaruy = ax +
b. Za x se dosadi dvé libovolna ¢isla, vysetii se hodnoty y a timto se ziskaji dva body,
jimiz ptimka prochdzi.
Piimky se sestroji v kartézském grafu soufadnic a nastane jedna ze tfi mozZnosti:
a) Riaznobé&zné ptimky, tj. praveé jediné fesSeni
b) Totozné piimky (jedna dvojnasobna piimka), tj. pravé nekoneéné mnoho feseni
c) Rovnobézné ptimky, tj. Zadné feSeni
Tato metoda pii rysovani leckdy poskytuje jen piiblizné vysledky, piesnost feSeni
zavisi na presnosti naseho rysovani. K presnéjsimu feSeni miizeme také vyuzivat

| softwarové programy.

Tyto metody feSeni soustav jsou napiiklad uvedené v ucebnicich matematiky:
Matematika pro nizsi ro¢nik viceletych gymnazii Rovnice a jejich soustavy (HERMAN
et al., 1999) a Matematika pro 9. ro¢nik zakladni skoly (TREJBAL, 1999).

Priklady:
a) Reste soustavu rovnic
4x+3y =6
2x+y=4

(1) Dosazovaci metoda:

Z libovolné rovnice vyjadiime jednu nezndmou, napt. y z druhé rovnice.
4x+3y =6
y=4-2y
Vyjadienou neznamou dosadime do prvni rovnice a ziskdme rovnici.
4x + 3(4 — 2y) =6
4x+12—-6x =6
—2x+12=6
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Timto jsme ziskali hodnotu neznamé x, kterou dosadime do rovnice: y = 4 — 2x

a vySetfime hodnotu proménné y.

y=4-—2%3
y=-2
Resenim zadané soustavy je pro x = 3, proy = —2.

Poznamka: Je jen na nas, kterou neznamou vyjadiime pomoci druhé a kterou

rovnici soustavy si k tomu vybereme.

(2) Scitaci metoda:

K eliminaci proménné x, vynasobime druhou rovnici minus dvéma. Dostaneme:

4x+3y =6
—4x — 2y = -8
Po secteni:
y=-2

Hodnotu x ziskame po op&tovném nasobeni a seéteni rovnic za Gi¢elem eliminovat

y.
4x +3y =6
—6x — 3y =—12
—2x = —6
x =3

Resenim této soustavy je pro x = 3, proy = —2.

(3) Kombinovana metoda:

Nejprve provedeme scéitaci metodu andasledné ziskanou hodnotu nezndmé

dosadime do libovolné rovnice.

Sc¢itaci metoda:

4x+3y =6
—4x — 2y = -8
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Po sectenti:

Dosazovaci metoda:

Hodnotu y = —2 dosadime do libovolné rovnice napt. do rovnice: 2x + y = 4.
2x—2=4
2x =6
x =3

Resenim je dvojce &isel (x,y) = (3, —2).

(4) Srovnavaci metoda:

Z kazdé rovnice vyjadiime stejnou nezndmou napft. y . Z prvni rovnice: y = 2 —

4 , : et s .
?x, Z druhé rovnice: y = 4 — 2x. Tato vyjadieni dame do rovnosti.

2—4—x=4—2x
3

6 —4x =12 — 6x
2x =6
x=3

. o . . 3 3 . .
Analogicky zjistime hodnotu y. Z prvni rovnice x = 5~ Ty, Z druhé rovnice: x =

2_7Y
>
3. _, Y
2 4 2
6—3y=8-2y
y=-2

Resenim je dvojce &isel (x,y) = (3,—2)

(5) Grafické FeSeni:

Grafickym feSenim jsou dvé riiznobézné ptimky, které se protinaji v jediném bod¢.
To znamend, Ze tato soustava ma jediné feSeni a z obrdzku vycteme soufadnice

tohoto praseciku: x = 3, y = —2.
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- Primka
~® f.4x+3y=6
~® gr2x+y=4

(6) Zkouska:
Presveédéime se, Ze ziskané vysledky vyhovuji zadani.
Li=12-6=6, P, =6, L, =P,
L,=6—-2=4,P,=4,L,=P,
Poznamka: Po dokonceni piikladu vzdy provedeme zkousku, aniZz bychom ji

zminovali.

b) Reste soustavu rovnic
x
2
2x+4y =5

+y=3

(1) Dosazovaci metoda:

sy . . ¥ 5-2x . x , ,
Vyjadiime z druhé rovnice proménou y: y = —  a nasledné dosadime do prvni

rovnice.
x 5-—2x
§+ 2 =3
2x+5—-2x=12
Ox =-7

Pro tuto soustavu neexistuje feseni. Také fikdme, ze dané dvé rovnice si odporuji.
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(2) S¢itaci metoda:

Prvni rovnici vynasobime —4 a dostaneme:
—2x—4y =-12
2x +4y =5
Secteme ob¢€ rovnice a obdrzime jednu rovnici.
Ox+0y=-7~0=-7

Neexistuje zadna dvojce Cisel (x, y), ktera by vyhovovala zadané soustave.

(3) Srovnavaci metoda:

o
I
N | R

’ . r 1. X r .
Z prvni rovnice ziskdme y = 3 — Saz druhé rovnice y =

Zadana soustava nema feSeni.

(4) Grafické reSeni:

Grafickym feSenim jsou dvé rovnobézné piimky, které se neprotinaji ani
V jediném bodé¢.

~ ' - Pfimka
@ f:05x+y=3
Y g: 2)1"‘4}':5
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¢) Reste soustavu rovnic
4x — 16 =12 + 5y
—5y —26 = —8x + 5y + 30

(1) Dosazovaci metoda:

Nejprve zjednodusime rovnice tim, ze nezndmé pievedeme na jednu stranu rovnice

a konstanty na druhou stranu.

4x — 5y = 28
8x — 10y =56
Poté vyjadiime x z prvni rovnice: x = 28457 3 dosadime do druhé.
28 + 5y
8 ——10y =56
4
224 + 40y — 40y = 224
0=0

Resenim je kazda uspofadana dvojice &isel x ay, pro kterou je vyraz 4x — 5y
roven 28. Vsechny takové dvojice nalezneme pomoci parametru, parametr mize
mit libovolnou hodnotu a oznac¢ime jej pismenem napt. t. Jednu z neznamych

(napf. x) ,,nahradime* parametrem a hodnotu druhé neznamé vyjadiime z rovnice

4t — 5y = 28. Vyjde y = “%28, Vysledek zapisujeme takto: (x,y) = (t, 4t;28 )

4t—-28
5

nebo (x =ty = ), kde t € R.

Poznamka: Parametr mizeme vyjadfit jakymkoliv libovolnym pismenem viz.

sCitaci metoda.

(2) S¢itaci metoda:

Zjednodusime rovnice.
4x — 5y = 28
8x — 10y =56
Prvni rovnici vynasobime —2 a obdrZime dvé rovnice.
—8x+ 10y = -56
8x — 10y =56
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Po secteni vychazi.
Ox+0y=0

Pro zadanou soustavu existuje nekone¢né mnoho feseni, vztah mezi neznamymi

4x—-28
5

zapiSeme pomoci parametru x, (X, ) x ER.

(3) Srovnavaci metoda:

v iae s , . . 5 e,
Pfi vyjadfeni x z prvni a z druhé rovnice dostaneme: 7 + Ty. Jelikoz se jedna

0 dva stejné vyrazy, nemd smysl tvorit pfislusnou linearni rovnici. Soustava

rovnic ma nekone¢né mnoho feseni, odpovida ji kazda dvojice ve tvaru

(x,”==), kde x € R.

(4) Grafické FeSeni:

Ob¢ rovnice predstavuji analytické vyjadieni dvou sobé odpovidajicich si

primek. Jedna se 0 totozné ptimky neboli 0 jednu dvojnasobnou piimku.

: - Pfimka
5 @ f:4x-5y=28
. ~® g:dx-5y=28
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4.1.2 Soustava tirech linearnich rovnic se tremi neznamymi

Timto terminem je oznaCovana soustava ve tvaru:

a;x + by +cz=d;
a,x + bzy +cyz = dZ
asx + bgy + C3Z = d3,

kde a; b; c; ad; i = 1,2,3 jsou koeficienty rovnice a x, y, z neznamé.

Resit soustavu tif linearnich rovnic 0 tfech neznamych x, y, z znamena naleznout v§echny

usporadané trojice ¢isel (x,y, z), které jsou feSenim prvni, druhé i tfeti rovnice.

K feSeni tohoto typu se mohou vyuZzivat rizné metody, tato prace se zamétfuje na

nasledujici zplsoby feseni soustav:

Metoda dosazovaci

Vyjadifenim libovolné neznamé z jedné rovnice soustavy dostaneme vyraz, ktery
dosadime do zbyvajicich dvou rovnic. Timto se uvazovand neznama eliminuje
a ziska se soustava dvou rovnic o dvou neznamych, ktera se fesi jiz znamym
zpusobem.

Metoda scitaci

Rovnice soustavy se opét ndsobi vhodnymi ¢isly tak, aby se po secteni rovnic jedna
neznama eliminovala. Dostava se soustava dvou rovnic o dvou neznamych.
Gauss-Jordanova elimina¢ni metoda

Pii této metodé se pracuje pouze s Ciselnymi koeficienty, které se zapiSou pomoci
maticového schématu. Cilem Gauss-Jordanovy eliminacni metody je pomoci
vhodného nasobeni a s¢itani radkd, prevést rozsifenou matici soustavy na matici, kde
na levé stran¢ bude jednotkovd matice a na misté pravych stran feSeni soustavy.
(LITSCHMANNOVA, 2013)

Poznamka. Jednotkova matice je takova matice, ktera ma na hlavni diagonéle samé

jednicky, tzn. hlavni prvky jsou rovny jedné, a zbytek mist zaujimaji samé nuly.
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Rozsifena matice soustavy po provedeni Gauss-Jordanovy elimina¢ni metody:

1 0 0|ds
0 1 o0|dy]
ds

0 0 1
kde kazda jednicka viadku predstavuje jednu proménnou ad;d,,ds jsou

odpovidajici hodnoty neznamych.

Jak bylo uvedeno diive v této praci, s touto metodou se studenti setkavaji spiSe az na
vysokych Skolach. Na stfednich Skolach mohou studenti pfijit do styku jiz
s Gaussovou eliminacni metodou, kdy se soustava prevadi pouze na trojihelnikovy
tvar. VySetfi se hodnota tieti neznamé a zbylé proménné se dopocitaji dosazenim této

hodnoty do zbyvajicich rovnic.

e Qrafické feSeni
Grafickym feSenim linedrni rovnice se tfemi neznadmymi je rovina. Na rozdil od grafu
linedrni rovnice neni snadné anazorné tuto situaci geometricky interpretovat.
V dnesni dob¢ existuji softwary napf. GeoGebra, které nam umozni znazornit tyto
roviny avidét jejich spole¢né praniky. Grafickym feSenim je pak mnozina

spole¢nych bodu.
V prostoru pak mohou nastat nasledujici situace poloh rovin:

1) Vsechny tii roviny riznobézné a prochazeji jednim bodem, tj. pravé jediné
feSeni

2) Vsechny tfi roviny riznob&zné a prochazeji prisecnici, tj. nekone¢né mnoho
feSeni

3) Vsechny tii roviny rovnobézné, tj. Zadné feSeni

4) Dve roviny rovnobézné a jedna k nim riznobé&zna, tj. zadné feSeni

5) Vsechny tfi roviny riiznobézné a neprochazeji zadnym spole¢nym bodem, tj.
Zadné feSeni

6) VSechny tii roviny totozné, tj. nekone¢né mnoho feseni

Matematika pro gymnézia — Rovnice anerovnice (CHARVAT, 2005) je prikladem
ucebnice, kde se objevuji tyto metody feseni. Navic se zde zminuje i Gaussova elimina¢ni

metoda, teorie je uvedena na str. 109.

23



Priklady:
a) Reste soustavu rovnic
XxX+2y+z=2
2x+6y+z=7
x+y+4z=3

(1) Dosazovaci metoda:

Napf. z rovnice x + y + 4z = 3 si vyjadiime neznamou x: x = 3 —y — 4z. Vyraz
3 —y — 4z dosadime za x do zbyvajicich dvou rovnic a ziskdme soustavu dvou
rovnic 0 dvou neznamych.
3—y—4z+2y+z=2
23—y —-4z)+6y+z=7

Po upravé:

y—3z=-1

4y -7z =1
Tuto soustavu dvou rovnic o dvou neznamych feSime jiz znamym zptisobem.
Vypocteme y =2,z = 1adosadime do libovolné rovnice a vysetiime hodnotu
x: x =-3

Tato soustava rovnice ma jedno feseni, trojici ¢isel x = =3, y =2, z = 1.

(2) Scitaci metoda (kombinovana metoda):

Snazime se ze vSech rovnic eliminovat libovolnou nezndmou. Napf. setenim prvni
a druhé rovnice a naslednym sectenim druhé a tfeti rovnice vylou¢ime neznamou
x a ziskame soustavu dvou rovnic 0 dvou neznamych.

2y—z=3

4y -7z =1
Dale postupujeme stejnou metodou jako pii feSeni klasické soustavy dvou rovnic
0dvou neznamych, kdy vySetfime nezname hodnoty: y =2,z = 1adale
dosadime do libovolné rovnice a ziskame hodnotu: x = —3.

Resenim je uspoiada trojice &isel (x,y,2) = (3,2, 1).
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(3) Gauss-Jordanova elimina¢ni metoda:

1 2 1|2 1 2 112 1 2 1)2 1 2 1|2
(1 1 43>~<0 -1 3 1>~(O -1 31>~(O 1 02)
2 6 117 0 2 -1I3 0 0 5I5 0 0 111

1 0 0]-3
~<O 1 02)
0 0 111

. Krok: Od druhého tadku odeéteme prvni fadek a od tfetiho fadku odecteme
dvojnésobek prvniho fadku.

Krok: K tietimu fadku pficteme dvojnasobek druhého fadku a tieti fadek vydélime
5. Podle FV.: h(A) = h(A*), h = n, ma soustava jedno feSeni.

Krok: Od druhému fadku odecteme trojnasobek tietiho fadku a vynasobime —1.

. Krok: Od prvniho fadku odeéteme tieti fadek a zaroven odecteme dvojnasobek
druhého fadku.

Krok: Z matice vy¢teme ziskané hodnoty: x = =3, y=2, z=1

Poznamka: Dalsi piiklady feSené pomoci Gauss-Jordanovy elimina¢ni metody

budou bez slovniho komentate, feSime analogicky.

(4) Grafické reSeni:

Graficky se toto feSeni interpretuje jako prisecik, ktery je spoleény vSem tiem

rovinam, odpovidajicich danym rovnicim. V naSem piipadé jeho soutfadnice jsou

(x,y,z) = (—3,2,1). To znamena, Ze zadana soustava ma pravé jedno feSeni.
Rovina

@ arx+2y+z=2

@ bi2x+6y+z=T7
@ cixty+dz=3
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b) Reste soustavu rovnic
2x+3y—z=1
x+y+2z=3
8x+11ly+z=3

(1) Dosazovaci metoda:

Vyjadiime si napt.: z druhé rovnice x,x = 3 —y — 2z a dosadime do zbyvajicich
dvou rovnic.
2B3-y—-22)+3y—z=1
8B3—-y—-2z2)+11ly+2z=3
Po uprave:
y—5z=-7
3y —15z = -21
Po vyieSeni ziskdme:
Oy+0z=0
Soustava rovnic ma nekoneéné mnoho feSeni, vztah mezi nezndmymi zapiSeme
pomoci parametru z . ReSenim je kazd4 uspofadand trojice &isel (10 — 7z,5z —

7,2) z €R.

(2) Scitaci metoda:

Seétenim prvnich dvou rovnic anasledném seCteni druhé atfeti rovnice
eliminujeme proménnou z a ziskdme soustavu dvou rovnic 0 dvou neznamych.
S5x+7y=1
—15x — 21y = -3
Je patrné, Ze jedna rovnice je nasobkem druhé, proto soustava ma nekonecné
spolenych bodii. Resenim je kazda uspofadana trojice &isel (10 — 72,5z — 7,z)

Z €ER.

(3) Gauss-Jordanova elimina¢ni metoda:
2 3 —-1]-1 1 1 213 1 1 213 1 1 2|3
11 2|3 )~{(2 3 -1f-1|~|0 1 =5|-7]~(0 0 O 0)
8 11 113 8 11 113 0 -1 517 0 0 olo

Podle FV.:h(A) = h(A*),h < n,h = 1 ma soustava nekone¢né mnoho feSeni.

Resenim je kazd4 uspotadana trojice &isel (10 — 72,5z — 7,z) z € R.
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(4) Grafické reSeni:

ReSenim je ptimka spole¢nych bodd, kterd je prisec¢ikem vSech tii riznob&znych

rovin a nazyvame ji prusecnici.

- Rovina
@ ar2x+3y-z=-1

~® bix+y+2z=3

------ ® c:8x+11y+z=3

€) Reste soustavu rovnic

x+2y+6z=3

x
2
2x +4y + 12z = =5

+y+3z=4

(1) Dosazovaci metoda:

Vyjadiime si x z prvni rovnice a dosadime do zbyvajicich dvou rovnic.
3-2y—6

—
23—2y—6z)+4y+12z = -5

+y+3z=4

Po uprave:
Oy+0z=5
2y + 6z = —11

Nelze vyiesit, dana soustava rovnic nema feseni.
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(2) Scitaci metoda:

Sectenim prvni a druhé rovnice, druhé a tfeti rovnice, ziskdme soustavu rovnic.
Ox+y+0z=-5
Ox+y+0z=-21

Pro tuto soustavu neexistuje zadna trojce Cisel (x, y, z), kterd by spliiovala soustavu

rovnic.

(3) Gauss-Jordanova elimina¢ni metoda:

1 2 6|3 1 2 6|3 1 2 6|3
1 8 8
> 1 3[4 ]~|1 2 68)~[0 0 of2
2412—5 1267 0007

Podle F.V.: h(A) # h(A"), pro tuto soustavu neexistuje feSeni.

(4) Grafické feSeni:
Grafickym feSenim jsou tfi rovnobézné riizné roviny. Nemaji zadny spole¢ny bod,
a proto tato soustava nema reseni.
- Rovina
@ a:x+2y+6z=3

: ~® b:05x+y+3z=4
@ cr2x+d4y+12z=-5

d) Reste soustavu rovnic

2x +4y + 12z = =5

x+2y+6z=9
3x —2y+8z=5
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(1) Dosazovaci metoda:

Vyjadiime neznamou x z druhé rovnice a dosadime do zbyvajicich rovnic.
29—-2y—62z)+4y+12z = -5
39—-2y—62z) —2y+8z=>5
Po upraveé dostaneme:
Oy + 0z =-23
—8y + 10z = —22
Pro tuto soustavu neexistuje zadna trojce Cisel (x,y, z), kterd by vyhovovala dané
soustave rovnic.

(2) Scitaci metoda:

Po se¢teni prvnich dvou rovnic dostaneme:
Ox + 0y + 0z =-23

Proto pro zadanou soustavu neexistuje feseni.

(3) Gauss-Jordanova elimina¢ni metoda:

2 4 12|-5 1 2 6|9
<1 2 619 ) ~ (O 0 O —23)
5 3 -2 85

3 -2 8
Podle F.V.: h(A) # h(A"), pro tuto soustavu neexistuje feSeni.

(4) Grafické reSeni:

Grafickym feSenim jsou dvé rovnobézné roviny atfeti rovina je knim
riznobézna. Tyto tii roviny nemaji spole¢ny prinik. To znamena, Ze tato soustava
nema feseni.

- Rovina
7 @ ar2x+dy+12z=-5
" @ bix+2y+6z=9
@ c:3x-2y +8z=5

29



e) Reste soustavu rovnic
x+2y—3=2-3z
2y—3=—x-—2z
x+2y—5z=72
Nejprve zadanou soustavu zjednodusime.
x+2y+3z=5
x+2y+z=3
x+2y—5z=72

(1) Dosazovaci metoda:

Vyjadiime neznamou z,z=3 —x —2y zdruhé rovnice adosadime do
zbyvajicich rovnic.
x+2y+3B3—-x—-2y)=5
x+2y—5B—-—x—-2y)=2

Po uprave:
—2x —4y =—4
6x + 12y =17
0x+0y=5

Pro tuto soustavu neexistuje feSeni.

(2) Scitaci metoda:

Po secteni prvnich dvou rovnic a secteni prvni a tteti rovnice dostaneme soustavu

rovnic, kde se vyskytuje jen jedind neznama.

—z=-1
3
2=3%
Po secteni:
5
0z = ~3

Pro zadanou soustavu neexistuje zadna trojice Cisel (x,y, z), ktera by vyhovovala

dané soustavé
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(3) Gauss-Jordanova elimina¢ni metoda:

1 2 315 1 2 3|5 1 2 3
(1 2 1 6) ~ (O 0 2|11 |~ (0 0 -2
2 0 0 —-81-3 0 0 O

1 2 -5
Podle F.V.:h(A) # h(A"), pro tuto soustavu neexistuje feSeni.

5
1)
-7

(4) Grafické reSeni:

Grafickym feSenim jsou tfi navzajem riznobézné roviny, které se neprotinaji ani

Vv jediném bodé. To znamena, Ze tato soustava nema feseni.

Rovina

@ a:x+2y+3z=5
- ® b:x+2y+z=6
@ ciX+2y-52=2

f) Reste soustavu rovnic

2x —4y+z=3

2+1—
x=2ytgz=

—6x + 12y — 3z = -9

(1) Dosazovaci metoda:

N W

Z prvni rovnice vyjadiime neznamou z a dosadime do druhé a tfeti rovnice.
1 3
x—2y+§(3—2x+4y) =3

—6x + 12y — 3(3 — 2x + 4y) = =9
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Po tprave seCteme rovnice a dostaneme:
Ox+0y=0
Pro zadanou soustavu existuje nekonecné mnoho trojic Cisel (x,y,z) =

(x,y,3+ 4y — 2x) , kde (x,y) € R, které vyhovuji vSem rovnicim.

(2) Scitaci metoda:

Po secteni prvnich dvou rovnic ziskdme rovnici Ox + 0y + 0z = 0 a po secteni
druhé¢ a tfeti rovnice dostaneme opét Ox + Oy + 0z = 0. Zavérem je, Ze soustava

ma nekone¢né mnoho feseni (x,y,3 + 4y — 2x), kde (x,y) € R.

(3) Gauss-Jordanova elimina¢ni metoda:

2 -4 1]3 1 —2 13

113 212
1 =2 35/~{o o olo
—6 12 3|9 o o olo

Podle FV.:h(A) = h(A*),h < n,h =1, zadand soustava ma nekone¢né mnoho

feseni (x,y,3 + 4y — 2x), kde (x,y) € R.

(4) Grafické reSeni:

Grafickym feSenim jsou tfi totozné roviny, které maji vSechny body spole¢né. Coz

znamena, Ze tato soustava ma nekone¢n¢ mnoho reseni.

Rovina
@ a:2x-4y+2=3
~® b:x-2y+05z=15
o e c:_2x+4y_z=_3
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4.1.3 Soustavy linearnich rovnic, kdy je zadano vice rovnic nez
neznamych
Tato kapitola vychazi z online prednasek Linearni algebry a geometrie (HASEK, 2017,

s. 122-128). Uvazuji se soustavy o dvou a o tfech neznamych.

Pokud tedy nastane situace, kdy je zaddno vice rovnic nez neznamych, tak ve vétSing
ptipadl zadana soustava feSeni nema. Jestlize feSeni existuje, vV geometrické interpretaci

se pak jedna o trsy a svazky prvniho druhu.

1) Svazku piimek prvého druhu odpovida mnozina vSech piimek, které maji spoleény
jeden bod. Tento bod Ize oznacit jako stfed svazku a musi spliiovat soustavu vSech
rovnic.

2) Mnozina vSech rovin z A3, jejichz prinikem je bod, Se nazyva trs rovin prvého
druhu. A soutadnice hledaného spole¢ného bodu musi spliovat soustavu vsech
rovnic.

3) Mnozina vSech rovin z A, jejichz prunikem je pfimka, je nazyvana svazek rovin

prvého druhu a pfimka oznacena jako prisecnice rovin.

Zpisob feSeni: Nejbéznéjsi postup, jak vyfesit tyto soustavy, je nalézt feSeni dvou (resp.
téf) libovolnych rovnic a presvédéit se, zda tyto hodnoty odpovidaji i zbyvajici rovnici.
Pokud nastava platnd rovnost, pro soustavu existuje feseni, v opacném piipadé soustava

nema feSeni. Pro vyfeSeni soustav se pouzivaji libovolné zminéné metody.

Priklady:
d) Reste soustavu rovnic
7x + 5y =29
x—3y=1
—7x + 8y = -39
(1) Podetni FeSeni:
Sectenim prvni a tieti rovnice snadno ziskdme hodnotu y,y = — g a po dosazeni
do jedné z téchto dvou rovnic vysetiime hodnotu proménné x, x = %.

Tyto ziskané hodnoty neznamych dosadime do druhé rovnice, abychom se

presveédcili, ze vyhovuji i zbyvajici rovnici.

33



61 30

—+—=1
13 13
7+1
L+P
Usporadana dvojice x = %,y = —% nenalezi druhé rovnici, aproto zadana

soustava nema zadné spolecné feseni.

(2) Grafické reSeni:

Grafickym feSenim jsou tfi navzdjem riznobézné piimky, které se neprotinaji
V zadném spole¢ném bodé¢, pfiemz kazdé dve libovolné pfimky maji spole¢ny
prasecik.

\‘ Piimka

CW
(= T ]
= 2
1
£ &
II{
g
[ %)
w

e) Reste soustavu rovnic
x+y=11
—2x+ 3y =-2
S5x — 2y =27

(1) Podetni FeSeni:

Analogicky jako v predeslém piikladé pocitame soustavu dvou libovolnych rovnic

a ziskany prisecik dosadime do zbylé rovnice.
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Pti feSeni prvnich dvou rovnic libovolnou metodou, nalezneme jedno feSeni,
usporddanou dvojici x = 7,y = 4. Tyto hodnoty dosadime do tfeti rovnice:
5«7 —=2%x4=27
27 =27
Presvédcili jsme se, ze usporadana dvojce x = 7,y = 4 nalezi i tieti rovnici, a proto

zadana soustava ma feSeni.

(2) Grafické feSeni:

Grafickou interpretaci této soustavy jsou tfi riznob&zné piimky, které prochaze;ji
spolecnym bodem. Soufadnice tohoto bodu lze vycist z obrazku, x =7,y = 4.

Takto vzajemnou polohu piimek nazyvame svazek piimek.

\ e
’ Pimka
...... ® f:x+y=11
A ® g:-2x+3y=-2

f) Reste soustavu rovnic
3Ix+4y—z=-6
x+8y+z=-2
x+ 2y —lz =-2
5
—x+12y+3z=2
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(1) Pocetni FeSeni:

Vybereme si tfi rovnice, se kterymi budeme pracovat, napt.:

x+8y+z=-2

1
x+2y—cz=-2

—x+12y+3z=2

Zvolime dosazovaci metodu, kdy z posledni rovnice vyjadiime nezndmou x, x =
—2 + 12y + 3z a dosadime do zbyvajicich rovnic. Ziskame soustavu:

—2+12y+3z+8y+z=-2

z
—2+12y+32+2y—§=—2

Po Uprave:
20y+4z=0
14
14y +—2z =0

5

Po vyteseni ziskame:
0=0

Soustava tii rovnic 0 tech neznAmych ma nekoneéné mnoho feieni. ReSeni

vyjadiime pomoci parametru x, (x, — g - %,S?x + ?) X € R. Presvédcime se, zda
toto feSeni vyhovuje i zbyvajici rovnici.
3%+ 4 x 2 5x N 10 6
X ———)—(=+—=)=-
(=3-3-(F+3)

4x 8 5x 10

S R T T
9x 9x 18_ 6
3 3 3
—6=—-6
L=R
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. 2 5x 10 L .,
Reseni (x,—g—g,?x+?) X € R vyhovuje vSem rovnicim, a proto soustava

rovnic ma nekone¢né mnoho feSeni.

(2) Grafické teSeni:

Graficka interpretace ukazuje, ze feSenim jsou Ctyfi riznobézné roviny, jejichz
spole¢nym prinikem je piimka. Tuto situaci lze pojmenovat jako svazek rovin

prvého druhu.

\ - Rovina
. ® a:3x+4y-z+6=0

c:x+8y+z+2=0
@ er-Xx+12y +3z-2=0
@ fx+2y-1/5z=-2

g) Reste soustavu rovnic

6x + 15y + 5z =75
8x+y—6z=5

—14x — 5y + 13z =3
2x+3y—2z=1

1) Pocetni FeSeni:

Vybereme si tii rovnice, se kterymi budeme pracovat, napt.:

2x+3y—2z=1
6x + 15y + 5z =175
8x+y—6z=5
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Zvolime napt.: Gauss-Jordanovu elimina¢ni metodu a vyfesime soustavu.

2 3 =2|1 2 3 =2|71 2 3 =2|71
(6 15 5 75>~(0 6 11 72)~<0 6 11 72>~
8 1 -6l5 0 —-11 211 0 0 116
2 3 2|71 1 0 0]5
(O 1 0 1>~<0 1 01)
0 0 116 0 0 1le6

x=5y=12z=6
Presvéd¢ime se, zda hodnoty x, y, z vyhovuji i zbyvajici rovnici.
—14+%5—-5%1+13+x6=3
3=3
L=R
Ove¢fili jsme, ze ziskané hodnoty nalezi i zbylé rovnici, a proto zadana soustava ma

pravé jedno feSenix = 5,y =1,z = 6.

2) Grafické FeSeni:

Grafickym feSenim jsou rtiznobézné roviny, které prochazeji jedinym spole¢nym

bodem. Tuto situaci lze interpretovat jako trs rovin prvého druhu.

- Rovina

-l aBx+15y +51=75
® b:8x+y-6z=5
@ 14X -5y +131=3

------ ® d2x+3y-21=1
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4.2 Soustavy rovnic nejvyse druhého stupné

4.2.1 Soustava s linearni a kvadratickou rovnici s neznamymi x,y
a;x? + ay? + azxy + azx + asy = by

a;x + a,y = by,
kde a4, a, ...as a by, b, jsou koeficienty rovnice.

Reseni: Reseni t&chto soustav se hledd pomoci dosazovaci metody. Z linearni rovnice se
vyjadii libovolnd neznama4, a toto vyjadfeni se dosadi do rovnice kvadratické. Jestlize
ziskand kvadraticka rovnice 0 jedné neznamé bude mit dva kotfeny, nesmi se zapomenout
k obéma kofeniim dopocitat hodnotu druhé neznamé. Vyuzit se muze také grafické

metody, kdy jsou hledany priseciky primky a kuzelosecky.

Priklady:
a) VysSetiete souradnice priise¢ikii kruznice x% + y? = 25 a piimky 2x + y = 5.
1) Pocetni FeSeni:

Z poznatku vime, Ze soufadnice hledanych prisecikti musi spliiovat rovnice obou
kiivek. Proto si vytvofime soustavu rovnic aza pomoci dosazovaci metody
nalezneme hledané soutadnice.

x% +y? =25

2x+y =25
Vyjadiime si y: y =5—2x adosadime do rovnice kruznice a ziskame
kvadratickou rovnici bez absolutniho ¢lenu.
x?+ (5—-2x)% =25
x% 4+ 25 — 40x + 4x% = 25

5x2—40x =0

x(5x—40)=0

x,=0,x, =4
Jednotlivé koteny rovnice dosadime do libovolné rovnice a ziskame hodnoty y:
y1 =5,y =-3.
Piimka je se¢nou kruZnice, proto existuji dva pruseciky, jejich souradnice jsou x; =

0,y;=5ax, =4,y, =-3.
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2) Grafické FeSeni:

- KuZelosecka

b) Vysetiete soufadnice priise¢iku kruznice (x — 8)% + (y — 4)? = 8 a ptimky —x +
y = —8.

1) Pocetni FeSeni:

(x—8)2+(y—4)?>=38
—x+y=-8
Vyjadiime si y = x — 8 a dosadime do rovnice kruznice.
(x—8)2+(x—8 —-4)%2=8
ZjednoduSime a ziskame kvadratickou rovnici.

x% —16x + 64 + x%* —24x + 144 = 8
2x%2 —40x +200=0
x%>—20x+ 100 =0

Neznamou x nalezneme pomoci diskriminantu.
D =400-400=0

Z toho usuzujeme, Ze existuje pravé jeden prusecik.
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=210
=5

y=10-8=2
Souradnice hledaného priseciku jsou x = 10,y = 2, jednd se 0 dvojnasobny

prasecik a ptimka je te¢nou kruznice.

2) Grafické FeSeni:

- Kuzelosecka
e c:(x_3]2+[y_4]2=3
- Primka

C) VysSetiete soufadnice prise¢iku kruznice (x +4)% + (y —1)? = 13 a ptimky
—2x + 3y = 28.

1) Pocetni FeSeni:

(x+4)?+(@y—-1)2=13

—2x + 3y =28

28+2x i ) ..
a dosadime do rovnice kruznice.

Vyjadiime siy: y =

28 + 2x 2
——1) =13

(x+4)2+( _

Upravime rovnici.
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2x  25\°
(x+4)2+(?x+?) =13

4x?  100x 625

2
x“+8x+16 + 5 + ) + ) =13

9x% 4+ 72x + 144 + 4x? + 100x + 625 = 119
13x% + 172x + 650 = 0

Pomoci diskriminantu nalezneme pruseciky.
D = 29584 — 33800
D = —4216
V redlnych cislech neexistuje feSeni, proto kruznice a pfimka nemaji spolecny

prisecik. Pfimka je nesecnou kruznice.

2) Grafické FeSeni:

- KuZelosecka

@ e (X+4]2+[Y-1]2=13
- Piimka

@ f1-2x+3y=28

.

w

(=]
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d) VysSetiete soutadnice priseciku paraboly (y — 1)? = 10(x + %) a ptimky —5x —

6y = 0.

v-12=10( +1)
Y — U 10
—5x—-6y=0

1) Pocetni FeSeni:

c oy qwr -6 , .
Vyjadiime x: x = Ty a dosadime do rovnice paraboly.

S
yi-2y+1=—-12y+1
Y% +10y = 0
y(y+10) =0

y1=0y,=-10

—6x(—=10) _
— =

Dosadime do rovnice a ziskame ptislusné hodnoty x: x; = 0, x, = 12.

Ptimka s parabolou ma dva priiseciky, jejich soutadnice jsoux; = 0,y; = 0ax, =

12,y, = —10.

2) Grafické reseni:

: KuZelosecka
@ dry?-10%-2y =0
: Piimka

s
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4.2.2 Soustava dvou kvadratickych rovnic s neznamymi x,y
a11x% + ay,y% + ar3xy + ajx + a5y = by
‘121952 + azzyz + ay3xy + azex + azsy = by,

kde a,4,a;, ...a,5 a by1, by; JSOU koeficienty rovnice.

Reseni: Pro feSeni dvou kvadratickych rovnic se vyuziva jak scitaci, tak dosazovaci
metody. Dosazovaci metoda je pocetné naro¢na, jelikoz se Casto ziskava rovnice ¢tvrtého
stupn€, proto byva castéji uplathovana kombinace scitaci a dosazovaci metody. Pri
i riizné softwary. Vyuzit se mize také geometrické interpretace, kde se nalézaji pruseciky

dvou kuzelosecek.

Priklady:
a) Vysetfete soufadnice prise¢iku kruznice (x — 7)% + (y + 4)? = 13 a kruznice
(x—7)2+ (y + 3)% = 10.
(x=7)2+(@y+4)?%*=13
(x—=7)?%+(@y+3)2=10

1) Pocetni FeSeni:

Vyjadiime si cely vyraz (x — 7)% = 10 — (v + 3)? a dosadime do prvni rovnice
10— (y+3)2++(@y+4)?=13
Zjednodusime a dostaneme:
y=—2
Dosadime do rovnice.

(x—=7)>=10—-(-2+3)?
x?—14x+49=9
x?2—14x+40=0

Za pomoci diskriminantu nalezneme hodnoty nezname x.
D =196 — 160 = 36
VD =6

14+ 6
X12 = >

x1=10, x2=4‘
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Dvé kruznice se protinaji ve dvou bodech, soufadnice priseciki jsou x; = 10,

Y1 = -2 axz = 4‘,y2 = -2.

2) Grafické ieSeni:

_ Kuzelosetka
----- ® c:(x-TP+(y+4)P2=13
@ d(x-TR+(y+3)*=10

=

b) Vysetiete prisecik hyperboly x? + 2xy +y = 0 a hyperboly 2x2 + 4xy + 2x —
y =—2.
x2+2xy+y=0
2x% +4xy +2x —y = -2

1) Podetni FeSeni:

Pouzitim sc¢itaci metody se eliminuje neznama x vV druhé mocniné a soucin xy.
2x — 3y = -2

_2x+2
y=73

Ziskany vyraz dosadime do libovolné rovnice, napi. do rovnice prvni.

2x+2)+ 2x+2_
3 3

x2+2x(
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3x2+2x(2x+2)+2x+2=0
3x%+4x* +4x+2x+2=0
7x*+6x+2=0
Vyuzitim diskriminantu nalezneme koteny kvadratické rovnice.
D =36 —-56
D =-20
V redlnych cislech neexistuje teSeni, proto dvé hyperboly nemaji spolecny

prasecik.

2) Grafické feSeni:

- Kuzelosecka
| @ erx*+2xy+y=0
@ gl 2x*+4xy+2x-y=-2

12 -10 -8 -6 -4 -2 e 2 4 6 8 10 1
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C) VysSetiete prise¢ik kruznice x% + y? — 14x + 8y = —52 a kruznice x? + y? —
10x + 2y = 0.
x%+y? —14x + 8y = =52
x?+y*—10x+2y =0

1) Pocetni FeSeni:

Pomoci s¢itaci metody eliminujeme nezname x a y V mocninném tvaru.
—4x + 6y = —52
- 3 e , . , .
Odtud vychazi: x = 7y + 13 a toto vyjadteni dosadime do libovolné rovnice.

3 2 3
(7y+ 13) +y2—14<7y+13)+8y=—52

9 2
%+39y+169+y2—21y—182+8y=—52

9y2 + 156y + 676 + 4y* — 84y — 728 + 32y + 208 = 0
13y2 + 104y + 156 = 0
y2+8y+12=0
Vyuzijeme diskriminant k nalezeni koteni kvadratické rovnice.

D=64—-48=16

VD =4
_—8i4
V12 = 2

Vi, = _21 Y2 = —6
Dopocitame ptislusné hodnoty x, dosazenim do rovnice: x = 3?3/ + 13.
xn=22113=10

3% (—6
x2=¥+13:4

Tyto dvé kruznice se protinaji ve dvou bodech, soutadnice prasecikll jsou x; =

10,y; = —2ax, =4,y, = —6.
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2) Grafické ieSeni:

- KuzZelosecka
- ® c:ix?+y?-14x+ 8y =-52
@ dix+y?r-10x+2y =0

d) Vysetiete souradnice hyperboly 4x? — 5y2 = —322 a hyperboly —48x? +
25y2 = —1200.
4x% — 5y% = =322
—48x2 + 25y% = —1200

1) Pocetni FeSeni:

Vyuzitim s€itaci metody vylouc¢ime nezndmou x. Prvni rovnici ndsobime 12
a dostaneme.

48x% — 60y? = —3840

—48x? + 25y% = —1200

Po secteni.

—35y2 = —5040
_’y2 = 144
Y12 = 12
Dopog&itame piisluiné hodnoty x dosazenim do rovnice: 4x2 — 5y? = —322
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yi:4x% —5%12%2 = —322
4x? =398
x11‘12 = i9,975 = ilO

Yp:4x? — 5% (—12)% = =322
4x% =398
X2122 = £9,975 = £10
Dvé hyperboly se protinaji ve ¢tyfech bodech. Soutadnice prisecikl jsou
(*11,¥1) = (10,12), (x12,¥1) = (=10,12), (x21,¥2) = (10, =12) a (x23,y2) =
(—=10,-12).

2) Grafické reSeni:

: KuZelosecka
@ c:4x?-by*=-320
@ d: -48%2 + 25y* = -1200
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5 Slovni ulohy

Prechod od urcité realné situace k jejimu matematickému vyjadfeni se nazyva
matematizace redlné situace. Poznatky 0 soustavach rovnic umoziuji fesit razné druhy

matematickych i nematematickych wloh. Pfi feSeni téchto tloh se postupuje takto

(SMIDA et al., 1985):

a) Realna situace se ,,preklada“ do matematického jazyka, zformuluje se jako
matematicka uloha.

b) Matematicka uloha (soustava rovnic) se vyiesi.

c) Ziskany vysledek feseni matematické ilohy se interpretuje v realné situaci a oveéii
se, zda splnuje podminky reality. Tzn. vyberou se ta feSeni, kterd jsou fesenim

dané realné situace.

Pti slovnich ulohéch je nejobtiznéjsi ¢asti sestaveni rovnice podle textu ulohy, ve které
se studenti dopoustéji ¢etnych chyb. Také Casto chybuji i pfi feSeni konkrétni soustavy
rovnic. Zde jsou zminovany zasady, které je potfeba dodrzet pii feSeni slovni tlohy

(TREJBAL, 1999 a HORACEK, 1980):

a) Nejprve pozorné piecist text ulohy, aby bylo jasné, co je dano aco se ma
vypocitat.

b) Vypsani nejdilezitéjSich udaju a rozhodnuti, které z nich jsou neznamé. Uvazi
se, zda vysledek bude ¢islo s jednotkou (kg, m, K¢ apod.) a 0 jaké jednotky jde.

c) Kazdou z podminek vyjadiime dvéma vyrazy, jejichz hodnoty jsou si rovny.
Vztah mezi obéma vyrazy vyjadiime rovnici.

d) Obé rovnice zapiSeme ve tvaru soustavy.

e) O spravnosti se presvéd¢ime zkouskou.

f) Ovéteny vysledek vyjadiime slovni odpovédi.

Mimo zpuisobu feseni slovnich uloh pomoci soustav rovnic, se vyuziva i feSeni pomoci
usudku. Tento zpisob pouzivaji hlavné Zaci, ktefi doposud nebyli sezndmeni s tématem
0 soustavach rovnic a usudkem hledaji feSeni slovni tlohy. Tento zpiisob feSeni rozviji
a podporuje mysleni zaka, a i pfes to tato metoda byva na skolach ¢asto opomijena. Ve

své praci uvadim par prikladd, které fesim pomoci usudku a pomoci soustav rovnic.
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Priklady:
a) Tii cokolady a dva balicky ofisku stoji 46 K¢ a dvé cokolady a tii balicky ofiska
stoji 49 K¢&. Kolik stoji jedna ¢okolada a jedno baleni ofiski? Tento ptiklad vychézi
Z uCebnice: Matematika pro nizs$i ro¢nik viceletych gymnazii Rovnice a jejich
soustavy (Herman et al., 1999, s. 75-85).
(1) Usudek:

Jestlize v obou ndkupech budeme mit stejny pocet cokolad, bude piiklad
jednodussi. Abychom tento ptipad ziskali vyndsobime prvni nakup dvéma a druhy
nakup tfemi. Ziskdme:

6 ¢okolad a 4 balicky ofiskl stoji 92 K&.

6 ¢okolad a 9 balicki ofisku stoji 147 K&.
Druhy nakup je drazsi, protoze kupujeme 0 pét balicka ofiskl vice, a proto platime
0 55 K¢ vice. Proto staci, kdyz pocet balickl ofiSki vyd€lime od rozdilu cen
a ziskdme cenu jednoho bali¢ku ofiskl. Jeden balicek ofiskl stoji 55: 5 = 11 K&.
Dopocitat cenu jedné c¢okolady je jiz snadné, jelikoz zndme cenu jednoho baleni
ofiskl. Cenu ¢okolady vypocteme z jakéhokoliv nakupu.

Cena cokoléady ¢ini 8 K¢ a balic¢ek ofisku stoji 11 K¢€.

(2) Soustava rovnic:

K teseni je vhodné zvolit dvé nezndmé x a y.
Cenu ¢okolady oznac¢ime pismenem x.
Cenu baleni ofiskl ozna¢ime pismenem Y.

Znamé udaje pak vyjadiime dvéma rovnicemi.

3x +2y =46
2x + 3y =49

Za pomoci kombinované metody nalezneme feSeni soustavy. Nejprve uvazujeme

dvojnasobek prvni rovnice a trojnasobek druhé rovnice.

6x + 4y =92
6x + 9y = 146

o1



Nésledné odecteme od druhé rovnice prvni rovnici, a tim eliminujeme neznamou
x, dostaneme:
5y =55
y=11
Dopocitame neznamou x dosazenim hodnoty y do jedné z rovnic.
3x +22 =46
x=28

Cena ¢okoléady ¢ini 8 K¢ a balic¢ek ofiskt stoji 11 K¢€.

b) Ve druzing je 42 zaka, pricemz chlapct je 0 4 vice nez dévcat. Kolik je ve druziné
divek a kolik chlapci? Zdrojem je uéebnice: Matematika pro 8. ro¢nik zakladni
skoly (SEDIVY et al., 1994, s. 172).

(1) Usudek:
Rozdil 42 — 4 urCuje pocet zaki, z n€hoz vime, Ze polovina jsou dévcata. Proto

divek je (38:2) = 19 a chlapcu je 0 4 vice, tj. 23.

(2) Soustava rovnic:

K feSeni opét vyuZzijeme dvé neznamé x a y.
Pocet chlapcti oznacime pismenem x.
Pocet dévcat oznacime pismenem y.
Znamé udaje vyjadiime soustavou rovnic.
x+y=42
x—y=4
Vyuzijeme kombinované metody, kdy nejprve provedeme secteni rovnic.
2x = 40
x =20
Hodnotu x dosadime do prvni rovnice.
20+y =37
y =17

Ve druziné je 20 chlapcti a 17 dévcat.
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c)

d)

U babicky na zahrad¢ jsou slepice a kocky. Celkem je zde jedenact hlav a tficet dva
noh. Kolik je slepic a kolik je ko¢ek?
(1) Usudek
1 slepice a 1 ko¢ka = 6 noh a 2 hlavy
2 slepice a 2 kocky = 12 noh a 4 hlavy
3 slepice a 3 koc¢ky = 18 noh a 6 hlav
4 slepice a 4 kocky = 24 noh a 8 hlav
5 slepic a 5 koc¢ek = 30 noh a 10 hlav
Zbyvaji dvé nohy a jedna hlava, proto na zahrade¢ je Sest slepic a pét kocek.

(2) Soustava rovnic:

Pocet slepic oznaCime pismenem x.
Pocet kocek oznacime pismenem y.
Pomoci znamych idaj vytvofime dvé rovnice. Prvni rovnice ptedstavuje celkovy
pocet zvitat a druhd rovnice predstavuje celkovy pocet nohou.
x+y=11
2x +4y =32
Pomoci libovolné metody nalezneme hodnoty xay, x =6 ay = 5.

Na zahradé¢ je Sest slepic a pét kocek.

Jirka si zaklada sbirku pavoukt a broukti. Zatim jich m& dohromady jen osm. Na
otazku, kolik ma broukt, odpovédél s usmeévem: ,,Cela moje sbirka méa 54 nohou*
Kolik ma Jirka pavouku a kolik broukti? Zadani je pievzaté z u¢ebnice matematika
pro 8. ro¢nik zakladni $koly (SEDIVY et al., 1994, s. 186).
(1) Usudek:

1 pavouk a 1 brouk = 14 noh a 2 hlavy

2 pavouci a 2 brouci = 28 noh a 4 hlavy

3 pavouci a 3 brouci = 42 noh a 6 hlav
Zbyvaji dvé hlavy a 12 noh, proto zastoupeni pavouka uz nepiipadd k uvahu,
a proto mame 0 dva brouky vice nez pavoukd. Jirka ma ve sbirce tfi pavouky a pét

broukd.
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f)

(2) Soustava rovnic:

Pocet broukii oznac¢ime pismenem x.
Pocet pavouktli oznacime pismenem y.
Vytvotfime ptislusnou soustavu rovnic.
x+y=28
6x + 8y = 54
Pomoci libovolné metody nalezneme hodnoty xay,x =5ay = 3.

Ve sbirce Jirky je pét broukt a tfi pavouci.

Otec je 0 24 let starsi nez jeho syn. Pied Sesti lety byl otec tiikrat tak stary jako syn.
Kolik let je letos otci a kolik synovi? Zadani ptevzato z u¢ebnice Matematika pro
L. ro¢nik gymnazii (SMIDA et al.,1985, s. 109).
(1) ReSeni:
V¢ek otce oznaCime pismenem Xx.
VéEk syna ozna¢ime pismenem y.
Sestavime ptislusnou soustavu rovnic.
x=y+24
x =3y

Vytesime soustavu a ziskadme hodnoty xay,y = 12 a x = 36.
Je dllezité si pozorné piecist zadani a uvédomit si, Ze otec byl pred Sesti lety tiikrat
tak stary jako syn. Proto kazdému musime jesté pficist Sest let, x = 42 ay = 18.

Otci je letos 42 let a synovi 18 let.

Uloha zpocatku 13. stoleti pfipisovana L. Fibonaccimu (1180-1240). Zadani
nalezeno v ucebnici: Matematika pro gymnazia — Rovnice anerovnice
(CHARVAT et al., 2005, s. 116).
Kdosi koupil 30 ptakt za 30 penizi. Za tfi vrabce platil jeden peniz, za dvé hrdlicky
téz jeden peniz, za jednoho holuba dva penize. Kolik ptakt kazdého druhu koupil?
(1) ReSeni:
Pocet vrabcli ozna¢ime pismenem x.
Pocet hrdlicek ozna¢ime pismenem y.

Pocet holubli oznaCime pismenem z.
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9)

Vytvotime prtislusnou soustavu rovnic, kde prvni rovnice ptedstavuje cenu a druha

rovnice pocet ptaka.

X y
4427 =
3+2-+- z =30
x+y+z=30

Z druhé rovnice vyjadiime napt.: x, x = 30 — (y + z) a toto vyjadieni dosadime
do prvni rovnice:

30—(y+2) vy

3 +§+22=30
60— 2y —2z+3y+ 12z =180

y + 10z =120

y =120 - 10z

y=10(12 — 2)

Uvazujme dvé rovnice:

x=30—-(y+2)

y =10(12 — 2)
Hodnotu z zvolime odhadem a zaroven musime uvazovat V piirozenych Cislech.
Hodnota z nemtize byt vétsi nez 12, jelikoz y by nabyvalo zapornych hodnot.
Pokud z se rovna 12 jeproy = 0 a pro x = 18.
Pokud zserovna 11 jeproy = 10 aprox = 9.
Pokud z se rovna 10 jeproy = 20 aprox = 0.
Hodnota z nemize byt mensi nez 10, jelikoz x by nabyvalo zapornych hodnot.
Pro tuto slovni ulohu vyhovuji tfi trojice &isel: (x,y,z) =
(18,0,12),(9,10,11), (0,20,10).
Pokud ptedpokladadme, ze od kazdého druhu koupil asponi jednoho ptéka, je feSenim

pouze trojice (9,10,11), tj. koupil celkem 9 vrabcti, 10 hrdlicek a 11 holubd.

Jestlize zvétsime Citatele zlomku 0 3 a jmenovatele zlomku o 4, vznikne zlomek
2 v .. v . w7
hodnoty 3 Naopak zmensime-li jmenovatele o 1 a ¢itatele 0 3, vznikne cislo 1.

Ktery je to zlomek? Inspirovano uéebnici: Sbirka tloh z matematiky pro SOU
a SOS (HUDCOVA, 1994).
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(1) ReSeni:
Citatele ozna¢ime pismenem x.

Jmenovatele oznacime pismenem y.

x+3 2
y+4:§
x—1

y—3=1

Eliminujeme zlomky.
3x+9=2(y+4)
x—1=y-3
Upravime na jednodussi tvar.
3x—-2y=-1
y=x+2
Vyuzijeme dosazovaci metody.
3x —2(x+2)=-1
3x—2x—4=-1
x=3
Dosadime hodnotu za x.
y=3+2=5

Hledany zlomek je %

h) Tti vesnice K, L, M jsou rozlozeny tak, Ze cesta z K do M ptes L je rovna 12,5 km,
zLdo K ptes M 155km azMdo Lpies K je 9km. Uréete vzdalenosti mezi
jednotlivymi vesnicemi. Zadani pievzato z ucebnice: Sbirka tloh z matematiky pro
SOU a SOS (HUDCOVA, 1994, 5.208).

(1) ReSeni:
(K+L)+(L+M) =125
(L+M)+(M+K)=15,5

M+K)+(K+L)=9
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K + L oznaCime pismenem x
L + M oznaime pismenem y
M + K oznacime pismenem z

Nahradime zavorky neznamymi:

x+y=12,5
y+z=155
z+x=9

Vyuzijeme dosazovaci metody, kdy zposledni rovnice vyjadiime x:
x =9 —zadosadime do prvni rovnice: 9—z +y=12,5. Ztéto rovnice

vyjadiime y: y = 3,5 + z a dosadime do druhé rovnice a vytresime.
35+z+z=15>5
Z=06

Tutu hodnotu dosadime do poslednich dvou rovnic aziskame hodnotu

neznamé xay,x =3ay =9,5.

Vzdalenost z K do L jsou 3 km, z L do M 9,5kmazMdo K 6 km.

S7



6 Zaver
Cilem teoretické Casti prace bylo obecné pojeti 0 soustavach rovnic a jejich zptisoby
feSeni, probirané¢ na zakladnich a stiednich Skolach. Navic jsem cCtenafe seznamila

I S moznosti feSeni soustav pomoci Gauss-Jordanovy elimina¢ni metody a s tim spojeny

maticovy zapis.

Cilem piikladové ¢asti bylo predstavit feSené priklady, na které jsem aplikovala vSechny
metody, uvedené v teoretické ¢asti. U feSenych piikladii bylo mozné vidét srovnani
obtiznosti a ¢asové naro¢nosti vSech metod, doplnéné slovnim komentaiem. Proto si
¢tenat muze zvolit metodu pro feSeni soustav, ktera mu nejvice vyhovovala. Zavérem
byly prezentované slovni ulohy, protoze zakiim Casto Cini pfi sestavovani rovnic velké

obtize. N¢které z nich byly fesené jak s pouzitim soustav, tak i pomoci tsudku.

Pfi zkoumani doporucenych osnov stanovenych ramcové vzdélavacim programem jSou
soustavy rovnic, dle mého nazoru, na skolach probirany v dostate¢ném rozsahu. Dale se
domnivam, ze by mé bakalafské prace mohla byt ndpomocna pii vyuce tohoto tématu na

zakladnich a stfednich Skolach.
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