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Abstrakt

Důkaz je nezbytnou součást́ı matematicky jako vědńıho oboru. Většina ex-

pert̊u na vzděláváńı se shoduje v tom, že neodmyslitelně patř́ı také do výuky

matematiky. Jedńım z typ̊u d̊ukaz̊u, které provázej́ı celou historii dokazováńı,

jsou vizuálńı d̊ukazy, d̊ukazy založené na obrázku. Zcela novou dimenzi do

využit́ı těchto d̊ukaz̊u ve výuce přináš́ı výpočetńı technika. Realizaćı vizuálńıch

d̊ukaz̊u v prostřed́ı dynamického geometrického software vzniká zcela nový

typ digitálńıch vzdělávaćıch materiál̊u, dynamické vizuálńı d̊ukazy. Jejich

použit́ı ve výuce muśı být samozřejmě podloženo náležitým pedagogickým

výzkumem. Tato disertačńı práce přináš́ı kromě teoretického vymezeńı pojmu

dynamický vizuálńı d̊ukaz a jeho zařazeńı do kontextu matematického vzdě-

láváńı na středńı škole také závěry originálńıho pedagogického výzkumu

zaměřeného na osobu učitele matematiky a na plněńı kognitivńıch ćıl̊u při

výuce podporované dynamickými vizuálńımi d̊ukazy.

Práce je rozdělena na dvě hlavńı části. V prvńı části je vymezen po-

jem dynamický vizuálńı d̊ukaz a zasazen do kontextu d̊ukaz̊u v matematice

jako vědńım oboru a v matematice jako předmětu vyučovaném ve škole. Di-

gitálńı komponentou disertačńı práce je autorská kolekce 19 aplet̊u s dyna-

mickými vizuálńımi d̊ukazy vytvořených v programu GeoGebra a přehledně

uspořádaných do tematických kapitol v tzv. GeoGebra knize veřejně do-

stupné na portále geogebra.org. Ve druhé části této práce je popsán výzkum,

který byl zaměřen na využit́ı dynamických vizuálńıch d̊ukaz̊u při výuce ma-

tematiky na středńı škole a na jejich vliv na plněńı kognitivńıch ćıl̊u. Jedná se

o kvalitativńı výzkum, kde metodou byla zvolena př́ıpadová studie zaměřená

na detailńı zkoumáńı učitelky matematiky, která ve svých hodinách dyna-

mické vizuálńı d̊ukazy využ́ıvá. K identifikaci kognitivńıch ćıl̊u byla zvolena

revidovaná Bloomova taxonomie.

Výzkum ukázal, že dynamické vizuálńı d̊ukazy byly v hodinách využity

v mnoha r̊uzných výukových situaćıch a pomáhaly plnit kognitivńı ćıle z vyš-

š́ıch dimenźı Bloomovy taxonomie.

Kĺıčová slova: dynamické vizuálńı d̊ukazy, digitálńı vzdělávaćı materiály,

GeoGebra, kognitivńı ćıle, př́ıpadová studie, Bloomova taxonomie



Abstract

Proof is a necessary part of mathematics as a science branch. Most educati-

onal experts agree that they are inherently part of the teaching of mathema-

tics. One of the types of proof that accompanies the entire history of proving

is visual proof, proof based on a picture. A completely new dimension to the

use of this type of proofs in teaching brings the using of computer. Realizing

visual proof in a dynamic geometric software environment brings a new type

of digital educational materials, dynamic visual proof. Their use in teaching

must, of course, be underpinned by appropriate pedagogical research. In ad-

dition to the theoretical definition of the concept of dynamic visual proof and

its inclusion in the context of mathematical education at secondary school,

this dissertation also brings conclusions of original pedagogical research ai-

med at the person of a mathematics teacher and the fulfillment of cognitive

goals in teaching supported by dynamic visual proofs.

The disertation is divided into two main parts. The first part defines the

concept of dynamic visual proof and is placed in the context of proving in

mathematics as a subject of science and in mathematics as a subject tau-

ght at school. The digital component of the dissertation is a collection of 19

applets with dynamic visual proofs created in the GeoGebra program and

arranged in thematic chapters in the so-called GeoGebra Book, available on-

line on geogebra.org. In the second part of this work is described the research

focused on the use of dynamic visual proofs in secondary school mathema-

tics lessons and their influence on fulfillment of educational objectives. This

is a qualitative research where a case study focused on the detailed study

of a mathematics teacher who uses dynamic visual proofs in her class. To

identify educational objectives, a revised Bloom’s taxonomy was chosen.

Research has shown that dynamic visual proofs has been used in many

different educational situations and helped meet educational objectives from

higher dimensions of the Bloom’s Taxonomy.

Key words: dynamic visual proofs, digital education materials, GeoGebra,

cognitive domain, case study, Bloom’s taxonomy
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3.5.6 Otočeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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1 Úvod

Tato disertačńı práce se zabývá využit́ım dynamických vizuálńıch d̊ukaz̊u ve

výuce matematiky na středńı škole. K tvorbě a prezentaci těchto d̊ukaz̊u je

využ́ıván software dynamické geometrie GeoGebra [103].

Rozvoj poč́ıtač̊u v posledńıch několika desetilet́ıch významně ovlivnil běž-

ný život každého z nás. Poč́ıtače se staly součást́ı naš́ı každodenńı reality.

Vývoj poč́ıtačových technologíı se tak přirozeně odrazil i na metodách vědecké

práce. Dı́ky poč́ıtač̊um je např́ıklad možné zpracovávat mnohonásobně větš́ı

množstv́ı dat, provádět velké množstv́ı výpočt̊u v mnohem kratš́ım čase,

simulovat procesy, jejichž praktická realizace by byla nemožná atp. V mate-

matice se t́ım také otevřely nové možnosti, a to jak v oblasti budováńı mate-

matické teorie, tak i ve výuce matematiky na r̊uzných úrovńıch vzděláváńı.

Použit́ı poč́ıtač̊u v matematice tak mimo jiné přispělo k vyřešeńı problémů,

které byly považovány za př́ılǐs komplexńı, aby se je podařilo vyřešit klasicky.

Jako př́ıklad uved’me Problém čtyř barev [28], tvrzeńı, že každou mapu v ro-

vině lze obarvit nejvýše čtyřmi barvami tak, aby každá dvě sousedńı územı́

měla odlǐsnou barvu. Ačkoli tuto domněnku poprvé vyslovil Möbius v roce

1840, podařilo se ji dokázat až v roce 1976, kdy Kenneth Appel a Wolfgang

Haken k d̊ukazu využili poč́ıtač. Daľśım tvrzeńım, jehož d̊ukaz po stalet́ı

odolával úsiĺı matematik̊u, je tzv. Keplerova domněnka:
”
V trojrozměrném

prostoru nemá žádné uspořádáńı kouĺı stejného poloměru věťśı hustotu než

kubické plošně centrované uspořádáńı“ (obr. 1). Kepler ji v roce 1611 publi-

koval ve své knize Strena sen de nive sexangula1 [35]. Avšak prvńı jej́ı d̊ukaz

zveřejnil až Thomas Hales v roce 1998 [34]. Jednalo se ale o d̊ukaz realizovaný

pomoćı poč́ıtače, který byl tak rozsáhlý a komplikovaný, že ani několikaleté

snažeńı dvanácti recenzent̊u tehdy nedospělo k přesvědčivému ověřeńı jeho

správnosti. Hales proto v roce 2003 založil projekt Flyspeck [93], který si kladl

za ćıl platnost tohoto d̊ukazu prokázat, což se v roce 2014 také podařilo [80].

V matematice poč́ıtače nepřispěly pouze k rychleǰśımu prováděńı větš́ıho

množstv́ı výpočt̊u nebo k dokazováńı matematických vět. Hraj́ı také vý-

znamnou roli v oblasti budováńı matematické teorie. Např́ıklad programy

1Vyšlo také v českém překladu O šestiúhelné sněhové vločce[48].
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Obrázek 1: Kubické plošně centrované uspořádáńı [35]

poč́ıtačové algebry (CAS2), jako jsou např́ıklad Maple [106], CoCoa [102], wx-

Maxima [109], Wolfram Mathematica [108] atp., lze využ́ıt k automatickému

odvozováńı, objevováńı a dokazováńı nových matematických vět [66].

Vývoj poč́ıtačových technologíı zasáhl i oblast vzděláváńı. Velice aktuálńı

a diskutovanou oblast́ı je v tomto ohledu využit́ı informačńıch a komunika-

čńıch technologíı (ICT3) ve výuce. Tento pojem je velice široký a zahrnuje

např́ıklad elektronické učebnice, webové stránky, e-mail, videokonference,

výukový software atd. Jistou podmnožinou ICT, kterou Vańıček [96] nazývá

kognitivńı technologie, jsou technologie, které př́ımo ovlivňuj́ı poznávaćı pro-

ces, čili přisṕıvaj́ı k vlastńımu učeńı a poznáńı. Konkrétně v matematice jsou

to takové typy prostřed́ı, které žák̊um umožňuj́ı zdokonalit jejich matema-

tické dovednosti a d́ıky kterým si bystř́ı své matematické uvažováńı. Obecně

pak do této kategorie patř́ı např́ıklad systémy poč́ıtačové algebry (Maple, Co-

Coa), systémy dynamické geometrie (GeoGebra, Cabri), mikrosvěty (Logo,

Scratch), tabulkové procesory (Excel, Calc), grafické kalkulačky, uzavřená

výuková prostřed́ı, poč́ıtačové laboratoře (Lego Mindstorms), interaktivńı

tabule. V současné době existuje velké množstv́ı a široká rozmanitost těchto

2CAS = Computer Algebra System
3ICT = Information and Communication Technologies
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prostřed́ı. Důležité je i to, že dnes jsou již k dispozici taková prostřed́ı, která

jsou zdarma, a přesto nab́ızej́ı velmi vysokou úroveň kvality. Z r̊uznorodosti

dostupných prostřed́ı plynou i rozmanité možnosti jejich využit́ı ve výuce.

Lze je začlenit jak do r̊uzných fáźı výuky, tak i do r̊uzných matematických

témat.

Jedńım z takových témat, kde lze velice dobře využ́ıt výhod, které mate-

matický software nab́ıźı, je dokazováńı. Existuje několik možnost́ı, jak k této

problematice přistupovat. Např́ıklad CAS, jak již bylo zmı́něno, lze využ́ıt

k automatickému dokazováńı matematických vět [66]. Novým směrem, který

se snaž́ı propojit CAS, DGS4 a automatické dokazováńı je vývoj tzv. TP-

based software5 [62]. Jedńım z hlavńıch d̊uvod̊u, proč experti na matematické

vzděláváńı posledńı dobou obracej́ı svou pozornost t́ımto směrem, je snaha

o vhodné využit́ı princip̊u automatického dokazováńı při výuce matematiky.

Samozřejmě, pro výuku matematiky může být velmi efektivńı i samostatné

použit́ı programů DGS, viz [29, 42]. Jejich potenciál v tomto směru daleko

přesahuje pouhou tvorbu dynamických geometrických konstrukćı. Kĺıčový

význammaj́ı programy dynamické geometrie např́ıklad při vyšetřováńı množin

bod̊u daných vlastnost́ı nebo při verifikaci (ověřeńı platnosti) geometrických

tvrzeńı [30, 32]. Dı́ky možnostem uživatelského programováńı vlastnost́ı dy-

namických obraz̊u a vytvářeńı jejich animaćı pak programy DGS otev́ıraj́ı

cestu k tvorbě a prezentaci dynamických vizuálńıch d̊ukaz̊u [86, 87], kterým

je věnována tato disertačńı práce.

Koncept dynamických vizuálńıch d̊ukaz̊u je př́ıkladem didaktického pro-

středku, jehož vznik i použit́ı jsou neoddělitelně spojeny s poč́ıtačovou tech-

nologíı. Unikátńım zp̊usobem v něm docháźı k propojeńı vizuálńıho d̊ukazu

s prostřed́ım dynamického geometrického software.

Vizuálńı d̊ukazy jsou obrázky či schémata, která pomáhaj́ı pochopit,

proč je nějaké tvrzeńı pravdivé a naznačuj́ı zp̊usob, jakým může být prove-

den formálńı d̊ukaz. Ojedinělou kolekci těchto statických vizuálńıch d̊ukaz̊u

shromáždil Nelsen ve svých publikaćıch Proofs without Words: Exercises in

Visual Thinking a Proofs without Words II: More Exercises in Visual Thin-

king [60, 61]. Dı́ky DGS můžeme přidat těmto obrázk̊um i interaktivitu a dy-

4DGS = Dynamic Geometry Software
5TP = Theorem Prooving. Pro tento typ sotfware zat́ım neexistuje český název.
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namičnost, a tak vytvořit dynamický vizuálńı d̊ukaz, který v porovnáńı se

statickým vizuálńım d̊ukazem ještě lépe zachycuje sled myšlenek, které vedou

ke konstrukci formálńıho d̊ukazu.

Využit́ı matematického software a vizuálńıch dynamických d̊ukaz̊u ve

výuce s sebou přináš́ı nové didaktické situace. Je nutné si uvědomit, že

nestač́ı mı́t k dispozici pouze vhodné výukové materiály a odpov́ıdaj́ıćı tech-

nologické zázemı́, ale velice d̊uležitý v procesu začleňováńı těchto inovaćı do

výuky je připravený učitel [74]. On je t́ım kĺıčovým činitelem, který roz-

hoduje o tom, zda a jak tyto prostředky ve své hodině využije a do které

části výuky je zařad́ı. Je tud́ıž d̊uležité se zaměřit na to, jakým zp̊usobem

k této problematice vyučuj́ıćı přistupuj́ı a jakým směrem by měla být v tomto

ohledu zaměřena jejich př́ıprava a metodická podpora. Výzkum, který byl

realizován v rámci této disertačńı práce, je proto orientován na učitele ma-

tematiky, konkrétně na to, jak jeho pojet́ı výuky bude ovlivněno možnost́ı

využ́ıt dynamické vizuálńı d̊ukazy. Ćılem výzkumu je detailně prozkoumat

a popsat, jakým zp̊usobem učitel přistouṕı k př́ıpravě a realizaci vyučovaćıch

hodin, jestliže jsou mu na př́ıslušná témata poskytnuty dynamické vizuálńı

d̊ukazy, vytvořené v souladu s aktuálńımi poznatky didaktiky matematiky

[37]. Výzkum byl realizován jako kvalitativńı šetřeńı ve formě př́ıpadové stu-

die. Výsledky výzkumu, detailně představené v práci, mohou napomoci k

efektivńımu využ́ıváńı vizuálńıch d̊ukaz̊u jak v př́ıpravě budoućıch učitel̊u,

tak i ve výuce učitel̊u z praxe.

Práce je rozdělena do dvou hlavńıch část́ı. Prvńı je zaměřena na vizuálńı

d̊ukazy, zejména pak na postaveńı těchto d̊ukaz̊u v matematice jako vědńım

oboru a v matematice jako předmětu vyučovaném ve škole. Jedna celá ka-

pitola je věnována také tvorbě vizuálńıch dynamických d̊ukaz̊u v programu

GeoGebra [103]. Je zde také prezentována autorská kolekce 19 aplet̊u s dyna-

mickými vizuálńımi d̊ukazy, které jsou přehledně uspořádány do tematických

kapitol v GeoGebra knize Dynamické d̊ukazy [114], která tak představuje di-

gitálńı doplněk disertačńı práce. Ve druhé části této práce je popsán výzkum,

který byl zaměřen na využit́ı dynamických vizuálńıch d̊ukaz̊u při výuce ma-

tematiky na středńı škole a na jejich vliv na splněńı kognitivńıch ćıl̊u. Jedná

se o př́ıpadovou studii zaměřenou na detailńı zkoumáńı učitelky matematiky,

která ve svých hodinách tyto d̊ukazy využ́ıvá.
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2 Vizualizace

Lidské vńımáńı je velice silně spjato s vizuálńımi vjemy. Mapy, diagramy,

značky, piktogramy - to vše nám slouž́ı k lepš́ı orientaci v běžném životě.

Jeden obrázek může nahradit mnoho slov. Nav́ıc obrázky neznaj́ı jazykové

bariéry. Neńı ovšem jednoduché vytvořit takový obrázek, který by měl sprá-

vnou vypov́ıdaćı hodnotu. Muśı totiž respektovat fakt, že vizualizaci nelze

chápat pouze jako optický proces týkaj́ıćı se oč́ı, ale je to mnohem kom-

plexněǰśı proces zahrnuj́ıćı také aktivitu našeho mozku [33]. Nejde tedy o to,

jak obrázek vid́ıme, ale předevš́ım o to, jak ho pochoṕıme.

Obrázek 2: Anglický kolorovaný překlad Eukleidových Základ̊u z roku 1847.

Důkaz formule (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 [13]

Arcavi [4] definuje vizualizaci jako schopnost, proces a výsledek tvorby,

interpretace, užit́ı a reflexe obrázk̊u, nákres̊u a diagramů v naš́ı mysli, na

paṕı̌re nebo s využit́ım technologíı, k účelu zobrazeńı a předáńı informace,

k zamyšleńı a k rozv́ıjeńı dř́ıve neznámých myšlenek a k prohloubeńı poro-

zuměńı.

Podle Felkla [8] můžeme vizualizaci chápat v neǰsirš́ım významu jako

jakýkoliv postup, při kterém vyjadřujeme nějaké hodnoty nebo vztahy po-

moćı obrázk̊u. V užš́ım slova smyslu chápeme vizualizaci jako proces, který
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Felkel definuje takto:
”
Vizualizace je proces zkoumáńı dat a informaćı po je-

jich převedeńı do grafické podoby. Jej́ım ćılem je, obdobně jako u numerické

analýzy, pochopeńı zkoumaných jev̊u a vniknut́ı do problému. Proto o vizua-

lizaci mluv́ıme těž jako o vizuálńı analýze dat“ [8].

Stejně tak jako v běžném životě, jsou vizuálńı reprezentace také ned́ılnou

součást́ı matematiky. Patř́ı sem předevš́ım grafy, diagramy, schémata, geo-

metrické konstrukce atd. Už od počátku budováńı matematiky jako vědecké

discipĺıny se využ́ıvá tř́ı základńıch výrazových prostředk̊u: přirozený jazyk,

symbolický jazyk a obrázky. Obrázky se v matematice využ́ıvaj́ı ze dvou

hlavńıch d̊uvod̊u. Za prvé, jeden vhodný obrázek dokáže nahradit zdlouhavé

popisy a za druhé, vhodný obrázek může podpořit zd̊uvodněńı či argumen-

taci založené na obrazové představivosti [3]. Matematika je ve školách obecně

považována za jeden z nejobt́ıžněǰśıch předmět̊u. Mareš [56] ṕı̌se, že:
”
Č́ım je

učivo obsahově složitěǰśı, t́ım vyšš́ı je pravděpodobnost, že obrazový materiál

žák̊um při učeńı pomůže.“ Z toho tedy jasně vyplývá, že obrazové materiály

při výuce matematiky hraj́ı velice významnou roli.

Využit́ı obrázk̊u v geometrii bereme jako samozřejmost, ale ne vždy jsou

vizuálńı prostředky v matematice nutně spojeny s geometríı. I v jiných ob-

lastech matematiky může vhodně nakreslený obrázek přinést okamžitý vhled

do daného problému a stát se tak d̊uležitým krokem k jeho vyřešeńı [70].

Např́ıklad při řešeńı kvadratických nerovnic velice často použ́ıváme obrázek,

ve kterém si načrtneme př́ıslušnou parabolu a úlohu řeš́ıme graficky (obr. 3).

Daľśım př́ıkladem mohou být Vennovy diagramy, d́ıky kterým lze řešit rela-

tivně komplikované logické úlohy (obr. 4).

Guzmán [33] považuje d̊uležitost vizualizace v matematice za něco zcela

přirozeného, vzhledem k tomu, jaký je smysl matematiky a jaká je struk-

tura lidského myšleńı. V matematice jde předevš́ım o to, že se člověk snaž́ı

prozkoumat mnoho r̊uzných reálných struktur, a pak je vhodně matemati-

zovat postupem, který lze popsat např́ıklad takto:
”
Nejprve si učińıme ja-

kousi představu o určitých podobnostech zkoumaných reálných objekt̊u. Ta

nás pak vede k abstrakci toho, co maj́ı tyto představy společného. Nako-

nec je podrob́ıme racionálńımu a symbolickému zpracováńı, které nás dovede

k pevnému uchopeńı struktury, která se skrývá za takovými představami.“ [33]

Podle Alsiny a Nelsena [2] je schopnost vizualizovat pro úspěch v ma-
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Obrázek 3: Grafické řešeńı

kvadratické nerovnice

x2 − x− 2 > 0

Obrázek 4: Venn̊uv diagram pro tři

množiny

tematice zásadńı. Stejně tak se ptaj́ı, zda je možné vytvářet matematické

kresby, které by ćıleně pomáhaly student̊um pochopit konkrétńı matema-

tické myšlenky, d̊ukazy či argumety. Zároveň si i odpov́ıdaj́ı, že to lze. Že

je možné vytvořit takové obrázky, které by měly efekt jak pedagogický, tak

matematický [3].

V Čechách je velkým zastáncem vizualizace v matematice Frantǐsek Kuřina,

který ve svém článku Vizuálńı gramotnost jako složka kultury [54] ṕı̌se:
”
O-

brázek v matematice je jev (paralela zjevu v biologii), který je př́ıstupný

našim smysl̊um, zejména zraku, a niternost pak je matematická podstata která

s t́ımto jevem souviśı.“ Kuřina také často zd̊urazňuje d̊uležitost využit́ı vi-

zualizace při výuce matematiky:
”
Vizuálńı př́ıstupy k matematice mohou

kladně ovlivnit výsledky vyučováńı. Obrázky, grafy, schémata, ... jsou nositeli

informace, přisṕıvaj́ı k rozv́ıjeńı představivosti a intuice při řešeńı úloh.“[53]

Ve své knize Matematika jako pedagogický problém [52] odkrývá, jak na vizu-

alizaci pohĺıžely některé české osobnosti spjaté z matematikou. Např́ıklad zde

uvád́ı slova významného českého matematika Eduarda Čecha, který se kdysi

vyjádřil ve stejném smyslu jako Kuřina:
”
Umět úlohu přeložit z řeči slov do

řeči obraz̊u a obráceně, to neńı spjato jenom s určitou partíı učiva, ale s celou

podstatou matematiky – ba dokonce s celou podstatou myšleńı.“ Daľśım cito-

vaným je matematik a filozof Petr Vopěnka, který napsal:
”
Neuznáńı obrázk̊u
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a náčrt̊u za plnohodnotný zp̊usob sdělováńı matematických poznatk̊u to je

d̊usledné trváńı na úplných slovńıch popisech sdělovaných poznatk̊u, výrazně

umrtvuje dynamiku matematického poznáváńı.“ Z myšlenek filozofa matema-

tiky Ladislava Kvasze pak zaujala Kuřinu následuj́ıćı:
”
Geometrické obrázky

nejsou jen psychologickou pom̊uckou, ale d̊uležitým nástrojem konstruováńı

logické struktury matematických teoríı.“

Vizualizace tedy hraje v matematice velice významnou roli. Geometric-

kou představivost a schopnost vizualizovat je proto nutné u student̊u syste-

maticky rozv́ıjet už třeba jen proto, že ji lze využ́ıt při práci v mnoha pro-

feśıch [53]. Nejde však o to, nakreslit jakýkoliv obrázek. Důležité je, nakreslit

správný obrázek. Na jednoduchém př́ıkladě rovnoramenného trojúhelńıku si

ukážeme, jak může odlǐsná geometrická reprezentace ovlivnit př́ıstup k řešeńı

problému [86].

V článku [51] Kuřina prezentuje problém, který byl zadán dvěma sku-

pinám, skupině čerstvých absolvent̊u základńı školy a student̊um učitelstv́ı:

Př́ıklad 1. Vypoč́ıtejte obsah pravidelného dvanáctiúhelńıku vepsaného do

kružnice o poloměru r (obr. 5).

Obrázek 5: Pravidelný dvanáctiúhelńık vepsaný do kružnice

Autor zde poukazuje na to, že jen velice málo student̊u odhalilo, že

trojúhelńıky, ze kterých je pravidelný dvanáctiúhelńık složen, se daj́ı chápat
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jako trojúhelńıky se základnou délky r a výškou 1
2
r (obr. 6), č́ımž by relativně

jednoduše odhalili správné řešeńı S12 = 12 · 1
2
r2 sin 30◦ = 3r2. Vina za tento

deficit je autorem přikládána ńızké matematické kultuře řešitel̊u.

Obrázek 6: Rovnoramenné trojúhelńıky, ze kterých se skládá pravidelný

dvanáctiúhelńık [51]

Když se ovšem zamysĺıme nad t́ım, jakým zp̊usobem jsou žáci sezna-

mováni s problematikou rovnoramenného trojúhelńıku, nebude se zdát výše

uvedený výsledek zas tak překvapivý. V [79] je uvedeno:
”
rovnoramenný

trojúhelńık – trojúhelńık, který má alespoň dvě strany shodné. Dvě shodné

strany tvoř́ı ramena, třet́ı strana je základna trojúhelńıku“ (obr. 7a). Docháźı

zde totiž ke konfliktu standardńıho názvoslov́ı. Zat́ımco u obsahu trojúhelńı-

ku je pojmem
”
základna“ myšlena kterákoliv strana trojúhelńıku vzhledem

k ńıž je známa výška (
”
Obsah trojúhelńıku se rovná základna krát výška

lomeno dvěma“), u rovnoramenného trojúhelńıku je t́ım myšlena pouze ta

strana, která má r̊uznou délku. Při výpočtu obsahu rovnoramenného trojú-

helńıku pak nebývá problém, jestliže je zadána délka základny a k ńı př́ıslušná

výška (obr. 7b). Jiná situace však nastává, jestliže je dána délka ramen a ve-

likost úhlu, který sv́ıraj́ı (obr. 7c). Klasickým řešeńım, které použ́ıvá v tomto

př́ıpadě mnoho žák̊u, je rozděleńı trojúhelńıku př́ıslušnou výškou na dva

pravoúhlé trojúhelńıky, ve kterých pak s využit́ım goniometrických funkćı

vypoč́ıtaj́ı výšku vc = a · cosγ
2
, resp. polovinu základny c

2
= a · sinγ

2
, z Pytha-

gorovy věty ( c
2
)2 = a2−v2c dopoč́ıtaj́ı délku základny (resp. výšky) a nakonec
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s využit́ım známého vzorce S = 1
2
c · vc dostanou požadovaný výsledek. Tento

postup je samozřejmě z formálńıho hlediska naprosto v pořádku, ale je čistě

mechanický.

a) b) c)

Obrázek 7: Rovnoramenný trojúhelńık

Ukažme si nyńı, jak může vhodný nákres změnit náš pohled na problém

a t́ım i ovlivnit složitost řešeńı. Stač́ı když trojúhelńıkem ABC otoč́ıme např.

v rotaci R(A, π − α) (obr. 8a). Rázem máme trojúhelńık, kde základnu ten-

tokrát tvoř́ı jedna ze shodných stran rovnoramenného trojúhelńıku. Jestliže

si zde vyznač́ıme i př́ıslušnou výšku va (obr. 8b) k této straně, můžeme pak

obsah troúhelńıku ABC jednoduše vyjádřit jako S = 1
2
a · a · sinγ = 1

2
a2sinγ.

a) b)

Obrázek 8: Rovnoramenný trojúhelńık

Ačkoli obrázky jsou většinou pokládány za př́ınosnou součást pochopeńı

matematických problémů, je třeba dát si pozor na to, že nejen špatně na-

kreslený obrázek, ale i ten precizně vytvořený nás může uvést v omyl. Upo-
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zorňuje na to i Duval ve svém modelu geometrického myšleńı (viz kapitola

2.2), a proto také v př́ıslušném diagramu zobrazuj́ıćım propojeńı třech ko-

gnitivńıch proces̊u, pod́ılej́ıćıch se na formováńı geometrických poznatk̊u –

vizualizace, konstrukce a dokazováńı, je šipka mezi vizualizaćı a dokazováńım

znázorněna čárkovaně (obr. 11).

Typickým př́ıkladem obrázk̊u, které nás mohou uvést v omyl jsou op-

tické klamy, které využ́ıvaj́ı nedokonalosti lidského zraku. Ale může se jednat

i o obrázky, které na prvńı pohled v sobě skrývaj́ı nějakou záhadu. Hezkou

ukázkou takového zaváděj́ıćıho obrázku je např́ıklad následuj́ıćı matematická

hř́ıčka, kterou údajně objevil Lewis Carrol6 [14].

Uvažujme čtverec velikosti 8 × 8 rozdělený dle obrázku 9a. Kdybychom

si tento čtverec vytiskli a vystřihli, mohli bychom jej přeskládat dle obrázku

9b na obdélńık, který má ovšem rozměry 13 × 5, což odpov́ıdá obsahu 65.

Můžeme tak zdánlivě ze stejných část́ı sestavit dva r̊uzné obrazce, které se

lǐśı velikost́ı svých obsah̊u, což je domnělou záhadou.

(a)

(b)

Obrázek 9: Čtverec 8 × 8 a obdélńık 13 × 5

Podrobněji se tomuto problému věnuje Barrow ve své knize [7], kde ho

zobecňuje na všechny čtverce, které maj́ı délku strany rovnu hodnotě n-tého

členu Fn Fibonacciho posloupnosti (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, . . .). Jestliže

dvě protilehlé strany čtverce rozděĺıme př́ıčkou v poměru Fn−1 : Fn−2, vznik-

nou dva obdélńıky. Deľśı strany větš́ıho z nich také rozděĺıme př́ıčkou, jednu

6vlastńım jménem Charles Lutwidge Dodgson

18



v poměru Fn−1 : Fn−2, protilehlou pak v poměru opačném Fn−2 : Fn−1 a menš́ı

obdélńık přetneme úhlopř́ıčkou, tak jak je naznačeno na obrázku 9a. Tyto

d́ıly pak lze přeskládat na obdélńık o rozměrech Fn−1 × Fn+1. Rozd́ıl ob-

sah̊u uvedeného čtverce a obdélńıku odpov́ıdá takzvané Cassiniho7 rovnici

Fn × Fn − Fn−1 × Fn+1 = (−1)n+1, ze které je vidět, že obsahy každé takto

vytvořené dvojice čtverce a obdélńıku se vždy lǐśı právě o 1. Při sudém n je

o tuto jednotku větš́ı obdélńık a při lichém čtverec.

K vysvětleńı zdánlivého
”
zvětšeńı“ obsahu obrazce při přeskládáńı jeho

d́ıl̊u si můžeme vźıt na pomoc goniometrické funkce. Z nerovnosti tgβ =
3
8
̸= tgα = 5

13
je patrné, že př́ıslušné úhly nejsou shodné. To samé můžeme

(numericky) ověřit např́ıklad pomoćı programu GeoGebra [103]. Narýsujeme-

li v něm daný čtverec a obdélńık i s př́ıslušným rozděleńım na předepsané

části a necháme změřit velikosti vnitřńıch úhl̊u (viz obrázek 10), zjist́ıme,

že př́ıslušné velikosti úhl̊u naměřené ve čtverci a naměřené v obdélńıku si

neodpov́ıdaj́ı.

Obrázek 10: Porovnáńı velikost́ı úhl̊u

Nejen na tomto př́ıkladě je vidět, že ačkoliv obrázky mohou být velkým

pomocńıkem, je třeba je využ́ıvat s obezřetnost́ı.

7Giovanni Domenico Cassini (1625 - 1712) byl italsko-francouzský astronom a mate-

matik
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2.1 Psychologické aspekty vizualizace

Na vizuálńı aspekty v matematice lze aplikovat poznatky moderńı pedago-

gické psychologie týkaj́ıćı se učeńı z obrazového materiálu. V daľśım textu bu-

deme vycházet z Marešovy monografie [56] v ńıž je tématu učeńı z obrazového

materiálu věnována jedna podkapitola. Poznatky zde uvedené lze př́ımo apli-

kovat na téma užit́ı vizuálńıch prvk̊u ve výuce matematiky. Zaměřme se

předevš́ım na následuj́ıćı čtyři funkce obrazového materiálu, které Mareš mezi

jinými zmiňuje: reprezentuj́ıćı, organizuj́ıćı, interpretuj́ıćı a transformuj́ıćı.

Funkci reprezentuj́ıćı maj́ı takové obrázky, které pomáhaj́ı u žák̊u vytvářet

obrazové představy a konkretizovat a souhrnně zobrazovat vztahy a pojmy.

V matematice jsou to např́ıklad grafy, obrázky těles nebo geometrických

obrazc̊u. Organizuj́ıćı funkce obrázku pomáhá ve změně žákových deklara-

tivńıch znalost́ı ve znalosti procedurálńı. Dává již známé věci do souvis-

lost́ı. Může to být např́ıklad obrázek pr̊uběhu experimentu, mapa, vývojový

diagram. V matematice bychom sem mohli zařadit např́ıklad rozkreslený

postup konstrukce. U vizuálńıch d̊ukaz̊u tuto funkci maj́ı statické vizuálńı

d̊ukazy maj́ıćı v́ıce krok̊u (viz např. obrázek 31 na straně 47) a předevš́ım

všechny dynamické vizuálńı d̊ukazy, které v reálném čase ukazuj́ı př́ımou

souvislost počátečńı a koncové fáze d̊ukazu. Úkolem funkce interpretuj́ıćı

je usnadnit žák̊um pochopeńı neznámých pojmů, které jsou pro ně těžko

představitelné. Jedná se bud’ o abstraktńı pojmy, či systémy př́ılǐs malé

(např. atom) nebo velké (např. slunečńı soustava). Matematika se ze své pod-

staty zabývá převážně abstraktńımi pojmy a vztahy mezi nimi, proto většina

obrázk̊u v matematice má funkci interpretuj́ıćı. Funkce transformuj́ıćı má za

ćıl ovlivnit zp̊usob žákova učeńı, to, jakým zp̊usobem zpracovává informace.

Takový obrázek by měl učinit poznatky konkrétněǰśımi a lépe zapamatova-

telnými, měl by tvořit dobře organizovaný kontext, do kterého informace

zapadne a měl by vést k systematickému vybavováńı potřebných informaćı

z paměti. Př́ıkladem takového obrázku je vizuálńı d̊ukaz algebraického vzorce

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2 uvedený na straně 33. Tato vizuálńı reprezentace

známého vzorce pomáhá nejen přesvědčit o jeho platnosti, ale také přisṕıvá

k jeho lepš́ımu zapamatováńı a vybaveńı.

Většina poznatk̊u o obrazových učebńıch materiálech je vztahována k je-
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jich tǐstěné formě. Současný geometrický software však dovoluje využ́ıvat

ve výuce matematiky také digitálńı dynamické vizuálńı d̊ukazy, které na

rozd́ıl od statických materiál̊u přinášej́ı informaci o pohybu a změně zobra-

zených objekt̊u. Interaktivita u učebńıch materiál̊u může mı́t na kognitivńı

procesy pozitivńı vliv, ale je třeba dát pozor, aby žák nebyl zahlcen novými

možnostmi, činnostmi a úkoly, které př́ımo s učeńım nesouviśı. Je zde také

riziko, že samotný pohyb a možnost ovládáńı interaktivńıch učebńıch ma-

teriál̊u odvede pozornost od podstaty jejich sděleńı. Mareš [56] však uvád́ı,

že:
”
Manipulace s obrázkovými prvky rozšiřuje paletu kognitivńıch proces̊u,

a proto se žák nauč́ı v́ıce, než kdyby se d́ıval na statický obrázek.“ Při tvorbě

interaktivńıch materiál̊u je tedy třeba se snažit zvýraznit ty části, které jsou

d̊uležité pro pochopeńı znázorněného učiva a co nejv́ıce zjednodušit ovládáńı

a manipulaci s takovými materiály. Při jejich použit́ı se také muśı zohlednit

vstupńı znalosti a dovednosti žák̊u.

2.2 Duval̊uv model geometrického dokazováńı

Jako nezbytnou součást porozuměńı geometrii uvažoval vizualizaci také fran-

couzský psycholog Raymond Duval. Důkazem významu, který přikládal roli

vizualizace v procesu učeńı je i skutečnost, že tak pojmenoval jeden ze tř́ı

kognitivńıch proces̊u, které se uplatňuj́ı při geometrickém učeńı.

Duval [45] zkoumal geometrii z percepčńıho8 a kognitivńıho hlediska. Při

detailńı analýze geometrických konstrukćı, identifikoval čtyři typy procesu,

který nazývá
”
kognitivńı chápáńı“9:

1. percepčńı chápáńı: to je to, co vńımáme při prvńım pohledu na obrázek

nějaké geometrické situace. Mohou to být části obrazce, které ani nejsou

pro samotnou konstrukci podstatné.

2. sekvenčńı chápáńı: použ́ıvá se při konstrukci geometrického objektu,

nebo když jeho konstrukci popisujeme. V tomto př́ıpadě nezálež́ı na

vńımáńı jednotlivých část́ı geometrického objektu, ale na matematickém

a technickém omezeńı (myšleno např́ıklad prav́ıtko nebo kruž́ıtko, př́ı-

padně základńı konstrukčńı nástroje v matematickém software).

8percepce = proces vńımáńı
9v originále ”cognitive apprehension”
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3. diskurzivńı chápáńı: matematické vlastnosti reprezentované v geome-

trických konstrukćıch nemohou být odhaleny výhradně d́ıky perceptu-

álńımu chápáńı, některé vlastnosti muśı být sděleny ústně.

4. operativńı chápáńı: zahrnuje manipulaci s geometrickým objektem, at’

už mentálńı nebo fyzickou, která může pomoci vyřešit nějaký problém.

Duval uvád́ı, že operativńı chápáńı nemůže být realizováno bez zbylých

třech typ̊u a samozřejmě, že diskurzivńı a percepčńı chápáńı mohou nega-

tivně ovlivnit operativńı chápáńı. Proto Duval doporučuje, aby se jednotlivé

typy chápáńı učily odděleně a že využit́ı poč́ıtač̊u může podporovat nejen

sekvenčńı, ale také operativńı chápáńı.

Výše popsané typy
”
kognitivńıho chápáńı“ se odkazovaly předevš́ım na

geometrické konstrukce. Duval [24] se dále také zabýval geometrickým doka-

zováńım, kde stanovil tři druhy kognitivńıch proces̊u, které naplňuj́ı speci-

fické epistemologické10 funkce. Jedná se o proces vizualizace (vizuálńı repre-

zentace geometrické věty nebo heuristické11 zkoumáńı komplexńı geometrické

situace), proces konstrukce (využit́ı pomůcek nebo geometrického software)

a proces dokazováńı (logický proces pro rozš́ı̌reńı znalost́ı, pro vysvětleńı, pro

d̊ukaz). Duval poukázal na to, že tyto tři procesy mohou fungovat odděleně,

ale jsou spolu úzce spjaty, jak znázornil v diagramu, který je uveden na

obrázku 11. Šipky v tomto diagramu znázorňuj́ı, jak jeden kongnitivńı proces

může podporovat ten druhý. Tečkovaná šipka mezi vizualizaćı a dokazováńım

upozorňuje na fakt, že některé obrázky mohou být klamavé a vést k chybným

závěr̊um.

Duval považuje spolupráci těchto tř́ı proces̊u za bezpodmı́nečně nutnou

pro úspěšné chápáńı geometrie. Problém však vid́ı v tom, jak u žák̊u doćılit

toho, aby dokázali všechny tyto tři procesy propojit. Z jeho výzkumů vyplý-

vaj́ı následuj́ıćı tři zásady, na které by měli učitelé dbát [45]:

1. Každý ze tř́ı druh̊u kognitivńıch proces̊u muśı být budován samostatně.

2. Práci na procesu vizualizace a dokazováńı je potřeba zařadit do školńıho

kurikula.

10epistemologie = teorie poznáńı
11heuristika = teorie řešeńı problémů, řešeńı problémů novým zp̊usobem
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3. Spolupráce všech tř́ı proces̊u může nastat až po práci na jednotlivých

druźıch odděleně.

Obrázek 11: Duval̊uv model geometrického dokazováńı [24]

2.3 Van Hieleho model geometrického myšleńı

Při tvorbě a efektivńım užit́ı vizuálńıch d̊ukaz̊u je potřebné zohledňovat ko-

gnitivńı procesy, které s geometrickým učeńım souvisej́ı. V tomto ohledu se

můžeme opř́ıt o Van Hieleho model geometrického myšleńı.

Holandšt́ı manželé van Hieleovi se zabývali problémy, které měli jejich

žáci při studiu geometrie, a na základě svého pozorováńı formulovali teorii

geometrického myšleńı. Tato teorie definuje pět úrovńı a popisuje vývoj geo-

metrického myšleńı od pouhého rozeznáńı nějakého tvaru až ke schopnosti

napsat formálńı d̊ukaz. Úrovně geometrického myšleńı podle tzv. van Hieleho

modelu jsou následuj́ıćı [57]:

0. úroveň (základńı úroveň) - Vizualizace: Žáci posuzuj́ı geometrické ú-

tvary podle vzhledu, nikoli podle jejich vlastnost́ı. Většinou je po-

rovnávaj́ı s jakýmsi prototypem, který znaj́ı.

1. úroveň - Analýza: Žáci vid́ı jednotlivé geometrické útvary jako soubor

vlastnost́ı. Umı́ tyto vlastnosti určit a pojmenovat, ale nedokáž́ı rozpo-

znat, které z těchto vlastnost́ı jsou d̊uležité k tomu, aby jednoznačně

určili, o který geometrický objekt se jedná.
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2. úroveň - Abstrakce: Žáci chápou vztahy mezi vlastnostmi (jestliže jsou

protěǰśı strany čtyřúhelńıku rovnoběžné, muśı být protěǰśı vnitřńı úhly

shodné) i útvary (čtverec je speciálńı př́ıpad obdélńıku, protože má

všechny vlastnosti obdélńıku). Na této úrovni už žáci mohou vytvářet

smysluplné definice, jejichž pravdivost dokáž́ı obhájit neformálńımi ar-

gumenty. Rozumı́ už logickým d̊usledk̊um a inkluzi v rámci tř́ıd geo-

metrických objekt̊u, jako že čtverec je speciálńım př́ıpadem obdélńıku,

ale úloha a význam formálńı dedukce jim ještě jasná neńı.

3. úroveň - Dedukce: Žáci dokážou sestavit d̊ukaz, chápou roli axiomů

a definic a znaj́ı význam nutné a postačuj́ıćı podmı́nky. Na této úrovni

by měli být žáci schopni sami sestavit (nejen zapamatovat) takové

d̊ukazy, které jsou běžnou součást́ı středoškolského učiva.

4. úroveň - Axiomatizace: Žáci chápou formálńı stránku dedukce a do-

kážou porovnat a naj́ıt rozd́ıly mezi r̊uznými axiomatickými systémy

v geometrii. Rozumı́ použit́ı nepř́ımého d̊ukazu i d̊ukazu kontrapozićı.

Van Hiele také specifikoval následuj́ıćı vlastnosti svého modelu: postup-

nost, pokrok, vnitřńı i vněǰśı, lingvistika, nesoulad. Ty jsou d̊uležité předevš́ım

pro učitele, kteř́ı by měli na základě úkol̊u, které žák̊um dávaj́ı, postupně

zvyšovat jejich úroveň geometrického myšleńı. Uvedené vlastnosti Van Hiele

popsal následuj́ıćım zp̊usobem:

Postupnost. Úrovně geometrického myšleńı jsou uspořádány hierarchicky.

Každý muśı proj́ıt těmito úrovněmi postupně v daném pořad́ı. Pro úspěšné

zvládnut́ı určité úrovně je nezbytně nutné zvládnout strategie úrovńı před-

choźıch.

Pokrok. Postup (či stagnace) z jedné úrovně do vyšš́ı záviśı sṕı̌se na me-

todách a obsahu učiva než na věku. Některé metody mohou pokrok mezi

úrovněmi urychlit, ale žádná nezajist́ı, aby žák některou z úrovńı přeskočil.

Vnitřńı i vnějš́ı. Geometrické objekty, které jsou vnitřně spjaty s jed-

nou úrovńı (např. trojúhelńık jako tvar) přecházej́ı do vyšš́ı úrovně jako

(vněǰśı) objekty podrobované studiu (např. trojúhelńık jako nositel zkou-

maných vlastnost́ı). Na základńı úrovni je vńımán geometrický objekt pouze

z hlediska jeho tvaru, i když každý takový objekt je samozřejmě přesně de-
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finován jeho vlastnostmi. Ale k analýze geometrických objekt̊u a objeveńı

jejich součást́ı a vlastnost́ı docháźı až po dosažeńı 1. úrovně.

Lingvistika. Každá úroveň má své vlastńı lingvistické symboly a systém

jejich vztah̊u. Význam těchto symbol̊u je d̊uležitěǰśı než jejich přesná definice.

Záviśı to na zkušenostech žák̊u, na tom, co si oni pod daným lingvistickým

symbolem představuj́ı.

Nesoulad. Jestliže učitel při výuce použije materiály, obsah učiva, pojmy

atd., které odpov́ıdaj́ı vyšš́ı úrovni, než na které je žák, ten neńı schopen

zachytit myšlenkový proces, který je zde použit a nemůže tak doj́ıt k jeho

vývoji a posunu na daľśı úroveň.

Jak už bylo výše zmı́něno, pokrok do vyšš́ı úrovně nezálež́ı tolik na věku

a zralosti žák̊u, jako sṕı̌se na metodách a instrukćıch, které jsou při výuce

použity. Van Hiele proto také navrhl pět fáźı učeńı, které by měly vést

k tomu, že žáci dosáhnou vyšš́ı úrovně:

1. fáze - Informace/Dotazováńı: V této úvodńı fázi jsou žáci společně

s učitelem zapojeni do dialogu a aktivit týkaj́ıćıch se geometrických

objekt̊u, které budou součást́ı studia v dané úrovni. Jsou prováděna

pozorováńı, kladeny otázky a představen
”
jazyk“ odpov́ıdaj́ıćı dané

úrovni. Ćılem těchto aktivit je, aby učitel zjistil, jaké znalosti už žáci

maj́ı a žáci aby pochopili, jakým směrem se bude daľśı výuka ub́ırat.

2. fáze - Řı́zená orientace: Žáci studuj́ı materiály, které jim učitel pečlivě

připravil. Tyto materiály by měly žák̊um postupně pomoci objevit

vlastnosti nových koncept̊u dané úrovně.

3. fáze - Vysvětleńı: Na základě předchoźıch pozorováńı a zkušenost́ı žáci

diskutuj́ı a vysvětluj́ı sv̊uj formuj́ıćı se pohled na nové struktury. Učitel

pouze pomáhá při volbě vhodného a přesného jazyka, jinak je jeho

role minimálńı.V této fázi se zač́ıná vyjasňovat systém vztah̊u mezi

strukturami odpov́ıdaj́ıćımi dané úrovni.

4. fáze - Volná orientace: Žáci řeš́ı komplexńı úlohy, tj. úlohy s mnoha

kroky, které mohou být řešeny r̊uznými zp̊usoby.

5. fáze - Integrace: Žáci přezkoumávaj́ı a shrnuj́ı své nové poznatky s ćı-

lem zformovat sv̊uj pohled na novou śıt’ objekt̊u a jejich vzájemných
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vztah̊u. Učitel může v této fázi pomáhat sumarizovat, co nového se žáci

naučili. V této fázi už nejsou prezentovány žádné nové poznatky, pouze

se shrnuje to, co se žáci naučili v předchoźıch fáźıch.

Po pr̊uchodu těmito pěti fázemi by měli žáci dosáhnout vyšš́ı úrovně geo-

metrického myšleńı. Na té potom pr̊uchod všemi fázemi zopakuj́ı, s ćılem

posunout se opět o úroveň výše, atd. [18]
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3 Důkazy

Argumentace, ověřováńı a dokazováńı jsou ned́ılnou součást́ı matematiky.

Hraj́ı nezastupitelnou roli nejen při budováńı a systemizaci matematických

pojmů, ale také při porozuměńı matematice a jej́ı interpretaci. Ačkoli jsou

d̊ukazy ned́ılnou součást́ı matematiky, názory na jejich přesnou roli v ńı jsou

i mezi experty r̊uzné.

Z pohledu epistemologie d̊ukaz pro matematiky zahrnuje přemýšleńı o no-

vých situaćıch, soustředěńı pozornosti na signifikantńı aspekty, užit́ı před-

choźıch znalost́ı k vytvořeńı nových cest k novým myšlenkám, uvažováńı

v souvislostech, vytvářeńı domněnek, formulováńı definic, je-li třeba, a tvorbu

validńıch argument̊u [92].

Formálńı d̊ukaz, ve smyslu Hilbertova [39] př́ıstupu, je sekvence jasně

formulovaných tvrzeńı, z nichž posledńı je věta, která je dokázána. Přitom

každé z těchto tvrzeńı je bud’ axiomem, nebo logickým d̊usledkem tvrzeńı

z předchoźıch krok̊u. Uplatněné postupy deduktivńıho usuzováńı jsou nato-

lik zřejmé, že ověřeńı správnosti d̊ukazu může být provedeno prostřednictv́ım

mechanické procedury. Dawson [20] k tomu dodává, že formálńı d̊ukazy se

vyskytuj́ı téměř výhradně v informatice a v matematické logice, předevš́ım

jako objekty studia, na které jsou pak dále aplikovány daľśı, neformálńı, ar-

gumenty. Dawson se však klońı sṕı̌se k tomu, aby byl d̊ukaz považován za

neformálńı argument, jehož účelem je přesvědčit ty, kteř́ı se snaž́ı pochopit,

že určitý matematický výrok je pravdivý a v ideálńım př́ıpadě i vysvětlit,

proč tomu tak je. Pochopeńı d̊ukazu totiž dle něj nezáviśı pouze na tom, zda

je tento d̊ukaz d̊usledně správný, ale také na obecenstvu, kterému je prezen-

tován. I když by mohl někdo namı́tat, že tento pohled je velice subjektivńı,

protože některé argumety, které jsou jednou považovány za přesvědčivé, po-

druhé mohou selhat. Na druhou stranu je třeba si uvědomit, že i d̊usledně

správný d̊ukaz nemuśı být dostatečně přesvědčivý pro ty, kteř́ı nemaj́ı do-

statečnou úroveň matematických znalost́ı.

Podle Hanny [36] mohou mı́t d̊ukazy v matematice následuj́ıćı funkce:

Ověřeńı: Ověřeńı pravdivosti je tradičńı funkce d̊ukazu, kdy je potřeba po-

moćı posloupnosti tvrzeńı, která jsou odvozena s využit́ım logických

pravidel, přesvědčit informované publikum, že dané tvrzeńı nutně plat́ı
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za všech okolnost́ı.

Vysvětleńı: Odpověd’ na otázku ”Proč?”. Vı́ce vhodné jsou d̊ukazy, které

nejen dokážou demonstrovat pravdu dokazovaného tvrzeńı, ale nav́ıc

také pomohou porozumět tomu, proč je toto tvrzeńı pravdivé. Toho lze

dosáhnout t́ım, že jsou při prováděńı d̊ukazu využity předevš́ım dobře

známé vlastnosti matematických objekt̊u. Nav́ıc takový vysvětluj́ıćı

d̊ukaz může čtenáři pomoci pochopit, proč je d̊uležité znát výsledek

tohoto d̊ukazu.

Přesvědčeńı: Odstraněńı pochybnost́ı. Je dobré, když d̊ukaz přesvědč́ı čte-

náře, že dokázal, to co měl. Aby byl d̊ukaz dostatečně přesvědčivý,

měl by j́ıt jakousi středńı cestou mezi naprosto rigorózńımi argumenty

a mezi stručným náznakem logických argument̊u. Měl by být jasný,

kompletńı a bez př́ılǐsných detail̊u.

Systematizace: Daľśı roĺı d̊ukazu je zasazeńı matematických výsledk̊u do

širš́ıho kontextu. Důkaz také může pomoci pochopit strukturu axioma-

tického systému, na kterém je založen.

Objevováńı: Tvorba d̊ukazu může vést k objev̊um nových matematických

výsledk̊u. Ačkoliv odhalováńı nových matematických pravd většinou

mı́vá málo společného s d̊ukazy, může někdy tvorba d̊ukazu být cestou

k novému objevu.

Komunikace: Předáváńı matematických znalost́ı a porozuměńı. Matema-

tici spolu komunikuj́ı prostřednictv́ım prezentováńı a publikováńı ma-

tematických d̊ukaz̊u. Nav́ıc nám může d̊ukaz poodhalit zp̊usob myšleńı

jeho autora. Z historického hlediska nám pak mohou r̊uzné styly d̊ukaz̊u

a r̊uzné úrovně jejich preciznosti odhalit společenský proces sdělováńı

matematických znalost́ı v dř́ıvěǰśıch dobách.

Potěšeńı: Důkaz může vyvolat podobné reakce jako dobré uměńı. Mate-

matici si mysĺı, že některé d̊ukazy jsou ze své podstaty lepš́ı než ty

ostatńı. Souviśı to se schopnost́ı d̊ukazu nejen prokázat, ale také od-

halit, vysvětlit a nakonec přesvědčit. Kromě toho, matematici oceňuj́ı

stručné d̊ukazy. Zejména takové, které jsou úsporné, v tom smyslu, že
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vyžaduj́ı méně předpoklad̊u, než by se na prvńı pohled zdálo. Mate-

matici často mluv́ı o kráse nebo eleganci d̊ukaz̊u. Nejpř́ıjemněǰśı d̊ukaz,

v oč́ıch matematik̊u, je pravděpodobně ten, který je zároveň d̊uležitý,

odhaluj́ıćı, stručný a neočekávaný.

3.1 Vizuálńı d̊ukazy

Při vyučováńı matematice, v publikaćıch, v učebnićıch, ve vzdělávaćıch či

popularizačńıch materiálech se v řadě př́ıpad̊u k dokazováńı využ́ıvá
”
vizu-

álńıch d̊ukaz̊u“, též
”
d̊ukaz̊u beze slov“. Jsou to obrázky či schémata, která

pomáhaj́ı pochopit, proč může být nějaké tvrzeńı pravdivé. Naznačuj́ı ale

také zp̊usob, jakým lze provést formálńı d̊ukaz tohoto tvrzeńı [60, 72].

O roli vizuálńıch d̊ukaz̊u v matematice se stále vedou diskuse. Jedńım

z hlavńıch problémů je to, zda lze tyto vizuálńı reprezentace považovat za po-

mocńıky při dokazováńı, za ned́ılnou součást d̊ukaz̊u, či za d̊ukazy jako takové

[23]. Ačkoliv obrázky či diagramy nás mohou přesvědčit a informovat, je ve-

lice těžké určit, zda lze spolehlivě takovýto vzor zobecnit na všechny př́ıpady.

Stejně jako u jiných typ̊u př́ıklad̊u, obrázek může vypadat přesvědčivě jen

proto, že jsme si dosud nedokázali představit nějaký protipř́ıklad [72].

”
Důkazy beze slov“ nejsou samozřejmě nič́ım novým. Jejich výskyt lze

vysledovat již v dávné minulosti. Např́ıklad v 6. stolet́ı př. n. l. Řekové

z ostrova Aigina použ́ıvali k placeńı stř́ıbrné mince, na jejichž zadńı straně

byl motiv, který můžeme chápat jako geometrický d̊ukaz beze slov rovnosti

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2 (obr. 12). Jedná se tak mimochodem o velice

pěknou ukázku toho, že matematika je součást́ı každodenńıho života už od

dávných dob. Stejný obrázek později, okolo roku 300 př. n. l., použil i Eu-

kleides ve svých Základech, kde jej na rozd́ıl od nás, v souladu s tehdeǰśımi

zvyklostmi, interpretuje čistě geometricky:
”
Když se úsečka libovolně rozděĺı,

čtverec z celé rovná se čtverc̊um z úseček a dvojnásobnému pravoúhelńıku

úsečkami sevřenému“ [26].

Dnes se ve většině matematických učebnic setkáváme předevš́ım s kla-

sickými algebraickými d̊ukazy. Existuj́ı však publikace a webové stránky, na

kterých můžeme nalézt mnoho vizuálńıch d̊ukaz̊u dotýkaj́ıćıch se r̊uzných

matematických témat. Vizualizaci a dokazováńı se také snaž́ı propojit tv̊urci
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Obrázek 12: Řecká drachma [44]

některých matematických programů např. OK Geometry [105], kterému se

podrobněji věnuje kapitola 3.3.2.

V české literatuře najdeme asi nejv́ıce vizuálńıch d̊ukaz̊u v d́ıle Frantǐska

Kuřiny, viz např. [49, 53]. Asi nejznáměǰśı publikace zabývaj́ıćı se
”
d̊ukazy

beze slov“ jsou knihy od Rogera Nelsena [60, 61], které jsou kolekćı vyni-

kaj́ıćıch vizuálńıch d̊ukaz̊u z r̊uzných oblast́ı matematiky. Bohužel, jejich pa-

trnou nevýhodou, jak to tak nevyhnutelně u všech tǐstěných materiál̊u bývá,

je jejich statický charakter. V tomto ohledu maj́ı výhodu r̊uzné specializo-

vané webové stránky, na kterých můžeme nalézt dynamické
”
d̊ukazy beze

slov“. Zaj́ımavý projekt, který nab́ıźı interaktivńı ilustrace mnoha pojmů z

r̊uzných obor̊u je Wolfram Demonstrations Project [97]. V sekci věnované

matematice lze nalézt i řadu velice pěkných dynamických vizuálńıch d̊ukaz̊u.

Daľśı stránku, která nab́ıźı mnoho zaj́ımavých problémů z r̊uzných odvětv́ı

matematiky, některé z nich následované dynamickými vizuálńımi d̊ukazy, je

stránka Cut The Knot [19]. Kolekce 19 vizuálńıch dynamických d̊ukaz̊u vy-

tvořených v rámci této práce je pak zveřejněna na portálu GeoGebraTube

[114].

3.2 Důkazy na středńı škole

Argumentace a dokazováńı a r̊uzné zp̊usoby využit́ı těchto technik ve výuce

matematiky je velice diskutovaným tématem, jak mezi vyučuj́ıćımi, tak mezi

experty na vzděláváńı [37]. V souvislosti s kĺıčovými kompetencemi, které

jsou v současné době považovány za stěžejńı kritéria pro formulováńı ćıl̊u

vzděláváńı, se klade d̊uraz mimo jiné na rozv́ıjeńı kritického myšleńı a schop-
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nost řešit problémy. Matematika d́ıky své deduktivńı povaze dává v tomto

ohledu ideálńı možnost, jak s pomoćı využit́ı d̊ukaz̊u založených na logické

argumentaci postupně, přirozeně a s rostoućı náročnost́ı budovat schopnosti

kritického myšleńı a racionálńıho uvažováńı [9]. Tyto skutečnosti jsou reflek-

továny i v rámcových vzdělávaćıch programech pro základńı a středoškolské

vzděláváńı. Jako př́ıklad uved’me Rámcový vzdělávaćı program pro gymnázia

[73], kde je v pasáži věnované kompetenćım k řešeńı problémů uvedeno:
”
Žák

kriticky interpretuje źıskané poznatky a zjǐstěńı a ověřuje je, pro své tvr-

zeńı nacháźı argumenty a d̊ukazy, formuluje a obhajuje podložené závěry.“

U kompetenćı komunikativńıch:
”
Žák použ́ıvá s porozuměńım odborný jazyk

a symbolická a grafická vyjádřeńı informaćı r̊uzného typu.“ V části věnované

vzdělávaćı oblasti
”
Matematika a jej́ı aplikace“ je hned prvńı sekce nazvána

”
Argumentace a ověřováńı“. Jsou v ńı očekávány tyto výstupy:

”
Žák čte

a zapisuje tvrzeńı v symbolickém jazyce matematiky, už́ıvá správně logické

spojky a kvantifikátory, rozlǐśı definici a větu, rozlǐśı předpoklad a závěr věty,

rozlǐśı správný a nesprávný úsudek, vytvář́ı hypotézy, zd̊uvodňuje jejich prav-

divost a nepravdivost, vyvraćı nesprávná tvrzeńı, zd̊uvodňuje sv̊uj postup a o-

věřuje správnost řešeńı problému.“

Dopad kvalitńı pr̊upravy v argumentaci a ověřováńı sahá daleko za hra-

nice matematiky. Jestliže si žáci uvědomı́, jak d̊uležité je ověřovat r̊uzná tvr-

zeńı týkaj́ıćı se manipulace s č́ısly, může jim to v budoucnu pomoci v mnoha

životńıch situaćıch, např́ıklad odpovědně řešit své osobńı finance [68] nebo

správně interpretovat informace z graf̊u a nenechat se jimi oklamat [47].

Otázkou tedy je, jak k problematice dokazováńı na úrovni středńı školy

přistupovat. Podle Neupera [62] sice nejsou formálńı d̊ukazy adekvátńı pro

mentálńı úroveň žák̊u na středńı škole, rozhodně to však neznamená, že by

se od dokazováńı na středńıch školách mělo úplně upustit. Je pouze třeba

naj́ıt odpov́ıdaj́ıćı úroveň a formu př́ıstupu k výuce d̊ukaz̊u na této úrovni

vzděláváńı, která by respektovala kognitivńı vývoj žák̊u. Ti nejprve chápou

věci tak, jak se jim jev́ı a až postupně se u nich rozv́ıj́ı schopnost abs-

traktńıho myšleńı. Geometrické učivo respektuje tento postupný kognitivńı

vývoj žák̊u. Proto je také dle Jacobse [43] geometrie osvědčený prostředek

pro rozvoj kritického myšleńı, právě proto, že v počátćıch nab́ıźı konkrétńı si-

tuace a nevyžaduje vysokou mı́ru abstrakce. Z myšlenky postupného vývoje
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abstraktńıho myšleńı vycháźı i Van Hiel̊uv model geometrického myšleńı,

který je popsán v kapitole 2.3.

Ve školské matematice je proto třeba proces dokazováńı, tedy i pojem

d̊ukaz, uvažovat z trochu jiné perspektivy. Zat́ımco z pohledu akademické

matematiky je d̊ukaz chápán čistě formálně, jako postup založený na pravi-

dlech matematické logiky, ve školské matematice, kde má d̊ukaz své mı́sto

i v situaćıch, kdy je třeba odstranit pochybnost o platnosti určitého tvrzeńı,

může být d̊ukaz chápán jako
”
úvaha, která všechny přesvědč́ı“ [53]. Ilustraćı

takovéto přesvědčovaćı role d̊ukazu může být např́ıklad d̊ukaz Thaletovy věty

(věta 3.1) znázorněný na obrázku (viz obrázek 13). Jestliže pravoúhlému

trojúhelńıku oṕı̌seme kružnici, stač́ı doplnit poloměr této kružnice, který

spojuje jej́ı střed s vrcholem trojúhelńıku. Pak ze součtu velikosti úhl̊u v zob-

razených trojúhelńıćıch je platnost Thaletovy věty hned patrná.

Věta 3.1. Pro libovolný trojúhelńık ABC plat́ı, jestlǐze vrchol C lež́ı na

kružnici k s pr̊uměrem AB, je ABC pravoúhlý trojúhelńık s přeponou AB.

Obrázek 13: Důkaz Thaletovy věty

Takovéto d̊ukazy mohou být nav́ıc užitečné i jako mnemotechnické pomůcky

[70]. Např́ıklad zapamatováńı si motivu na obrázku 14 nám může později po-

moci vybavit si v př́ıpadě potřeby zněńı algebraického vzorce (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2.
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Obrázek 14: Vizuálńı d̊ukaz algebraického vzorce (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

Právě vizuálńı d̊ukazy, spolu s verbálńı argumentaćı, se často v této roli

ve vzděláváńı uplatňuj́ı. Plńı roli nástroj̊u aktivizace žák̊u t́ım, že je neve-

dou krok po kroku, ale svou podstatou je nut́ı k samostatnému objevu. Dle

poznatk̊u z praxe i četných výzkumů [37] hraje využit́ı r̊uzných zp̊usob̊u

provedeńı d̊ukazu d̊uležitou roli v procesu formováńı schopnosti kritického

myšleńı a porozuměńı roli d̊ukazu v matematice, i když zat́ım neńı zcela

jasné, jakým zp̊usobem propojeńı mezi dedukćı a argumentaćı přesně fun-

guje a je tedy nutné tuto oblast ještě podrobněji prozkoumat.

Jak už zde bylo zmı́něno, argumentace a dokazováńı hraj́ı v matema-

tice a jej́ı výuce nezastupitelnou roli. Kromě toho, že tyto techniky formuj́ı

matematiku jako vědu, slouž́ı také jako prostředek pro předáváńı matema-

tických znalost́ı a procvičováńı logického uvažováńı. Bohužel, praxe uka-

zuje, že většina žák̊u nemá matematické d̊ukazy ráda. Považuj́ı je za obt́ıžné

a zbytečné. Raději matematické větě rovnou věř́ı, než aby ji dokázali. Na

jedné straně je potěšitelné, že žáci d̊uvěřuj́ı svým učitel̊um a informace, které

jim sděluj́ı, považuj́ı apriori za pravdivé, na druhé straně pak je třeba ř́ıci, že

určitý stupeň pochybnost́ı je hnaćı silou poznáńı. A přitom posláńım školńı

výuky by měl předevš́ım být rozvoj kritického myšleńı u žák̊u.

Naj́ıt všechny d̊uvody, proč jsou matematické d̊ukazy u středoškolák̊u ne-

obĺıbené, neńı snadný úkol. Jedńım z těchto d̊uvod̊u mohou být např́ıklad

učebnice, které se k výuce použ́ıvaj́ı. Ty většinou obsahuj́ı algebraické d̊ukazy

a to jak u algebraických vět, tak i u vět geometrických. Přitom algebraické
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myšlenky často maj́ı i přirozené geometrické reprezentace [72]. Pro každou

matematickou myšlenku či vlastnost lze naj́ıt mnoho r̊uzných obrázk̊u, které

potvrzuj́ı jej́ı platnost. Každý si z nich může vybrat tu alternativu, která se

pro jeho účel, či pro úroveň žák̊u nejlépe hod́ı [3]. Kuřina k tomu ve svém

článku [50] ṕı̌se:
”
Formálně logickým zd̊urazňováńım charakteru d̊ukazu jako

posloupnosti implikaćı lze stěž́ı přesvědčit studenty, když nav́ıc věd́ı, že im-

plikace nevyjadřuje žádnou věcnou souvislost předpokladu a tvrzeńı. Hledáńı

d̊ukazu je věćı intuice, nikoliv věćı logiky.“

Mezi daľśı faktory, které by mohly obĺıbenost d̊ukaz̊u ovlivnit, patř́ı osob-

nost učitele a zp̊usob prezentace d̊ukazu, např́ıklad zda jsou při ńı využity

možnosti digitálńıch technologíı.

At’ už zde ale zmı́ńıme cokoli, je jasné, že kĺıčovým faktorem ve zvýšeńı

zájmu student̊u o dokazováńı je jejich motivace [38]. Jednou z možnost́ı, jak

žáky motivovat k dokazováńı může být to, že jim ukážeme, že ani v ma-

tematice neńı vše tak, jak se zdá. Můžeme k tomu využ́ıt třeba př́ıklad̊u

s
”
jasným“ řešeńım. Jsou to takové typy úloh, u kterých se zdá řešeńı na

prvńı pohled zřejmé, ale ve skutečnosti je výsledek jiný.

Pěknou ukázkou takového př́ıkladu je třeba Euler̊uv polynom P (x) = x2+

x+ 41, který pro celá č́ısla x zdánlivě generuje prvoč́ısla: P (0) = 41, P (1) =

43, P (2) = 47, P (3) = 53, P (4) = 61, ..., ale po zevrubněǰśım zkoumáńı to-

hoto výrazu lze odhalit, že toto zdáńı je mylné, protože ho lze vyjádřit jako

p(x) = x(x+1)+41. Po dosazeńı 40 lze tedy psát P (40) = 40·41+41 = 41·41,
nebo-li že P (40) = 1681 = 41 · 41, což je č́ıslo složené.

Daľśı př́ıklad můžeme uvést nejen jako motivaci k dokazováńı, ale také

jako ukázku toho, jak jsou v matematice d̊uležité přesné formulace. Neúplné

zadáńı totiž může vést k r̊uzným interpretaćım a t́ım i k rozd́ılným výsledk̊um.

Př́ıklad 2. Které č́ıslo bude následovat: 1, 2, 4, 8, 16,. . . ?

Jestliže zadáme tento úkol žák̊um, zřejmě se po chv́ıli shodnou na tom,

že hledaným č́ıslem je 32, protože každé z č́ısel je vždy dvojnásobkem toho

předchoźıho. To je samozřejmě jedna z možných odpověd́ı. Můžeme se pak

tedy zeptat, zda by je napadlo ještě jiné řešeńı. Pak jim ukážeme, že daľśım

řešeńım může být č́ıslo 31, což vyplývá z následuj́ıćıho př́ıkladu.

Př́ıklad 3. Zvolte na kružnici n bod̊u. Navzájem je spojte tak, aby se v každém
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bodě prot́ınaly nejvýše dvě tětivy. Na kolik část́ı, v závislosti na n, je rozdělen

kruh ohraničený touto kružnićı (v závislosti na n)?

Jestliže zvoĺıme pouze jeden bod, nelze sestrojit tětivu, proto dostáváme

pouze 1 část - celý kruh. Pro dva body máme jednu tětivu, která nám rozděĺı

kruh na 2 části, tři body - tři tětivy - 4 části, čtyři body - šest tětiv - 8 část́ı,

pět bod̊u - deset tětiv - 16 část́ı a pro šest bod̊u - patnáct tětiv - dostaneme

část́ı 31, nikoli 32, jak by mohl někdo očekávat (viz obrázek 15).

Obrázek 15: Tětivy [69]

3.3 Důkazy a software

Významný př́ınos pro dokazováńı v matematice mělo zajisté zavedeńı po-

č́ıtač̊u. Zat́ımco CAS a DGS, jsou dnes v matematickém vzděláváńı plně

akceptovány, pozornost se obraćı k možnostem implementace nástroj̊u auto-

matického odvozováńı a dokazováńı geometrických vět do těchto programů

[66]. Ačkoliv je př́ınos automatického dokazováńı pro matematiku evidentńı,

otázkou stále z̊ustává, jak tuto metodu vhodně využ́ıt při výuce matematiky

[62].

Ke tvorbě dynamických vizuálńıch d̊ukaz̊u, kterými se zabývá tato práce,

jsou využ́ıvány dynamické geometrické programy. Tento druh software nejenže

umožňuje rychleǰśı a přesněǰśı rýsováńı, ale zásadně změnil pohled na to,

co je geometrický objekt. Hlavńı roli v tomto ohledu hraje funkce tažeńı12,

kdy může být pohybováno volným objektem, a docháźı tak během krátké

chv́ıle k zobrazeńı mnoha r̊uzných geometrických situaćı. Dı́ky této okamžité

zpětné vazbě a objekt̊um, které při tažeńı vznikaj́ı, představuje DGS vhodné

12

”
dragging“
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prostřed́ı pro vytvářeńı hypotéz o geometrických objektech a tak vede k si-

tuaćım podporuj́ıćım dokazováńı. Konkrétněji lze ř́ıci, že d́ıky svým funkćım

může systém dynamické geometrie svému uživateli zprostředkovat přirozený

přechod od prosté argumentace k matematickému d̊ukazu.

3.3.1 GeoGebra

Dynamické vizuálńı d̊ukazy, které jsou součást́ı této disertačńı práce jsou

vytvořeny v programu GeoGebra [103]. Tento program je většinou řazen mezi

dynamické geometrické programy. Avšak vzhledem k neustálému rozšǐrováńı

a vylepšováńı jej́ı možnosti daleko přesahuj́ı rámec programů tohoto typu.

Dı́ky všem svým modul̊um propojuje geometrii 2D i 3D, algebru, pravděpo-

dobnost, tabulkový procesor a grafy.

Tento software je mezi učiteli matematiky poměrně známý, je však jimi

stále ještě využ́ıván předevš́ım k výuce planimetrie nebo funkćı. Přitom lze

GeoGebru využ́ıt daleko š́ı̌reji. Mimo jiné také k dokazováńı matematických

vět. Z mnoha nástroj̊u, které GeoGebra nab́ıźı, můžeme využ́ıt např́ıklad

Vztah mezi objekty k verifikaci nějakého matematického tvrzeńı, které později

dokážeme. Co se týče možnost́ı r̊uzných prostřed́ı, která jsou v GeoGebře

k dispozici, tak např́ıklad prostřed́ı CAS lze využ́ıt k poč́ıtačovému alge-

braickému d̊ukazu a prostřed́ı Nákresny k tvorbě dynamického vizuálńıho

d̊ukazu. Protože jsou všechna prostřed́ı v GeoGebře vzájemně propojena,

můžeme také po dosazeńı konkrétńıch hodnot algebraický d̊ukaz z prostřed́ı

CAS propojit s Nákresnou a algebraické vyjádřeńı reprezentovat i graficky.

Algoritmy automatického dokazováńı matematických vět se ted’ zač́ınaj́ı

uplatňovat v nástroj́ıch pro vyšetřováńı množin bod̊u daných vlastnost́ı.

Poměrně nová je např́ıklad schopnost samostatného výpočtu rovnice množiny

z daných podmı́nek.

Konkrétńı využit́ı GeoGebry při dokazováńı si ukážeme na problému Rou-

thovy věty. Routhovou větou [76] rozumı́me následuj́ıćı tvrzeńı, které ve své

knize Treatise on Analytical Statics with Numerous Examples [75], poprvé vy-

dané v roce 1891, publikoval (na str. 82) anglický matematik Edward John

Routh [63].
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Věta 3.2. Necht’ D,E, F jsou v uvedeném pořad́ı vnitřńı body stran BC,CA

a AB trojúhelńıku ABC (viz obr. 16). Poměry jejich vzdálenost́ı od krajńıch

bod̊u př́ıslušných stran nazvěme |CD|
|BD| = x, |AE|

|CE| = y, |BF |
|AF | = z. Dále označ́ıme

P,Q,R pr̊useč́ıky dvojic úseček AD,BE a CF (tzv. ceviány) takto: P ∈
AD ∩ CF,Q ∈ AD ∩ BE,R ∈ BE ∩ CF . Potom poměr obsah̊u trojúhelńık̊u

PQR a ABC je dán výrazem:

(xyz − 1)2

(xy + y + 1)(yz + z + 1)(zx+ x+ 1)
(1)

Obrázek 16: Routhova věta

Věta je v [75] uvedena bez d̊ukazu. Vzhledem k jej́ımu atraktivńımu ob-

sahu a speciálńım př́ıpad̊um (mimo tzv. Feynmanova trojúhelńıku, kterému

se budeme věnovat ńıže, zmiňme ještě, že speciálńım př́ıpadem Routhovy

věty je Cevova věta, která ř́ıká, že př́ımky AD,BE,CF (obr. 16) maj́ı

společný právě jeden bod, jestliže xyz = 1) j́ı však byla věnována daľśı

pozornost a do současnosti byly publikovány r̊uzné d̊ukazy. Např́ıklad Co-

xeter uvád́ı v [17] d̊ukaz využ́ıvaj́ıćı barycentrické souřadnice, na stránce

http://en.wikipedia.org/wiki/Rouths theorem [76] je pak uveden d̊ukaz vy-

už́ıvaj́ıćı Menelaovu větu. Pech ve své publikaci [67] uvád́ı nejen klasický

d̊ukaz, ale také d̊ukaz poč́ıtačový s využit́ım software CoCoA [102].

Zde si uvedeme symbolický d̊ukaz, k jehož realizaci výhodně využijeme

prostřed́ı CAS programu GeoGebra. Důkaz je svou podstatou založen na

středoškolském učivu analytické geometrie, konkrétně využ́ıvá parametrické

37



vyjádřeńı a obecnou rovnici př́ımky dané dvěma body, výpočet pr̊useč́ıku

dvou př́ımek a výpočet obsahu trojúhelńıku ze souřadnic jeho vrchol̊u. Sa-

motné provedeńı d̊ukazu je však pro středoškolského studenta neúměrně

náročné. Také proto, že neovládá efektivńı postupy realizace potřebných

výpočt̊u, např́ıklad využit́ı determinantu. Ukážeme si, že program GeoGebra

může být vhodným nástrojem, jehož použit́ı tuto náročnost eliminuje a do-

voluje student̊um soustředit se na geometrickou podstatu d̊ukazu.

Důkaz provedeme pro trojúhelńık ABC umı́stěný do soustavy souřadné

dle obrázku 17. Pak můžeme vyjádřit souřadnice jeho vrchol̊u A = [0, 0],

B = [k, 0], C = [l,m], viz řádky 1 až 4 v zápisu kódu řešeńı v prostřed́ı CAS

programu GeoGebra na obr. 18.

Obrázek 17: Obrázek k d̊ukazu v prostřed́ı CAS v GeoGebře

Označ́ıme-li |BF |
|AF | = p, |CD|

|BD| = q, |CE|
|AE| = r (pro potřeby zpracováńı v pro-

gramu GeoGebra jsme mı́sto proměnných x, y a z z věty 3.2 použili proměnné

p, q a r), můžeme body F, D, E zapsat s pomoćı vrchol̊u trojúhelńıku ABC

a vektor̊u jeho stran jako F = A+ 1
p+1

(B −A), D = (B −A) + 1
q+1

(C −B),

E = (C − A) + 1
r+1

(A− C), viz řádky 5 až 7 na obr. 19.

V daľśım kroku, jehož záznam vid́ıme na řádćıch 8 až 10 na obr. 20,

vypoč́ıtáme obecné rovnice př́ımek AD, BE a CF (vzhledem k jejich roli

v Cevově větě se obvykle nazývaj́ı
”
ceviány“). Využijeme při tom deter-

minanty, tak, že např́ıklad př́ımka AD, kde A = [a1, a2], D = [d1, d2], má
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Obrázek 18: Routhova věta - d̊ukaz v CAS (1. část) [133]

Obrázek 19: Routhova věta - d̊ukaz v CAS (2. část) [133]

obecnou rovnici ∣∣∣∣∣∣ x− a1 y − a2

d1 − a1 d2 − a2

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Vrcholy P,Q a R vnitřńıho trojúhelńıku (viz obr. 16) pak vypoč́ıtáme

jako pr̊useč́ıky těchto cevián̊u. V prostřed́ı CAS programu GeoGebra k tomu

použijeme př́ıkaz Reseni. Řešeńı př́ıslušných soustav lineárńıch rovnic nám

dávaj́ı souřadnice těchto pr̊useč́ık̊u, jak je provedeno na řádćıch 11 až 13 na

obr. 21.
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Obrázek 20: Routhova věta - d̊ukaz v CAS (3. část) [133]

Obrázek 21: Routhova věta - d̊ukaz v CAS (4. část) [133]

Nyńı vyjádř́ıme obsahy trojúhelńık̊u ABC a PQR. Využijeme k tomu

opět determinant. Tak, že např́ıklad obsah trojúhelńıkuABC, kdeA = [a1, a2],

B = [b1, b2] a C = [c1, c2], je dán hodnotou výrazu

SABC =

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ b1 − a1 b2 − a2

c1 − a1 c2 − a2

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ .

V kódu řešeńı v GeoGebře nejprve definujeme př́ıslušné matice ABC a PQR

(viz řádky 14 až 15 na obr. 22), potom spoč́ıtáme jejich determinanty (viz

řádky 16 až 17).
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Obrázek 22: Routhova věta - d̊ukaz v CAS (5. část) [133]

Nakonec vypoč́ıtáme pod́ıl obsah̊u trojúhelńık̊u PQR a ABC. Po úpravě

výsledku př́ıkazem Rozklad dostáváme výraz (viz řádek 19 na obr. 23), který

je (až na použité proměnné) identický s výrazem 1 v Routhově větě. T́ım je

tato věta dokázána.

Obrázek 23: Routhova věta - d̊ukaz v CAS (6. část) [133]

Když do výsledného výrazu dosad́ıme za p, q a r stejný parametr, např́ıklad

f, jak vid́ıme na řádku 20 na obr. 24, dostaneme zobecněńı problému Feyn-
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manova trojúhelńıku, kterým se zabývaj́ı následuj́ıćı odstavce. Pro f = 2

pak dostáváme hodnotu 1
7
, která odpov́ıdá př́ımo tvrzeńı o Feynmanově

trojúhelńıku (viz řádek 21 na obr. 24).

Obrázek 24: Routhova věta - d̊ukaz v CAS (7. část) [133]

Jak již bylo zmı́něno, speciálńı př́ıpad Routhovy věty, který si vysloužil

zvláštńı pozornost, dostaneme, když do výrazu 1 ze strany 37 za x, y i z

dosad́ıme 2. Hodnota tohoto výrazu je pak rovna 1
7
. Routhovu větu pak

můžeme přeformulovat následovně:

Věta 3.3. Mějme libovolný trojúhelńık v rovině. Jestlǐze každý jeho vrchol

spoj́ıme s bodem, který lež́ı v jedné třetině protilehlé strany, pak trojúhelńık

tvořený těmito spojnicemi má obsah o velikosti jedné sedminy obsahu p̊uvod-

ńıho trojúhelńıku (obrázek 25).

Obrázek 25: Feynman̊uv trojúhelńık v obecném trojúhelńıku

Tuto větu lze nalézt v r̊uzných publikaćıch, např́ıklad v [17, 81]. Nejv́ıce

ji však asi proslavil držitel Nobelovy ceny za fyziku Richard Feynman, který
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se dle historky uvedené v [15] během jedné společenské večeře seznámil s tvr-

zeńım uvedeným ve větě 3.3 a pokoušel se jeho pravdivost celý večer vyvrátit.

Mı́sto toho se mu však podařilo dokázat jeho pravdivost pro rovnostranný

trojúhelńık. Avšak d́ıky tomu, že každý obecný trojúhelńık lze uvažovat

jako afinńı obraz nějakého rovnostranného trojúhelńıku [110], už pak ne-

bylo těžké větu dokázat pro trojúhelńık obecný. Dı́ky této historce se pro

př́ıslušný vnitřńı trojúhelńık UVW z obrázku 25 ujalo označeńı Feynman̊uv

trojúhelńık.

Důkaz. věty 3.3 (d̊ukaz dle Feynmana [15])

Necht’ trojúhelńık ABC je rovnostranný a plat́ı, že AB = BC = AC = 3. Pak

C ′B = 1 (obrázek 26). Dle kosinové věty plat́ı CC ′2 = 32+1−6 cos 60◦ = 7.

Trojúhelńıky CBC ′ a BUC ′ jsou podobné dle věty uu, protože maj́ı jeden

společný úhel ( ̸ UC ′B = ̸ BC ′C) a ze shodnosti trojúhelńık̊u AB′B a BC ′C

vyplývá, že ̸ UBC ′ = ̸ BCC ′. Pak tedy C ′U = 1√
7
, BU(= CV ) = 3√

7
a

také V U =
√
7 − 1√

7
− 3√

7
= 3√

7
. Ze symetrie pak vyplývá, že UVW je

také rovnostranný trojúhelńık se stranami o délce 1√
7
délky stran trojúhelńıku

ABC. Proto SUVW = 1
7
SABC.

Obrázek 26: Rovnostranný trojúhelńık s Feynmanovým trojúhelńıkem

Tento Feyman̊uv d̊ukaz využ́ıvá pouze kosinové věty a podobnosti troj-

úhelńık̊u, což jsou znalosti, které jsou běžně součást́ı středoškolského učiva.

Proto by jistě bylo možné použ́ıt tento speciálńı př́ıpad věty 3.3 pro rovno-

stranný trojúhelńık včetně jej́ıho d̊ukazu při výuce matematiky na středńı
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škole a seznámit tak žáky s daľśı zaj́ımavou vlastnost́ı trojúhelńıku. Nav́ıc

bychom znalosti Routhovy věty mohli využ́ıt při d̊ukazu tvrzeńı, že těžnice

se prot́ınaj́ı právě v jednom společném bodě. V tom př́ıpadě bychom postu-

povali deduktivně a odvodili, že jestliže body A′, B′, C ′ lež́ı ve středech stran

trojúhelńıku ABC, pak velikost obsahu trojúhelńıku UVW je rovna nule.

Několik klasických d̊ukaz̊u věty 3.3 je uvedeno v článku [15]. My si zde

ukážeme, jak lze do dokazováńı věty 3.3 zapojit software GeoGebra. V před-

choźım př́ıpadě jsme využili prostřed́ı CAS pro symbolický d̊ukaz Routhovy

věty. Protože tvrzeńı o Feynmanově trojúhelńıku je speciálńım př́ıpadem

Routhovy věty, vyplývá jeho pravdivost př́ımo z d̊ukazu této věty, jak vid́ıme

na obr. 24. Aplet s t́ımto d̊ukazem je součást́ı GeoGebra Knihy [121] obsa-

huj́ıćı kolekci aplet̊u doplňuj́ıćıch tuto práci.

Obrázek 27: Důkaz v CAS a v Nákresně [122]

Nyńı si ukážeme daľśı vynikaj́ıćı vlastnost GeoGebry a to tu, že umožňuje

propojit prostřed́ı CAS s Nákresnou. Lze tedy t́ımto zp̊usobem algebraické

vyjádřeńı zároveň reprezentovat i graficky. Konkrétně u prezentovaného př́ı-

kladu můžeme parametry k, l,m reprezentovat jako posuvńıky, měnit tak

jejich hodnoty a sledovat na nákresně, jak se př́ıslušné geometrické objekty

měńı v závislosti na změnách těchto hodnot (viz obr. 27). Jistěže v tomto
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př́ıpadě už nelze hovořit př́ımo o matematickém d̊ukazu v pravém slova

smyslu, jelikož zde parametry nabývaj́ı pouze určitých hodnot, ale hlavńı

př́ınos zde tkv́ı právě v propojeńı algebraické a vizuálńı reprezentace ma-

tematického problému. Jedná se tedy o vizualizaci postupu algebraického

d̊ukazu pro konkrétńı avšak libovolně volitelné hodnoty parametr̊u.

Nákresnu v GeoGebře můžeme k podpoře dokazováńı využ́ıt i bez propo-

jeńı s prostřed́ım CAS. Nejprve si ukážeme, jak lze verifikovat tvrzeńı o Fey-

nmanově trojúhelńıku. Sestroj́ıme v Nákresně dle věty 3.3 oba trojúhelńıky

a necháme GeoGebru (numericky) určit poměr jejich obsah̊u.

Výhodou GeoGebry je, že jestliže vytvoř́ıme trojúhelńık (respektive jaký-

koliv mnohoúhelńık), automaticky je mu přǐrazen název a hodnota udávaj́ıćı

velikost jeho obsahu. S t́ımto údajem můžeme dále pracovat jako s proměnnou.

Jestliže si pojmenujeme trojúhelńık ABC (obr. 28) názvem velky a trojúhel-

ńık UVW názvem maly a vytvoř́ıme si pomocnou proměnnou pomer, které

přǐrad́ıme hodnotu maly/velky, pak text, který bude nad trojúhelńıkem (viz

žlutý rámeček na obrázku 28), zadáme do okna Úpravy, které se nám otevře

při výběru nástroje Text, př́ıkazem:

\frac{S {UVW}}{S {ABC}}=\frac{maly}{velky}=IracionalniText[pomer].

Obrázek 28: Verifikace Feynmanova trojúhelńıku v GeoGebře [125]
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Proměnné maly, velky, pomer zde muśı být vloženy jako objekty a do

okénka k proměnné pomermuśıme připsat funkci IracionalniText[], aby se

nám výsledná hodnota nezobrazila jako desetinné č́ıslo, ale ve tvaru zlomku.

Jestliže bychom chtěli GeoGebru k verifikaci využ́ıt při výuce, je d̊uležité

žák̊um zd̊uraznit, že se nejedná o d̊ukaz a vysvětlit také, jaký je rozd́ıl

mezi verifikaćı v DGS a d̊ukazem. Že verifikace je pouze jakési numerické

ověřeńı, že určitá vlastnost za určitých podmı́nek plat́ı. Bez d̊ukazu však

nelze toto pravidlo považovat za obecné. Můžeme na jej́ım základě vyslovit

domněnku, kterou následně dokážeme, či vyvrát́ıme. V této souvislosti je

lepš́ı nepředkládat žák̊um již hotový aplet s verifikaćı, ale zapojit je do jeho

vytvářeńı, aby si lépe dokázali uvědomit, na jakém principu toto ověřeńı

funguje.

(a)
(b)

(c) (d)

Obrázek 29: Dynamický vizuálńı d̊ukaz Feynmanova trojúhelńıku [123].

Posledńı dva uvedené d̊ukazy věty 3.3 jsou dynamické vizuálńı d̊ukazy.

Prvńı zde uvedený dynamický vizuálńı d̊ukaz Feynmanova trojúhelńıku (obr. 29)

je založen na d̊ukazu beze slov, který je uveden na straně 17 v knize Rogera

Nelsena Proofs without Words II: More Exercisesin Visual Thinking [61].

Zde je velice hezky vidět výhoda dynamického prostřed́ı. To, co muśı být

ve statické podobě zachyceno několika obrázky (jak je vidět ve zmiňované
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knize [61] nebo i na obrázku 29) lze v softwaru dynamické geometrie zachytit

v jediném apletu [123].

Obrázek 30: Feynman̊uv trojúhelńık v trojúhelńıkové śıti

Obrázek 31: Vizuálńı d̊ukaz Feynmanova trojúhelńıku [81]

Druhý dynamický vizuálńı d̊ukaz (obr. 32) je založen na zakresleńı celého

problému Feynmanova trojúhelńıku do trojúhelńıkové śıtě (obr. 30). Zá-

kladńım stavebńım kamenem této śıtě je právě ten vnitřńı (Feynman̊uv)

trojúhelńık, jehož poměr obsahu ku obsahu celého trojúhelńıku je předmětem

d̊ukazu. Př́ımky tvoř́ıćı tuto śıt’ rozděĺı trojúhelńık na několik část́ı, které

když vhodně přesuneme, tak jak je to naznačeno na obrázku 31 z knihy [81],

dostaneme sedm trojúhelńık̊u, které jsou shodné a maj́ı stejnou velikost jako

vnitřńı (Feynman̊uv) trojúhelńık. T́ım je dokázáno, že jeho obsah je roven

jedné sedmině obsahu p̊uvodńıho trojúhelńıku. Stejně tak jako u předchoźıho
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Obrázek 32: Jednotlivé fáze dynamického vizuálńıho d̊ukazu Feynmanova

trojúhelńıku [124].

d̊ukazu, i zde je vidět, jak dynamika pomáhá k lepš́ımu pochopeńı vizuálńıho

d̊ukazu.

3.3.2 OK Geometry

Jedńım z programů, který by mohl pomáhat student̊um při tvorbě d̊ukaz̊u

geometrických vět, je OK Geometry [105]. Tento volně dostupný software,

vyv́ıjený slovinským vysokoškolským učitelem Zlatanem Magajnou, umı́ ana-

lyzovat geometrické konstrukce. Zkoumané konstrukce mohou být impor-

továny z programů GeoGebra [103], Cabri [100], Cinderella [101], JGEX

[104] nebo Sketchometry [107] nebo vytvořeny v interńım geometrickém edi-

toru, který je součást́ı programu. OK Geometry v nich dokáže na základě

numerických výpočt̊u odhalit r̊uzné vztahy a závislosti mezi geometrickými

objekty. Těmito objekty mohou být body, př́ımky, úhly a kružnice. Seznam

vlastnost́ı, které nám OK Geometry poskytne je velice široký – body lež́ıćı

na jedné př́ımce, shodné trojúhelńıky, rovnoběžné a kolmé př́ımky apod.

(obr. 34). Z těchto vztah̊u je možné si vybrat pouze ty, které nás zaj́ımaj́ı

a seřadit je do námi požadovaného pořad́ı. Každý vztah je zde matema-

ticky zapsán, ale je také vizualizován a barevně vyznačen v konstrukci.

Tyto obrázky jsou sice statické, ale jejich posloupnost může naznačovat směr

myšlenek, které by měly vést k samotnému d̊ukazu (obr. 34). Nav́ıc lze k
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jednotlivým obrázk̊um napsat i komentář, takže ve výsledném reportu, který

je zde realizován ve formě webové stránky nebo dokumentu ve formátu pdf

či docx, můžeme mı́t vedle sebe jak algebraický d̊ukaz, tak geometrickou re-

prezentaci. To může žák̊um pomoci si uvědomit souvislosti mezi geometríı a

algebrou. Jednou z výhod programu OK Geometry je jeho česká lokalizace,

kterou od roku 2014 zajǐst’uji ve spolupráci s jeho autorem.

Obrázek 33: OK Geometry - analýza konstrukce

OK Geometry by se mohla stát dobrým pomocńıkem při domáćı př́ıpravě

žák̊u na matematickou olympiádu. Př́ıklady z minulých ročńık̊u jsou volně

k dispozici např́ıklad na stránkách matematické olympiády [59]. Velice často

se mezi nimi vyskytuj́ı př́ıklady z geometrie, kde je zadána geometrická situ-

ace a úkolem je dokázat, že plat́ı určitá vlastnost nebo vztah mezi některými

z daných objekt̊u. U takovýchto př́ıklad̊u by mohla žák̊um OK Geometry

pomoci nalézt cestu k d̊ukazu. Zadá-li žák do OK Geometry geometrickou

konstrukci sestrojenou dle zadáńı, po jej́ı analýze mu tento program nab́ıdne

seznam vztah̊u, které mezi sebou dané geometrické objekty maj́ı a na něm už

pak je vybrat z nich ty, které povedou k sestaveńı d̊ukazu. OK Geometry tedy

sama d̊ukaz nesestav́ı. Z nalezených vlastnost́ı muśı žák sám vybrat ty, které

považuje za užitečné a také muśı relevantně od̊uvodnit, proč daná vlastnost
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Obrázek 34: OK Geometry - vybrané a seřazené vlastnosti

plat́ı. OK Geometry např́ıklad nalezne v konstrukci tři shodné úhly, ale na

žákovi z̊ustává úkol, aby zd̊uvodnil, proč jsou tyto úhly shodné.

Ukažme si nyńı použit́ı OK Geometry na konkrétńım př́ıkladu. V krajském

kole 66. ročńıku matematické olympiády v kategorii B nalezneme následuj́ıćı

zadáńı:

Př́ıklad 4. V rovině jsou dány kružnice k a l, které se prot́ınaj́ı v bodech

E a F. Tečna ke kružnici l sestrojená v bodě E prot́ıná kružnici k v bodě G

(G ̸= E). Na oblouku EG kružnice k, který neobsahuje bod F, zvolme bod

C (E ̸= C ̸= G) a pr̊useč́ık př́ımky CE s kružnićı l označme D (D ̸= E).

Dokažte, že trojúhelńıky DEF a CGF jsou podobné.

Zadanou situaci si sestroj́ıme bud’ př́ımo v OK Geometry, nebo v jednom

z výše uvedených geometrických programů a do OK Geometry ji importu-

jeme. Po stisknut́ı tlač́ıtka Analyzovat se v levé dolńı části v sekci Nalezené

vlastnosti objev́ı vztahy mezi geometrickými objekty, které OK Geometry
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Obrázek 35: OK Geometry - Zadáńı př́ıkladu 4

Obrázek 36: OK Geometry - Vybrané vlastnosti k př́ıkladu 4
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nalezla (viz obrázek 35). Z výčtu nalezených vlastnost́ı si můžeme vybrat

tu, kterou chceme dokázat a také ty vlastnosti, které by mohly vést k nale-

zeńı d̊ukazu a uspořádat si je samostatně do reportu, např́ıklad tak, jak je

ukázáno na obrázku 36.

OK Geometry v sobě skrývá velký potenciál k využit́ı na poli dokazováńı

matematických vět z oblasti planimetrie. Bohužel zat́ım neńı tento program

př́ılǐs známý ani mezi odbornou veřejnost́ı, což se alespoň částečně snaž́ım

změnit t́ım, že jsem přeložila OK Geometry do češtiny a v roce 2013 v rámci

konference Užit́ı poč́ıtač̊u ve výuce matematiky (UPVM) [95] jsem vedla

workshop zaměřený na seznámeńı s t́ımto programem. Snaž́ım se také OK

Geometry často zmiňovat a prezentovat ve svých př́ıspěvćıch na konferenćıch.

3.4 Dynamické vizuálńı d̊ukazy

Jak už bylo zmı́něno v kapitole 2, obrázky nás mohou také uvést v omyl, po-

kud nejsou vytvořeny přesně. A dokonce i přesné obrázky mohou znázorňovat

takové vlastnosti, které nejsou typické pro všechny př́ıpady. Při snaze źıskat

vhled do toho, co obrázek znázorňuje, jsme omezeni jeho statickým charak-

terem, který nám umožňuje zobrazit pouze jednu instanci. Tato nevýhoda se

týká samozřejmě i statických vizuálńıch d̊ukaz̊u, na což často poukazuj́ı jejich

odp̊urci. Tento nedostatek může být částečně odstraněn využit́ım DGS, kde

můžeme vytvořit dynamický vizuálńı d̊ukaz, který nám d́ıky tažeńı volných

objekt̊u po nákresně umožńı vidět během několika chvil mnohonásobně v́ıce

př́ıpad̊u. Dynamické vizuálńı d̊ukazy většinou vycházej́ı z myšlenky statických

vizuálńıch d̊ukaz̊u. Dı́ky jejich dynamice však eliminuj́ı výše zmı́něnou nevý-

hodu statických vizuálńıch d̊ukaz̊u a mnohem lépe pomáhaj́ı zachytit po-

sloupnost myšlenek, které maj́ı vést k samotnému d̊ukazu.

Kompletńı kolekce autorských vizuálńıch dynamických d̊ukaz̊u je uve-

dena v GeoGebra Knize [114]. Následuj́ıćı dvě kapitoly prezentuj́ı dynamické

vizuálńı d̊ukazy týkaj́ıćı se výpočt̊u obsah̊u rovinných obrazc̊u a goniometrie.

Daľśı dynamické vizuálńı d̊ukazy jsou zmı́něny v jiných částech této práce.
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3.4.1 Obsahy rovinných obrazc̊u

Ze základńı školy znaj́ı žáci vzorce pro výpočet obsahu čtverce, obdélńıku

a trojúhelńıku. V prvńım ročńıku gymnázia by si měli tyto znalosti zopa-

kovat a rozš́ı̌rit. V učebnici [71] maj́ı uvedenu přehlednou tabulku vzorc̊u

pro výpočet obvodu a obsahu r̊uzných rovinných obrazc̊u. Následně jsou

vyzváni, aby odvodili vzorce pro výpočet obsahu kosodélńıku, trojúhelńıku

a lichoběžńıku tak, že př́ıslušný obrazec vždy převedou na obdélńık téhož

obsahu. Jako návod jim učebnice nab́ıźı následuj́ıćı obrázek (obr. 37).

Obrázek 37: Odvozeńı vzorc̊u pro obsah daných rovinných obrazc̊u [71]

Dle mých zkušenost́ı, tento postup, kdy jsou žáci nejprve seznámeni se

vzorci, a pak jsou teprve vyzváni k jejich odvozeńı, neńı př́ılǐs vhodný. Je

velice těžké je motivovat k tomu, aby objevovali něco, co už znaj́ı. Nav́ıc se

ukázalo, že pro většinu z nich je obt́ıžné tyto statické
”
d̊ukazy beze slov“

využ́ıt k odvozeńı vzorce nebo k jeho lepš́ımu zapamatováńı. Je to dáno t́ım,

že obrázek je zachyceńım okamžiku, zat́ımco odvozeńı vzorce je proces. Pro

správné pochopeńı geneze př́ıslušného vzorce, která je naznačena statickým

obrázkem, je tak většinou třeba tento obrázek žák̊um interpretovat. Neza-

stupitelná je tak role učitele jako pr̊uvodce žáka d̊ukazem, který jim pomůže

objasnit, co vlastně tyto obrázky znázorňuj́ı. Tuto funkci pr̊uvodce vizuálńım

d̊ukazem však může u dynamických vizuálńıch d̊ukaz̊u do jisté mı́ry převźıt

animace, která je jejich ned́ılnou součást́ı.

Pod́ıváme-li se na rovnoběžńık ABCD na obrázku 37, tak pro žáky neńı

jednoduché na základě tohoto vyobrazeńı pochopit, že vlastně docháźı k pře-

mı́stěńı trojúhelńıku AED na mı́sto s ńım shodného trojúhelńıku BFC. Ale

když jim poskytneme dynamický vizuálńı d̊ukaz [127], který je naznačený

na obrázku 38, kde je tento přesun pomoćı posuvńıku př́ımo realizován, lépe

pochoṕı myšlenku tohoto vizuálńıho d̊ukazu bez jakékoli daľśı pomoci.
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Obrázek 38: Jednotlivé fáze dynamického vizuálńıho d̊ukazu pro obsah rov-

noběžńıku [127]

Stejně tak vzorec pro výpočet obsahu trojúhelńıku, který můžeme odvo-

dit přes obsah rovnoběžńıku, kdy ukážeme, že ten lze rozdělit na dva shodné

trojúhelńıky, nebo tak, jak je naznačeno na obrázku 37, že ho přeskládáme

na obdélńık o stejném obsahu podobně jako u předchoźıho vizuálńıho d̊ukazu

pro výpočet obsahu rovnoběžńıku. Dı́ky přesunu těchto část́ı v reálném čase,

který je v tomto dynamickém vizuálńım d̊ukazu [129] umožněn, je mnohem

jednodušš́ı zachytit myšlenku, kterou tento vizuálńı d̊ukaz znázorňuje(obr. 39).

Obrázek 39: Jednotlivé fáze dynamického vizuálńıho d̊ukazu pro výpočet

obsahu trojúhelńıku [129]
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Vzorec pro výpočet obsahu čtverce pomoćı délky jeho stran zná většina

žák̊u poměrně bezpečně už ze základńı školy. Jiný vzorec S = 1
2
e2, který

k určeńı obsahu využ́ıvá délku úhlopř́ıčky, jim tolik známý neńı, protože se

nepouž́ıvá tak často. K jeho lepš́ımu zapamatováńı a vybaveńı může posloužit

dynamický vizuálńı d̊ukaz znázorněný na obrázku 40. Tento d̊ukaz může

žák̊um posloužit jako mnemotechnická pomůcka, jak zmiňuje Pólya [70].

Obrázek 40: Jednotlivé fáze dynamického vizuálńıho d̊ukazu pro výpočet

obsahu čtverce [126]

Mnoho žák̊u se raději vzorce pro výpočet obsah̊u geometrických obrazc̊u

nauč́ı nazpamět’. Nicméně tento jejich př́ıstup, který postrádá propojeńı s ge-

ometrickou reprezentaćı, se může obrátit proti nim. Např́ıklad v roce 2011

byl součást́ı státńı maturity i následuj́ıćı př́ıklad:

Kolik procent obsahu lichoběžńıku ABCD (obr. 41) tvoř́ı obsah trojúhelńıku

ACD?

Inspirována t́ımto př́ıkladem jsem vytvořila vizuálńı dynamický d̊ukaz

[117] pro vzorec na výpočet obsahu lichoběžńıku, který postupně zobrazuje

trojúhelńıky, ze kterých je lichoběžńık složen, a jejich výšky. Základem to-

hoto pojet́ı je myšlenka, že obsah lichoběžńıku je roven součtu obsah̊u těchto

trojúhelńık̊u. Protože většina žák̊u vzorec pro výpočet obsahu trojúhelńıku

zná, neńı pro ně odvozeńı hledaného vztahu pomoćı tohoto dynamického

obrázku př́ılǐs složité(viz obrázek 42 a 43).
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Obrázek 41: Maturita 2011, úloha 14, [21]

Obrázek 42: Dynamický vizuálńı d̊ukaz pro obsah lichoběžńıku – rozděleńı

na dva trojúhelńıky (počátečńı fáze) [117]

Obrázek 43: Dynamický vizuálńı d̊ukaz pro obsah lichoběžńıku – rozděleńı

na dva trojúhelńıky (následuj́ıćı fáze) [117]
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Pomoćı uvedeného dynamického d̊ukazu mohou žáci hledaný vztah od-

vodit sami na svém poč́ıtači, nebo třeba kolektivně s využit́ım interaktivńı

tabule. V této souvislosti se nab́ıźı d̊uležitá otázka: O co tedy při odvozováńı

matematických vzorc̊u jde? O výsledek (tj. dosažeńı vzorce), nebo o cestu

k němu? Maturitńı př́ıklad ukazuje, že i ta cesta je d̊uležitá, že samotný

proces dokazováńı má také roli vzdělávaćı. V tomto př́ıpadě má d̊ukaz roli

objevováńı, jak je popsáno na straně 28.

Obrázek 44: Dynamický vizuálńı d̊ukaz pro obsah lichoběžńıku – využit́ı

středńı př́ıčky (počátečńı fáze) [118]

Obrázek 45: Dynamický vizuálńı d̊ukaz pro obsah lichoběžńıku – využit́ı

středńı př́ıčky (následuj́ıćı fáze) [118]

Statický vizuálńı d̊ukaz z obrázku 37 pak může být představen jako jiná

cesta k objeveńı hledaného vzorce, ve které se k odvozeńı využ́ıvá středńı

př́ıčka. Na podobném principu je vytvořen i daľśı dynamický d̊ukaz [118],
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který je znázorněn na obrázćıch 44 a 45. Zde se však lichoběžńık netransfor-

muje do dvou obdélńık̊u, jak je naznačeno v učebnici (obr. 37), ale pouze do

jednoho.

3.4.2 Trigonometrie

Předcházej́ıćı př́ıklady dynamických vizuálńıch d̊ukaz̊u slouž́ı předevš́ım jako

prostředek k odvozeńı vzorce. Tedy k účelu, který je převážně dynamickým

aplet̊um přisuzován, a to k vytvářeńı hypotéz a jejich předběžnému ověřeńı.

Naproti tomu následuj́ıćı d̊ukaz patř́ı do kategorie dynamických vizuálńıch

d̊ukaz̊u, které žákovi názornou formou předkládaj́ı argumenty potvrzuj́ıćı

platnost př́ıslušného tvrzeńı, v tomto př́ıpadě sinové věty. Je to ukázka d̊ukazu,

kde dynamičnost hraje kĺıčovou roli.

Věta 3.4 (Věta sinová). Pro každý trojúhelńık ABC se stranami a, b, c

a vnitřńımi úhly α, β, γ plat́ı:

a

sinα
=

b

sinβ
=

c

sinγ
= 2R.

kde R je poloměr kružnice opsané.

Důkaz, který je předkládán žák̊um např́ıklad v učebnici [64], je poměrně

dlouhý a zab́ırá dvě stránky. Je založen na definici funkce sinus a je realizován

zvlášt’ pro ostroúhlý, pravoúhlý a tupoúhlý trojúhelńık. Neńı zde také v̊ubec

zmı́něna kružnice těmto trojúhelńık̊um opsaná, ani vztah velikosti jej́ıho po-

loměru k sinové větě. Naproti tomu Coxeter ve své knize Geometry revisited

[16] uvád́ı elegantńı vizuálńı d̊ukaz sinové věty (obr. 46), který je založen

na vlastnostech obvodových úhl̊u, předevš́ım na shodnosti úhl̊u nad stejným

obloukem a pravým úhlem nad pr̊uměrem. Zvoĺıme-li na kružnici opsané

trojúhelńıku ABC bod J tak, aby úsečka CJ byla pr̊uměrem této kružnice

čili |CJ | = 2R. Pak u ostroúhlého trojúhelńıku plat́ı |̸ BJC| = |̸ BAC|
a u tupoúhlého |̸ BJC| = π − | ̸ BAC|. Z Thaletovy věty pak vyplývá, že

| ̸ CBJ | = π
2
, tud́ıž trojúhelńık CBJ je pravoúhlý a plat́ı tedy sin ̸ BJC =

BC
2R

. Provedeńım cyklické záměny bychom dostali platnost sinové věty.

Na základě tohoto statického vizuálńıho d̊ukazu je vytvořen d̊ukaz dy-

namický. V podstatě jsou to dynamické d̊ukazy dva, tak jak tomu je i ve
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Obrázek 46: Statický vizuálńı d̊ukaz sinové věty z knihy [16]

Obrázek 47: Jednotlivé fáze dynamického vizuálńıho d̊ukazu sinové věty

[134].

statické verzi d̊ukazu, jeden pro ostroúhlý trojúhelńık (obr. 47) a jeden pro

tupoúhlý trojúhelńık [135]. V tomto dynamickém vizuálńım d̊ukazu nej-

prve docháźı k přemı́stěńı bodu, u kterého lež́ı předmětný úhel, pro který

je sinová věta dokazována, po kružnici opsané tak, aby se jedna ze stran

trojúhelńıku stala pr̊uměrem této kružnice. V d̊usledku věty o velikosti ob-

vodových úhl̊u př́ıslušných ke stejnému oblouku, z̊ustává velikost úhlu u vr-

cholu, který se posouvá, stejná. Vzhledem k platnosti Thaletovy věty je nově

vzniklý trojúhelńık pravoúhlý. Z definice funkce sinus vyplývá vztah mezi

sinem př́ıslušného úhlu, protilehlou stranou a pr̊uměrem (resp. poloměrem)

kružnice opsané b
sinβ

= 2R. Stejný postup můžeme zopakovat pro zbylé dva

vnitřńı úhly trojúhelńıku a t́ım dojdeme k rovnosti a
sinα

= b
sinβ

= c
sinγ

= 2R.
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Dynamické vizuálńı d̊ukazy mohou být vhodným doplňkem algebraických

d̊ukaz̊u. Nejen že pomáhaj́ı zdokonalovat geometrickou představivost, ale

většinou také využ́ıvaj́ı propojeńı v́ıce matematických témat. To vede k lepš́ı-

mu zařazeńı nově nabytých matematických znalost́ı do širš́ıho kontextu.

Posledńı zde uvedený př́ıklad ukazuje na jedné matematické větě využit́ı

hned tř́ı r̊uzných typ̊u d̊ukaz̊u - algebraického, statického vizuálńıho a dyna-

mického vizuálńıho.

V učebnici matematiky pro gymnázia [64] jsou společně uvedeny i dokázány

následuj́ıćı věty pro goniometrické funkce:

Věta 3.5. Pro všechna reálná č́ısla x, y plat́ı

sin (x+ y) = sinx · cos y + cos x · sin y (1)

sin (x− y) = sinx · cos y − cos x · sin y (2)

cos (x+ y) = cos x · cos y − sinx · sin y (3)

cos (x− y) = cos x · cos y + sin x · sin y (4)

Věta 3.6. Pro každé x ∈ R : cos (π
2
− x) = sinx a sin (π

2
− x) = cosx.

Algebraický d̊ukaz prvńıho součtového vzorce 3.5(1), který je v [64] uve-

den, je založen na tvrzeńı pomocné věty 3.6 a na platnosti ostatńıch součtových

vzorc̊u 3.5(2 - 4).

Důkaz. 3.5 (1) Využijeme 3.6 a 3.5(4): sin (x+ y) = cos [π
2
− (x+ y)] =

= cos [(π
2
− x)− y)] = cos (π

2
− x)·cos y+sin (π

2
− x)·sin y = sin x·cos y+

cos x · sin y, což jsme měli dokázat.

Samotný d̊ukaz 3.5(1) neńı př́ılǐs složitý, ale je d̊uležité si uvědomit, že

vycháźı ze vzorce 3.5(4), jehož d̊ukaz je dlouhý přes dvě strany učebnice [64]

a krom jiného se také oṕırá o transformaci soustavy souřadné, což bývá pro

studenty velice obt́ıžný krok.

V článku [51] je uveden velice pěkný geometrický d̊ukaz (obr. 48) zároveň

pro věty 3.5(1) i 3.5(2):

Jeho slabá stránka tkv́ı v tom, že je omezen pouze na úhly α a β, jejichž

součtem je ostrý úhel. Avšak přináš́ı zase jiný pohled na daný problém a nav́ıc

nab́ıźı propojeńı goniometrie a trigonometrie. Tato propojeńı mezi r̊uznými
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Obrázek 48: Statický vizuálńı d̊ukaz 3.5(1) a 3.5(2) [51]

matematickými tématy, která ve většině učebnic chyb́ı d́ıky jejich monotema-

tické koncepci, jsou přitom v procesu učeńı kĺıčová. Pomáhaj́ı žák̊um zasadit

daný pojem do širš́ıch souvislost́ı.

Obrázek 49: Jednotlivé fáze dynamického vizuálńıho d̊ukazu 3.5(1)[115]
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Dynamický vizuálńı d̊ukaz (obr. 49) také využ́ıvá propojeńı r̊uzných ma-

tematických témat. Tentokrát jde o propojeńı poznatk̊u z planimetrie a z go-

niometrie. Vycháźı z definice goniometrických funkćı, kdy je nejdř́ıve na-

značena jednotková kružnice a s využit́ım velikosti jej́ıho poloměru jsou

vyjádřeny délky stran naznačených pravoúhlých trojúhelńık̊u. Posunut́ım

přepon těchto trojúhelńık̊u vznikne kosočtverec se stranami délky 1, jehož

obsah je roven S = 12·sin (α + β). Přesunem těchto pravoúhlých trojúhelńık̊u

vzniknou dva obdélńıky, jejichž součet obsah̊u je roven obsahu kosočtverce

a jestliže tyto obsahy vyjádř́ıme pomoćı délek jejich stran, dostáváme rovnost

sin (α + β) = sinα ·cos β+cosα ·sin β. Předpokládá se zde znalost vzorce pro
výpočet obsahu kosočtverce S = a2 sinα. Je možné, že žáci se s t́ımto vzor-

cem dř́ıve nesetkali. Protože např́ıklad v [71] mezi vzorci pro výpočet obvodu

a obsahu rovinných obrazc̊u tento vztah uveden neńı. Neńı však problém, aby

si ho žáci v rámci př́ıpravy sami odvodili. Mohou k tomu např́ıklad využ́ıt

dynamický d̊ukaz [116], který jsem k tomuto účelu vytvořila a je znázorněn

na obrázku 50.

Obrázek 50: Jednotlivé fáze dynamického vizuálńıho d̊ukazu pro vzorec na

výpočet obsahu kosočtverce [116]

Na začátku tohoto dynamického vizuálńıho d̊ukazu je zobrazen čtverec

A′B′C ′D′ a naznačeno jeho sklopeńı, aby bylo jasné, že obrazec ABCD
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je kosočtverec o délce strany a, nikoli libovolný rovnoběžńık. Výška tohoto

kosočtverce je vyjádřena pomoćı délky jeho strany a velikosti jednoho z vnitř-

ńıch úhl̊u v = a sinα. Dále už d̊ukaz pokračuje podobně jako dynamický

vizuálńı d̊ukaz pro výpočet obsahu rovnoběžńıku (viz kapitola 3.4.1), kdy

docháźı k přesunut́ı části kosočtverce tak, že vznikne obdélńık o délkách

stran a a a sinα, který má s t́ımto kosočtvercem stejný obsah. Odtud plyne

vzorec pro výpočet obsahu obdélńıku respektive kosočtverce S = a2 sinα.

3.5 Tvorba dynamických vizuálńıch d̊ukaz̊u

Dynamické vizuálńı d̊ukazy nacházej́ı využit́ı při výuce r̊uzných matema-

tických témat. Mnoho z nich můžeme nalézt na Internetu na stránkách ob-

sahuj́ıćıch dynamické aplety např. [31], [41]. Ne vždy se nám ale podař́ı naj́ıt

přesně takový aplet, jaký by zcela odpov́ıdal našim představám. V této kapi-

tole si proto ukážeme, že již středně pokročilý uživatel programu GeoGebra

si může takový aplet s dynamickým vizuálńım d̊ukazem vytvořit sám.

Tato kapitola neńı koncipována jako návod, který by krok po kroku dovedl

čtenáře k vytvořeńı apletu s dynamickým vizuálńım d̊ukazem. Jsou zde ale

představeny základńı techniky, které se při tvorbě takových aplet̊u použ́ıvaj́ı

a jejich pochopeńı by mělo každému zkušeněǰśımu uživateli GeoGebry pomoci

při tvorbě libovolného dynamického vizuálńıho d̊ukazu.

Samozřejmě, ne každou větu či vlastnost je vhodné dokazovat formou dy-

namického vizuálńıho d̊ukazu. Proces tvorby takového d̊ukazu tedy muśı zač́ıt

d̊ukladným zvážeńım jeho vhodnosti pro uvažovanou větu. To je založeno na

podrobném rozpracováńı jednotlivých krok̊u a promyšleńı animace, která je

spojuje do celku vizuálńıho d̊ukazu. Vše přitom muśı být uvažováno nejenom

z pohledu technické realizace, ale také z pohledu didaktického a odborného.

Po několika zkušenostech s tvorbou dynamických d̊ukaz̊u zjist́ıme, že

se většinou k jejich tvorbě využ́ıvaj́ı stále stejné nástroje GeoGebry a to

předevš́ım posuvńık, kterým se celá animace ovládá, posunut́ı, otočeńı, pod-

mı́něné zobrazováńı objekt̊u, popř́ıpadě zaškrtávaćı poĺıčka. Proto je v tomto

př́ıspěvku vybrán právě dynamický vizuálńı d̊ukaz Eukleidovy věty o odvěsně,

na kterém si ukážeme využit́ı všech těchto nejčastěji použ́ıvaných nástroj̊u

GeoGebry.
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3.5.1 Jak zač́ıt

Jak už bylo zmı́něno výše, úplně prvńım krokem by měl být výběr vhodné

matematické věty, pro kterou lze dynamický vizuálńı d̊ukaz vytvořit. Při

samotné tvorbě si hned na začátku muśıme dát pozor, aby základńı geome-

trický objekt, kterým animace zač́ıná, byl dostatečně obecný a dynamický.

V př́ıpadě př́ıkladu vybraného v tomto př́ıspěvku je to pravoúhlý trojúhelńık

ABC, který můžeme pomoćı jeho vrchol̊u posouvat a měnit jeho velikost, ale

trojúhelńık stále z̊ustane pravoúhlý.

Pohyb každé takové animace je ř́ızen posuvńıkem, což je jeden z nástroj̊u

GeoGebry. Tento posuvńık muśı být hned na začátku vložen do Nákresny,

protože t́ım se bude celá animace ovládat a všechny pohyblivé objekty ani-

mace jsou na něm závislé. Při samotné tvorbě doporučujeme nastavit hod-

noty posuvńıku od 0 např́ıklad do 5 a hodnoty nechat zobrazené a až při do-

končeńı apletu se zobrazeńı hodnot skryje a posuvńık bude sloužit k ovládáńı

animace. Rozmyslet si u posuvńıku také muśıme krok, o který se hodnoty

budou měnit. Jestliže nám nevad́ı, že animace se bude pohybovat ve skoćıch,

můžeme nechat přednastavenou hodnotu 0.1, ale jestliže chceme, aby pohyb

objekt̊u byl plynulý, je lepš́ı krok zjemnit na 0.01.

3.5.2 Eukleidova věta o odvěsně

Výběr př́ıkladu do této kapitoly byl motivován předevš́ım širokým spektrem

nástroj̊u GeoGebry využitých v tomto dynamickém vizuálńım d̊ukazu [119].

Nav́ıc jsou Eukleidovy věty běžnou součást́ı učiva planimetrie na středńıch

školách a je tedy možné tento aplet př́ımo ve výuce využ́ıt.

Při dokazováńı Eukleidových vět se většinou setkáváme pouze s alge-

braickým d̊ukazem [71].

Věta 3.7. Obsah čtverce sestrojeného nad odvěsnou pravoúhlého trojúhelńıka

je roven obsahu obdélńıku sestrojeného z přepony a úseku přepony k této

odvěsně přilehlé.

Důkaz. Necht’ je dán pravoúhlý trojúhelńık ABC s pravým úhlem u vrcholu

C, viz obr. 51. Potom trojúhelńıky CBP a ABC jsou podobné podle věty
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Obrázek 51: Obrázek k algebraickému d̊ukazu Eukleidovy věty o odvěsně.

uuu. Pak plat́ı tedy, že

a : ca = c : a,

což m̊užeme upravit na rovnici

a2 = c · ca.

Stejně tak z podobnosti trojúhelńık̊u ACP a ABC vyplývá, že

b : cb = c : b,

po úpravě dostáváme rovnici

b2 = c · cb.

Což je to, co jsme chtěli dokázat.

Tento klasický d̊ukaz patř́ı k těm jednodušš́ım a snadno pochopitelným

i pro žáky na středńı škole. Z pohledu didaktického může být využit k frontálńı

výuce, k ověřeńı platnosti dané matematické věty, kdy by byl prezentován

u tabule učitelem a žáci by tuto informaci pouze pasivně přebrali. Ale tento

d̊ukaz by mohl být využit i k odvozeńı Eukleidovy věty. K tomuto účelu by

šel vhodně využ́ıt pracovńı list vytvořený z reportu (viz př́ıloha 1) vygenero-

vaného programem OK Geometry, o kterém se ṕı̌se v kapitole 3.3.2. Ten by

mohl pomoci dovést žáky k tomu, aby si tento matematický vztah odvodili

sami.

Zat́ımco výše popsaný algebraický d̊ukaz využ́ıvá podobnosti trojúhelńık̊u,

následuj́ıćı dynamický vizuálńı d̊ukaz (obr. 52) je založen na geometrické re-

prezentaci Eukleidovy věty. Pomoćı transformace a přesunu geometrických
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objekt̊u se stejným obsahem ukazuje, že obsah čtverce sestrojeného nad

př́ıslušnou odvěsnou je shodný s obsahem obdélńıku o velikosti stran rovných

délce přepony a úseku přepony k dané odvěsně přilehlé . Můžeme ho žák̊um

také předložit ještě před zavedeńım samotné věty jako alternativu k výše

zmı́něnému pracovńımu listu.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Obrázek 52: Jednotlivé fáze dynamického vizuálńıho d̊ukazu Eukleidovy věty

o odvěsně [119].

3.5.3 Zaškrtávaćı poĺıčka

Zaškrtávaćı poĺıčka u dynamických d̊ukaz̊u můžeme použ́ıt např́ıklad ke skryt́ı

či zobrazeńı vzorce, jehož pravdivost má daný aplet dokazovat. V tomto

př́ıpadě jsou zaškrtávaćı poĺıčka použita k výběru př́ıslušné odvěsny viz

obr. 53.

Tato poĺıčka se běžně chovaj́ı tak, že jich lze zaškrtnout i v́ıce najednou.
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Obrázek 53: Zaškrtávaćı poĺıčka k výběru odvěsny

Jsou ale situace, ve kterých bychom potřebovali, aby šla vybrat vždy pouze

jedna volba. K tomu většinou slouž́ı tzv. přeṕınače. Takový nástroj ovšem

GeoGebra nenab́ıźı. Můžeme si ale pomoci t́ım, že si nadefinujeme jedno-

duchý GeoGebraScript u každého zaškrtávaćı poĺıčka tak, aby se chovala,

jak my potřebujeme. Ve vlastnostech těchto poĺıček na záložce Skriptováńı

přǐrad́ıme jednomu př́ıslušnému poĺıčku hodnotu true a tomu druhému hod-

notu false viz obr. 54. (V tomto př́ıpadě má editované zaškrtávaćı poĺıčko

název m a druhé o.) U druhého poĺıčka tyto hodnoty prohod́ıme. (V našem

př́ıpadě u poĺıčka s názvem o nastav́ıme o = true a m = false.) T́ım máme

zaručeno, že vždy bude aktivńı pouze jedna volba.

Obrázek 54: GeoGebraScript u zašktávaćıch poĺıček

3.5.4 Podmı́něné zobrazeńı objektu

Jedńım z hlavńıch nástroj̊u, který se při tvorbě dynamického vizuálńıho

d̊ukazu v GeoGebře využ́ıvá, je podmı́nečné zobrazeńı objektu, které na-

jdeme ve vlastnostech každého objektu na kartě Pro pokročilé. V našem

př́ıpadě je zobrazeńı př́ıslušného objektu závislé na dvou faktorech: na zvo-

leném zaškrtávaćım poĺıčku a na hodnotě posuvńıku. Volbou zaškrtávaćıho

poĺıčka vybereme př́ıslušnou odvěsnu, pro kterou chceme animaci zobrazit

a hodnota posuvńıku určuje, v jaké fázi animace se právě nacháźıme.

Je d̊uležité si uvědomit, že např́ıklad žlutý rovnoběžńık z obrázku 52b je

úplně jiný objekt než žlutý rovnoběžńık z obr. 52d, ačkoli ve výsledné animaci

se jev́ı jako objekt jediný, který pouze měńı svou polohu. Ve skutečnosti

67



tyto rovnoběžńıky měńı svou polohu během celého pr̊uběhu animace, ale je

jim nastavena viditelnost pouze pro určité hodnoty posuvńıku. Konkrétně

v našem př́ıkladě podmı́nka zobrazeńı u prvńıho zmı́něného rovnoběžńıku

z obr. 52b vypadá takto: viz obr. 55

Obrázek 55: Podmı́nka zobrazeńı u rovnoběžńıku z obrázku 52b

Prvńı část této podmı́nky se vztahuje k zaškrtávaćımu poĺıčku, kterým

voĺıme, pro kterou z odvěsen chceme animaci zobrazit a druhá část podmı́nky

testuje hodnoty posuvńıku, který má v našem př́ıpadě název s.

Když bychom se pod́ıvali na podmı́nku zobrazeńı u žlutého rovnoběžńıku

z obrázku 52d, tak vid́ıme, že je závislý na stejném zaškrtávaćım poĺıčku,

jako předchoźı rovnoběžńık, ale zobrazuje se pro jiné hodnoty posuvńıku s

(obr. 56).

Obrázek 56: Podmı́nka zobrazeńı u rovnoběžńıku z obrázku 52d

3.5.5 Posunut́ı

Daľśım nástrojem, který je často u tvorby dynamických vizuálńıch d̊ukaz̊u

použ́ıván, je posunut́ı. V našem př́ıpadě docháźı např́ıklad při pohybu po-

suvńıku k posunu neoznačených žlutých bod̊u na obrázku 52b, které tvoř́ı

dva vrcholy žlutého rovnoběžńıku. Tento posun je závislý na posuvńıku s a je

tedy definovány jako C’=Posun[C, Vektor[s*u]] respektive H’=Posun[H,

Vektor[s*u]] kde u=Vektor[C, A]. Pak už stač́ı nadefinovat žlutý rov-

noběžńık jako mnohoúhelnı́k6=Mnohouhelnik[B, G, H’, C’] a při pohybu

posuvńıku bude postupně měnit sv̊uj tvar ze čtverce BGHC na rovnoběžńık

BGAH’. Stejný princip je pak využit při přechodu mezi posledńımi fázemi

animace zobrazených na obrázku 52e a 52f.
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3.5.6 Otočeńı

Na obrázku 52d je znázorněna fáze, při které docháźı k otočeńı jednoho z rov-

noběžńık̊u. Stejně tak jako posunut́ı v předchoźı fázi, i zde je toto otočeńı

závislé na hodnotách posuvńıku. Než však začneme samotnou rotaci defi-

novat, muśıme si vytvořit úhel, o který budeme otáčet, jako samostatný

objekt. V našem př́ıkladě je to β=Uhel[A, B, I]. Samotné otočeńı je pak

definováno jako A’=Rotace[A, (s - 1)* β, B], kde A je vzor, B je střed

otočeńı a výrazem (s - 1)* β je definován úhel, o který se má rovnoběžńık

otočit. K této rotaci docháźı až ve chv́ıli, kdy posuvńık s nabývá hodnoty 1,

proto je zde korekce koeficientu, kterým násob́ıme úhel β.

Využit́ı předem připravených vizuálńıch dynamických d̊ukaz̊u v hodinách

matematiky s sebou přináš́ı možnost, jak aktivně zapojit žáky do učebńıho

procesu. Otázkou je, zda by šlo tuto aktivitu ještě v́ıce podpořit t́ım, že

bychom žáky zapojili př́ımo do vytvářeńı těchto materiál̊u. Zajisté by to

vyžadovalo určitou př́ıpravu nejen po stránce teoretické (matematické zna-

losti), ale i praktické (ovládáńı vhodného poč́ıtačového programu).

Zat́ımco hotové dynamické d̊ukazy by měly žák̊um pomoci k tomu, aby

si osvojili nové matematické pojmy, u jejich tvorby by bylo nutné je nejprve

seznámit s teoretickým pozad́ım d̊ukazu, aby byli schopni jej vytvořit. Daľśım

nezbytným krokem př́ıpravy by muselo být bližš́ı seznámeńı s programem

GeoGebra [103] (popř́ıpadě s jiným DGS), který se k tvorbě těchto materiál̊u

použ́ıvá. Také by bylo nezbytné alespoň částečně poodhalit princip, který se

při tvorbě dynamických d̊ukaz̊u využ́ıvá, protože bez této pomoci by bylo pro

žáky velice obt́ıžné odkrýt mechanismus, na kterém tyto dynamické obrázky

funguj́ı .

Žáci při samostatné tvorbě dynamických vizuálńıch d̊ukaz̊u muśı využ́ıt

své znalosti z r̊uzných oblast́ı matematiky. Velice často se zde uplatňuj́ı po-

znatky z planimetrie, trigonometrie či goniometrie. Velmi d̊uležitá je v tomto

př́ıpadě také dobrá geometrická představivost. V podstatě zde docháźı k pro-

pojeńı všech tř́ı druh̊u kognitivńıch proces̊u - vizualizace, konstrukce, doka-

zováńı, které uvád́ı Duval ve svém modelu geometrického dokazováńı a je-

jichž spolupráci považuje za bezpodmı́nečně nutnou pro chápáńı geometrie

(viz kapitola 2.2).
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Nev́ım, zda nebude pro žáky př́ılǐs náročný úkol samostatně tvořit dy-

namické d̊ukazy. Možná by bylo dobré tuto činnost nejprve vyzkoušet s vy-

branou skupinou, např́ıklad v rámci matematického kroužku. Zat́ım jsem

neměla šanci tento nápad s tvorbou dynamických d̊ukaz̊u vyzkoušet v praxi,

ale doufám, že v budoucnu budu mı́t možnost tento sv̊uj záměr realizovat.
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4 Výzkum

Využit́ı matematického software a vizuálńıch dynamických d̊ukaz̊u ve výuce

s sebou přináš́ı nové didaktické situace. Je nutné si uvědomit, že nestač́ı mı́t

k dispozici pouze vhodné výukové materiály a odpov́ıdaj́ıćı technologické

zázemı́, ale velice d̊uležitý v procesu začleňováńı těchto inovaćı do výuky

je připravený učitel [56, 74]. On je t́ım kĺıčovým činitelem, který rozhoduje

o tom, zda a jak tyto prostředky ve své hodině využije a do které části výuky

je zařad́ı. Kompetence posoudit vhodnost určité didaktické technologie pro

výuku je jedńım z významných aspekt̊u jeho profesionality [99]. Je tud́ıž

d̊uležité se zaměřit na to, jakým zp̊usobem k této problematice vyučuj́ıćı

přistupuj́ı. Proto je výzkum, který je součást́ı mé disertačńı práce zaměřen

na pedagoga, předevš́ım na to, jaký vliv má použit́ı digitálńıch vzdělávaćıch

materiál̊u v hodinách matematiky na ř́ızeńı vyučovaćıho procesu a plněńı

edukačńıch ćıl̊u. Ćılem je detailně prozkoumat a popsat, jakým zp̊usobem

učitel v hodině matematiky využ́ıvá předem připravené digitálńı vzdělávaćı

materiály, konkrétně dynamické vizuálńı d̊ukazy. Výzkum byl realizován jako

kvalitativńı šetřeńı, kde designem výzkumu byla zvolena př́ıpadová studie.

Výsledky tohoto zkoumáńı mohou sloužit jako pomoc při začleňováńı di-

gitálńıch vzdělávaćıch materiál̊u jak do výuky na středńıch školách, tak i do

vzděláváńı budoućıch učitel̊u matematiky.

4.1 Současný stav problematiky

Výzkumy provedenými v oblasti využit́ı technologíı ve výuce matematiky se

detailně zabývá Robová ve své práci Integrace informačńıch a komunikačńıch

technologíı jako prostředek aktivńıho př́ıstupu žák̊u k matematice [74]. Kromě

využit́ı grafických kalkulaček a internetu ve výuce matematiky se zaměřuje

na výzkumy týkaj́ıćı se vlivu software dynamické geometrie na vědomosti

a dovednosti žák̊u. Téměř všechny tyto výzkumy byly realizovány na za-

hraničńıch školách a byly při nich většinou využity kvantitativńı výzkumné

metody a to zejména srovnáńı experimentálńı a kontrolńı skupiny, kde u kon-

trolńı skupiny prob́ıhala výuka s využit́ım dynamického geometrického soft-

ware (DGS). Výzkumy prob́ıhaly zároveň v několika tř́ıdách (většinou se

jednalo o tř́ıdy nižš́ıho gymnázia) a to po dobu dvou a v́ıce týdn̊u. Prob́ırána
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byla výhradně témata z planimetrie, konkrétně se jednalo o vlastnosti n-

úhelńık̊u a shodná a podobná zobrazeńı. Žádný z těchto výzkumů neprokázal,

že by použit́ı DGS ve výuce matematiky mělo negativńı vliv na vědomosti

a dovednosti žák̊u v geometrii. Některé výzkumy prokázaly lepš́ı výkony u ex-

perimentálńı skupiny, at’ ve srovnáńı s kontrolńı skupinou, nebo ve srovnáńı

s výsledky žák̊u před začátkem experiment̊u [5, 25, 29, 42, 94] a některé

neprokázaly žádný rozd́ıl [30, 40].

Daľśı skupina výzkumů, které Robová [74] zmiňuje, zkoumala vliv použit́ı

DGS na motivaci žák̊u k učeńı a jejich postoj ke geometrii. I v této oblasti

se projevila integrace DGS do výuky bud’ pozitivně nebo neutrálně.

Co se týče vytvářeńı a osvojováńı pojmů, tak všechny výzkumy dokládaj́ı

pozitivńı vliv využit́ı DGS na řešeńı úkol̊u a na porozuměńı pojmům [55].

V Čechách se v letech 2005/2006 uskutečnil výzkum ve čtyřech tř́ıdách

středńı školy, kde žáci experimentálńı skupiny použ́ıvali při výuce Cabri II.

[100]. Porovnáńım vstupńıch a výstupńıch test̊u z geometrie bylo u experi-

mentálńı skupiny zjǐstěno větš́ı zlepšeńı i lepš́ı výsledky v závěrečném testu

oproti kontrolńı skupině [77].

Některé výzkumy se zaměřily také na budoućı učitele matematiky [1, 65].

Ty ukázaly, že tito studenti si d́ıky užit́ı DGS v́ıce uvědomovali význam geo-

metrie i d̊uležitost postaveńı d̊ukaz̊u v ńı. Na druhou stranu byli přesvědčeni,

že d́ıky tomu, že DGS dokáže pomoćı pohybu objekt̊u během chv́ıle ukázat

mnoho r̊uzných situaćı, že žáci na středńı škole nebudou považovat sesta-

veńı formálńıho d̊ukazu za d̊uležité. I když sami studenti učitelstv́ı si dobře

uvědomuj́ı, že to, že vid́ı, že něco plat́ı pro mnoho situaćı nemůže nahra-

dit formálńı d̊ukaz. Velký př́ınos DGS vid́ı také v tom, že vede k hlubš́ımu

porozuměńı problému, protože při práci v dynamickém prostřed́ı dokáž́ı od-

halit mnohem v́ıce vlastnost́ı a závislost́ı mezi geometrickými objekty než na

paṕı̌re a společně s možnost́ı rychle narýsovat či smazat pomocné objekty,

dává lepš́ı možnosti při hledáńı cesty k formálńımu d̊ukazu.

Nepodařilo se mi nalézt žádný výzkum, který by se zabýval t́ım, jakých

zp̊usobem učitelé ve výuce využ́ıvaj́ı DGS nebo digitálńı výukové materiály.

Většina výzkumů se zaměřuje na žáky a předevš́ım na vliv použit́ı DGS na

jejich znalosti. To je ale velice ovlivněno právě t́ım, jakým zp̊usobem k využit́ı

DGS přistupuje učitel. Proto jsem sv̊uj výzkum zaměřila t́ımto směrem.
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4.2 Výzkumné otázky

Jednou z charakteristik kvalitativńıho výzkumu je širš́ı spektrum otázek na

počátku výzkumu. Ty určuj́ı prvotńı směr, kterým se výzkum ub́ırá. Tyto

otázky se ale v pr̊uběhu realizace výzkumu měńı, nebo se vynoř́ı otázky

nové, které se ukáž́ı, že by mohly být v prob́ıhaj́ıćım výzkumu upřesňuj́ıćı či

zaj́ımavé.

Hlavńı výzkumná otázka, se kterou jsem započala sv̊uj výzkum, zněla:

Jakým zp̊usobem učitel ve výuce využ́ıvá dynamické vizuálńı d̊ukazy?

Během analýzy źıskaných dat, kdy jsem se rozhodla zaměřit se na vliv využit́ı

dynamických vizuálńıch d̊ukaz̊u na kognitivńı ćıle, tak jak je popsáno v ka-

pitole 4.7, jsem tuto hlavńı výzkumnou otázku upřesnila na:

� Jakým zp̊usobem učitel ve výuce využ́ıvá dynamické vizuálńı

d̊ukazy ke splněńı výukových ćıl̊u?

Běhemmého šetřeńı se ještě objevily některé oblasti, které mě zaujaly, a z nich

vyvstaly vedleǰśı výzkumné otázky:

� Jak prob́ıhá vlastńı výuka s podporou poč́ıtač̊u?

� Jak se měńı komunikace učitele se žáky při využit́ı poč́ıtač̊u v hodině?

Daľśı dvě vedleǰśı výzkumné otázky vyvstaly při analýze źıskaných dat:

� Jak se proměňuje didaktická struktura hodiny při použit́ı dynamických

vizuálńıch d̊ukaz̊u?

� Jaká je kognitivńı náročnost vizuálńıch dynamických d̊ukaz̊u?

4.3 Výzkumná metoda

Vzhledem k povaze hlavńı výzkumné otázky jsem se rozhodla zaměřit na

jednu vybranou vyučuj́ıćı a tu detailně pozorovat v jej́ım přirozeném prostřed́ı,

tj. při výuce matematiky v jej́ı tř́ıdě. Proto jsem pro sv̊uj výzkum zvolila me-

todu př́ıpadové studie, která se mi k tomuto účelu zdála být nejvhodněǰśı.

Vycházela jsem z poznatk̊u Dillona [22], Yina [98] a Sedláčka [91], kteř́ı o této

metodě uváděj́ı, že se zabývá d́ılč́ımi př́ıpady a soustřed’uje se na jednotlivé
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aktéry, procesy atd. za účelem jejich pochopeńı v přirozených podmı́nkách.

Tato metoda je nejvýhodněǰśı výzkumnou strategíı v situaćıch, kdy se ptáme,

jak nebo proč se děj́ı určité jevy, nad kterými máme jen omezenou nebo v̊ubec

žádnou kontrolu. Jednou z možnost́ı volby objektu šetřeńı v pedagogickém

výzkumu může být i učitel. Ćılem výzkumu jednoho takového výzkumného

objektu je pak poznat ho do hloubky, bez nutnosti zkoumáńı jeho vztah̊u

k obecněǰśı problematice.

4.4 Sběr dat

Ke sběru dat pro můj výzkum jsem použila tři r̊uzné metody. Ke zjǐstěńı

názor̊u vyučuj́ıćı jsem zvolila metodu rozhovoru. Polostrukturovaný rozhovor

byl realizován mezi čtyřma očima a nahrávala jsem jej na diktafon. K objek-

tivńımu zachyceńı situace ve tř́ıdě jsem využila možnosti př́ımého pozorováńı

v kombinaci s poř́ızeńım videozáznamu. Natáčelo se pět po sobě následuj́ıćıch

vyučovaćıch hodin matematiky vždy ve stejné tř́ıdě. Výsledkem bylo přes 200

minut videozáznamu. Všech natáčených hodin jsem se osobně zúčastnila,

ale na samotné poř́ızeńı záznamu jsem měla poučené asistenty, abych měla

možnost pečlivě sledovat děńı ve tř́ıdě a psát si poznámky, které mi pak

pomohly při analýze źıskaných dat. Dı́ky poř́ızeným videonahrávkám jsem

měla možnost sledovat záznamy opakovaně a t́ım i lépe pochopit a analyzovat

situace, které se během výuky odehrály.

Rozhovor i všechny nahrávky jsem pak doslovně přepsala do textové po-

doby, aby bylo možné je lépe analyzovat. Kompletńı textový přepis rozhovoru

je součást́ı této disertačńı práce viz př́ıloha 1.

4.5 Realizace výzkumu

Kĺıčovým faktorem úspěšné př́ıpadové studie je vhodná volba př́ıpadu. Do

výzkumu jsem se snažila naj́ıt učitele matematiky ze středńı školy v jihočes-

kém kraji. Nejd̊uležitěǰśım kritériem při výběru bylo to, zda použ́ıvaj́ı k výuce

program GeoGebra. Proto jsem přednostně oslovila vyučuj́ıćı, kteř́ı byli stejně

jako já zapojeni do mezinárodńıho projektu Jak zvýšit zájem středoškolských

student̊u o matematiku – výměna zkušenost́ı a hledáńı nových cest. Tento

projekt byl realizován Jihočeskou univerzitou v Českých Budějovićıch a part-
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nerem projektu byla Johannes Kepler Universität Linz. Hlavńı náplńı bylo

setkáváńı českých a rakouských učitel̊u matematiky a výměna jejich zku-

šenost́ı s využit́ım poč́ıtač̊u ve výuce matematiky a to zejména o využit́ı

programu GeoGebra, protože součást́ı rakouského týmu byli i učitelé, kteř́ı

se př́ımo pod́ılej́ı na vývoji tohoto programu a předevš́ım zde také byl autor

GeoGebry Markus Hohenwarter. Hlavńım ćılem tohoto projektu bylo naj́ıt

nové cesty, jak motivovat studenty ke studiu matematiky. [58].

Daľśım omezuj́ıćım faktorem při výběru adept̊u na realizaci mého výzkumu

bylo to, že využit́ı vizuálńıch dynamických d̊ukaz̊u je vhodné pouze v někte-

rých oblastech matematiky. Proto bylo zapotřeb́ı naj́ıt nejen učitele, kteř́ı

tyto materiály využ́ıvaj́ı a nav́ıc jsou ochotni se nechat při výuce natáčet na

video, ale také v daném školńım roce uč́ı př́ıslušný ročńık, ve kterém maj́ı v te-

matickém plánu oblast matematiky vhodnou pro využit́ı těchto výukových

materiál̊u. Vybrala jsem tedy z účastńık̊u výše zmı́něného projektu dva kan-

didáty, kteř́ı byly ochotni se mého výzkumu zúčastnit a dále se mi podařilo

z řad mých koleg̊u na gymnáziu, kde jsem vyučovala, źıskat ještě třet́ıho

dobrovolńıka pro můj výzkum.

Tyto tři vybrané učitele jsem si natočila při výuce matematiky v jejich

tř́ıdách a z tohoto užš́ıho výběru jsem si pak k vlastńımu výzkumu zvolila

jednu pańı učitelku, která byla z mého pohledu nejvhodněǰśım výzkumným

objektem pro můj badatelský záměr, protože ve svých hodinách naprosto

přirozeně využ́ıvala digitálńı výukové materiály. V hodinách této pańı učitelky

bylo patrné, že aplety vytvořené v GeoGebře jsou běžnou součást́ı jej́ı výuky.

Svědčilo o tom krom jiného to, že kromě aplet̊u, které jsem j́ı poskytla já,

použ́ıvala i své vlastńı.

Ze záznamů hodin daľśıch dvou potenciálńıch respondent̊u jsem si ale také

odnesla velice cenné zkušenosti. Jeden z natáčených vyučuj́ıćıch měl k dispo-

zici učebnu, kde měl každý žák k dispozici sv̊uj vlastńı poč́ıtač, takže aplety

s dynamickými vizuálńımi d̊ukazy měl k dispozici každý žák individuálně.

Vyučuj́ıćı se snažil, aby žáci postupovali společně a s jeho pomoćı odhalo-

vali, co daný aplet vyjadřuje. Ačkoli se jednalo o zkušeného pedagoga, bylo

patrné, že je velice náročné na organizaci zkoordinovat všechny žáky, aby při

zkoumáńı aplet̊u postupovali všichni stejně.

U třet́ı vybrané potenciálńı respondentky se ukázalo, že zřejmě aplety
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v hodinách neńı zvyklá použ́ıvat a zařadila je do výuky mimo učebńı plán

pouze pro účely natáčeńı, což pro můj výzkum bylo zcela nevhodné.

Pańı učitelka, se kterou jsem výzkum zrealizovala, má aprobaci matema-

tika a deskriptivńı geometrie. Je již zkušenou pedagožkou. Během své téměř

třicetileté praxe vyučovala na r̊uzných typech středńıch škol, at’ státńıch

či soukromých. Dva roky pobývala v Anglii, kde pracovala jako pomocná

učitelka na jedné základńı škole. V oblasti daľśıho vzděláváńı je velice aktivńı,

a to předevš́ım v oblasti využit́ı poč́ıtač̊u při výuce matematiky. V rámci

celostátńıho ministerského projektu SIPVZ Informačńı gramotnost absolvo-

vala nejen ta školeńı, která byla pro učitele povinná, ale také ta nadstavbová

zaměřená na využit́ı r̊uzných druh̊u software ve výuce matematiky. Tato

školeńı pro ni byla prvńım impulsem k využit́ı DGS ve výuce. Dále pak vy-

hledávala a účastnila se mnoha daľśıch kurz̊u a školeńı týkaj́ıćıch se této

oblasti.

S pańı učitelkou jsem také zrealizovala rozhovor, který proběhl mezi

čtyřma očima a nahrála jsem ho na diktafon. Původně se měl tento rozho-

vor uskutečnit před začátkem natáčeńı, ale z časových d̊uvod̊u jeho realizace

proběhla po čtvrté natočené hodině. Jednalo se o polostrukturované inter-

view [27], ve kterém jsem se nejprve dozvěděla něco o profesńım životě pańı

učitelky, a pak jsem se ptala na následuj́ıćı otázky:

� Co vás vedlo k tomu, že jste k výuce matematiky začala použ́ıvat

poč́ıtač?

� Co vás vedlo k tomu, že jste k výuce matematiky začala použ́ıvat DGS?

� Jak vńımáte možnosti a naopak limity využit́ı poč́ıtač̊u ve výuce ma-

tematiky?

� Jak vńımáte možnosti a naopak limity využit́ı DGS ve výuce matema-

tiky?

� Jak žák̊um při výuce matematicky prezentujete d̊ukazy?

� Jaký je podle vás př́ınos využit́ı DGS při dokazováńı v matematice?

� Jaký je podle vás př́ınos využit́ı vizuálńıch dynamických d̊ukaz̊u při

výuce matematiky?
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Natáčeńı výuky bylo realizováno v pěti navazuj́ıćıch hodinách matematiky.

Videozáznam byl pořizován na dvě kamery. Jedna z nich byla zaměřena na

učitele a druhá sńımala celou tř́ıdu, aby bylo možné konfrontovat jednáńı

učitele s děńım ve tř́ıdě. Nahrávala se celá vyučovaćı jednotka a to jak ob-

raz, tak i zvuk. Ve všech natáčených hodinách jsem byla osobně př́ıtomna

a dělala jsem si poznámky k děńı ve tř́ıdě, které by později mohly pomoci

při analýze nahrávek. Nakonec jsem tyto poznámky použila pouze k rychleǰśı

identifikaci použitých aplet̊u a k připomenut́ı některých vtipných poznámek

pańı učitelky.

4.6 Vstup do terénu

Natáčeńı hodin bylo realizováno v prvńım ročńıku technického lycea, které

je jedńım z obor̊u vybrané pr̊umyslové školy. Specifikem tohoto oboru je,

že jako třet́ı povinný předmět společné části maturitńı zkoušky maj́ı ma-

tematiku. Profilová část maturitńı zkoušky pak zahrnuje vytvořeńı matu-

ritńı práce a jej́ı obhajobu před zkušebńı komiśı a ústńı zkoušku z matema-

tiky a z předmětu povinně vybraného z následuj́ıćı nab́ıdky: fyzika, deskrip-

tivńı geometrie, chemie a předměty odborného zaměřeńı. Výuka matematiky

zde má poměrně vysokou hodinovou dotaci, konkrétně čtyři hodiny týdně

v prvńım až třet́ım ročńıku a v posledńım čtvrtém ročńıku je to dokonce pět

hodin týdně.

Jednalo se o převážně chlapeckou tř́ıdu, kde ze třiceti žák̊u byly jen

čtyři d́ıvky. Natáčeńı bylo realizováno v klasické školńı učebně, která byla

primárně určena pro výuku matematiky, proto i výzdoba zde byla tematická.

Na zdech visely karikatury známých matematik̊u, na nástěnce pak ukázky

některých kuriozit, které se objevily v žákovských ṕısemných praćıch. Ze

zřejmých d̊uvod̊u u těchto exemplář̊u ale nikdy nebylo uvedeno jméno autora.

Uspořádáńı lavic bylo standardńı ve třech řadách a žáci seděli v lavićıch po

dvou. Tř́ıda byla vybavena učitelským poč́ıtačem, interaktivńı tabuĺı, klasic-

kou tabuĺı a zpětným projektorem. Všechny tyto prostředky byly také během

hodin využ́ıvány. Záznam z interaktivńı tabule byl po každé hodině uložen na

společném śıt’ovém disku, aby si ho mohli žáci kdykoli prohlédnout a využ́ıt

při studiu.
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Z hlediska organizace hodiny převládala v natáčených hodinách frontálńı

forma výuky. Nejednalo se však pouze o transmisivńı vyučováńı, učitelka

se snažila žáky aktivně zapojit do výukového procesu volbou r̊uzných vý-

ukových metod, kdy kromě informačně-receptivńı metody lze v některých

hodinách pozorovat prvky reproduktivńı metody nebo metody problémového

výkladu [46].

Pořizováńı videozáznamů z hodin bylo realizováno v květnu ke konci

prvńıho ročńıku. V tuto dobu měli žáci př́ıslušné tř́ıdy probrané a zopakované

základńı poznatky z matematiky, lineárńı a kvadratické funkce, rovnice a ne-

rovnice. Natáčeńı je potom zastihlo při prob́ıráńı tématu planimetrie, v jehož

rámci měli zopakované základńı poznatky o př́ımkách a posledńı prob́ıranou

látkou před natáčeńım byly množiny bod̊u dané vlastnosti.

4.7 Analýza dat

Prvńım krokem při analýze źıskaných dat byl doslovný přepis rozhovoru a vi-

deozáznamů do textové podoby. Tyto přepisy jsem následně importovala do

programu Atlas.ti13, což je poč́ıtačový program pro kódováńı, zpracováńı

a interpretaci kvalitativńıch dat, a s využit́ım otevřeného kódováńı [91] jsem

okódovala źıskaný textový materiál (ukázka viz obrázek 57).

Opakovaným proč́ıtáńım jsem se snažila naj́ıt jednak jevy, které se v źı-

skaných datech opakovaně vyskytuj́ı a jednak souvislosti mezi těmito jevy.

Při daľśım zkoumáńı kód̊u z této fáze analýzy zaujaly mou pozornost pře-

devš́ım ty kódy, které odkazovaly na otázky pokládané učitelkou žák̊um.

Začala jsem se zaj́ımat o to, jakým zp̊usobem své otázky klade? Proč zrovna

klade takovéto otázky? Jakým zp̊usobem se ptá v konkrétńıch situaćıch? Při

opětovném proč́ıtáńı kód̊u a přemýšleńı nad těmito otázkami, jsem odha-

lila souvislost zp̊usobu formulace otázek a volbou výraz̊u při jejich kladeńı

s pojmy už́ıvané revidovanou Bloomovou taxonomíı kognitivńıch ćıl̊u - viz

kapitola 4.7.1. V některých otázkách, které pańı učitelka klade, se př́ımo

vyskytla typická slovesa k vymezováńı kognitivńıch ćıl̊u tak, jak jsou de-

finována v tabulce 1 v kapitole 4.7.1. Rozhodla jsem se proto, že všechny

přepisy okóduji znovu, ale tentokrát s využit́ım kód̊u, které budou odpov́ıdat

13Detailńı popis práce s t́ımto programem nalezneme např́ıklad v [78]
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Obrázek 57: Okódovaný přepis v Atlas.ti

klasifikaci výukového ćıle v taxonomické tabulce - viz tabulka 2 v kapitole

4.7.1, která se v revidované Bloomově taxonomii kognitivńıch ćıl̊u použ́ıvá.

K tomuto kódováńı jsem už program Atlas.ti nevyužila. Vytiskla jsem si

přepisy videozáznamů a kódy odpov́ıdaj́ıćı jednotlivým buňkám tabulky (1A

- 6D) jsem si tužkou vypisovala k jednotlivým úsek̊um výuky, přičemž jsem

si do těchto přepis̊u barevně vyznačila úseky hodiny, ve kterých se použ́ıvaj́ı

aplety vytvořené v GeoGebře a speciálně jsem si označila ty části, kde byly

využ́ıvány vizuálńı dynamické d̊ukazy.

4.7.1 Revidovaná Bloomova taxonomie kognitivńıch ćıl̊u

V roce 1956 byla skupinou odborńık̊u okolo Benjamina Samuela Blooma

vypracována Bloomova taxonomie edukačńıch ćıl̊u [10], která v daľśıch dese-

tilet́ıch ovlivňovala tvorbu kurikul a také podobu výukových proces̊u téměř

na celém světě. Původńı Bloomova taxonomie byla jednodimenzionálńı, tj.

zahrnovala 6 hierarchicky řazených kategoríı: 1. znalost, 2. pochopeńı, 3.
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Tabulka 1: Aktivńı slovesa [11]

Ćılová kategorie Typická slovesa k vymezováńı ćıl̊u

1. Zapamatováńı definovat, doplnit, napsat, opakovat, pojmenovat,

popsat, přǐradit, reprodukovat, seřadit, vybrat,

vysvětlit, určit

2. Pochopeńı dokázat, jinak formulovat, ilustrovat, interpretovat,

objasnit, odhadnout, opravit, přeložit, převést,

vyjádřit vlastńımi slovy, vyjádřit jinou formou,

vysvětlit, vypoč́ıtat, zkontrolovat, změřit

3. Aplikace aplikovat, demonstrovat, diskutovat, interpretovat

údaje, načrtnout, navrhnout, plánovat, použ́ıt,

prokázat, registrovat, řešit, uvést vztah mezi,

uspořádat, vyč́ıslit, vyzkoušet

4. Analýza analyzovat, provést rozbor, rozhodnout, rozlǐsit,

rozčlenit, specifikovat

5. Syntéza kategorizovat, klasifikovat, kombinovat, modifikovat,

napsat sděleńı, navrhnout, organizovat,

reorganizovat, shrnout, vyvodit obecné závěry

6. Hodnoceńı argumentovat, obhájit, ocenit, oponovat,

podpořit (názory), porovnat, provést kritiku,

posoudit, prověřit, srovnat s normou, vybrat,

uvést klady a zápory, zd̊uvodnit, zhodnotit

aplikace, 4. analýza, 5. syntéza, 6. hodnoceńı. Tyto kategorie pak byly dále

upřesněny v subkategoríıch. Řazeńı kategoríı bylo podle náročnosti a od-

pov́ıdalo hierarchickému uspořádáńı kognitivńıch proces̊u. Předpokládalo se,

že vyšš́ı kategorie nelze dosáhnout bez zvládnut́ı té nižš́ı. K vymezováńı ćıl̊u

využ́ıvala Bloomova taxonomie aktivńıch sloves (viz tabulka 1).

Od roku 1995 se začala scházet skupina odborńık̊u, jej́ımž ćılem bylo

provést revizi Bloomovy taxonomie. V této skupině byli zastoupeni kogni-

tivńı psychologové, odborńıci na teorii kurikula a odborńıci v oblasti pedago-

gického hodnoceńı. Na základě jejich spolupráce byla v roce 2001 zveřejněna

revidovaná Bloomova taxonomie [6]. Důvody pro tuto revizi jsou zmiňovány
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dva: obnoveńı zájmu pedagog̊u o tuto taxonomii, jej́ıž myšlenka je stále

aktuálńı, a zohledněńı nových poznatk̊u z kognitivńı psychologie [12]. Re-

vidovaná Bloomova taxonomie kognitivńıch ćıl̊u by měla pomoci učitel̊um

odpovědět na tyto otázky: Co učit? Jak dosáhnout ćıle? Jak hodnotit? Jak

zajistit, aby vzdělávaćı ćıle, vyučováńı a hodnoceńı výsledk̊u vzděláváńı byly

navzájem konzistentńı? Autoři revidované taxonomie se rozhodli udělat nový

dvoudimenzionálńı klasifikačńı systém. Jednou z jeho dimenźı je dimenze zna-

lostńı, která je členěna do čtyř kategoríı (viz tabulka 2): znalost fakt̊u, kon-

ceptuálńı znalost, procedurálńı znalost a metakognitivńı znalost, druhou pak

je dimenze kognitivńıho procesu, popsaná šesti kategoriemi: zapamatovat, ro-

zumět, aplikovat, analyzovat, hodnotit, tvořit. Každá z těchto kategoríı je opět

dále členěna do subkategoríı, které jsou popsány v tabulce v př́ıloze 3 této

disertačńı práce. Model revidované Bloomovy taxonomie neńı tak př́ısně hie-

rarchický, jako byla p̊uvodńı Bloomova taxonomie, ale je v́ıce komplexńı. Dle

něj je třeba do výuky zahrnout edukačńı ćıle všech úrovńı. Kódy těchto ćıl̊u

se určuj́ı následuj́ıćım zp̊usobem: Nejprve formulujeme výukový ćıl ve tvaru

sloveso - podstatné jméno. Např.
”
Žák dokáže vyjádřit formálńım zápisem

matematické pojmy.“ Pak následuj́ıćım zp̊usobem urč́ıme kód kognitivńıho

ćıle. Slovesný tvar
”
dokáže vyjádřit“ patř́ı do dimenze kognitivńıho procesu

rozumět. Znalost matematických pojmů je znalost fakt̊u. Proto dle ta-

bulky 2 přǐrad́ıme tomuto kognitivńımu ćıli kód 2A.

4.7.2 Analýza natáčených hodin

V následuj́ıćıch kapitolách je podrobně popsán pr̊uběh všech pěti natáčených

hodin s analýzou a vyznačeńım kód̊u kognitivńıch ćıl̊u odpov́ıdaj́ıćı revido-

vané Bloomově taxonomii edukačńıch ćıl̊u tak, jak je uvedeno v tabulce 2

v kapitole 4.7.1. Červeně jsou vyznačeny kódy, které patř́ı k té části hodiny,

ve které byly použity aplety s dynamickými vizuálńımi d̊ukazy a modré kódy

patř́ı takovým částem hodiny, kde byly také využity dynamické aplety, ale ta-

kové, které dynamické vizuálńı d̊ukazy neobsahuj́ı. Kódy př́ıslušných ćıl̊u byly

většinou určeny na základě sloves typických pro vymezeńı kognitivńıch ćıl̊u

uvedených v tabulce 1 v kapitole 4.7.1, která někdy zazněla př́ımo v hodinách

z úst pańı učitelky. Ne vždy se tato typická slovesa v řeči pańı učitelky př́ımo
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Tabulka 2: Taxonomická tabulka

Dimenze kognitivńıho procesu

Znalostńı dimenze 1.
Z
ap

am
at
ov
at

2.
R
oz
u
m
ět

3.
A
p
li
ko
va
t

4.
A
n
al
y
zo
va
t

5.
H
o
d
n
ot
it

6.
T
vo
ři
t

A. Znalost fakt̊u

B. Konceptuálńı znalost

C. Procedurálńı znalost

D. Metakognitivńı znalost

objevila. Pak byly kognitivńı ćıle zformulovány na základě kontextu výukové

situace a následně pak určeny jejich př́ıslušné kódy. Kompletńı textový přepis

z natáčených hodin je součást́ı této disertačńı práce jako př́ıloha 4.

4.7.3 1. natáčená hodina

Tématem prvńı natáčené hodiny byly úhly. Obsahem hodiny bylo zopakováńı

znalost́ı týkaj́ıćıch se dvojic úhl̊u, jejich využit́ı k řešeńı geometrických úloh

a zavedeńı nových pojmů obvodový a středový úhel.

Na začátku hodiny prob́ıhá matematická rozcvička, kdy pańı učitelka

chod́ı po tř́ıdě a jednotlivým žák̊um dává př́ıklady z tzv. matematického

minima. Do tohoto matematického minima patř́ı např́ıklad druhé mocniny

přirozených č́ısel do dvaceti, základńı algebraické vzorce, definice základńıch

goniometrických funkćı a tak podobně. Tyto základńı poznatky muśı žáci

bezpodmı́nečně znát, jestliže u některého z nich učitelka naraźı na neznalost,

upozorńı ho, že př́ı̌st́ı hodinu bude na tuto látku vyzkoušen. Většina žák̊u

však reaguje velmi svižně a někteř́ı se dokonce i hláśı.

V této části hodiny se po žáćıch požaduje vybaveńı základńıch matema-

tických fakt̊u. Jedná se tedy o kognitivńı ćıl 1A.

Následuje opakováńı z předchoźı hodiny, kdy tématem byly množiny bod̊u

dané vlastnosti. Opakováńı je realizováno formou zkoušeńı vybraného žáka
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u interaktivńı tabule. Pańı učitelka diktuje zadáńı př́ıkladu a žák má za úkol

ho načrtnout na interaktivńı tabuli a správně zapsat pomoćı matematických

symbol̊u.

T́ım chce pańı učitelka ověřit, zda žák dokáže vyjádřit formálńım zápisem

matematické pojmy 2A. Žáci v lavićıch jsou instruováni, aby rýsovali do

sešit̊u. Druhou část úkolu sama vyučuj́ıćı zaṕı̌se na tabuli matematickým

zápisem, aby naopak ověřila, že žáci uměj́ı přeč́ıst matematickou symboliku

2A.

Při zkoušeńı vyžaduje pańı učitelka od žáka přesné matematické vy-

jadřováńı a navád́ı zbytek tř́ıdy k diskusi o počtu řešeńı zadané úlohy. S žákem

u tabule pak diskutuje o tom, jak by bylo možné úlohu pozměnit, aby měla

jiný počet řešeńı. Na konec pańı učitelka žáka oznámkuje a stručně vysvětĺı,

proč ho hodnot́ı takto. A doplńı to slovy:
”
Matematika je o přesnosti.“

Dále proběhla kontrola domáćıho úkolu, kdy si měli žáci zopakovat a vy-

psat znalosti o dvojićıch úhl̊u. Kontrola neproběhla klasickou kontrolou kaž-

dého sešitu, ale namátkou byl vybrán student k interaktivńı tabuli, kde

vyučuj́ıćı spustila aplet v GeoGebře [113] , na kterém byly vyznačeny př́ıslušné

dvojice úhl̊u a k nim i otázky k zodpovězeńı. Během zkoušeńı si vyučuj́ıćı

uvědomı́, že žáci ještě neumı́ ṕısmena řecké abecedy, proto hned zadá na

př́ı̌stě domáćı úkol, aby si řeckou abecedu vypsali. Dále ještě společně se

žáky zopakuje pojmy jako př́ımý úhel, ostrý úhel, doplňkové úhly atd. Po

stručném zhodnoceńı a oznámkováńı žáka následuje zaj́ımavý moment, kdy

pańı učitelka vysvětĺı, že nejde pouze o to umět názvy, ale muśı je umět

i správně použ́ıt.

Z hlediska výukových ćıl̊u tedy požaduje, aby se žák přesně vyjadřoval

odbornou terminologíı a aplikoval znalost teorie 2A, 3B.

Daľśı část hodiny začala následuj́ıćım dialogem vyučuj́ıćı se tř́ıdou:

Učitelka:
”
Prosim vás, kolik je součet vnitřńıch úhl̊u v trojúhelńıku?“

Tř́ıda:
”
180.“

Učitelka:
”
A jak to v́ıte? Kdo vám to řek?“

Tř́ıda:
”
Na základce.“

”
Pan Kolář.“

Učitelka:
”
Na základce. Pan Kolář. Dobrý a vy jste mu věřili?

Já bych nevěřila teda. I v Bibli se ř́ıká:
”
Neuvěř́ım, dokud neu-
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vid́ım rány v jeho rukou.“ Takže d̊ukaz, že součet vnitřńıch úhl̊u

v trojúhelńıku je 180. Já vám to napřed mlčky předvedu a vy mi

potom vysvětĺıte, co jsem předváděla.“

V této části hodiny je zachyceno, jak pańı učitelka p̊uvodńı pouhou repro-

dukci naučených fakt̊u 1A chce posunout do vyšš́ı úrovně poznáńı a využije

k tomu aplet s vizuálńım dynamickým d̊ukazem. Otevře na interaktivńı ta-

buli aplet s vizuálńım dynamickým d̊ukazem pro součet velikost́ı vnitřńıch

úhl̊u trojúhelńıku [136] a celou animaci beze slova předvede (obrázek 58).

Obrázek 58: Použit́ı apletu [136] v hodině

Pak se vrát́ı na začátek animace a začne ji předvádět znovu, tentokrát již

s komentářem:

Učitelka:
”
Co dokazuju t́ımhle t́ım? Nebo, co předvád́ım t́ımhle?“

(pohybuje rovnoběžkou)

Tř́ıda: (žáci něco ř́ıkaj́ı, neńı rozumět)

Učitelka:
”
To je taky jeden z poznatk̊u, že nezálež́ı na velikosti

toho trojúhelńıku, že vlastně to plat́ı pro libovolný trojúhelńık.

Tam šlo ale o něco jiného. Já bych třeba mohla tu př́ımku vést

pod nějakým úhlem, ale já jsem j́ı vedla. . . ?“
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Tř́ıda:: (neńı rozumět)

Učitelka:
”
Takže s č́ım to souviśı, Lukáši?“

Žák:
”
S těma stř́ıdavejma a vrcholovejma úhlama.“

Učitelka:
”
Ano. S těmi stř́ıdavými úhly, co jsme před chv́ıĺı brali.

S těmi stř́ıdavými a souhlasnými. Takže, zkuśıme to ted’ka nafor-

mulovat s užit́ım právě těch názv̊u, těch poznatk̊u, které jste měli

za domáćı úkol, a které jsme před chv́ıĺı zopakovali. Takže pojd’te

tam dopsat ty hodnoty. “

Zde nejprve docháźı ke stanoveńı kritéríı pro použit́ı pravidel pro dvojici

úhl̊u 2C.

Učitelka vyvolá jednu žákyni k tabuli a dává j́ı instrukce:

Učitelka:
”
Zkus s použit́ım té látky, kterou jsme před chv́ıĺı pro-

cvičili, vysvětlit ted’ka ten d̊ukaz. Popisuj, pojmenovávej . . . Zkus

vysvětlit, co se tam nahoře u toho vrcholu C odehrává. Ty úhly

se nějak jmenujou - alfa, beta, gama. Zkus ta ṕısmenka připsat

k těm horńım úhl̊um a od̊uvodnit, proč se ten úhel tak jmenuje.

Vı́̌s, co po Tobě chci?“

Žákyně:
”
Jo.“

Učitelka:
”
No, nevypadáš na to. Znovu. Tady dole máš pojmeno-

vaný úhly: zelenej je alfa, modrej je beta a tady nahoře máš taky

nějaké úhly barevné a já bych chtěla, abys je popsala. Tak. A ted’,

abys mi od̊uvodnila, proč se tenhle jmenuje beta a jak si na to

přǐsla.“

Žákyně:
”
Protože je stejně velkej.“

Učitelka:
”
A proč je stejně velkej? Použij ten název, který jste si

měli vypsat za domáćı úkol.“

Žákyně:
”
Je souhlasný?“

Učitelka:
”
Tyhle nejsou souhlasný.“

Žákyně:
”
Stř́ıdavej.“

Učitelka:
”
Protože jsou stř́ıdavé, to je prvńı předpoklad a ještě

jeden je tam. Na to už jsem se ptala před chv́ıĺı Tomáše. Jsou
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vždycky ty úhly shodné?“

Žákyně:
”
Když jsou rovnoběžný.“

Učitelka:
”
Když jsou ty př́ımky rovnoběžky. To je to, co jsem

se vám snažila vysvětlit, že jsme vlastně posunovali rovnoběžku,

vytvářeli jsme rovnoběžku. A to alfa?“

Žákyně:
”
Je taky stř́ıdavý.“

Učitelka:
”
Taky stř́ıdavý. No a vid́ıme, že dohromady . . .“

Žákyně:
”

. . . daj́ı 180.“

Učitelka:
”
Ano a proč?“

Žákyně:
”
Př́ımý úhel.“

Učitelka:
”
Př́ımý úhel, tedy 180. Ano, takže takhle je d̊ukaz. Ten

obrázek nám ukázal, co se tam dělo, že jsme opravdu viděli, že jsou

to stejné úhly, to vid́ıme, ale ted’ proč, to matematické od̊uvodněńı.

Čili použijeme ještě jednou ty pojmy. Tyto dva úhly jsou . . .“

Žákyně:
”
. . . stř́ıdavé.“

Učitelka:
”
A protože . . .“

Žákyně:
”
. . . jsou rovnoběžné . . .“

Učitelka:
”
Tak jsou . . .“

Žákyně:
”
. . . stejné.“

Učitelka:
”
Tak jsou shodné. Takže ted’ka už m̊užete tvrdit, ano, já

to vim, je to pravda, protože to umim dokázat. Za předpokladu,

že dotyčný v́ı, že jsou to stř́ıdavé úhly.“

Hned v úvodu tohoto úryvku je patrná určitá gradace v požadavćıch pańı

učitelky na výukové ćıle. Nejprve zazńı požadavek na vybaveńı si základńı

terminologie:
”
Popisuj, pojmenovávej...“ 1A. Pak

”
vysvětli“ 2B. Největš́ı

d̊uraz je však kladen na
”
od̊uvodni“, což pańı učitelka zmı́ńı opakovaně 5B.

Hodina dále pokračuje zadáńım úlohy pro žáky, kteř́ı maj́ı rýsovat do

sešitu.

Učitelka:
”
Budeme chv́ıli rýsovat. Zvolte si bod S a narýsujte

kružnici o poloměru 5 cm. (Zaṕıná zpětný projektor.) Ve spodńı

části té kružnice zvolte dva body A,B, které vytvoř́ı tětivu. (Kresĺı

na fólii a promı́tá přes projektor.) Dál zvoĺıme 3 body V1, V2, V3,

kdekoliv na obvodu té kružnice. Vždy ten bod V spoj́ıme s krajńımi
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body tětivy, s těmi body A, B. Postupně ty vrcholy spoj́ıme s těmi

body A,B. Úhly, které vznikly označ́ıme α1, α2, α3. A protože

máme úhloměr, všichni máme úhloměr. Všechny tři úhly změřte

a zapǐste všechny tři hodnoty.“

Stejné zadáńı pańı učitelka promı́tne na zpětném projektoru. Daľśı postup

konstrukce rýsuje př́ımo na zpětném projektoru, tak, aby žáci viděli, jaký je

přesný postup rýsováńı. Dále názorně předvád́ı, jak se použ́ıvá úhloměr. Za-

daná úloha má žáky dovést k objevu, že všechny obvodové úhly př́ıslušné ke

stejnému oblouku maj́ı shodnou velikost. Následuje konstrukce středového

úhlu a diskuse nad souvislost́ı mezi těmito sestrojenými úhly. Když žáci

společně s pańı učitelkou dojdou k závěru, že velikost středového úhlu je

dvojnásobkem obvodového, spust́ı učitelka na interaktivńı tabuli aplet [130]

(obrázek 59), pomoćı kterého zavede pojmy středový a obvodový úhel a vysvětĺı

vztah mezi nimi.

Obrázek 59: Použit́ı apletu v hodině

S využit́ım samostatné tvořivé práce a následně dynamického apletu zde

docháźı k formulaci hypotézy o vztahu mezi velikost́ı středového a obvo-

dového úhlu 6B.

Následuje aplet s pravidelným pětiúhelńıkem [131] a úlohou, na jej́ıž

řešeńı maj́ı žáci využ́ıt právě źıskané znalosti o obvodovém a středovém úhlu

(obrázek 60).

Učitelka:
”
. . .No a posledńı věc: k čemu je to dobrý? . . .“
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Obrázek 60: Použit́ı apletu [131] v hodině

Na tomto př́ıkladu jsou aplikovány nově nabité znalosti o vztahu mezi

velikost́ı obvodového a středového úhlu 3B.

4.7.4 2. natáčená hodina

Tématem hodiny byl trojúhelńık. Obsahem hodiny bylo zopakováńı základ-

ńıch pojmů týkaj́ıćıch se trojúhelńıku, které by měli žáci znát ze základńı

školy.

V úvodńı části hodiny se pańı učitelka vraćı k minulé hodině, k užit́ı

středového a obvodového úhlu v konstrukčńıch úlohách. Připomene speciálńı

př́ıpad věty o obvodovém úhlu – Thaletovu větu a jej́ı využit́ı při konstrukci

tečen z bodu ke kružnici. Načrtne konstrukci na interaktivńı tabuli s t́ım,

že konstrukci by měli žáci již znát ze základńı školy. Daľśı úloha už se týká

úsečky viděné pod určitým úhlem r̊uzným od 90◦. Pańı učitelka opět črtá

na interaktivńı tabuli, upozorňuje na souvislost se středovým a obvodovým

úhlem a odvozuje a vysvětluje, jak zadanou konstrukci sestrojit.

Zde docháźı k aplikaci znalost́ı o vlastnostech obvodového a středového

úhlu na nový problém 3B.

Pańı učitelka žák̊um oznámı́, že př́ı̌st́ı hodinu si naṕı̌śı krátký ověřovaćı

test, kdy dostanou zadanou úsečku a úhel a budou mı́t za úkol sestrojit
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oblouk, ze kterého je daná úsečka viděna pod t́ımto úhlem. Dále vysvětĺı,

že jestliže hledáme množinu bod̊u, ze které je úsečka viděna pod určitým

úhlem, jsou to vlastně dva oblouky. Daľśı připomı́nka k tomuto problému

se pak týká druhé varianty konstrukce, kdy je využito doplňkového úhlu.

Posledńı, co se v souvislosti se zadaným problémem řeš́ı je, jak přenést úhel.

Učitelka s př́ıslušným komentářem tentokrát rýsuje na klasickou tabuli a žáci

rýsuj́ı do sešit̊u.

Daľśı část hodiny se již týká tématu hodiny, kterým je trojúhelńık. Nej-

prve pańı učitelka vyzývá žáky k opakováńı pojmů týkaj́ıćıch se rozděleńı

trojúhelńık̊u vzhledem k velikosti jejich vnitřńıch úhl̊u a z pohledu délek

jejich stran.

Učitelka:
”
Trojúhelńık, tři úhly, to je jasný. Klasifikace s pohledu

úhl̊u. Jak m̊uže vypadat trojúhelńık z hlediska velikosti úhl̊u? Jaké

se nám tam mohou objevit? “

Žák:
”
Pravoúhlý.“

Učitelka:
”
Pravoúhlý.“

Žák:
”
Tupoúhlý.“

Učitelka:
”
Tupoúhlý“

Žák:
”
Ostroúhlý.“

Učitelka:
”
Ostroúhlý. Kdy o trojúhelńıku řekneme, že je ostroúhlý?

Definici.“

Žák:
”
Když je jeden úhel pod devadesát stupň̊u.“

Učitelka:
”
Jeden?“

Žák:
”
Ne, všechny.“

Učitelka:
”
Všechny úhly muśı být menš́ı než 90°, potom mu ř́ıkáme

ostroúhlý. Když je jeden úhel 90°, tak je pravoúhlý. A když je-

den z úhl̊u přesáhne 90°, tak mluv́ıme o tupoúhlém trojúhelńıku.

To byla klasifikace z pohledu úhl̊u. Druhý, co se týká délky stran.

Co tam m̊užeme rozlǐsit? Rovnostranný a rovnoramenný. Každý z

těch trojúhelńık̊u má určité speciálńı vlastnosti. My jsme tady před

chv́ıĺı na jednu padli, že výška v rovnoramenném splývá s těžnićı.

To u obecného trojúhelńıku neplat́ı. Pozor na falešné závěry. . . .“

Ćılem této části hodiny je opakováńı základńıch pojmů a definic 1A.
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Pańı učitelka spust́ı na interaktivńı tabuli aplet s trojúhelńıkem a mř́ıžkou

[137] (obrázek 61) a vyzývá jednotlivé studenty, aby tvar zobrazeného troj-

úhelńıku upravili tak, aby odpov́ıdal zadáńı. Např́ıklad, aby byl rovnora-

menný. Ke správnému nastaveńı požadovaného typu trojúhelńıku pomáhá

žák̊um zobrazená mř́ıžka, ke které mohou body přichytávat. Červený nápis

v horńı části apletu se měńı dle typu zobrazeného trojúhelńıku.

V tomto př́ıpadě už se nejedná pouze o reprodukci naučených znalost́ı,

ale jde zde o aplikaci konceptuálńıch poznatk̊u, kdy si žáci nejprve muśı

uvědomit, jak jsou dané typy trojúhelńık̊u definovány, a pak tuto teoretickou

znalost použ́ıt při modifikaci apletu a to ještě s využit́ım mř́ıžových bod̊u 3B.

Obrázek 61: Aplet [137] k procvičováńı znalost́ı o trojúhelńıku

Po diskusi o vlastnostech jednotlivých typ̊u trojúhelńık̊u, se pańı učitelka

ptá na definice základńıch pojmů týkaj́ıćıch se trojúhelńıku, jako např́ıklad

těžnice, těžǐstě, výška atp.

Tentokrát jde pouze o vybaveńı konkrétńıch faktických poznatk̊u 1A.

Po ústńım zopakováńı jsou žáci vyzváni, aby si načrtli jednotlivé typy

trojúhelńık̊u do sešitu, přičemž učitelka to samé načrtne na tabuli. Pak dik-

tuje definice těžnice, těžǐstě atd. Daľśım úkolem pro žáky je narýsovat do

sešitu obecný trojúhelńık a jeho těžnice a těžǐstě. Po chv́ıli učitelka polož́ı

dotaz, zda je možné, aby těžǐstě leželo mimo trojúhelńık. Pak opět využije

dynamického apletu s trojúhelńıkem, ve kterém si pomoćı posuvńıku nechá
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zobrazit těžnice, k verifikaci tvrzeńı, že těžǐstě trojúhelńıku vždy lež́ı uv-

nitř něj. Ukazuje žák̊um, že at’ měńı tvar trojúhelńıku r̊uznými zp̊usoby,

těžǐstě z̊ustává stále uvnitř trojúhelńıku. Potom tuto skutečnost matematicky

zd̊uvodńı s využit́ım pojmů konvexńı a nekonvexńı úhel respektive útvar.

Následně zobraźı v apletu výšky v trojúhelńıku a žáci už se snaž́ı formulovat

definici výšky, kterou pak učitelka přesně zformuluje a nadiktuje žák̊um. Pak

pomoćı dynamického apletu ukáže, že na rozd́ıl od těžǐstě ortocentrum může

ležet mimo trojúhelńık a to právě tehdy když je tento trojúhelńık tupoúhlý.

Zde se nejedná pouze o konstatováńı nějakého faktu, ale pomoćı dyna-

mického apletu zde docháźı k ověřeńı zákonitost́ı, které v trojúhelńıku plat́ı

a také k jejich od̊uvodněńı 5B.

4.7.5 3. natáčená hodina

Hodina začala sĺıbenou ṕısemkou na sestrojeńı množiny bod̊u, ze které je

úsečka dané délky viděna pod úhlem zadané velikosti. Zadáńı pańı učitelka

promı́tla na interaktivńı tabuli, žáci rýsovali na paṕır.

Ćılem této ṕısemné práce je zjistit, jestli bylo dosaženo kognitivńıho ćıle

3B, zda žáci dokáž́ı aplikovat známý postup na běžnou úlohu.

Po odevzdáńı ṕısemky je zkoušen žák, který minulou hodinu neuměl ma-

tematické minimum. Po zkoušeńı se ještě pańı učitelka ptá na některé znalosti

z matematického minima žák̊u ve tř́ıdě 1A14.

Daľśı část hodiny už navazuje na látku prob́ıranou minule a to opa-

kováńı a upřesňováńı znalost́ı o trojúhelńıku. Téma této hodiny byl obsah

trojúhelńıku. Pańı učitelka opět spust́ı na interaktivńı tabuli aplet s trojúhelńıkem

[137], který využila v minulé hodině. Prvńı pojem, o kterém mluv́ı jsou

středńı př́ıčky v trojúhelńıku. Společně se studenty definuje tento pojem a zo-

pakuje vlastnosti středńıch př́ıček 1A.

Daľśı prob́ırané pojmy jsou kružnice opsaná a kružnice vepsaná. Opět

s pomoćı student̊u slovně nadefinuj́ı obě kružnice, a pak diskutuj́ı o tom, jak

se hledaj́ı středy těchto kružnic, a také o tom, kde vzhledem k trojúhelńıku

tyto středy budou ležet. K tomu jim pańı učitelka pomáhá t́ım, že v apletu

pohybuje vrcholy trojúhelńıka a měńı jeho tvar.

14Tato aktivita byla již detailněji popsána na straně 82 v úvodu 1. natáčené hodiny.
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V tomto př́ıpadě se už nejedná pouze o vybaveńı fakt̊u, ale i odvozeńı

zákonitost́ı na základě sledováńı děńı při modifikaci trojúhelńıku v apletu

2B.

Dále žáci dostanou domáćı úkol, kdy dostanou přesné rozměry trojúhelńıka

a narýsovat kružnici vepsanou a opsanou a stejnou úlohu maj́ı žáci za úkol

sestrojit i v programu GeoGebra.

Zat́ımco při rýsováńı na paṕır jde o aplikaci známého postupu na řešeńı

běžné úlohy 3C, při konstrukci v GeoGebře je třeba objevit správný postup

řešeńı problému a realizovat ho naprosto přesně. Protože zat́ımco při kon-

strukci na paṕıru lze někdy trochu
”
švindlovat“, v dynamické konstruci toto

nelze, protože špatný postup lze většinou snadno odhalit tažeńım volných ob-

jekt̊u. To se ukáže předevš́ım při konstrukci kružnice vepsané, kdy je nutné

po nalezeńı jej́ıho středu zkonstruovat pomoćı kolmice ke straně trojúhelńıku

alespoň jeden bod dotyku, což na paṕı̌re lze obej́ıt a poloměr kružnice nasta-

vit
”
od oka“, ale při konstrukci v DGS nikoliv. Jedná se zde tedy o kognitivńı

ćıl 6C.

Pańı učitelka spust́ı aplet s dynamickým vizuálńım d̊ukazem pro vzorec

pro výpočet obsahu trojúhelńıka [129]. Nejdř́ıve připomene, že tento vzorec

už žáci znaj́ı ze základńı školy a že chce, aby si na něj vzpomněli a řekli j́ı

ho.

Učitelka:
”
Na základńı škole jste se učili vzoreček pro obsah trojúhelńıku.

Tak jak zněl, Adame? Obsah trojúhelńıku.“

Žák:
”
To je. . .“

Učitelka:
”
To je? Chodil jsi na základku?“

Žák:
”
Jo, to je á krát bé lomeno dvěma.“

Učitelka:
”
No, nemohu ř́ıct, že bys neměl pravdu, ale jenom někdy. . .“

Žák:
”
To je v pravoúhlém trojúhelńıku.“

Učitelka:
”
Ano, to je jenom v pravoúhlým. Výborně. Takže začneme

pravoúhlým trojúhelńıkem, kde skutečně obsah je á krát bé lomeno

dvěma. Dovedli byste mi vysvětlit proč?“

Žák:
”
Protože dostaneme jako čtverec, teda obdélńık a ten rozděĺıme

a máme tam trojúhelńık.“

Učitelka:
”
Tak, ano. Je to polovina obsahu obdélńıku, tedy á krát

bé lomeno dvěma. A ted’ ten druhý vzoreček, Davide. Nejznáměǰśı
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vzoreček pro obsah trojúhelńıku.“

Žáci:
”
Strana krát výška lomeno dvěma.“

Učitelka:
”
Ano, naprosto přesně. Strana krát př́ıslušná výška lo-

meno dvěma. Kdyby totǐz mi řek třeba á krát vé á lomeno dvěma,

tak mu řeknu: A co když se ten trojúhelńık bude jmenovat třeba

KLM? Takže naprosto přesně řečený: strana krát výška lomeno

dvěma. Vı́te, učili jste se, ale ted’ proč? Já vám tady něco ukážu

a vy pak začnete přemýšlet.“

Ćılem této diskuze neńı pouze vybaveńı si vzorce, ale pańı učitelka chce,

aby žáci výpočet obsahu chápali jako obecnou závislost 1B. U obsahu pravo-

úhlého trojúhelńıku pak jde o porozuměńı spojitosti mezi t́ımto trojúhelńıkem

a obdélńıkem 2B.

Pańı učitelka na interaktivńı tabuli v apletu s dynamickým vizuálńım

d̊ukazem pohybuje posuvńıkem a předvede beze slova celou animaci. Vrát́ı

animaci na začátek a postupuje znovu, tentokrát už s komentářem.

Učitelka:
”
Takže, co jste viděli? Tak ještě jednou: Mám trojúhelńık,

zvoĺıme v něm výšku.“

Žáci:
”
Rozděĺıme j́ı na p̊ul.“

Učitelka:
”
Rozp̊uĺıme a vzniknou nám dva nové trojúhelńıky. A to-

hle to je věc, která má v matematice také sv̊uj název a také

se k tomu dostaneme, tomuhle se ř́ıká rotace - otáčeńı. Já ten

trojúhelńık vezmu a otoč́ım ho nějakým zp̊usobem, třeba tady ko-

lem jednoho vrcholu. Ted’ co se stalo?“

Žáci:
”
Vytvořilo to obdélńık.“

Učitelka:
”
Vytvořilo to obdélńık. Obdélńık je základna, strana je

polovina výšky, to jsme si na začátku ř́ıkali. No jo, ale dá se

tomu věřit, když je to jenom takhle nakreslený? Nemuśı to bejt

přesný, muśıme to zase umět matematicky od̊uvodnit - proč. Vy

jste na základńı škole brali věty o shodnosti trojúhelńık̊u, kdy jsou

trojúhelńıky shodné. Takže zkuśıme ted’ka od̊uvodnit, proč tenhle-

ten trojúhelńıček je skutečně ten, co přiběh seshora. Tak zkuśıme

přemýšlet. Je to o úhlech a je to o délkách stran. Tak jak jsme na

tom s úhly? Proč je tenhleten úhel stejný jako tenhleten?“
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Žáci:
”
Stř́ıdavé.“

Učitelka:
”
Bud’ použiju pojem, že jsou to stř́ıdavé úhly, kdybychom

si tady doplnili daľśı rovnoběžku, nebo použijeme, že tyhlety jsou

vrcholové, tud́ı̌z jsou shodné, to vždycky. Tady je pravý úhel, takže

na ten posledńı zbývá stejná hodnota. Takže muśı tento úhel být

shodný s t́ımhlet́ım. Už tedy mám zajǐstěno, když v trojúhelńıku

mám dva, t́ım pádem tři, stejné úhly, že jsou ty trojúhelńıky. . . ?

Musej́ı být shodné? Jako tenhleten má hodně společného s t́ımhle:

pravý úhel, tyhle úhly, ale že by byly stejný to se mi nezdá. Takže

jsou? Ten druhý pojem. Podobné. A jak z toho podobného dokážu

ten shodný? Stač́ı mi jedna věc už k tomu. Aby tam byla stejná

strana stejné délky. A když se pod́ıváte, no tak třeba tahleta úsečka. . .

A ted’ zase v podobných trojúhelńıćıch. V podobných znamená, že

se to nafoukne ve stejném poměru, všechny ty strany se zvěťśı

ve stejném poměru. Takže když se pod́ıváte na tenhle trojúhelńık,

výška je v něm polovina, takže i tahle strana je p̊ulka té dlouhé

strany a když já j́ı takhle překloṕım, tak vid́ım, že tahleta je p̊ulka

výšky a tahleta taky. Takže máte dokázaný, že je tam stejně dlouhá

strana, takže ty trojúhelńıky musej́ı být shodné. Tak si ten d̊ukaz

nakreslete do sešitu. Barevně.“

Pańı učitelka několikrát zd̊urazňuje, že muśı matematicky od̊uvodnit to,

co animace zobrazuje. Nespokoj́ı se s pouhým konstatováńım, že něco tak je,

ale zd̊urazňuje d̊uležitost otázky: Proč to tak je?, č́ım vede žáky k hledáńı

cesty k matematickému d̊ukazu 5B.

Učitelka procháźı mezi žáky a sleduje, jak pracuj́ı. Ukonč́ı jejich práci

s t́ım, že kdo to nestihl, může si stáhnout tento soubor ze společného disku

a dodělat doma.

Učitelka zapne zpětný projektor, na kterém má fólii se vzorci pro obsah

trojúhelńıka, které postupně odhaluje, odvozuje a vysvětluje. Jak pro obecný

trojúhelńık, tak pro pravoúhlý či rovnostranný. Upozorńı žáky, že všechny

tyto vzorce najdou také v tabulkách, tak aby si je tam našli, aby věděli, kde

je hledat. Vyměńı fólii za jinou, na které jsou uvedeny vzorce pro výpočet

obsahu trojúhelńıku s využit́ım poloměr̊u kružnice vepsané a opsané. Vysvětĺı

a odvod́ı s využit́ım obrázku.
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Učitelka:
”
Když jste za domáćı úkol dostali: Sestroj kružnici ve-

psanou..., tak si potom vezmete prav́ıtko, změř́ıte jej́ı poloměr

a spočtěte si, že to, co jste odrýsovali vycháźı i početně. “

Ćılem tohoto domáćıho úkolu je aplikace vzorce na zadanou úlohu 3A

a porovnáńı výsledk̊u dosažených dvěma r̊uznými metodami 2A.

4.7.6 4. natáčená hodina

Téma hodiny byl pravoúhlý trojúhelńık. Učitelka zmı́ńı, že se z větš́ı části

jedná o opakováńı ze základńı školy a ze začátku školńıho roku.

Učitelka:
”
Když se řekne pravoúhlý trojúhelńık, co se vám má

okamžitě vybavit?“

Když jeden žák řekne, že jeden úhel v pravoúhlém trojúhelńıku je pravý

a ty druhé dva, že jsou stejné, tak pańı učitelka se zaraźı a jak sama zmı́ńı,

tak mimo p̊uvodńı plán, otevře na interaktivńı tabuli aplet se základńımi

vlastnostmi pravoúhlého trojúhelńıku [132] a vyvolá jednoho žáka k tabuli.

Ten má za úkol přeč́ıst z apletu výroky o pravoúhlém trojúhelńıku, které zde

jsou uvedené a zaškrtnout ty, které jsou pravdivé (obrázek 62).).

Žák:
”
Odvěsny sv́ıraj́ı pravý úhel.“

Učitelka:
”
Je to pravda.“

Žák:
”
Je. Přepona je nejdeľśı strana v pravoúhlém trojúhelńıku.

To je taky pravda.“

Učitelka:
”
Ano.“

Žák:
”
Obě odvěsny maj́ı vždy stejnou délku. To neńı pravda.“

Učitelka:
”
To neńı pravda. Proč to neńı pravda?“

Žák:
”
Protože jedna m̊uže bejt deľśı.“

Učitelka:
”
Ano. Takže tam vad́ı to slov́ıčko ”vždy”. Kdyby tam

nebylo tohle slov́ıčko, tak to je: Obě odvěsny maj́ı stejnou délku.

A při pohledu na obrázek řeknu, ano, je to pravda. Jenže je tam

to slov́ıčko ”vždy”, takže to neńı pravda.“

Žák:
”
Přepona lež́ı vždy proti pravému úhlu. To je pravda.“

Učitelka:
”
Hele, támhle, pod́ıvej. Dobře on, umı́. Takže bacha na
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slov́ıčka, to je přesně to, co vám vždycky ř́ıkám: matematika je

naprosto přesná a jedno jediné poĺıčko m̊uže změnit smysl celé

věty, a pak těžko uhádáte, já jsme to myslel takhle.“

Na apletu je zobrazen rovnoramenný pravoúhlý trojúhelńık a když správně

žák uvede, že odvěsny nemuśı být vždy stejně dlouhé, tak je vyzván, aby po-

hnul bodem C, u kterého lež́ı pravý úhel a t́ım verifikoval správnost svého

tvrzeńı. Pańı učitelka žáky upozorňuje na to, že matematika pracuje s přesně

definovanými pojmy a někdy i jediné slovo může změnit pravdivost či význam

nějakého tvrzeńı. Ćılem je porozuměńı konceptuálńım poznatk̊um 2B.

Obrázek 62: Aplet [132] s pravoúhlým trojúhelńıkem

Dále učitelka připomene, že pravoúhlého trojúhelńıku se týkaj́ı i goniome-

trické funkce a hned se jednoho žáka zeptá, jak jsou definovány. Pak načrtne

na tabuli pravoúhlý trojúhelńık KLM , označ́ı v něm úhly a strany a chce po

žáćıch vyjádřit jednotlivé goniometrické funkce.

Učitelka:
”
. . . a mám nadefinované všechny 4 goniometrické funkce

a je mi úplně jedno, jak je ten trojúhelńık pojmenovaný. Umı́me

si to obecně ř́ıct a aplikovat na jakýkoliv trojúhelńık. . . .“

Po slovńım vyjmenováńı definic jednotlivých goniometrických funkćı jsou

tyto znalosti aplikovány na konkrétńı př́ıklad 3B.
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Potom pańı učitelka zadá př́ıklad, který i naṕı̌se na tabuli: Je dán pravi-

delný sedmiúhelńık o délce strany a = 10 cm. Jak velký je poloměr kružnice

opsané? Když dodiktuje zadáńı, zeptá se žák̊u, jak tento př́ıklad souviśı s

pravoúhlým trojúhelńıkem. Žáci tipuj́ı, tak je pańı učitelka vyzve, at’ si to na-

kresĺı a sama načrtne obrázek na tabuli a odvod́ı výpočet. Když žáci př́ıklad

dopoč́ıtaj́ı, učitelka je vyzve, aby se zamysleli nad správnost́ı výsledku. Aby

přemýšleli nad t́ım, pro který pravidelný n-úhelńık se délka strany rovná po-

loměru kružnice opsané a pro které pravidelné n-úhelńıky je tato délka větš́ı

a pro které menš́ı. Pak stručně vysvětĺı, proč to je, tak jak to je.

Pańı učitelka zde nedala možnost žák̊um, aby řešeńı př́ıkladu odhalili

sami, ale sama prozradila postup, takže zde docháźı k aplikaci goniomet-

rických funkćı v nové situaci a vyvozeńı vztahu mezi počtem stran n-úhelńıku,

délkou této strany a poloměrem kružnice opsané 3B.

Daľśı část hodiny je věnována Pythagorově větě.

Učitelka:
”
. . . a ted’ se pod́ıváme na Pythagorovu větu. Jakpak

zńı?“

Žák:
”
Obsah čtverce nad přeponou se rovná součtu obsah̊u čtverc̊u

nad oběma odvěsnami.“

Učitelka:
”
Výborně. Naprosto přesně.“

Žák:
”
To je na malou jedničku.“

Učitelka:
”
Ano, dáme malou jedničku. Hele, Štěpáne, to už byla

pátá, tak to už máš velkou jedničku za práci v hodině. Takže

tak, jak to Štěpán řekl: Obsah čtverce nad přeponou se rovná

součtu obsah̊u čtverc̊u nad oběma odvěsnami. Tahleta věc se dá

nádherně nakreslit (kresĺı na tabuli). . . .Takhle vypadá grafické

znázorněńı Pythagorovy věty (obázek 63). A zase otázka: Uměli

byste to dokázat?“

Žák:
”
Asi ne.“

Učitelka:
”
Asi ne. Tak já vám tady dám paṕır. Doufám, že máte

n̊užky, jestli ne, tak máte sm̊ulu.“

Ćılem daľśı části hodiny je povýšit znalost Pythagorovy věty z pouhé

reprodukce, do vyšš́ı znalostńı dimenze. Analyzovat proč plat́ı to, co tato

věta ř́ıká.
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Obrázek 63: Grafické znázorněńı Pythagorovy věty

Obrázek 64: Obrázek pro studenty

Pak na tabuli zobraźı prvńı fázi dynamického vizuálńıho d̊ukazu Pytha-

gorovy věty dle Perigala [112] a žák̊um tento obrázek rozdá vytǐstěný na

paṕı̌re (obrázek 64).
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Učitelka:
”
A obrázek, který tam máte je ten, co já mám tady.

Vašim úkolem bude dokázat, že když podle předkreslených čar

rozstřiháte ten zelený čtverec a šikovným zp̊usobem ho na na-

skládáte na ten b́ılý čtverec a přidáte ten modrý čtverec, tak se

vám ten b́ılý zaplńı. Tak se do toho pust’te.“

Žáci zde muśı sami tvořit, sami vymyslet postup a strategii, jak problém

vyřešit 6C. Dynamický vizuálńı d̊ukaz zde neńı př́ımo využit jako nástroj

ke splněńı kognitivńıho ćıle, ale tvoř́ı ned́ılnou součást ověřeńı správnosti

žákovských řešeńı.

Pańı učitelka procháźı mezi žáky a těm, kteř́ı splńı úkol jako prvńı uděĺı

malou jedničku. Po té vyzve žáky, aby si doma se sd́ıleného disku obrázek

stáhli a ještě jednou vytiskli a do sešitu si nalepili jak tu p̊uvodńı verzi, tak tu

rozstř́ıhanou a složenou. Pak jde k interaktivńı tabuli a ukáže celou animaci

(obrázek 65).

Obrázek 65: Použit́ı apletu [112] v hodině

Učitelka:
”
Tomuhle se ř́ıká tak zvaný nonverbálńı d̊ukaz, prostě

d̊ukaz beze slov - pohybuju, ono se to naskládá.“
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Ještě jednou připomene, že všichni budou mı́t v sešitě tento d̊ukaz na-

lepený a pak už na interaktivńı tabuli otv́ırá daľśı aplet s dynamickým

vizuálńım d̊ukazem Pythagorovy věty, tentokrát dle Eukleida [111].

Učitelka:
”
My se ale pod́ıváme na daľśı d̊ukaz, kde už si o tom

budeme pov́ıdat už na základě něčeho o co se m̊užeme matema-

ticky opř́ıt. D̊ukaz Pythagorovy věty dle Eukleida. Zase grafické

znázorněńı Pythagorovy věty. A ted’ sledujte, co se bude d́ıt. (Po-

hybuje posuvńıkem.) Jedna fáze. . .Druhá. . .A ta posledńı. A zase

to tam sedlo přesně. Ted’ začneme krok za krokem odvozovat. Co

se tady dělo? Ten čtverec se změnil na útvar zvaný. . .“

Žáci:
”
. . . kosočtverec.“

Učitelka:
”
A ted’ co to je, teda? Je to určitě rovnoběžńık. Nevim,

jak se jmenuje, ale řeknu, že je to rovnoběžńık. A nám jde o to,

co ta strana? M̊uže bejt tahleta strana stejně dlouhá jako tahle?“

Žáci:
”
Ne.“

Učitelka:
”
Ne, takže? Tahleta z̊ustala stejná. Takže kosočtverec

asi nebyl dobrej nápad. Takže?“

Žáci:
”
Kosodélńık.“

Učitelka:
”
Kosodélńık. A já ho tedy dovezu až do téhleté polohy.

A já pořád mluvim o obsahu, že sč́ıtám obsahy, takže mě zaj́ımá,

jestli obsah toho žlutého kosodélńıku je stejný, jako obsah toho

modrého čtverce. Je. A proč? Tak se na to pod́ıváme. (Zobraźı

nový aplet Obsah rovnoběžńıku - verifikace [128]) Tady máte zob-

razený rovnoběžńık a čte se vám jeho obsah. A ted’ s t́ım rov-

noběžńıkem takhle pohybuju. Takže vid́ıte, že když začnu měnit tu

stranu AB, tak se ten obsah měńı, čili neńı tam udělaný pevně

text. Ale když pohybuju s tim vrcholem D a jen měńım tvar toho

rovnoběžńıku, tak obsah z̊ustává stejný. Co tam z̊ustává stejné?“

Žáci:
”
Základna.“

Učitelka:
”
Základna. A taky. . . ?“

Žáci:
”
. . . výška.“

Učitelka:
”
Výška. Takže je úplně jasný, že to nezálež́ı na délce

téhle strany, na velikosti úhlu, ale jediné, na čem zálež́ı je základna

a výška toho rovnoběžńıku. Pokud mám stejnou základnu a stej-
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nou výšku, tak vid́ıte, že má rovnoběžńık stejný obsah. My to

m̊užeme udělat ještě hezč́ım zp̊usobem. (otevře aplet Obsah rov-

noběžńıku - d̊ukaz [127]) D̊ukaz. Proč? My si to mysĺıme, ale zase

to dokážeme. Krásně to dokážeme. (Začne hýbat posuvńıkem.)

A jedu a jedu a dojedu a co vidim? Obdélńık, takže základny

krát výška. A celá myšlenka je v tom, že tento trojúhelńık jsme

přemı́stili sem. Proč? Proč to šlo? Jak dokážu, že je shodný?

Už jsme na to jednou narazili. Proč je tento trojúhelńık shodný

s t́ımhle. Jedna strana je stejná, pravý úhel, tenhle úhel a te-

nhle úhel jsou stejné, protože vzhledem k těm rovnoběžkám jsou

to úhly souhlasné a my v́ıme, že na rovnoběžkách jsou stejný.

Takže máme stoprocentně dva stejné úhly a máme stoprocentně

odpov́ıdaj́ıćı jednu stranu, takže muśı být shodný. A když je shodný,

tak muśı mı́t i stejný obsah. Takže zase krásný d̊ukaz, jednoduchý,

elegantńı. A ted’ se tedy vrát́ıme do toho našeho okna. (Znovu

otevře aplet D̊ukaz Pythagorovy věty dle Eukleida [111].) Takže

už jsme se shodli na tom, že ten žlutý rovnoběžńık má stejný ob-

sah jako ten modrý čtverec. Totéž plat́ı i z té druhé strany. Ted’

ten žlutý útvar má obsah b2 a tento žlutý má obsah a2. Co dělám

dál? Takhle s t́ım posunu dol̊u. Posunut́ım se obsah neměńı. No

a posledńı je, že zase z rovnoběžńıku, kde tentokrát tady budu

mı́t základnu a tady výšku, udělám obdélńık a zase obsah b2 a a2.

Takže jsme dokázali druhým zp̊usobem a tady vlastně umı́me ma-

tematicky od̊uvodnit, proč to tak je. Máme dokázánu Pythagorovu

větu a ted’, jak ji už́ıt.“

S pomoćı podrobné analýzy krok̊u dynamického vizuálńıho d̊ukazu je zde

proveden rozbor d̊ukazu Pythagorovy věty, což by se mohlo klasifikovat jako

kognitivńı ćıl 5B. Pańı učitelka ale tentokrát do odvozeńı nezapojila žáky a

celý postup provedla sama, takže potenciál k dosažeńı tohoto kognitivńıho

ćıle zde nebyl využit.

Učitelka načrtne zadáńı př́ıkladu (Mám 8 m dlouhý žebř́ık. Dole si ho

odsad́ım o 1,3 m a zaj́ımá mě, do jaké výšky dosáhne.) na tabuli a vyřeš́ı ho.

Po té ještě diskutuje se studenty o relevantnosti výsledku.
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Učitelka:
”
. . . Je to výsledek, který mi přijde smysluplný?“

V tomto př́ıkladě nejprve docháźı k aplikaci nových poznatk̊u 3B a pak

prob́ıhá diskuze nad správnost́ı výsledku 5B.

Daľśım úkolem pro žáky je, aby do sešitu narýsovali úsečku o délce
√
5.

Načrtne na tabuli pravoúhlý trojúhelńık a k přeponě naṕı̌se, že má délku√
5 a vyzve žáky, aby přemýšleli, jaké budou délky odvěsen, aby to dokázali

narýsovat. Dále upozorńı pańı učitelka žáky na sv̊uj obĺıbený př́ıklad, který

zadává u maturity, kde chce, aby žák vyřešil kvadratickou rovnici, a pak

kořeny znázornil na č́ıselné ose, přičemž tyto kořeny jsou např́ıklad x1 =

2 −
√
5, x2 = 2 +

√
5. Vyzve žáky, aby tyto hodnoty zkusili do sešitu na

č́ıselnou osu narýsovat. Pak na tabuli načrtne č́ıselnou osu a stručně vysvětĺı,

jak to udělat. Daľśı problém, který je zadán žák̊um je, jak narýsovat úsečku

délky
√
6. Prozrad́ı, že na to se daj́ı využ́ıt Eukleidovy věty, které budou

prob́ırat př́ı̌st́ı hodinu. Pak vyzve žáky, aby vymysleli, jak narýsovat úsečku

délky
√
8.

V těchto př́ıpadech docháźı k aplikaci nově nabytých konceptuálńıch zna-

lost́ı v běžných úlohách 3B.

Po shrnut́ı látky probrané v hodině ještě padne dotaz na odvozeńı délky

úhlopř́ıčky ve čtverci. Jeden žák je vyzván, aby si to načrtnul na tabuli a od-

vodil. Dále žáci dostanou za domáćı úkol odvodit délku tělesové úhlopř́ıčky

v krychli.

Ćılem těchto úkol̊u je opět aplikace nových znalost́ı 3B.

4.7.7 5. natáčená hodina

Téma hodiny byly Eukleidovy věty. Pańı učitelka připomene, že na toto téma

narazili na konci minulé hodiny. Pak se ale ještě vrát́ı k tématu Pythagorovy

věty a zeptá se žák̊u, zda by bylo možné sestrojit nad stranami pravoúhlého

trojúhelńıku jiné geometrické objekty než čtverce a zda by v tomto př́ıpadě

platila obdoba této věty. Na tabuli pak spust́ı aplet [138], ve kterém jsou

nad stranami pravoúhlého trojúhelńıku sestrojeny rovnostranné trojúhelńı-

ky. Pohybuje vrcholem pravoúhlého trojúhelńıku.

Učitelka:
”
Takže zkuśıme rovnostranný trojúhelńık. Pohybuju vr-

cholem pravoúhlého trojúhelńıku a sledujeme obsahy těch rovno-
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stranných a vid́ıme, že to funguje stejně. Za domáćı úkol si to

dokážete, že to skutečně plat́ı. Muśı to být jen ten trojúhelńık?

Co kdybychom to zkusili na p̊ulkruźıch? Tak někdo inteligentńı,

tak třeba ty. Otázka zńı, jestli když sestroj́ım pravoúhlý trojúhelńık

a nad těmi stranami sestroj́ım p̊ulkruhy, tak jestli i pro ně to plat́ı.

Tak mi to dokaž.“

Žák:
”
No a nem̊užu si tam dát č́ısla?“

Učitelka:
”
Ne, strany jsou a,b,c. Bez č́ısel, obecně. Přes č́ısla to

neplat́ı, dokázat muśı̌s obecně. Vyvrátit stač́ı jeden konkrétńı pro-

tipř́ıklad, ale dokázat muśı̌s obecně s ṕısmenkama. Takže p̊ulkruhy.

Jak se vypoč́ıtá obsah p̊ulkruhu? Pov́ıdej a pǐs...“

Žák s malou pomoćı pańı učitelky provede na tabuli d̊ukaz.

Zde docháźı ke zobecněńı nabytých znalost́ı a jejich postup do vyšš́ı zna-

lostńı dimenze. Z počátečńı pouhé reprodukce Pathagorovy věty zde docháźı

k jej́ı modifikaci a zobecněńı 5B.

Učitelka:
”
A podobně se to bude dokazovat i pro ty rovnostranné

trojúhelńıky. A protože máte GeoGebra, tak zkuste zapřemýšlet,

jestli by to nebylo i třeba pro pravidelný šestiúhelńık, zkuste si ho

sestrojit nad těmi stranami. Ona vám tu myšlenku bud’ potvrd́ı

nebo vyvrát́ı.“

Pańı učitelka naṕı̌se na tabuli nadpis Eukleidovy věty a d̊urazně žáky upo-

zorńı, že tyto věty plat́ı pouze v pravoúhlém trojúhelńıku.

Učitelka:
”
Tak jako Pythagorova věta má své vyjádřeńı vzorcem

a grafické vyjádřeńı, tak stejně to plat́ı i pro Eukleidovy věty.“

Pańı učitelka spust́ı na interaktivńı tabuli aplet Eukleidova věta o odvěsně

[119]. Předvede animaci bez komentáře, pak teprve začne vysvětlovat:

Učitelka:
”
Vy už tu myšlenku znáte, my už jsme se s ńı minule

setkali u d̊ukazu Pythagorovy věty. O co tam šlo? Co tam dělá ta

žlutá věc? Jak j́ı nazveme matematicky? Ten žlutý útvar.“

Žáci:
”
Rovnoběžńık.“
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Učitelka:
”
Kosodélńık nebo rovnoběžńık. Co jsme si vysvětlovali?“

Žáci:
”
Že když pohneme jednou stranou, tak se nezměńı obsah.“

Učitelka:
”
Pokud zachováme stranu a výšku, tak se neměńı obsah.

P̊uvodně má ten žlutý útvar obsah jaký?“

Žáci:
”
b2“

Učitelka:
”
b2 mám pořád b2, co se děje tady? Co tady s t́ım dělám,

to už jsme taky měli.“

Žáci:
”
Otáč́ıme podle bodu.“

Učitelka:
”
Otáč́ıme. Tedy tahleta strana je b a tahleta? Kde byla

předt́ım napasovaná? Na céčku. Takže splynula tady. Posledńı

krok. Ted’ mám zase rovnoběžńık, ted’ mám jeho stranu a výška je

shodná. Tedy zase je to stejný obsah, pořád to moje b2. A ted’, jak

se co jmenuje? Tohle je strana c a tohle je úsek, který vytvořila

výška. Tedy základem je z pravého úhlu vedeme výšku na přeponu

c a tato výška rozděĺı stranu c na dva úseky: cb a tady je úsek ca.

D̊uležitá věc, tam se často chybuje v označeńı, co je ca a co je

cb. Neńı to podle vrcholu z kterého úsek vycháźı, ale podle strany

pod kterou lež́ı. Se kterou soused́ı. A jak teda m̊užu vyjádřit, co ta

věta tvrd́ı? Že ten p̊uvodńı obsah, což bylo. . . ?“

Žáci:
”
b2“

Učitelka:
”
. . . je roven“

Žáci:
”
c2b“

Učitelka:
”
c2b by byl takovejhle čtvereček. Takže obsah čtverce nad

odvěsnou je roven obsahu obdélńıku jehož jedna strana je c a druhá

ten patřičný úsek. Čili b2 = c · cb. A tohleto je Eukleidova věta

o odvěsně. Vyrob́ıme tedy obrázek, tak jak je tady. Pravoúhlý

trojúhelńık, nad odvěsnou b sestroj́ıme čtverec, sestroj́ıme výšku

na stranu c, označ́ıme úseky ca, cb. A sestroj́ıme obdélńık c · cb.“

Tentokrát je dynamický vizuálńı d̊ukaz použit ke zformulováńı nové hy-

potézy 6B.

Žáci kresĺı do sešitu, učitelka procháźı mezi nimi. Potom vysvětĺı, že ana-

logicky věta plat́ı i pro druhou odvěsnu a předvede animaci. Následně uvede,

že existuje ještě jedna Eukleidova věta a to pro výšku a otevře aplet Euklei-

dova věta o výšce [120].

104



Učitelka:
”
Já vám j́ı zase předvedu. Abyste věděli, že neńı jen

cesta, že vám to někde předžvejká a předem natráv́ı, ale vy si to

sami za domáćı úkol zkuśıte od̊uvodnit. Já ten d̊ukaz nebudu ted’

vysvětlovat, jen ten vzorec zobraźım a ukážu vám jakou ještě jinou

cestou se zcela legálně dá k té Eukleidově větě o výšce dostat. Co

ř́ıká Eukleidova věta o výšce? Že výška na stranu c umocněma

na druhou je ca · cb. Nebo-li obrázkem (ukazuje na obrázku): ob-

sah čtverce sestrojeného nad výškou je stejný jako obsah obdélńıku

jehož jedna strana je cb a druhá strana ca. Takže oṕı̌seme Euk-

leidovu větu o výšce a odvod́ıme si j́ı jiným zp̊usobem. A vy si

to za domáćı úkol zkuśıte sami se v tom obrázku vyznat, co to

tam kde jezdilo a proč jsou ty obsahy stejné. A ted’ se pod́ıváme

na ten d̊ukaz. Začneme malým opakováńım. Načrtneme pravoúhlý

trojúhelńık (kresĺı na tabuli), označ́ıme ho tak, aby pravý úhel byl

u vrcholu C. Sestrojim v něm výšku a tady označ́ıme pomocný bod

D. A my začneme opakováńım podobných trojúhelńık̊u. Já totǐz

tvrd́ım, že na tom obrázku je docela dost podobných trojúhelńık̊u.

Pom̊užeme si úhly. Označ́ıme si je. U vrcholu a úhel α, u vrcholu

B úhel β. Já se ptám. Kde ještě objevim úhel α? Nahoře u vr-

cholu C, ale v tom druhém trojúhelńıku. Proč? No protože tady

v tom α + β je 90. A když mám tady β, tady 90, tak tady muśı

být α. Tadyhle vid́ım úhel beta. No a protože když v trojúhelńıku

jsou stejné úhly, tak ty trojúhelńıky muśı být podobné, ale pozor,

muśıme vypsat správné pořad́ı vrchol̊u. Zkuśıme zapsat tyto dva

trojúhelńıky, aby to skutečně sedlo. Začnu od A, p̊ujdu přes pravý

úhel a p̊ujdu do B. A ten je podobný. . . A zase začnu od úhlu

alfa, to je C, pak p̊ujdu přes pravý úhel - D, a skonč́ım u vr-

cholu B. Ta vlnka znamená symbol podobnosti, kdybych pod to

napsala ještě rovná se, tak hovoř́ım o shodnosti. Já ted’ použiju

daľśı vlastnost podobných trojúhelńık̊u, že odpov́ıdaj́ıćı si strany

se zobrazuj́ı ve stejném poměru. Já ted’ začnu zobrazovat délku

úsečky AD a poměřim s CD, ted’ hovoř́ım tedy o délce úsečky.

Já tedy tvrdim, že ve stejném poměru jako AD/CD, tedy úsečky,

které sv́ıraj́ı ten pravý úhel, jsou CD/DB. Já mám strašně nerada
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zlomky, tak se jich zbavim. Celou rovnici vynásob́ım. . . A ted’ už

jenom z obrázku doplńım názvy patřičných úseček. . . A máme

dokázanou Eukleidovu větu z podobných trojúhelńık̊u. Né grafický

d̊ukaz, ale výpočtový. Jenom z toho, že v́ıme, co jsou to podobné

trojúhelńıky. “

Předvedený d̊ukaz je podrobnou analýzou dané geometrické situace. Jeho

ćılem neńı pouze potvrdit správnost Eukleidovy věty, ale zasazeńı této nově

nabyté znalosti do kontextu se znalostmi o pravoúhlém trojúhelńıku a po-

dobnosti trojúhelńık̊u 4B.

Pańı učitelka shrne, jaké Eukleidovy věty si dnes odvodili a co ř́ıkaj́ı.

Vrát́ı se k př́ıkladu z konce minulé hodiny (Sestrojte úsečku délky
√
12), na

kterém si ukáž́ı aplikaci Eukleidovy věty. Ukáže v́ıce možnost́ı, jak problém

vyřešit. Nechá žáky rýsovat do sešitu a sama rýsuje na tabuli. Daľśı úloha

zńı: Sestrojte čtverec, který má stejný obsah jako zadaný obdélńık. Po upo-

zorněńı, že tuto úlohu muśı řešit graficky, nikoliv tak, že si rozměry obdélńıku

změř́ıme, a pak vypočteme stranu hledaného čtverce, jsou žáci vyzváni, aby

odhalili, co má tento úkol společného s prob́ıraným učivem. Nikdo z žák̊u

a řešeńı nepřijde, tak pańı učitelka vysvětĺı a vyřeš́ı.

Ćılem tohoto úkolu bylo, aby žáci odhalili algoritmus, který by vedl

k řešeńı zadaného úkolu 3C.

4.7.8 Analýza kód̊u

Následuj́ıćı přehled je souhrnem kód̊u kognitivńıch ćıl̊u z jednotlivých natá-

čených hodin. Modře jsou vyznačeny ty kódy, které se týkaj́ı té části výuky,

při které byly využity dynamické aplety, které však neobsahovaly vizuálńı

dynamické d̊ukazy. Červené kódy pak patř́ı k výuce podpořené dynamickými

vizuálńımi d̊ukazy. Nelze se na tento souhrn d́ıvat pouze jako na seznam jed-

notlivých kód̊u, ale muśıme na něj pohĺıžet v kontextu vyučovaćıch hodin.

Na prvńı pohled z něj sice neńı např́ıklad patrné, zda některé barevné kódy,

které následuj́ı za sebou, patř́ı ke stejnému apletu, či zda s jednalo o dva

r̊uzné aplety. Co ale je zřejmé, je velká r̊uznost a pestrost kód̊u, což naplňuje

požadavek tv̊urc̊u revidované Bloomovy taxonomie na komplexnost. Jak již

bylo zmı́něno v kapitole 4.7.1, revidovaná Bloomova taxonomie neńı již tak
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př́ısně hierarchická, jako byla jej́ı p̊uvodńı jednodimenzionálńı verze, ale je

v́ıce komplexńı. Důležité je u ńı předevš́ım to, aby byly pokud možno zahr-

nuty ćıle ze všech kategoríı [11]. Jestliže se pod́ıváme na následuj́ıćı souhrnný

výčet kód̊u z natáčených hodin, vid́ıme, že tento požadavek je zde splněn.

Zejména z pohledu kategoríı kognitivńıch proces̊u, které jsou zde zastoupeny

všechny.

1. hodina: 1A, 2A, 2A, 2A, 3B, 1A, 2C, 1A, 2B, 5B, 6B, 3B

2. hodina: 3B, 1A, 3B, 1A, 5B

3. hodina: 3B, 1A, 1A, 2B, 3C, 6C, 1B, 2B, 5C, 3A, 2A

4. hodina: 2B, 3B, 3B, 6C, 5B, 3B, 5B, 3B, 3B

5. hodina: 5B, 6B, 4B

4.7.9 Odpovědi na výzkumné otázky

Jak bylo řečeno v kapitole 4.2, do výzkumu jsem vstupovala s jednou hlavńı

výzkumnou otázkou a několika vedleǰśımi otázkami. Právě d́ıky vedleǰśım

výzkumným otázkám, které byly zaměřeny na komunikaci učitele, se nako-

nec má pozornost obrátila k vlivu dynamických vizuálńıch d̊ukaz̊u na ko-

gnitivńı ćıle, tak jak popisuji v kapitole 4.7. Na některé vedleǰśı výzkumné

otázky se mi podařilo během mého výzkumu nalézt poměrně uspokojivou

odpověd’, zodpovězeńı některých by však vyžadovalo daľśı výzkum, či po-

drobněǰśı analýzu źıskaných dat.

Zodpovězeńı vedleǰśıch výzkumných otázek:

� Jak prob́ıhá vlastńı výuka s podporou poč́ıtač̊u?

Začleněńı dynamických vizuálńıch d̊ukaz̊u nelze realizovat bez použit́ı

poč́ıtače, proto mě zaj́ımalo, jakým zp̊usobem je poč́ıtač ve výuce využ́ıván.

Z pohledu Šed’ové a Zounka [85] lze rozdělit didaktické využit́ı technologíı

ve výuce do následuj́ıćıch kategoríı: ICT jako nosič obsahu (technologie jako

nosič učiva pro výklad nové látky), ICT jako extenze (technologie jako do-

plněńı a rozš́ı̌reńı tělesných, smyslových nebo mentálńıch schopnost́ı), ICT

jako pracovńı nástroj (technologie jako prostředek k tvorbě), ICT jako testo-

vaćı nástroj (technologie jako nástroj k procvičeńı naučené látky), ICT jako
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kulisa a doplněk (technologie jako oživeńı nebo kulisa k jiné činnosti). Co

se týče technologíı, tak v natáčených hodinách pańı učitelka využ́ıvá poč́ıtač

a interaktivńı tabuli. Můžeme zde sledovat r̊uzné typy výše zmı́něného využit́ı.

Lze zde naj́ıt využit́ı ICT jako nosiče obsahu, to v př́ıpadě interaktivńı ta-

bule, kdy pańı učitelka ukládá vše, co napsala na interaktivńı tabuli a žáci

maj́ı možnost se na tyto materiály z hodin později pod́ıvat na sd́ıleném

disku a použ́ıt je jako studijńı materiál. V př́ıpadě použit́ı interaktivńıch

aplet̊u se jedná sṕı̌se o použit́ı ICT jako extenze, protože d́ıky své interak-

tivitě dynamické aplety nejsou pouhým nositelem informace, ale umožňuj́ı

vidět zkoumaný jev v širš́ıch souvislostech. V některých hodinách (např. viz

např. 1. natáčená hodina str. 83) jsou využity interaktivńı aplety k testováńı

žákovských znalost́ı, což je využit́ı ICT jako testovaćıho nástroje. Ačkoli žáci

sami v hodinách př́ımo s poč́ıtačem nepracuj́ı, tak zde můžeme identifikovat

i použit́ı ICT jako pracovńıho nástroje a to při 3. natáčené hodině (str. 92),

kdy žáci dostanou za domáćı úkol konstrukci v matematickém programu.

� Jak se měńı komunikace učitele se žáky při využit́ı poč́ıtač̊u v hodině?

V pr̊uběhu výzkumu jsem si uvědomila, že na tuto otázku nelze jednoduše

odpovědět. Tato otázka by si zasloužila samostatný výzkum, který by se

zaměřil právě na změnu komunikace ve tř́ıdě při použit́ı poč́ıtač̊u a bez jejich

použit́ı, což nebylo ćılem této disertačńı práce. Podobnými otázkami se sice

zabývali Šed’ová a Zounek [84], ale jejich pozornost nebyla v tomto př́ıpadě

zaměřena na komunikaci, ale moc učitele ve tř́ıdě. Komunikaćı ve školńı tř́ıdě

se zabývala Šed’ová, Švař́ıček a Šalamounová [83], ale jejich výzkum byl

zaměřen na výuku humanitńıch předmět̊u a nezabýval se využit́ım poč́ıtač̊u

ve výuce. Přesto, že se mi během výzkumu nepodařilo naj́ıt uspokojivou

odpověd’ na tuto otázku, rozhodla jsem si ji mezi svými d́ılč́ımi otázkami po-

nechat, protože právě pozornost, kterou jsem d́ıky ńı zaměřila na komunikaci

pańı učitelky se žáky, mě přivedla na myšlenku zaměřit svou pozornost na

kognitivńı ćıle a jejich klasifikaci z hlediska revidované Bloomovy taxonomie,

jak jsem již popsala v kapitole 4.7.
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� Jaká je kognitivńı náročnost vizuálńıch dynamických d̊ukaz̊u?

Tuto otázku jsem si položila během analýzy kód̊u jednotlivých kogni-

tivńıvh ćıl̊u. Hledáńı odpovědi na tuto otázku mě vedlo k tomu, že jsem si

udělala souhrnný přehled kód̊u, který je v kapitole 4.7.8. Vzhledem k barevně

odlǐseným kód̊um, které patř́ı k využit́ı aplet̊u s vizuálńımi dynamickými

d̊ukazy je z tohoto přehledu zřejmé, že kognitivńı náročnost dynamických

vizuálńıch d̊ukaz̊u je vyšš́ı, protože kódy, které souviśı s využit́ım aplet̊u

s těmito d̊ukazy, patř́ı převážně do vyšš́ıch kognitivńıch dimenźı.

� Jak se proměňuje didaktická struktura hodiny při použit́ı dynamických

vizuálńıch d̊ukaz̊u?

Zdá se, že dynamické vizuálńı d̊ukazy nemaj́ı zásadńı vliv na didaktickou

strukturu hodiny. Mohou být začleněny jako přirozená součást výuky a to

jak při seznamováńı žák̊u s novou učebńı látkou, nebo dokonce při obje-

vováńı nových poznatk̊u (5. hodina str. 104), tak i při opakováńı již známých

poznatk̊u a uváděńı je do širš́ıch souvislost́ı s již známými matematickými

znalostmi (1. hodina str. 86).

Zodpovězeńı hlavńı výzkumné otázky:

� Jakým zp̊usobem učitel ve výuce využ́ıvá dynamické vizuálńı

d̊ukazy ke splněńı výukových ćıl̊u? navazuje na analýzu kód̊u

v předchoźı kapitole a na zodpovězeńı d́ılč́ıch výzkumných otázek.

Během pěti natáčených hodin pańı učitelka použila ve výuce pět aplet̊u

s dynamickými vizuálńımi d̊ukazy. Ze záznamů vyučovaćıch hodin je patrné,

že tyto aplety s d̊ukazy byly do hodin začleněny přirozeně jako jedna ze

součást́ı výuky, která vede ke splněńı kognitivńıch ćıl̊u. Můžeme zde pozo-

rovat jev, který Šed’ová a Zounek [85] pracovně nazývaj́ı
”
puzzlováńı“, tedy

skládáńı r̊uzných materiál̊u a metodických návod̊u (technologických i netech-

nologických) do jednoho smysluplného celku a v tomto př́ıpadě dynamické

vizuálńı d̊ukazy tvoř́ı jeden d́ılek do této skládanky. Z rozboru kód̊u v kapitole
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4.7.8, kde jsou kódy, které patř́ı k využit́ı dynamických vizuálńıch d̊ukaz̊u ba-

revně odlǐseny, lze odhalit, že vizuálńı dynamické d̊ukazy pomáhaj́ı plnit ko-

gnitivńı ćıle z vyšš́ıch dimenźı revidované Bloomovy taxonomie (viz kapitola

4.7.1) a také přisṕıvaj́ı k větš́ı rozmanitosti výukových ćıl̊u, na což je u revi-

dované Bloomovy taxonomie kladen velký d̊uraz. Jestliže se bĺıže pod́ıváme,

jakým zp̊usobem byly vizuálńı dynamické d̊ukazy v natáčených hodinách

použity, tak lze sledovat, že téměř každý z nich byl použit v jiné výukové

situaci. V 1. natáčené hodině (str. 86) je dynamický vizuálńı d̊ukaz využit

k povýšeńı již nabytých znalost́ı do vyšš́ı znalostńı dimenze. Z p̊uvodńı zna-

losti fakt̊u 1A, kdy má žákyně pouze pojmenovat a popsat, co aplet zobrazuje,

až ke konceptuálńı znalosti 5B, kdy má žákyně matematicky od̊uvodnit plat-

nost zobrazovaných vlastnost́ı a zákonitost́ı. Použit́ı dynamického vizuálńıho

d̊ukazu k matematickému zd̊uvodněńı pravdivosti matematických vět, které

již žáci znaj́ı, což lze klasifikovat jako kognitivńı ćıl 5B, bylo zaznamenáno ve

3. natáčené hodině (str. 94) a v 4. natáčené hodině (str. 101). Pańı učitelka

společně se studenty postupně procháźı jednotlivé fáze dynamických d̊ukaz̊u

a pomoćı otázek vede žáky k pochopeńı souvislost́ı mezi jednotlivými kroky,

které vedou ke konečnému sestaveńı d̊ukazu. Velice originálńım zp̊usobem je

využit vizuálńı dynamický d̊ukaz Pythagorovy věty dle Perigala [112] při

4. natáčené hodině (str. 99), kde je nejprve zobrazena prvńı fáze tohoto

d̊ukazu jako motivace k daľśımu samostatnému tvořeńı žák̊u. K tomu ale

nedocháźı v elektronické podobě, např́ıklad na poč́ıtači, ale žáci dostali na

paṕıru vytǐstěný stejný obrázek, jaký byl vyobrazený na apletu a dle in-

strukćı maj́ı vystřihnout jednotlivé části a přeskládat je tak, aby ověřili rov-

nost obsah̊u a t́ım dokázali pravdivost tvrzeńı Pythagorovy věty. Následně je

pak opět využit aplet s dynamickým vizuálńım d̊ukazem a s jeho pomoćı je

ověřena platnost žákovských řešeńı. Ačkoliv zde žáci nepracuj́ı př́ımo s aple-

tem, tak je zde využit k podpoře jejich tvořivé práce a k návrhu vlastńıho

řešeńı problému, což odpov́ıdá kognitivńım ćıl̊um ze 6. kategorie kognitivńıch

proces̊u. V posledńı natáčené hodině (str. 104) je dynamický vizuálńı d̊ukaz

nástrojem k objeveńı a formulováńı nové hypotézy. Žáci zde společně s pańı

učitelkou procházej́ı jednotlivé fáze dynamického d̊ukazu a výsledkem je, že

formuluj́ı pro ně doposud neznámou matematickou větu. Ćılem použit́ı dy-

namického vizuálńıho d̊ukazu zde je zde konkrétně formulováńı Eukleidovy
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věty o odvěsně, tady kognitivńı ćıl 6B.

Tyto př́ıklady využit́ı dynamických vizuálńıch d̊ukaz̊u v natáčených ho-

dinách potvrzuj́ı to, co řekla pańı učitelka při rozhovoru (viz př́ıloha 1), kde

hovoř́ı o tom, že ve svých hodinách dělá d̊ukazy takové, které maj́ı žáci šanci

sami odhalit. Kde stač́ı ukázat či naznačit a oni sami jsou schopni d̊ukaz

odvodit.
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5 Závěr a diskuze

Tato disertačńı práce je zaměřena na pedagogický výzkum zaměřený na

učitele. Předmětem zkoumáńı bylo to, jakým zp̊usobem a k jakým výukovým

ćıl̊um učitel ve výuce matematiky využ́ıvá předem připravené digitálńı vzdě-

lávaćı materiály. Konkrétně jsem se zaměřila na materiály ve formě dyna-

mických vizuálńıch d̊ukaz̊u. Pro výzkum jsem zvolila metodu př́ıpadové stu-

die zaměřenou na jednu učitelku. Z nahrávek jej́ıch hodin jsem źıskala ma-

teriál, který jsem doslovně přepsala do textové podoby a následně okódovla

otevřeným kódováńım. Po prvotńı analýze źıskaných kód̊u jsem dospěla k po-

znáńı, že pro účely mého výzkumu by bylo vhodné použ́ıt kódováńı na

základě revidované Bloomovy taxonomie kognitivńıch ćıl̊u. Podrobný roz-

bor těch výukových situaćı, ve kterých byly použity dynamické vizuálńı

d̊ukazy ukázal, že využit́ı těchto d̊ukaz̊u v hodinách matematiky bylo ve-

lice r̊uznorodé. Dynamické vizuálńı d̊ukazy byly využity k formováńı nových

poznatk̊u, k ověřeńı správnosti nově nabytých poznatk̊u, k ověřeńı správnosti

vymyšlených postup̊u, k formulováńı nových hypotéz a k posunu již nabytých

znalost́ı do vyšš́ı znalostńı dimenze. Z analýzy kód̊u výukových ćıl̊u vyplývá,

že využit́ı dynamických vizuálńıch d̊ukaz̊u ve výuce vedlo k plněńı kogni-

tivńıch ćıl̊u z vyšš́ıch kategoríı a přispělo také ke větš́ı pestrosti a komplex-

nosti kognitivńıch ćıl̊u, což je jednou z hlavńıch myšlenek revidované Bloo-

movy taxonomie.

Z pestrosti kód̊u v přehledu v kapitole 4.7.8 je zřejmé, že aplety nebyly

jediným nástrojem k dosažeńı kognitivńıch ćıl̊u. V dnešńı době, kdy jsou

kladeny požadavky na zapojeńı digitálńıch technologíı do výuky, je dobré si

uvědomit, že by nemělo být ćılem, aby celé hodiny byly vedeny za pomoci

nějakých technologických prostředk̊u. Ale technologie by měly vystupovat

jako jedny z v́ıce prostředk̊u výuky, které pomáhaj́ı k dosažeńı kognitivńıch

ćıl̊u. K tomu je však třeba nejen dobré technické vybaveńı škol, ale předevš́ım

učitelé vzdělańı v oblasti využ́ıváńı digitálńıch technologíı ve svých hodinách.

Nejde pouze o to, ale uměli techniku dobře obsluhovat, ale aby věděli které

materiály, metody a postupy vedou k dosažeńı kognitivńıch ćıl̊u. K využit́ı

ICT v hodinách bychom měli přistupovat, jako k daľśı možnosti, jak výuku

zpestřit a aktivizovat žáky. Závěry mého výzkumu jsou dle mého názoru
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jasným argumentem pro to, aby byly dynamické vizuálńı d̊ukazy ve výuce

matematiky na středoškolské úrovni využ́ıvány nejen k přibĺıžeńı problema-

tiky matematických d̊ukaz̊u, ale také jako prostředek k efektivńımu využit́ı

digitálńıch technologíı ke splněńı kognitivńıch ćıl̊u. Aby k tomu mohlo doj́ıt,

měli by se s dynamickými vizuálńımi d̊ukazy seznámit nejen učitelé ma-

tematiky, ale také studenti učitelstv́ı. Také k tomuto účelu jsem vytvořila

kolekci autorských aplet̊u tematicky seřazených do kapitol GeoGebra knize

Dynamické d̊ukazy, která je volně dostupná na webových stránkách software

GeoGebra [114]. O možnostech využit́ı vizuálńıch dynamických d̊ukaz̊u pak

ṕı̌si ve svých článćıch např. Vizuálńı d̊ukazy ve výuce matematiky [86], ”Dyna-

mic visual proofs”using DGS [87], GeoGebra a OKGeometry jako pomocńıci

při dokazováńı [88], Speciálńı př́ıpad Routhovy věty a jeho d̊ukaz v programu

GeoGebra [89] nebo Dynamický d̊ukaz v GeoGebře [90].

Jsem si však také vědoma toho, že ke zobecněńı závěr̊u mého výzkumu by

bylo třeba provést daľśı navazuj́ıćı výzkumy, které by mé závěry potvrdily.

Popsaná výzkumná metoda by mohla být použita na data s daľśıch hodin

matematiky a realizována jako smı́̌sený výzkum, kde by se př́ıslušné kódy

kognitivńıch ćıl̊u zkoumaly z kvantitativńıho hlediska. Vzhledem k tomu, že

data byla poř́ızena z videonahrávek, které jsou zachovány, bylo by možné

potvrdit závěry mého výzkumu také tak, že by jiný výzkumńık zopakoval

stejnou výzkumnou metodu se stejnými nahrávkami.

V pr̊uběhu práce na mém výzkumu se objevily daľśı otázky, které na-

značuj́ı možné směry daľśıch výzkumů. Já jsem se při analýze nasb́ıraných

dat nakonec zaměřila na výukové ćıle z hlediska revidované Bloomovy ta-

xonomie. Vzhledem k tomu, že většina dynamických vizuálńıch d̊ukaz̊u je

z oblasti geometrie, mohl by se daľśı výzkum zaměřit také na to, v jakých

fáźıch učeńı dle van Hieleho modelu geometrického myšleńı lze dynamické

vizuálńı d̊ukazy použ́ıt.

Má pozornost byla zaměřena výhradně na učitele a na to, jakých kogni-

tivńıch ćıl̊u chce při výuce dosáhnout. Jistě by bylo zaj́ımavé se zaměřit také

na žáky, konkrétně na to, zda opravdu bylo těchto kognitivńıch ćıl̊u dosaženo.

Daľśı výzkumy zaměřené na žáky by mohly zkoumat př́ımou interakci

žáka s dynamickým vizuálńım d̊ukazem. Zaměřit se na to, jakým zp̊usobem

lze využ́ıt aplety s dynamickými vizuálńımi d̊ukazy, jestliže s nimi pracuj́ı
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př́ımo sami žáci na svých poč́ıtač́ıch. Nebo také jaké formy a typy d̊ukaz̊u

či digitálńıch vzdělávaćıch materiál̊u žák̊um vyhovuj́ı z hlediska dosažeńı ko-

gnitivńıch ćıl̊u.
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[cit. 2013-02-15]. Dostupné z : http://www.novamaturita.cz

[22] DILLON, Justin a Alan REID. Issues in case-study methodology in

investigating environmental and sustainability issues in higher edu-

cation: towards a problem-based approach? Environmental Education

Research [online]. 2004, vol. 10, no. 1, p. 23-37 [cit. 2016-03-23]. DOI:

10.1080/1350462032000173689.

[23] DREYFUS, Tommy, Elena NARDI a Roza LEIKIN. Forms of Proof and

Proving in the Classroom. In: HANNA, Gila, Elena NARDI a Roza LEI-

KIN. Proof and proving in mathematics education. New York: Springer,

2011, s. 191-213. ISBN 9789400721289. DOI: 10.1007/978-94-007-2129-

6 8.

[24] DUVAL, Raymond. Geometry from a cognitive point of view. Perspecti-

ves on the Teaching of Geometry for the 21st Century: An ICMI Study.

Springer, 1998, p. 37-51. ISBN 978-0-7923-4991-4.

[25] ERBAS, Ayhan Kursat a Arzu Aydogan YENMEZ. The effect of

inquiry-based explorations in a dynamic geometry environment on sixth

grade students’ achievements in polygons. Computers and Education.

2011, vol. 57, no. 4, p. 2462-2475. DOI: 10.1016/j.compedu.2011.07.002.
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[55] LABORDE, Colette, et al. Teaching and learning geometry with techno-

logy. Handbook of research on the psychology of mathematics education:

past, present and future. Rotterdam: Sense Publishers, 2006, s. 275-304.

ISBN 90-77874-19-4.
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[73] Rámcový vzdělávaćı program pro gymnázia. [online]. Praha: Výzkumný
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[74] ROBOVÁ, Jarmila. Integrace informačńıch akomunikačńıch technologíı
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a implementace softwarové podpory výuky matematiky na gymnáziu

s využit́ım CABRI Geometrie [online]. [cit. 2016-04-24]. Dostupné z:
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soubor, 2015.
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Dostupné z http://tube.geogebra.org/student/m503201
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[127] ŠTRAUSOVÁ I., Obsah rovnoběžńıku - d̊ukaz, GeoGebra soubor, 2015.
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PŘÍLOHA 1 - Rozhovor s pańı učitelkou

Já:
”
Co Tě vedlo k tomu, že si ve výuce matematiky začala využ́ıvat poč́ıtač?“

Učitelka:
”
Jak se to jmenovalo? Poč́ıtačová gramotnost učitel̊u. Ono bylo

základńı, které museli všichni, a pak bylo nadstavbové, kde už jsme si mohli

volit. A já jsem si právě zvolila téma využit́ı poč́ıtač̊u v matematice, kde

jsme dostali základ Cabri II, Derive, a pak nějaké ty Cindarelly a takový ty

divný. Prostě od každého toho programu nám ten vyučuj́ıćı udělal ukázku,

abychom věděli, že to existuje.“

Já:
”
Ale hlavně jsme byli zaměřeni na Cabri?“

Učitelka:
”
Ne, ne, právě že v̊ubec ne. To jenom zmı́nil. On nám dělal jenom

jako ukázky. Dělal nám třeba i jako v Excelu, jak se daj́ı dělat tabulky, grafy

a tak. Prostě byl tam jenom pr̊uřez a to Cabri tam jenom jako cinknul a

dělali jsem v tom kružnici opsanou a vepsanou a ted’ nám tam ukazoval je-

nom ty nástroje a zmı́nil kuželosečku s t́ım, že on to neumı́ použ́ıvat, protože

je tam nutných pět bod̊u elipsy a on neumı́ ten pátej bod sestrojit. On si umı́

udělat vrcholy elipsy, ale neumı́ ten pátej bod. Neboli on neńı deskriptivář,

on nezná bodovou konstrukci. A mě to vlastně strašně zaujalo a on mi teda

tajně zkoṕıroval ten program, protože to bylo placený a já jsem si doma v

tom tu kuželosečku zkusila udělat a strašně se mi to ĺıbilo, že je to úžasný

a vzala jsem to druhej den do školy a v učebně, kde jsem měla poč́ıtač, tak

jsem si to tam nainstalovala a tu kuželosečku, tu elipsu, to odvozeńı, jak

vždycky dělám, jsem jim tam předvedla a prostě ty žáky to bavilo, šlo jim

to, a pak když jsem dala ṕısemku, tak to v podstatě všichni uměli už́ıt. Zat́ım

co před t́ım to byly takový bláboly, tam prostě tři čtvrtě dět́ı netušilo a ted’

najednou jsem zjistila, že s t́ım poč́ıtačem to fakt jde, že se ta výuka hnula.

Takže mě to strašně nadchlo a začala jsem si v tom dělat prostě hyperbolu,

parabolu. Ono to bylo jen v deskriptivě, do matiky jsem to moc neuměla, jen

středověk a obvodovém úhel a jinak nic. Ale tak mě to chytlo, že jsem prostě

začala to Cabri dělat. Pak jsem si na MatFyzu udělala Cabri 3D a jak jsem

učila topografický plochy, tak jsem si je v tom modelovala, v tom Cabri 3D.

Taky řezy těles. Prostě úžasný. To co normálně tam člověk rukama, nohama,

vš́ım, tak jako jsem zjistila, že fakt tohle je pomoc. Že to neńı práce nav́ıc.

Jo, je to práce, když to jednou chystáš, ale pak už jenom klikneš a jedeš.

Takže mě to hluboce oslovilo, a pak právě jsem se d́ıvala, kdy by byly ty

daľśı školeńı. A tak nějaká ta Mathematika, nebo tak, co byl ten program,
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PŘÍLOHA 1 - Rozhovor s pańı učitelkou

jako Derive. . . Já mám vlastně školeńı na všechno. Já mám sb́ırku osvědčeńı.

Prostě cokoli se mihlo, co by šlo použ́ıt, tak jsem se tam mihla okamžitě taky.

Takže vlastně všechny tyhlety kurzy, prostě co šlo, tak jsem. . . Já měla Mat-

Fyz hned za rohem, tak nebyl problém. Pak jsem vždycky jen řediteli dala

účet na pětistovku za školný a t́ım to bylo všechno. Vlastně jsem si udělala

všechny ty grafický programy, který šli a to Cabri mě hluboce oslovilo, ale

pak když jsem potkala GeoGebra a zjistila jsem, že ta i poč́ıtá, no tak, ted’ka

všechno z tý Cabri přetahuju do GeoGebra. A můžu to dávat žák̊um, což je

daľśı taky úžasnej plus.“

Já:
”
A t́ım jsme zodpověděly i druhou otázku: Co Tě vedlo k tomu, že

si začala využ́ıvat programy DGS? To si vlastně zodpověděla. Jak vńımáš

možnosti nebo i limity využit́ı poč́ıtač̊u v matematice, nebo těch programů.“

Učitelka:
”
No, věc, která mě troš́ıčku ještě chyb́ı, je, že jsou určitý aplety,

který by se mi hodily použ́ıt pro celou tř́ıdu, aby si každý dělal na svým

poč́ıtači. Což tady u nás, kde je spousta odbornejch výuk vedenejch na

poč́ıtači. . . Tady je jedna poč́ıtačová učebna pro 33 lid́ı a je kompletně

vyt́ıžená. Takže když tam chceš během roku j́ıt, tak si to muśı̌s předem s

někým prohodit a je to vopruz, strašnej. Takže mně by vyhovovalo, aby ti

žáci měli před sebou not’asy a během tý hodiny, ted’ se to hod́ı, ted’ to můžu

udělat. Prostě jenom jim tam hodit ten jeden, a pak zas ten poč́ıtač vypnout

a jet normálně r̊učo. Mně se vlastně ĺıb́ı, to, jak stř́ıdám vlastně zpětný pro-

jektor, normálńı tabule, dřevěná tabule, smart, GeoGebra. . . Ale nechci kv̊uli

pěti minutám, kdy s tim budu dělat v hodině, nechci ĺızt do tý výpočetky,

kde zase oni maj́ı před sebou ty zvednutý stolky a já houby vid́ım, co tam

dělaj. Oni teda většinou si netroufnou, protože věděj, že to za to nestoj́ı, ale

nevidim na ně tolik. Takže já bych skutečně potřebovala, aby měli možnost

nějaký ty iPady a mı́t to na tom natažený a otevř́ıt na tu chvilku, kdy s

t́ım budem dělat, aby si oni mohli zkusit a jen ř́ıkali mi výsledky. Aby to

nebylo, že jen jeden se na tabuli pokouš́ı a zbytek ho jenom sleduje. Takže

tohle je jediný, co vlastně mě v tom omezuje, že ještě . . . Já mám vlastně

v tý tř́ıdě všechny ty věci, že můžu přeb́ıhat z jednoho rohu do druhého.

Všechny ty programy, který tam šly natáhnout, tak tam mám. Takže já tam

mám všechno, co potřebuju, mám i ve skř́ıni ty modely. Jediný, co mi teda

chyb́ı. . . Já mám vzadu ty zamykaćı skř́ıňky, takže by nebyl problém mı́t ty
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iPady, nebo teda ty tablety vzadu v tý skř́ıňce. To by jako bylo ještě daľśı

krok, kdyby se mi todle podařilo v podstatě urvat. Já tam mám i plátno,

protože já použ́ıvám hodně i ten zpětný projektor, hlavně do tý deskriptivy,

ale do tý matiky taky občas taky. Já t́ım, že se mi už několikrát stalo, že

d́ıtě ze mě bylo do té mı́ry vystresované, že z mého př́ılǐsného temperamentu,

že u zkoušeńı z něj nevypadlo slovo, protože tam stál a koukal na mě jako

myš na kobru. Takže když o tomhle vim, když mi to řekne žák, nebo rodiče,

tak ho zkouš́ım na blánu na zpětném projektor, že to tam naṕı̌se pěkně v

klidu v lavici, pak to jenom promı́tne a ukazovátkem ukazuje a komentuje,

co tam dělal, aby tam nebyl ten stres, že ve chv́ıli, kdy se na mě pod́ıvá,

zapomene všechno, co umı́. V každý tř́ıdě mám tak jedno nebo dvě děti, co

tohle využ́ıvaj. To jsou děti, co maj́ı ṕısemky za jedna a zkoušeńı za pět. Tak

začneš řešit proč, a pak Ti zavolá maminka, že je ze mě mimo.“

Já:
”
Jak prezentuješ d̊ukazy v hodinách matematiky?“

Učitelka:
”
No, zálež́ı na tř́ıdě. Jsou tř́ıdy, kde to fakt nedělám, žádný d̊ukazy,

protože to prostě nemá smysl. V tom lyceu. . . Takhle, já d̊ukazy dělim na ty,

co se daj́ı vymyslet a na ty, co se nedaj́ı vymyslet. Na ty, co se daji vymyslet,

tak ty děláme... Ono je taky většinou d̊ukaz u tý výpočetńı části a d̊ukaz u tý

grafický. Tady u toho. Takže tam, kde se to dá nakreslit, že to jakoby plyne,

tak tam ten d̊ukaz dělám s t́ım, že se snaž́ım, aby oni na to přǐsli. Ale ta-

kový ty, kdy muśı̌s vědět ten f́ıgl, že tady něco uděláš. . . To ani náhodou. To

nemá smysl, protože to at’ se učej na věǰsce tyhlety d̊ukazy umělý, kde muśı̌s

si k tomu něco přivymyslet. Proto se mi třeba ĺıběj tyhlety věci, protože tam

ukážeš a oni vid́ı.“

Já:
”
Jaký je tedy, podle Tebe, př́ınos těchto programů DGS při dokazováńı

v matematice?“

Učitelka:
”
Vlastně to bylo vidět třeba na tý Pythagorově větě, že j́ı jim ukážu,

jak to funguje, a pak se bav́ıme, proč to tak funguje. Takže použ́ıváme už

zavedený pojmy, zavedený definice, že je můžu na ten nápad navést, aniž

bych jim to musela ř́ıct. Že oni to vid́ı a jenom se bav́ıme proč. Třeba ten

d̊ukaz vnitřńıch úhl̊u v trojúhelńıku, jenom stačilo pustit a jasně. . . Sem si to

nakreslim, a pak už vim, proč to tak funguje. Čili zase, že je to navede na tu

myšlenku a jenom potom se bav́ıme o tom matematickém pozad́ı.“

Já:
”
A jaký je podle Tebe př́ınos využit́ı vizuálńıch dynamických d̊ukaz̊u při
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výuce matematiky?“

Učitelka:
”
Že je to bav́ı. Jako když jim tam suše začnu něco kreslit a odvo-

zovat, tak jestli tam budou 4 lidi, který to bude zaj́ımat, daľśıch 5, který se

budou koukat, protože se bojej, že jinak bude malér a ten zbytek tam bude

tǐse trpět, nebo mě nebudou v̊ubec vńımat. Takhle když se to hejbe, tak

aspoň na to koukaj.“
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PŘÍLOHA 2 - Dimenze poznatk̊u [12]

Hlavńı typy a subtypy Př́ıklady

A Faktické poznatky – základńı poznatkové prvky, které si žáci muśı

osvojit, aby se byli schopni orientovat v př́ıslušném oboru nebo

v něm mohli řešit úlohy a problémy

Aa Terminologie Soubor technických termı́n̊u; notové symboly

Ab Konkrétńı poznatky Hlavńı př́ırodńı zdroje; d̊uvěryhodné zdroje informaćı

B Konceptuálńı poznatky – vzájemné vztahy mezi poznatkovými

prvky uvnitř větš́ı struktury, která podporuje jejich vzájemnou funkčnost

Ba Klasifikace a kategorie Periodizace geologických obdob́ı; formy vlastnictv́ı

Bb Zákonitosti a zobecněńı Pythagorova věta; zákon nab́ıdky a poptávky

Bc Teorie, modely Evolučńı teorie; struktura zákonodárných orgán̊u

a struktury

C Procedurálńı poznatky – pracovńı postupy, metody zkoumáńı, výběr

vhodných činnost́ı, algoritmů, technik a metod

Ca Specifické postupy Postupy potřebné k malováńı vodovými barvami;

a algoritmy použ́ıvané algoritmus pro děleńı celými č́ısly

v př́ıslušném oboru

Cb Specifické techniky Techniky interview; experimentálńı metody

a metody použ́ıvané v oboru

Cc Kritéria v př́ıslušném Kritéria umožňuj́ıćı stanovit, kdy je vhodné použ́ıt

oboru, která umožňuj́ı 2. Newton̊uv zákon; kritéria použ́ıvaná k posouzeńı

vybrat vhodný postup př́ıslušné metody odhadu provozńıch náklad̊u

D Metakognitivńı poznatky – obecné poznatky o poznáváńı

včetně uvědomováńı si vlastńıch kognitivńıch proces̊u

Da Obecné strategie učeńı, Poznatky o zp̊usobech pořizováńı výpisk̊u; které

poznáváńı a řešeńı postihuj́ı strukturu tematického celku uvedeného

problémů v učebnici; schopnost použ́ıvat heuristické metody

Db Znalosti kognitivńıch Poznatky o r̊uzných druźıch otázek a úloh, které

úloh včetně kontextu jednotliv́ı učitelé zadávaj́ı při zkouškách; znalost

a podmı́nek kognitivńıch nárok̊u, které klade řešeńı r̊uzných úloh

Dc Sebepoznáńı Uvědomováńı si, že posuzováńı esej̊u patř́ı k osobńım

přednostem, zat́ımco psańı esej̊u patř́ı k osobńım

slabinám; uvědomováńı si vlastńı úrovně poznáńı

V



PŘÍLOHA 3 - Dimenze kognitivńıch proces̊u [12]

KATEGORIE ALTERNATIVNÍ VYJÁDŘENÍ DEFINICE
kognitivńı procesy

1 Zapamatovat si Vybavovat si př́ıslušné znalosti z dlouhodobé paměti
1.1 Znovupoznáváńı Identifikováńı Lokalizováńı znalost́ı z dlouhodobé paměti, které jsou konzistentńı

s předloženými údaji
1.2 Vybavováńı Vyvoláváńı z paměti Vyvoláváńı znalost́ı z dlouhodobé paměti
2 Porozumět Konstruovat význam sděleńı zprostředkovaného ústně, ṕısemně nebo graficky
2.1 Interpretováńı Převáděńı, parafrázováńı, vyjadřováńı, zjednodušováńı Převáděńı z jedné vyjadřovaćı formy do jiné
2.2 Dokládáńı vhodným př́ıkladem Ilustrováńı, uváděńı př́ıkladu Ilustrováńı pojmu nebo zákonitosti
2.3 Klasifikováńı Kategorizováńı, zařazováńı Určováńı, že něco patř́ı do určité kategorie
2.4 Sumarizováńı Abstrahováńı, zobecňováńı Formulováńı hlavńı myšlenky nebo východisek
2.5 Usuzováńı Odvozováńı závěr̊u, interpolováńı, extrapolováńı, predikováńı Odvozováńı logických závěr̊u z předložených informaćı
2.6 Srovnáváńı Porovnáváńı kontrast̊u, mapováńı, přǐrazováńı Určováńı shod a rozd́ıl̊u mezi dvěma myšlenkami, předměty nebo jevy
2.7 Vysvětlováńı Konstruováńı model̊u Konstruováńı kauzálńıho modelu situace, stavu nebo systému
3 Aplikovat Použ́ıvat známé postupy v daných situaćıch
3.1 Aplikováńı Použ́ıváńı postup̊u Aplikováńı známých postup̊u při řešeńı běžných úloh
3.2 Implementováńı Využ́ıváńı Aplikováńı známých postup̊u v nových situaćıch
4 Analyzovat Rozkládat celek na podstatné části, určovat jejich vzájemné vztahy a jejich vztah ke struktuře celku nebo jeho účelu
4.1 Rozlǐsováńı Odlǐsováńı, diferencováńı, vyčleňováńı, vyb́ıráńı Odlǐsováńı podstatných a nepodstatných nebo d̊uležitých a ned̊uležitých část́ı

předloženého celku
4.2 Strukturováńı Vyhledáváńı souvislost́ı, uspořádáváńı, rozeb́ıráńı, vyčleňováńı Určováńı mı́sta nebo funkce prvk̊u uvnitř struktury
4.3 Přisuzováńı Dekonstruováńı Vymezováńı stanoviska, zkresleńı, hodnoty nebo záměru předloženého sděleńı
5 Hodnotit Vyjadřovat hodnot́ıćı stanoviska na základě kritéríı a norem
5.1 Ověřováńı Přezkoumáváńı, testováńı, monitorováńı Odhalováńı ned̊uslednost́ı a omyl̊u v procesu nebo výsledku poznáńı;

stanovováńı, zda proces nebo jeho výsledky jsou v souladu s vnitřńımi kritérii;
zjǐst’ováńı efektivity použitého postupu

5.2 Posuzováńı Vyjadřováńı kritických soud̊u Odhalováńı nesouladu mezi formulovanými závěry a zvněǰsku danými kritérii;
posuzováńı, zda je postup při řešeńı daného problému vhodný

6 Tvořit Skládat prvky tak, aby vytvářely koherentńı nebo funkčńı celek;
reorganizovat prvky do nových struktur a model̊u

6.1 Generováńı Formulováńı hypotéz Formulováńı alternativńıch hypotéz založených na vymezených kritéríıch
6.2 Plánováńı Navrhováńı, projektováńı Navrhováńı postupu pro řešeńı problému
6.3 Vytvářeńı Konstruováńı Vytvářeńı originálńıch děl


