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Abstrakt

Dukaz je nezbytnou soucédsti matematicky jako védniho oboru. Vétsina ex-
pertl na vzdélavani se shoduje v tom, ze neodmyslitelné patii také do vyuky
matematiky. Jednim z typu dukazu, které provazeji celou historii dokazovani,
jsou vizualni dukazy, dukazy zalozené na obrazku. Zcela novou dimenzi do
vyuziti téchto dukazu ve vyuce ptinasi vypocetni technika. Realizaci vizualnich
dukazu v prostiedi dynamického geometrického software vznika zcela novy
typ digitalnich vzdélavacich materiali, dynamické vizudlni dukazy. Jejich
pouziti ve vyuce musi byt samoziejmé podlozeno nélezitym pedagogickym
vyzkumem. Tato disertac¢ni prace prindsi kromeé teoretického vymezeni pojmu
dynamicky vizualni dukaz a jeho zafazeni do kontextu matematického vzde-
lavani na stfedni skole také zavéry origindlniho pedagogického vyzkumu
zaméreného na osobu ucitele matematiky a na plnéni kognitivnich cilu pti
vyuce podporované dynamickymi vizualnimi dukazy.

Prace je rozdélena na dvé hlavni ¢asti. V prvni ¢ésti je vymezen po-
jem dynamicky vizualni dukaz a zasazen do kontextu dukazu v matematice
jako védnim oboru a v matematice jako predmétu vyucovaném ve skole. Di-
gitalni komponentou disertacni préace je autorska kolekce 19 apletu s dyna-
mickymi vizudlnimi dukazy vytvorenych v programu GeoGebra a prehledné
usporadanych do tematickych kapitol v tzv. GeoGebra knize vefejné do-
stupné na portéle geogebra.org. Ve druhé ¢ésti této prace je popsan vyzkum,
ktery byl zaméten na vyuziti dynamickych vizualnich dukazu pfi vyuce ma-
tematiky na stfedni skole a na jejich vliv na plnéni kognitivnich cili. Jednd se
o kvalitativni vyzkum, kde metodou byla zvolena ptipadova studie zamérend
na detailni zkoumani ucitelky matematiky, ktera ve svych hodinach dyna-
mické vizualni dukazy vyuziva. K identifikaci kognitivnich cili byla zvolena
revidovana Bloomova taxonomie.

Vyzkum ukézal, ze dynamické vizualni dukazy byly v hodindch vyuzity
v mnoha ruznych vyukovych situacich a poméhaly plnit kognitivni cile z vys-

sich dimenzi Bloomovy taxonomie.

Klicova slova: dynamické vizualni dukazy, digitalni vzdélavaci materidly,

GeoGebra, kognitivni cile, piipadova studie, Bloomova taxonomie



Abstract

Proof is a necessary part of mathematics as a science branch. Most educati-
onal experts agree that they are inherently part of the teaching of mathema-
tics. One of the types of proof that accompanies the entire history of proving
is visual proof, proof based on a picture. A completely new dimension to the
use of this type of proofs in teaching brings the using of computer. Realizing
visual proof in a dynamic geometric software environment brings a new type
of digital educational materials, dynamic visual proof. Their use in teaching
must, of course, be underpinned by appropriate pedagogical research. In ad-
dition to the theoretical definition of the concept of dynamic visual proof and
its inclusion in the context of mathematical education at secondary school,
this dissertation also brings conclusions of original pedagogical research ai-
med at the person of a mathematics teacher and the fulfillment of cognitive
goals in teaching supported by dynamic visual proofs.

The disertation is divided into two main parts. The first part defines the
concept of dynamic visual proof and is placed in the context of proving in
mathematics as a subject of science and in mathematics as a subject tau-
ght at school. The digital component of the dissertation is a collection of 19
applets with dynamic visual proofs created in the GeoGebra program and
arranged in thematic chapters in the so-called GeoGebra Book, available on-
line on geogebra.org. In the second part of this work is described the research
focused on the use of dynamic visual proofs in secondary school mathema-
tics lessons and their influence on fulfillment of educational objectives. This
is a qualitative research where a case study focused on the detailed study
of a mathematics teacher who uses dynamic visual proofs in her class. To
identify educational objectives, a revised Bloom’s taxonomy was chosen.

Research has shown that dynamic visual proofs has been used in many
different educational situations and helped meet educational objectives from

higher dimensions of the Bloom’s Taxonomy.

Key words: dynamic visual proofs, digital education materials, GeoGebra,

cognitive domain, case study, Bloom’s taxonomy
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1 Uvod

Tato disertacni prace se zabyva vyuzitim dynamickych vizualnich dukazu ve
vyuce matematiky na stfedni skole. K tvorbé a prezentaci téchto dukazu je
vyuzivan software dynamické geometrie GeoGebra [103].

Rozvoj pocitacu v poslednich nékolika desetiletich vyznamné ovlivnil béz-
ny zivot kazdého z nas. Pocitace se staly soucdsti nasi kazdodenni reality.
Vyvoj pocitacovych technologii se tak pfirozené odrazil i na metodach védecké
prace. Diky pocitacum je napriklad mozné zpracovavat mnohondsobné vétsi
mnozstvi dat, provadét velké mnozstvi vypoctu v mnohem kratsim case,
simulovat procesy, jejichz prakticka realizace by byla nemozna atp. V mate-
matice se tim také oteviely nové moznosti, a to jak v oblasti budovani mate-
matické teorie, tak i ve vyuce matematiky na ruznych urovnich vzdélavani.

Pouziti po¢ita¢ti v matematice tak mimo jiné prispélo k vyteseni problémi,
které byly povazovany za prilis komplexni, aby se je podafilo vytesit klasicky.
Jako piiklad uvedme Problém ctyr barev [28], tvrzeni, ze kazdou mapu v ro-
viné lze obarvit nejvyse ¢tyimi barvami tak, aby kazdd dvé sousedni tzemi
meéla odlisnou barvu. Ackoli tuto domnénku poprvé vyslovil Mébius v roce
1840, podafilo se ji dokazat az v roce 1976, kdy Kenneth Appel a Wolfgang
Haken k dukazu vyuzili pocitac. Dalsim tvrzenim, jehoz dukaz po staleti
odoléaval usili matematiku, je tzv. Keplerova domnénka: V' trojrozmeérném
prostoru nemd Zadné usporadani kouli stejného polomeru vétsi hustotu nez
kubické plosné centrované usporaddni“ (obr. 1). Kepler ji v roce 1611 publi-
koval ve své knize Strena sen de nive sezangula' [35]. Avsak prvni jeji dukaz
zvefejnil az Thomas Hales v roce 1998 [34]. Jednalo se ale o diikaz realizovany
pomoci pocitace, ktery byl tak rozsahly a komplikovany, ze ani nékolikaleté
snazeni dvanécti recenzentu tehdy nedospélo k presvédéivému ovéreni jeho
spravnosti. Hales proto v roce 2003 zalozil projekt Flyspeck [93], ktery si kladl
za cil platnost tohoto dikazu prokazat, coz se v roce 2014 také podafilo [80].

V matematice pocitace neptispély pouze k rychlejsimu provadéni vétsiho
mnozstvi vypoctu nebo k dokazovani matematickych vét. Hraji také vy-

znamnou roli v oblasti budovani matematické teorie. Napiiklad programy

Wyslo také v éeském piekladu O Sestitihelné sneéhové vlocéce[48)].



Obrazek 1: Kubické plosné centrované usporadéni [35]

pocitacové algebry (CAS?), jako jsou napiiklad Maple [106], CoCoa [102], wx-
Maxima [109], Wolfram Mathematica [108] atp., lze vyuzit k automatickému
odvozovani, objevovani a dokazovani novych matematickych vét [66].

Vyvoj pocitacovych technologii zasahl i oblast vzdélavani. Velice aktudlni
a diskutovanou oblasti je v tomto ohledu vyuziti informacnich a komunika-
¢nich technologii (ICT?) ve vyuce. Tento pojem je velice Siroky a zahrnuje
napiiklad elektronické ucebnice, webové stranky, e-mail, videokonference,
vyukovy software atd. Jistou podmnozinou ICT, kterou Vanicek [96] nazyva
kognitivni technologie, jsou technologie, které primo ovliviuji poznavaci pro-
ces, Cili prispivaji k vlastnimu uceni a poznani. Konkrétné v matematice jsou
to takové typy prostiedi, které zakum umoznuji zdokonalit jejich matema-
tické dovednosti a diky kterym si bystii své matematické uvazovani. Obecné
pak do této kategorie patii napiiklad systémy pocitacové algebry (Maple, Co-
Coa), systémy dynamické geometrie (GeoGebra, Cabri), mikrosvéty (Logo,
Scratch), tabulkové procesory (Excel, Calc), grafické kalkulacky, uzaviena
vyukovéa prostiedi, pocitacové laboratore (Lego Mindstorms), interaktivni

tabule. V soucasné dobé existuje velké mnozstvi a Sirokd rozmanitost téchto

2CAS = Computer Algebra System
3ICT = Information and Communication Technologies



prostiedi. Dulezité je i to, ze dnes jsou jiz k dispozici takova prostredi, kterd
jsou zdarma, a presto nabizeji velmi vysokou uroven kvality. Z ruznorodosti
dostupnych prostiedi plynou i rozmanité moznosti jejich vyuziti ve vyuce.
Lze je zaclenit jak do ruznych fazi vyuky, tak i do ruznych matematickych
témat.

Jednim z takovych témat, kde 1ze velice dobte vyuzit vyhod, které mate-
maticky software nabizi, je dokazovani. Existuje nékolik moznosti, jak k této
problematice pristupovat. Napiiklad CAS, jak jiz bylo zminéno, lze vyuzit
k automatickému dokazovani matematickych vét [66]. Novym smérem, ktery
se snazi propojit CAS, DGS?* a automatické dokazovani je vyvoj tzv. TP-
based software® [62]. Jednim z hlavnich divodt, pro¢ experti na matematické
vzdélavani posledni dobou obraceji svou pozornost timto smérem, je snaha
o vhodné vyuziti principi automatického dokazovani pii vyuce matematiky.
Samoziejmé, pro vyuku matematiky muze byt velmi efektivni i samostatné
pouziti programu DGS, viz [29, 42]. Jejich potencidl v tomto sméru daleko
presahuje pouhou tvorbu dynamickych geometrickych konstrukci. Klicovy
vyznam maji programy dynamické geometrie napiiklad pti vySettovani mnozin
bodu danych vlastnosti nebo pii verifikaci (ovéfeni platnosti) geometrickych
tvrzeni [30, 32]. Diky moznostem uzivatelského programovani vlastnosti dy-
namickych obrazu a vytvareni jejich animaci pak programy DGS oteviraji
cestu k tvorbé a prezentaci dynamickych vizudlnich dukazu 86, 87], kterym
je vénovana tato disertacni prace.

Koncept dynamickych vizualnich dukazu je ptikladem didaktického pro-
sttedku, jehoz vznik i pouziti jsou neoddélitelné spojeny s pocitacovou tech-
nologii. Unikatnim zptsobem v ném dochazi k propojeni vizualniho dukazu
s prostfedim dynamického geometrického software.

Vizualni dikazy jsou obrazky ¢i schémata, kterda pomahaji pochopit,
pro¢ je néjaké tvrzeni pravdivé a naznacuji zpusob, jakym muze byt prove-
den formélni dukaz. Ojedinélou kolekci téchto statickych vizualnich dukazu
shromazdil Nelsen ve svych publikacich Proofs without Words: FExercises in
Visual Thinking a Proofs without Words II: More Ezercises in Visual Thin-
king [60, 61]. Diky DGS muzeme pfidat témto obrdazkum i interaktivitu a dy-

4DGS = Dynamic Geometry Software
5TP = Theorem Prooving. Pro tento typ sotfware zatim neexistuje ¢esky nazev.
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namicnost, a tak vytvorit dynamicky vizualni dukaz, ktery v porovnani se
statickym vizualnim dukazem jesté lépe zachycuje sled myslenek, které vedou
ke konstrukei formélniho dukazu.

Vyuziti matematického software a vizudlnich dynamickych dukazu ve
vyuce s sebou prindsi nové didaktické situace. Je nutné si uvédomit, ze
nestaci mit k dispozici pouze vhodné vyukové materialy a odpovidajici tech-
nologické zazemi, ale velice dulezity v procesu zaclenovani téchto inovaci do
vyuky je pfipraveny ucitel [74]. On je tim klicovym ¢initelem, ktery roz-
hoduje o tom, zda a jak tyto prostredky ve své hodiné vyuzije a do které
casti vyuky je zaradi. Je tudiz dulezité se zaméfit na to, jakym zpisobem
k této problematice vyucujici pristupuji a jakym smérem by méla byt v tomto
ohledu zaméfena jejich priprava a metodickd podpora. Vyzkum, ktery byl
realizovan v rameci této disertacni prace, je proto orientovan na ucitele ma-
tematiky, konkrétné na to, jak jeho pojeti vyuky bude ovlivnéno moznosti
vyuzit dynamické vizudlni dikazy. Cilem vyzkumu je detailné prozkoumat
a popsat, jakym zpusobem ucitel pristoupi k pripravé a realizaci vyucovacich
hodin, jestlize jsou mu na prislusna témata poskytnuty dynamické vizualni
dukazy, vytvorené v souladu s aktudlnimi poznatky didaktiky matematiky
[37]. Vyzkum byl realizovén jako kvalitativni Setfeni ve formé pifpadové stu-
die. Vysledky vyzkumu, detailné predstavené v praci, mohou napomoci k
efektivnimu vyuzivani vizualnich dukazu jak v pripravé budoucich ucitelu,
tak i ve vyuce ucitelu z praxe.

Préce je rozdélena do dvou hlavnich ¢asti. Prvni je zaméfena na vizudlni
dukazy, zejména pak na postaveni téchto dukazu v matematice jako védnim
oboru a v matematice jako pfedmétu vyucovaném ve skole. Jedna celd ka-
pitola je vénovana také tvorbé vizudlnich dynamickych dikazt v programu
GeoGebra [103]. Je zde také prezentovana autorska kolekce 19 apletu s dyna-
mickymi vizualnimi dukazy, které jsou prehledné usporadany do tematickych
kapitol v GeoGebra knize Dynamické dukazy [114], kterd tak predstavuje di-
gitalni doplnék disertacni prace. Ve druhé ¢asti této prace je popsan vyzkum,
ktery byl zaméfen na vyuziti dynamickych vizuélnich dikazu pfi vyuce ma-
tematiky na stfedni skole a na jejich vliv na splnéni kognitivnich cili. Jedna
se o pripadovou studii zamérenou na detailni zkoumani ucitelky matematiky,

kterd ve svych hodinach tyto dukazy vyuziva.
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2 Vizualizace

Lidské vnimani je velice silné spjato s vizualnimi vjemy. Mapy, diagramy,
znacky, piktogramy - to vSe nam slouzi k lepsi orientaci v bézném zivoté.
Jeden obrazek muze nahradit mnoho slov. Navic obrazky neznaji jazykové
bariéry. Neni ovsem jednoduché vytvorit takovy obréazek, ktery by meél spra-
vnou vypovidaci hodnotu. Musi totiz respektovat fakt, ze vizualizaci nelze
chapat pouze jako opticky proces tykajici se oc¢i, ale je to mnohem kom-
plexnéjsi proces zahrnujici také aktivitu naseho mozku [33]. Nejde tedy o to,

jak obrazek vidime, ale predevsim o to, jak ho pochopime.

56 BOOK II. PROP. IV. THEOR.

E @ flraight line be divided
N into any 100 Parts e,
A the Jquare of the whole line
I equal to the fquares of the
parts, together with twice the reétangle
contained by the parts.

2= ‘.'.‘+ 2+

IWICE mmm o e,

Obrazek 2: Anglicky kolorovany pieklad Eukleidovych Zakladu z roku 1847.
Diikaz formule (a + b)* = a® + 2ab + b* [13]

Arcavi [4] definuje vizualizaci jako schopnost, proces a vysledek tvorby,
interpretace, uziti a reflexe obrazku, nakresu a diagramu v nasi mysli, na
papife nebo s vyuzitim technologii, k tucelu zobrazeni a predani informace,
k zamysleni a k rozvijeni diive nezndmych myslenek a k prohloubeni poro-
zumenti.

Podle Felkla [8] muzeme vizualizaci chdpat v nejsirsim vyznamu jako
jakykoliv postup, pii kterém vyjadiujeme néjaké hodnoty nebo vztahy po-

moci obrazki. V uzsim slova smyslu chdpeme vizualizaci jako proces, ktery
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Felkel definuje takto: , Vizualizace je proces zkoumani dat a informaci po je-
gich prevedeni do grafické podoby. Jejim cilem je, obdobné jako uw numerické
analyzy, pochopeni zkoumanyjch jeviu a vniknuti do problému. Proto o vizua-
lizaci mluvime téz jako o vizudlni analyze dat* [8).

Stejné tak jako v bézném zivoté, jsou vizualni reprezentace také nedilnou
soucasti matematiky. Patii sem predevsim grafy, diagramy, schémata, geo-
metrické konstrukce atd. Uz od poc¢atku budovani matematiky jako védecké
discipliny se vyuziva tii zadkladnich vyrazovych prostiedku: prirozeny jazyk,
symbolicky jazyk a obrazky. Obrazky se v matematice vyuzivaji ze dvou
hlavnich duvodu. Za prvé, jeden vhodny obrazek dokaze nahradit zdlouhavé
popisy a za druhé, vhodny obrézek muze podporit zduvodnéni ¢i argumen-
taci zalozené na obrazové predstavivosti [3]. Matematika je ve skoldch obecné
povazovana za jeden z nejobtiznéjsich predmeétu. Mares [56] pise, ze: ,Cim je
zakum pii uceni pomuze.“ Z toho tedy jasné vyplyva, ze obrazové materialy
pii vyuce matematiky hraji velice vyznamnou roli.

Vyuziti obrazku v geometrii bereme jako samoziejmost, ale ne vzdy jsou
vizualni prostfedky v matematice nutné spojeny s geometrii. I v jinych ob-
lastech matematiky muze vhodné nakresleny obrazek prinést okamzity vhled
do daného problému a stat se tak dulezitym krokem k jeho vyteseni [70].
Naptiklad pti feseni kvadratickych nerovnic velice ¢asto pouzivame obrazek,
ve kterém si nacrtneme piislusnou parabolu a tlohu fesime graficky (obr. 3).
Dalsim ptikladem mohou byt Vennovy diagramy, diky kterym lze tesit rela-
tivné komplikované logické tlohy (obr. 4).

Guzmén [33] povazuje dulezitost vizualizace v matematice za néco zcela
prirozeného, vzhledem k tomu, jaky je smysl matematiky a jaka je struk-
tura lidského mysleni. V matematice jde predevsim o to, ze se ¢lovék snazi
prozkoumat mnoho ruznych redlnych struktur, a pak je vhodné matemati-
zovat postupem, ktery lze popsat naptiklad takto: , Nejprve si ucinime ja-
kousi predstavu o urcitijch podobnostech zkoumanijch redlniyjch objekti. Ta
nds pak vede k abstrakci toho, co maji tyto predstavy spolecného. Nako-
nec je podrobime raciondlnimu a symbolickému zpracovani, které nas dovede
k pevnému uchopeni struktury, kterd se skrijvd za takovgmi predstavami. “ [33]

Podle Alsiny a Nelsena [2] je schopnost vizualizovat pro tuspéch v ma-
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Obréazek 3: Grafické feseni Obrazek 4: Vennuv diagram pro tii

kvadratické nerovnice mnoziny
?—x-2>0

tematice zasadni. Stejné tak se ptaji, zda je mozné vytvaret matematické
kresby, které by cilené pomdahaly studentum pochopit konkrétni matema-
tické myslenky, dukazy ¢ argumety. Zaroven si i odpovidaji, ze to lze. Ze
je mozné vytvorit takové obrazky, které by meély efekt jak pedagogicky, tak
matematicky [3].

V Cechéch je velkym zastancem vizualizace v matematice Frantisek Kufina,
ktery ve svém ¢ldnku Vizudlni gramotnost jako slozka kultury [54] pise: , O-
brdzek v matematice je jev (paralela zjevu v biologii), ktery je pristupny
nasim smyslum, zejmeéna zraku, a niternost pak je matematickd podstata kterd
s timto jevem souvisi. “ Kurina také casto zduraznuje dulezitost vyuziti vi-
zualizace pri vyuce matematiky:  Vizudlni pristupy k matematice mohou
kladné ovlivnit vysledky vyucovani. Obrazky, grafy, schémata, ... jsou nositeli
informace, prispivaji k rozvijent predstavivosti a intuice pri Teseni uloh. “[53]
Ve své knize Matematika jako pedagogicky problém [52] odkryva, jak na vizu-
alizaci pohlizely nékteré ceské osobnosti spjaté z matematikou. Naptiklad zde
uvadi slova vyznamného ¢eského matematika Eduarda Cecha, ktery se kdysi
vyjadiil ve stejném smyslu jako Kutina: ,, Umét ulohu preloZit z veci slov do
reci obrazu a obrdcené, to nent spjato jenom s urcitou partii uc¢iva, ale s celou
podstatou matematiky — ba dokonce s celou podstatou myslent. “ Dalsim cito-

vanym je matematik a filozof Petr Vopénka, ktery napsal: ,, Neuzndni obrazku
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a ndacrtu za plnohodnotny zpiusob sdélovdni matematickych poznatku to je
dusledné trvdni na uplniych slovnich popisech sdélovangch poznatki, vijrazné
umrtvuje dynamiku matematického pozndvand. “ Z myslenek filozofa matema-
tiky Ladislava Kvasze pak zaujala Kufinu nasledujici: ,, Geometrické obrdzky
nejsou jen psychologickou pomuckou, ale duleZitym ndstrojem konstruovani
logické struktury matematickyjch teorii. “

Vizualizace tedy hraje v matematice velice vyznamnou roli. Geometric-
kou predstavivost a schopnost vizualizovat je proto nutné u studentu syste-
maticky rozvijet uz treba jen proto, ze ji lze vyuzit pfi praci v mnoha pro-
fesich [53]. Nejde vsak o to, nakreslit jakykoliv obrézek. Dulezité je, nakreslit
spravny obrazek. Na jednoduchém priikladé rovnoramenného trojihelniku si
ukazeme, jak muze odlisnd geometricka reprezentace ovlivnit pristup k feseni
problému [86].

V élanku [51] Kufina prezentuje problém, ktery byl zadén dvéma sku-

pinam, skupiné cerstvych absolventu zdkladni skoly a studentum ucitelstvi:

Priklad 1. Vypocitejte obsah pravidelného dvandctiihelniku vepsaného do

kruznice o poloméru r (obr. 5).

Obrazek 5: Pravidelny dvanactithelnik vepsany do kruznice

Autor zde poukazuje na to, ze jen velice malo studentu odhalilo, ze

trojihelniky, ze kterych je pravidelny dvanactiihelnik slozen, se daji chapat
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jako trojihelniky se zékladnou délky r a vyskou 7 (obr. 6), ¢imz by relativné
jednoduse odhalili spravné fesen{ Sjp = 12 - 2r?sin30° = 3r%. Vina za tento

deficit je autorem prikladana nizké matematické kulture resitelu.

A

Obrazek 6: Rovnoramenné trojuhelniky, ze kterych se skldda pravidelny
dvanéctithelnik [51]

Kdyz se ovSsem zamyslime nad tim, jakym zpusobem jsou zaci sezna-
movani s problematikou rovnoramenného trojuhelniku, nebude se zdat vyse
uvedeny vysledek zas tak prekvapivy. V [79] je uvedeno: ,rovnoramenny
trojuihelnik — trojuhelnik, ktery mé alespon dvé strany shodné. Dvé shodné
strany tvoii ramena, t¥eti strana je zdkladna trojihelniku“ (obr. 7a). Dochézi
zde totiz ke konfliktu standardniho nazvoslovi. Zatimco u obsahu trojihelni-
ku je pojmem ,zakladna“ myslena kterakoliv strana trojihelniku vzhledem
k niz je zndma vyska (,,Obsah trojihelniku se rovna zakladna krat vyska
lomeno dvéma“), u rovnoramenného trojihelniku je tim myslena pouze ta
strana, kterd ma ruznou délku. Pti vypoctu obsahu rovnoramenného troju-
helniku pak nebyva problém, jestlize je zadana délka zakladny a k ni prislusné
vyska (obr. 7b). Jind situace vsak nastdva, jestlize je ddna délka ramen a ve-
likost ihlu, ktery sviraji (obr. 7c). Klasickym fesenim, které pouziva v tomto
piipadé mnoho zéku, je rozdéleni trojihelniku piislusnou vyskou na dva
pravouhlé trojihelniky, ve kterych pak s vyuzitim goniometrickych funkci
vypocitajf vysku v, = a-cos3, resp. polovinu zékladny § = a-sing, z Pytha-

gorovy véty (£)? = a® —v? dopocitaji délku zékladny (resp. vysky) a nakonec
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2

postup je samoziejmé z formalniho hlediska naprosto v poradku, ale je cisté

s vyuzitim znamého vzorce S = 5¢- v, dostanou pozadovany vysledek. Tento

mechanicky.

]

C C

a
a a 2 a a
0
A c B A c B A c B
a) b) c)

Obréazek 7: Rovnoramenny trojuhelnik

Ukazme si nyni, jak muze vhodny nakres zménit nas pohled na problém
a tim i ovlivnit slozitost feseni. Staci kdyz trojihelnikem ABC otocime napf.
v rotaci R(A, 7 — «) (obr. 8a). Rdzem mame trojihelnik, kde zdkladnu ten-
tokrat tvori jedna ze shodnych stran rovnoramenného trojihelniku. Jestlize
si zde vyznacime i piislusnou vysku v, (obr. 8b) k této strané, muzeme pak

obsah trotihelniku ABC jednoduse vyjadrit jako S = %a ca- sy = %agsmv.

Obréazek 8: Rovnoramenny trojuhelnik

Ackoli obrazky jsou vétsinou pokladany za prinosnou souc¢ast pochopeni
matematickych problému, je tfeba dat si pozor na to, ze nejen Spatné na-

kresleny obrazek, ale i ten precizné vytvoreny nas muze uvést v omyl. Upo-
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zoriiuje na to i Duval ve svém modelu geometrického mysleni (viz kapitola
2.2), a proto také v piislusném diagramu zobrazujicim propojeni tiech ko-
gnitivnich procesu, podilejicich se na formovéani geometrickych poznatku —
vizualizace, konstrukce a dokazovani, je Sipka mezi vizualizaci a dokazovanim
znazornéna ¢arkované (obr. 11).

Typickym piikladem obrazku, které nas mohou uvést v omyl jsou op-
tické klamy, které vyuzivaji nedokonalosti lidského zraku. Ale muze se jednat
i o obrazky, které na prvni pohled v sobé skryvaji néjakou zahadu. Hezkou
ukazkou takového zavadéjiciho obrazku je naptiklad néasledujici matematicka
hifcka, kterou tidajné objevil Lewis Carrol® [14].

Uvazujme ctverec velikosti 8 x 8 rozdéleny dle obrazku 9a. Kdybychom
si tento ¢tverec vytiskli a vystiihli, mohli bychom jej preskladat dle obrazku
9b na obdélnik, ktery ma ovsem rozméry 13 x 5, coz odpovida obsahu 65.
Muzeme tak zdanlivé ze stejnych ¢asti sestavit dva ruzné obrazce, které se

lisi velikosti svych obsahu, coz je domnélou zahadou.

8

Obrazek 9: Ctverec 8 x 8 a obdélnik 13 x 5

Podrobnéji se tomuto problému vénuje Barrow ve své knize [7], kde ho
zobecnuje na vSechny ¢tverce, které maji délku strany rovnu hodnoté n-tého
¢lenu F, Fibonacciho posloupnosti (1,1, 2, 3,5,8, 13,21, 34, 55,89, . ..). Jestlize
dveé protilehlé strany ctverce rozdélime prickou v poméru F,,_; : F,_o, vznik-

nou dva obdélniky. Delsi strany vétsiho z nich také rozdélime prickou, jednu

6ylastnim jménem Charles Lutwidge Dodgson
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v poméru F,,_; : F,_s, protilehlou pak v poméru opacném F,,_ : F,,_; a mensi
obdélnik pretneme thloprickou, tak jak je naznaceno na obrazku 9a. Tyto
dily pak lze pfeskladat na obdélnik o rozmérech F,_; x F,.;. Rozdil ob-
sahti uvedeného ¢tverce a obdélniku odpovidéd takzvané Cassiniho’ rovnici
F, x F, — F, 1 x F,;; = (—=1)""! ze které je vidét, ze obsahy kazdé takto
vytvorené dvojice ¢tverce a obdélniku se vzdy lisi praveé o 1. Pti sudém n je
o tuto jednotku vétsi obdélnik a pfi lichém ctverec.

K vysvétleni zdanlivého ,zvétSeni obsahu obrazce pii preskladani jeho
dilii si muzeme vzit na pomoc goniometrické funkce. Z nerovnosti tgf =
% # tga = % je patrné, ze ptislusné 1hly nejsou shodné. To samé muzeme
(numericky) ovéfit napiiklad pomoci programu GeoGebra [103]. Narysujeme-
li v ném dany ¢tverec a obdélnik i s prislusnym rozdélenim na ptredepsané
¢asti a nechdme zmérit velikosti vnitinich hlu (viz obrézek 10), zjistime,
ze prislusné velikosti ihlu namétrené ve ¢tverci a namérené v obdélniku si

neodpovidaji.

69.44°

20.56°

111.8°

111.04¢ 68.96°

68.96°
21.04°

Obrézek 10: Porovnani velikosti thlu

Nejen na tomto piikladé je vidét, ze ackoliv obrazky mohou byt velkym

pomocnikem, je tfeba je vyuzivat s obezietnosti.

"Giovanni Domenico Cassini (1625 - 1712) byl italsko-francouzsky astronom a mate-

matik
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2.1 Psychologické aspekty vizualizace

Na vizualni aspekty v matematice lze aplikovat poznatky moderni pedago-
gické psychologie tykajici se uc¢eni z obrazového materialu. V dalsim textu bu-
deme vychazet z Maresovy monografie [56] v niz je tématu uceni z obrazového
materidlu vénovana jedna podkapitola. Poznatky zde uvedené lze piimo apli-
kovat na téma uziti vizudlnich prvku ve vyuce matematiky. Zamérme se
predevsim na nasledujici ¢tyti funkce obrazového materialu, které Mares mezi
jinymi zminuje: reprezentujici, organizujici, interpretujici a transformujici.

Funkci reprezentujici maji takové obrazky, které pomahaji u zéka vytvaret
obrazové predstavy a konkretizovat a souhrnné zobrazovat vztahy a pojmy.
V matematice jsou to naptiklad grafy, obrazky téles nebo geometrickych
obrazcu. Organizujici funkce obrazku poméha ve zméné zakovych deklara-
tivnich znalosti ve znalosti proceduralni. Dava jiz znamé véci do souvis-
losti. Mtze to byt napriklad obrazek prubéhu experimentu, mapa, vyvojovy
diagram. V matematice bychom sem mohli zafadit napiiklad rozkresleny
postup konstrukce. U vizudlnich dukazu tuto funkci maji statické vizudlni
dukazy majici vice kroku (viz napi. obrézek 31 na strané 47) a predevsim
vsechny dynamické vizualni dukazy, které v realném case ukazuji primou
souvislost pocatecni a koncové faze dukazu. Ukolem funkce interpretujici
je usnadnit zakum pochopeni neznamych pojmu, které jsou pro né tézko
predstavitelné. Jedns se bud o abstraktni pojmy, ¢ systémy piflis malé
(napf. atom) nebo velké (napi. sluneéni soustava). Matematika se ze své pod-
staty zabyva prevazné abstraktnimi pojmy a vztahy mezi nimi, proto vétsina
obrazku v matematice ma funkci interpretujici. Funkce transformujici ma za
cil ovlivnit zpusob zakova uceni, to, jakym zpusobem zpracovavéa informace.
Takovy obrézek by mél ucinit poznatky konkrétnéjsimi a lépe zapamatova-
telnymi, mél by tvorit dobfe organizovany kontext, do kterého informace
zapadne a mél by vést k systematickému vybavovani potiebnych informaci
z paméti. Prikladem takového obrazku je vizualni dukaz algebraického vzorce
(a + b)? = a® + 2ab + b* uvedeny na strané 33. Tato vizualni reprezentace
znamého vzorce pomahd nejen presvédcit o jeho platnosti, ale také prispiva
k jeho lepsimu zapamatovani a vybaveni.

Vétsina poznatku o obrazovych u¢ebnich materialech je vztahovéana k je-

20



jich tisténé formé. Soucasny geometricky software vSak dovoluje vyuzivat
ve vyuce matematiky také digitalni dynamické vizualni dukazy, které na
rozdil od statickych materialu prinaseji informaci o pohybu a zméné zobra-
zenych objektu. Interaktivita u ucebnich materidlu muze mit na kognitivni
procesy pozitivni vliv, ale je tfeba dat pozor, aby zak nebyl zahlcen novymi
moznostmi, ¢innostmi a tkoly, které piimo s ucenim nesouvisi. Je zde také
riziko, Ze samotny pohyb a moznost ovladani interaktivnich uc¢ebnich ma-
teridli odvede pozornost od podstaty jejich sdéleni. Mares [56] vsak uvadi,
ze: ,Manipulace s obrdzkovymi prvky rozsituje paletu kognitivnich procesi,
a proto se Zik nauci vice, nez kdyby se dival na staticky obrdzek.“ Pti tvorbé
interaktivnich materialu je tedy tfeba se snazit zvyraznit ty ¢asti, které jsou
dulezité pro pochopeni znazornéného uciva a co nejvice zjednodusit ovladani
a manipulaci s takovymi materialy. Pti jejich pouziti se také musi zohlednit

vstupni znalosti a dovednosti zaku.

2.2 Duvaliv model geometrického dokazovani

Jako nezbytnou soucast porozuméni geometrii uvazoval vizualizaci také fran-
couzsky psycholog Raymond Duval. Dikazem vyznamu, ktery prikladal roli
vizualizace v procesu uceni je i skutecnost, ze tak pojmenoval jeden ze tii
kognitivnich procesu, které se uplatnuji pti geometrickém uceni.

Duval [45] zkoumal geometrii z percepéniho® a kognitivniho hlediska. Pti
detailni analyze geometrickych konstrukci, identifikoval ¢tyfi typy procesu,

ktery nazyva ,kognitivni chadpani“®:

1. percepcni chapani: to je to, co voimame pfi prvnim pohledu na obrézek
néjaké geometrické situace. Mohou to byt ¢asti obrazce, které ani nejsou

pro samotnou konstrukeci podstatné.

2. sekvenéni chapani: pouziva se pri konstrukci geometrického objektu,
nebo kdyz jeho konstrukci popisujeme. V tomto piipadé nezalezi na
vnimani jednotlivych ¢asti geometrického objektu, ale na matematickém
a technickém omezeni (mysleno naptiklad pravitko nebo kruzitko, pii-

padné zakladni konstrukéni néstroje v matematickém software).

8percepce = proces vhiman{

9y originéle ” cognitive apprehension”
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3. diskurzivni chapani: matematické vlastnosti reprezentované v geome-
trickych konstrukcich nemohou byt odhaleny vyhradné diky perceptu-

alnimu chépani, nékteré vlastnosti musi byt sdéleny tstneé.

4. operativni chapani: zahrnuje manipulaci s geometrickym objektem, at

uz mentalni nebo fyzickou, kterd muze pomoci vyresit néjaky problém.

Duval uvadi, ze operativni chdpani nemuze byt realizovano bez zbylych
trech typu a samoziejmé, ze diskurzivni a percepéni chapani mohou nega-
tivné ovlivnit operativni chapani. Proto Duval doporucuje, aby se jednotlivé
typy chapani ucily oddélené a ze vyuziti pocitacu muze podporovat nejen
sekvencni, ale také operativni chapani.

Vyse popsané typy ,kognitivniho chapani® se odkazovaly predevsim na
geometrické konstrukce. Duval [24] se dile také zabyval geometrickym doka-
zovanim, kde stanovil tfi druhy kognitivnich procesu, které naplinuji speci-
fické epistemologické!® funkce. Jedna se o proces vizualizace (vizudlni repre-
zentace geometrické véty nebo heuristické!! zkoumdani komplexni geometrické
situace), proces konstrukce (vyuziti pomucek nebo geometrického software)
a proces dokazovani (logicky proces pro rozsiteni znalosti, pro vysvétleni, pro
dukaz). Duval poukézal na to, ze tyto tii procesy mohou fungovat oddélené,
ale jsou spolu tzce spjaty, jak znazornil v diagramu, ktery je uveden na
obrazku 11. Sipky v tomto diagramu znazornuji, jak jeden kongnitivni proces
muze podporovat ten druhy. Teckovana Sipka mezi vizualizaci a dokazovanim
upozornuje na fakt, ze nékteré obrazky mohou byt klamavé a vést k chybnym
zaveérum.

Duval povazuje spolupréaci téchto tii procestu za bezpodmineéné nutnou
pro uspésné chapani geometrie. Problém vsak vidi v tom, jak u zédku docilit
toho, aby dokazali vSechny tyto tfi procesy propojit. Z jeho vyzkumu vyply-

vaji nasledujici tii zdsady, na které by meéli ucitelé dbat [45]:
1. Kazdy ze tii druhu kognitivnich procesu musi byt budovan samostatné.

2. Praci na procesu vizualizace a dokazovani je potfeba zaradit do skolniho

kurikula.

Oepistemologie = teorie poznani
heuristika = teorie feSeni problémi, feseni problémt novym zpiisobem
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3. Spoluprace vsech tii procesu muze nastat az po praci na jednotlivych

druzich oddélené.

VIZUALIZACE
prostorovd reprezentace tvrzeni,
heuristické zkoumani, verifikace

KONSTRUKCE <«——— DOKAZOVANI

s pouzitim ndstroji: pravitko logické procesy
a kruzitko, zdakladni pro vysvétleni a ditkaz
konstrukce v DGS

Obrazek 11: Duvaluv model geometrického dokazovéni [24]

2.3 Van Hieleho model geometrického mysleni

Pii tvorbé a efektivnim uziti vizualnich dukazu je potfebné zohlednovat ko-
gnitivni procesy, které s geometrickym ucenim souviseji. V tomto ohledu se
muzeme opfit o Van Hieleho model geometrického mysleni.

Holandsti manzelé van Hieleovi se zabyvali problémy, které méli jejich
zaci pti studiu geometrie, a na zakladé svého pozorovani formulovali teorii
geometrického mysleni. Tato teorie definuje pét drovni a popisuje vyvoj geo-
metrického mysleni od pouhého rozeznani néjakého tvaru az ke schopnosti
napsat forméln{ ditkaz. Urovné geometrického mysleni podle tzv. van Hieleho

modelu jsou nasledujici [57]:

0. troven (zdkladni tirovein) - Vizualizace: Zéci posuzuji geometrické -
tvary podle vzhledu, nikoli podle jejich vlastnosti. Vétsinou je po-

rovnavaji s jakymsi prototypem, ktery znaji.

1. droven - Analyza: Zéci vidf jednotlivé geometrické ttvary jako soubor
vlastnosti. Umi tyto vlastnosti ur¢it a pojmenovat, ale nedokazi rozpo-
znat, které z téchto vlastnosti jsou dulezité k tomu, aby jednoznaéné

urcili, o ktery geometricky objekt se jedna.
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2. troven - Abstrakce: Zici chdpou vztahy mezi vlastnostmi (jestlize jsou
protéjsi strany ¢tytuhelniku rovnobézné, musi byt protéjsi vnitini ihly
shodné) i utvary (¢tverec je specidlni piipad obdélniku, protoze ma
vSechny vlastnosti obdélniku). Na této irovni uz zaci mohou vytvaret
smysluplné definice, jejichz pravdivost dokazi obh&jit neformalnimi ar-
gumenty. Rozumi uz logickym dusledkim a inkluzi v ramci tiid geo-
metrickych objektu, jako ze ¢tverec je specidlnim pripadem obdélniku,

ale uloha a vyznam formalni dedukce jim jesté jasnd neni.

3. drovein - Dedukce: Zéici dokdzou sestavit dikaz, chdpou roli axiomu
a definic a znaji vyznam nutné a postacujici podminky. Na této trovni
by meéli byt zaci schopni sami sestavit (nejen zapamatovat) takové

dukazy, které jsou béznou soucésti stredoskolského uciva.

4. roven - Axiomatizace: Zaci chapou formélni stranku dedukce a do-
kazou porovnat a najit rozdily mezi ruznymi axiomatickymi systémy

v geometrii. Rozumi pouziti nepifimého dukazu i dukazu kontrapozici.

Van Hiele také specifikoval nésledujici vlastnosti svého modelu: postup-
nost, pokrok, vnitini i vnéjsi, lingvistika, nesoulad. Ty jsou dulezité predevsim
pro ucitele, kteti by méli na zdkladé tkolu, které zdkum dévaji, postupné
zvysovat jejich troven geometrického mysleni. Uvedené vlastnosti Van Hiele
popsal nasledujicim zpusobem:

Postupnost. Urovné geometrického myslen{ jsou usporddany hierarchicky.
Kazdy musi projit témito trovnémi postupné v daném potradi. Pro tspésné
zvladnuti urcité irovné je nezbytné nutné zvladnout strategie trovni pted-
chozich.

Pokrok. Postup (¢i stagnace) z jedné trovné do vyssi zavisi spiSe na me-
todach a obsahu uciva nez na véku. Nékteré metody mohou pokrok mezi
urovnémi urychlit, ale zadna nezajisti, aby zak nékterou z urovni preskocil.
Vnitrni 1+ vnéjsi. Geometrické objekty, které jsou vnitiné spjaty s jed-
nou urovni (napf. trojuhelnik jako tvar) prechézeji do vyssi trovné jako
(vnéjsi) objekty podrobované studiu (napf. trojuhelnik jako nositel zkou-
manych vlastnosti). Na zdkladni irovni je vniman geometricky objekt pouze

z hlediska jeho tvaru, i kdyz kazdy takovy objekt je samoziejmé presné de-
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finovan jeho vlastnostmi. Ale k analyze geometrickych objekti a objeveni
jejich soucasti a vlastnosti dochazi az po dosazeni 1. drovné.
Lingvistika. Kazda uroven ma své vlastni lingvistické symboly a systém
Z&avisi to na zkusenostech zaku, na tom, co si oni pod danym lingvistickym
symbolem predstavuji.
Nesoulad. Jestlize ucitel pii vyuce pouzije materidly, obsah uciva, pojmy
atd., které odpovidaji vyssi drovni, nez na které je zak, ten neni schopen
zachytit myslenkovy proces, ktery je zde pouzit a nemuze tak dojit k jeho
vyvoji a posunu na dalsi uroven.

Jak uz bylo vySe zminéno, pokrok do vyssi urovné nezalezi tolik na véku
a zralosti zéku, jako spiSe na metodach a instrukcich, které jsou pii vyuce
pouzity. Van Hiele proto také navrhl pét fazi uceni, které by mély vést

k tomu, ze zaci dosdhnou vyssi drovné:

1. faze - Informace/Dotazovani: V této uvodni fazi jsou zdci spolecné
s ucitelem zapojeni do dialogu a aktivit tykajicich se geometrickych
objektt, které budou soucasti studia v dané urovni. Jsou provadéna
pozorovani, kladeny otazky a predstaven ,jazyk“ odpovidajici dané
urovni. Cilem téchto aktivit je, aby ucitel zjistil, jaké znalosti uz zaci

maji a zaci aby pochopili, jakym smérem se bude dalsi vyuka ubirat.

2. faze - Rizend orientace: ZAci studuji materidly, které jim uéitel peclive
pripravil. Tyto materidly by mély zdkum postupné pomoci objevit

vlastnosti novych konceptu dané tdrovneé.

3. faze - Vysvétleni: Na zakladé predchozich pozorovani a zkusSenosti zaci
diskutuji a vysvetluji svij formujici se pohled na nové struktury. Ucitel
pouze pomahd pii volbé vhodného a pfesného jazyka, jinak je jeho
role minimalni.V této fazi se zacina vyjasnovat systém vztahu mezi

strukturami odpovidajicimi dané trovni.

4. faze - Volna orientace: Zaci fesf komplexni tlohy, tj. tlohy s mnoha

kroky, které mohou byt feSeny ruznymi zpusoby.

5. faze - Integrace: Zici prezkoumavaji a shrnuji své nové poznatky s ci-

lem zformovat sviij pohled na novou sit objektt a jejich vzdjemnych
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vztahu. Ucitel muze v této fazi pomdhat sumarizovat, co nového se zaci
naucili. V této fazi uz nejsou prezentovany zadné nové poznatky, pouze

se shrnuje to, co se zaci naucili v predchozich fazich.

Po pruchodu témito péti fazemi by meéli zaci dosdhnout vyssi rovné geo-
metrického mysleni. Na té potom pruchod vsemi fazemi zopakuji, s cilem

posunout se opét o uroven vyse, atd. [1§]
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3 Dikazy

Argumentace, ovéfovani a dokazovani jsou nedilnou soucasti matematiky.
Hraji nezastupitelnou roli nejen pii budovani a systemizaci matematickych
pojmu, ale také pfi porozuméni matematice a jeji interpretaci. Ackoli jsou
dukazy nedilnou sou¢asti matematiky, nazory na jejich presnou roli v ni jsou
i mezi experty ruzné.

Z pohledu epistemologie dikaz pro matematiky zahrnuje premysleni o no-
vych situacich, soustiedéni pozornosti na signifikantni aspekty, uziti pred-
chozich znalosti k vytvoreni novych cest k novym myslenkam, uvazovani
v souvislostech, vytvareni domnének, formulovani definic, je-li tteba, a tvorbu
validnich argumentu [92].

Formalni dikaz, ve smyslu Hilbertova [39] pfistupu, je sekvence jasné
formulovanych tvrzeni, z nichz posledni je véta, kterd je dokazana. Pritom
kazdé z téchto tvrzeni je bud axiomem, nebo logickym disledkem tvrzeni
z predchozich kroku. Uplatnéné postupy deduktivniho usuzovani jsou nato-
lik zfejmé, ze ovétreni spravnosti dukazu muze byt provedeno prostrednictvim
mechanické procedury. Dawson [20] k tomu dodédva, ze formélni dukazy se
vyskytuji témér vyhradné v informatice a v matematické logice, predevsim
jako objekty studia, na které jsou pak déle aplikovany dalsi, neforméalni, ar-
gumenty. Dawson se vsak kloni spise k tomu, aby byl dukaz povazovan za
neformalni argument, jehoz ucelem je presvedcit ty, ktefi se snazi pochopit,
ze urcity matematicky vyrok je pravdivy a v idealnim ptipadé i vysveétlit,
pro¢ tomu tak je. Pochopeni dukazu totiz dle néj nezavisi pouze na tom, zda
je tento dukaz dusledné spravny, ale také na obecenstvu, kterému je prezen-
tovan. I kdyz by mohl nékdo namitat, ze tento pohled je velice subjektivni,
protoze nékteré argumety, které jsou jednou povazovany za presvédcivé, po-
druhé mohou selhat. Na druhou stranu je tfeba si uvédomit, ze i dusledné
spravny dukaz nemusi byt dostateéné presvédéivy pro ty, ktefi nemaji do-
statecnou uroven matematickych znalosti.

Podle Hanny [36] mohou mit dukazy v matematice nasledujici funkce:

Ovéreni: Ovéreni pravdivosti je tradicni funkce dukazu, kdy je potieba po-
moci posloupnosti tvrzeni, kterd jsou odvozena s vyuzitim logickych

pravidel, presvédéit informované publikum, ze dané tvrzeni nutné plati
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za vSech okolnosti.

Vysvétleni: Odpovéd na otdzku ”Proc?”. Vice vhodné jsou dukazy, které
nejen dokazou demonstrovat pravdu dokazovaného tvrzeni, ale navic
také pomohou porozumét tomu, proc je toto tvrzeni pravdivé. Toho Ize
dosdhnout tim, ze jsou pti provadéni dukazu vyuzity predev§im dobfte
znamé vlastnosti matematickych objektu. Navic takovy vysvétlujici
dukaz muze ¢tenafi pomoci pochopit, pro¢ je dulezité znat vysledek

tohoto dukazu.

Piesvédceni: Odstranéni pochybnosti. Je dobré, kdyz dukaz presvédci Cte-
nare, ze dokdazal, to co mél. Aby byl dukaz dostateéné presvédcivy,
meél by jit jakousi stfedni cestou mezi naprosto rigoréznimi argumenty
a mezi struénym naznakem logickych argumentu. Mél by byt jasny,

kompletni a bez ptilisnych detaila.

Systematizace: Dalsi roli dukazu je zasazeni matematickych vysledku do
sirsiho kontextu. Dukaz také muze pomoci pochopit strukturu axioma-

tického systému, na kterém je zalozen.

Objevovani: Tvorba dikazu muze vést k objevum novych matematickych
vysledku. Ackoliv odhalovani novych matematickych pravd vétsinou
miva malo spoleéného s dukazy, muze nékdy tvorba dukazu byt cestou

k novému objevu.

Komunikace: Predavani matematickych znalosti a porozuméni. Matema-
tici spolu komunikuji prostfednictvim prezentovani a publikovani ma-
tematickych dukazi. Navic nam muze dukaz poodhalit zpusob mysleni
jeho autora. Z historického hlediska ndm pak mohou ruzné styly diukazu
a ruzné urovné jejich preciznosti odhalit spolecensky proces sdélovani

matematickych znalosti v diivéjsich dobach.

Potéseni: Dikaz muze vyvolat podobné reakce jako dobré umeéni. Mate-
matici si mysli, ze nékteré diukazy jsou ze své podstaty lepsi nez ty
ostatni. Souvisi to se schopnosti dukazu nejen prokazat, ale také od-
halit, vysvétlit a nakonec presvédéit. Kromé toho, matematici ocenuji

strucné dukazy. Zejména takové, které jsou usporné, v tom smyslu, ze
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vyzaduji méné predpokladu, nez by se na prvni pohled zdélo. Mate-
matici ¢asto mluvi o krase nebo eleganci dukazu. Nejptijemnéjsi dukaz,
v o¢ich matematiku, je pravdépodobné ten, ktery je zaroven dulezity,

odhalujici, struény a neocekavany.

3.1 Vizualni dikazy

Pii vyucovani matematice, v publikacich, v ucebnicich, ve vzdélavacich ci
populariza¢nich materialech se v fadé pripadu k dokazovani vyuziva ,vizu-
alnich dukazu“, téz ,dukazu beze slov®. Jsou to obrazky ¢i schémata, kterd
pomahaji pochopit, pro¢ muze byt néjaké tvrzeni pravdivé. Naznacuji ale
také zpusob, jakym lze provést formalni dukaz tohoto tvrzeni [60, 72].

O roli vizualnich dukazu v matematice se stale vedou diskuse. Jednim
z hlavnich problémt je to, zda lze tyto vizualni reprezentace povazovat za po-
mocniky pti dokazovani, za nedilnou soucast dukazu, ¢i za dukazy jako takové
[23]. Ackoliv obrazky ¢i diagramy nds mohou presvédéit a informovat, je ve-
lice tézké urcit, zda lze spolehlivé takovyto vzor zobecnit na vSechny ptipady.
Stejné jako u jinych typu piiklada, obrazek muze vypadat presvédéivé jen
proto, ze jsme si dosud nedokazali predstavit néjaky protipiiklad [72].

,Dikazy beze slov® nejsou samoziejmé ni¢im novym. Jejich vyskyt lze
vysledovat jiz v ddvné minulosti. Napiiklad v 6. stolet{ pf. n. 1. Rekové
z ostrova Aigina pouzivali k placeni stfibrné mince, na jejichz zadni strané
byl motiv, ktery muzeme chapat jako geometricky dukaz beze slov rovnosti
(a +b)? = a®> + 2ab + b* (obr. 12). Jednd se tak mimochodem o velice
péknou ukazku toho, ze matematika je soucasti kazdodenniho zivota uz od
davnych dob. Stejny obrazek pozdéji, okolo roku 300 pi. n. 1., pouzil i Eu-
kleides ve svych Zakladech, kde jej na rozdil od nas, v souladu s tehdejsimi
zvyklostmi, interpretuje ¢isté geometricky: ,, Kdyz se tusecka libovolné rozdéli,
Ctverec z celé rovnd se Ctvercum z usecek a dvojndsobnému pravouhelniku
iseckami sevienému“ [26].

Dnes se ve vétsiné matematickych ucebnic setkdvame predevsim s kla-
sickymi algebraickymi dukazy. Existuji vsak publikace a webové stranky, na
kterych muzeme nalézt mnoho vizualnich dukazu dotykajicich se ruznych

matematickych témat. Vizualizaci a dokazovani se také snazi propojit tvurci
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Obrazek 12: Recka drachma [44]

nekterych matematickych programu napt. OK Geometry [105], kterému se
podrobnéji vénuje kapitola 3.3.2.

V ceské literatuie najdeme asi nejvice vizualnich dikazu v dile Frantiska
Kufiny, viz napt. [49, 53]. Asi nejznaméjsi publikace zabyvajici se ,dukazy
beze slov® jsou knihy od Rogera Nelsena [60, 61], které jsou kolekei vyni-
kajicich vizualnich dikazu z ruznych oblasti matematiky. Bohuzel, jejich pa-
trnou nevyhodou, jak to tak nevyhnutelné u vsech tisténych materidlu byva,
je jejich staticky charakter. V tomto ohledu maji vyhodu ruzné specializo-
vané webové stranky, na kterych muzeme nalézt dynamické ,dukazy beze
slov“. Zajimavy projekt, ktery nabizi interaktivni ilustrace mnoha pojmi z
ruznych oboru je Wolfram Demonstrations Project [97]. V sekci vénované
matematice lze nalézt i fadu velice péknych dynamickych vizudlnich dukazu.
Dalsi stranku, kterd nabizi mnoho zajimavych problému z ruznych odvétvi
matematiky, nékteré z nich nasledované dynamickymi vizudlnimi dukazy, je
stranka Cut The Knot [19]. Kolekce 19 vizuélnich dynamickych dukazu vy-
tvorenych v rdmci této préce je pak zverejnéna na portdlu GeoGebraTube
[114].

3.2 Dukazy na stiedni Skole

Argumentace a dokazovani a ruzné zpusoby vyuziti téchto technik ve vyuce
matematiky je velice diskutovanym tématem, jak mezi vyucujicimi, tak mezi
experty na vzdélavani [37]. V souvislosti s klicovymi kompetencemi, které
jsou v soucasné dobé povazovany za stézejni kritéria pro formulovani cila

vzdélavani, se klade duraz mimo jiné na rozvijeni kritického mysleni a schop-
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nost fesit problémy. Matematika diky své deduktivni povaze dava v tomto
ohledu idealni moznost, jak s pomoci vyuziti dukazu zalozenych na logické
argumentaci postupné, prirozené a s rostouci narocnosti budovat schopnosti
kritického mysleni a raciondlniho uvazovéni [9]. Tyto skutecnosti jsou reflek-
tovany i v ramcovych vzdélavacich programech pro zakladni a stredoskolské
vzdeélavéani. Jako pifklad uved me Rdmcovy vzdéldvaci program pro gymnézia
[73], kde je v pasazi vénované kompetencim k feseni problému uvedeno: , Zik
kriticky interpretuje ziskané poznatky a zjisténi a ovéruje je, pro své tur-
zeni nachdzi argumenty a dukazy, formuluje a obhajuje podloZené zdavéry. “
U kompetenci komunikativnich: , Zdk pouzivd s porozuménim odborny jazyk
a symbolickd a grafickd vyjddrent informact rizného typu.“ V ¢asti vénované
vzdélavaci oblasti , Matematika a jeji aplikace” je hned prvni sekce nazvana
LArgumentace a ovérovdni®. Jsou v ni ocekdvany tyto vystupy: ,Zdk cte
a zapisuje tvrzeni v symbolickém jazyce matematiky, uZivd spravné logické
spojky a kvantifikatory, rozlisi definici a vétu, rozlisi predpoklad a zdvér véty,
rozlisi spravny a nespravny usudek, vytvdri hypotézy, zduvodnuje jejich prav-
divost a nepravdivost, vyvraci nespravnd tvrzeni, zdiuvodnugje svij postup a o-
véruje spravnost resent problému. ¢

Dopad kvalitni prupravy v argumentaci a ovérovani saha daleko za hra-
nice matematiky. Jestlize si zaci uvédomi, jak dulezité je ovérovat ruzna tvr-
zeni tykajici se manipulace s Cisly, muze jim to v budoucnu pomoci v mnoha
zivotnich situacich, napiiklad odpovédné fesit své osobni finance [68] nebo
spravné interpretovat informace z grafu a nenechat se jimi oklamat [47].
Otéazkou tedy je, jak k problematice dokazovani na urovni stfedni Skoly
pristupovat. Podle Neupera [62] sice nejsou formélni dukazy adekvatni pro
mentalni droven zaku na stfedni Skole, rozhodné to vSak neznamend, ze by
se od dokazovani na stfednich skolach meélo uplné upustit. Je pouze tieba
najit odpovidajici troven a formu pristupu k vyuce dukazu na této trovni
vzdélavani, kterd by respektovala kognitivni vyvoj zaku. Ti nejprve chapou
véci tak, jak se jim jevi a az postupné se u nich rozviji schopnost abs-
traktniho mysleni. Geometrické ucivo respektuje tento postupny kognitivni
vyvoj zaku. Proto je také dle Jacobse [43] geometrie osvédéeny prostiedek
pro rozvoj kritického mysleni, pravé proto, ze v poc¢atcich nabizi konkrétni si-

tuace a nevyzaduje vysokou miru abstrakce. Z myslenky postupného vyvoje
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abstraktniho mysleni vychazi i Van Hieliv model geometrického myslent,
ktery je popsan v kapitole 2.3.

Ve skolské matematice je proto tieba proces dokazovani, tedy i pojem
dukaz, uvazovat z trochu jiné perspektivy. Zatimco z pohledu akademické
matematiky je dikaz chapan ¢isté formalné, jako postup zalozeny na pravi-
dlech matematické logiky, ve Skolské matematice, kde ma dukaz své misto
i v situacich, kdy je tfeba odstranit pochybnost o platnosti urc¢itého tvrzeni,
muze byt dikaz chédpan jako ,uivaha, kterd vsechny presvedéi [53]. Ilustract
takovéto presvédcovaci role dukazu muze byt napiiklad dikaz Thaletovy véty
(véta 3.1) zndzornény na obrazku (viz obrézek 13). Jestlize pravouhlému
trojihelniku opiSeme kruznici, staci doplnit polomér této kruznice, ktery
spojuje jeji stted s vrcholem trojuhelniku. Pak ze souc¢tu velikosti tihla v zob-

razenych trojihelnicich je platnost Thaletovy véty hned patrna.

Véta 3.1. Pro libovolny trojuhelnik ABC' plati, jestlize vrchol C' lezi na
kruznici k s prumérem AB, je ABC pravouhly trojuhelnik s preponou AB.

a+p+a+p=180°
a+p=90°

Obrazek 13: Dikaz Thaletovy véty

Takovéto dukazy mohou byt navic uzite¢né i jako mnemotechnické pomucky

[70]. Naptiklad zapamatovéni si motivu na obrazku 14 ndm muze pozdéji po-

moci vybavit si v pifpadé potieby znéni algebraického vzorce (a + b)? = a? + 2ab + b2
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Obrazek 14: Vizuélni dikaz algebraického vzorce (a + b)? = a* + 2ab + b*

Praveé vizualni dikazy, spolu s verbalni argumentaci, se ¢asto v této roli
ve vzdélavani uplatnuji. Plni roli nastroju aktivizace zaku tim, ze je neve-
dou krok po kroku, ale svou podstatou je nuti k samostatnému objevu. Dle
poznatku z praxe i ¢etnych vyzkumu [37] hraje vyuziti ruznych zpusobu
provedeni dukazu dulezitou roli v procesu formovéani schopnosti kritického
mysleni a porozuméni roli dikazu v matematice, i kdyz zatim neni zcela
jasné, jakym zpusobem propojeni mezi dedukci a argumentaci presné fun-
guje a je tedy nutné tuto oblast jesté podrobnéji prozkoumat.

Jak uz zde bylo zminéno, argumentace a dokazovani hraji v matema-
tice a jeji vyuce nezastupitelnou roli. Kromé toho, ze tyto techniky formuji
matematiku jako védu, slouzi také jako prostiedek pro preddvani matema-
tickych znalosti a procvicovani logického uvazovani. Bohuzel, praxe uka-
zuje, ze vétsina zaku nemd matematické dukazy rada. Povazuji je za obtizné
a zbytecné. Radéji matematické vété rovnou véri, nez aby ji dokazali. Na
jedné strané je potésitelné, ze zaci duveruji svym ucitelum a informace, které
jim sdéluji, povazuji apriori za pravdivé, na druhé strané pak je tieba tici, ze
urcity stupen pochybnosti je hnaci silou poznani. A pfitom poslanim skolni
vyuky by mél predevsim byt rozvoj kritického mysleni u zéku.

Najit vSechny duvody, pro¢ jsou matematické dikazy u stredoskolaku ne-
oblibené, neni snadny tkol. Jednim z téchto divodi mohou byt naptiklad
ucebnice, které se k vyuce pouzivaji. Ty vétsinou obsahuji algebraické dukazy

a to jak u algebraickych vét, tak i u vét geometrickych. Pritom algebraické
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myslenky ¢asto maji i pfirozené geometrické reprezentace [72]. Pro kazdou
matematickou myslenku ¢i vlastnost 1ze najit mnoho ruznych obrazku, které
potvrzuji jeji platnost. Kazdy si z nich muze vybrat tu alternativu, ktera se
pro jeho tucel, ¢i pro troven zaku nejlépe hodi [3]. Kufina k tomu ve svém
¢lanku [50] pise: ,, Formdlné logickym zduraziiovanim charakteru dikazu jako
posloupnosti implikaci lze stezi presvédcit studenty, kdyz navic védi, Ze im-
plikace nevyjadruje Zidnou vécnou souvislost predpokladu a tvrzeni. Hleddni
dukazu je véct intuice, nikoliv véct logiky. “

Mezi dalsi faktory, které by mohly oblibenost diikazi ovlivnit, patii osob-
nost ucitele a zpusob prezentace dukazu, napiiklad zda jsou pfi ni vyuzity
moznosti digitalnich technologii.

At uz zde ale zminime cokoli, je jasné, ze klicovym faktorem ve zvyseni
zdjmu studentt o dokazovani je jejich motivace [38]. Jednou z moznosti, jak
zaky motivovat k dokazovani muze byt to, ze jim ukazeme, ze ani v ma-
tematice neni vse tak, jak se zda. Muzeme k tomu vyuzit treba prikladu
s ,jasnym® fesenim. Jsou to takové typy tloh, u kterych se zda feSeni na
prvni pohled zfejmé, ale ve skutecnosti je vysledek jiny.

Péknou ukdzkou takového piikladu je tfeba Euleruv polynom P(z) = x2+
x + 41, ktery pro celd ¢isla x zdanlivé generuje prvocisla: P(0) = 41, P(1) =
43, P(2) = 47, P(3) = 53, P(4) = 61, ..., ale po zevrubnéjsim zkoumani to-
hoto vyrazu lze odhalit, ze toto zdani je mylné, protoze ho lze vyjadrit jako
p(x) = x(z+1)+41. Po dosazeni 40 lze tedy psat P(40) = 40-414+41 = 41-41,
nebo-li ze P(40) = 1681 = 41 - 41, coz je ¢islo slozené.

Dalsi priklad muzeme uvést nejen jako motivaci k dokazovani, ale také
jako ukazku toho, jak jsou v matematice dulezité presné formulace. Netplné

zadani totiz muze vést k ruznym interpretacim a tim i k rozdilnym vysledkum.
Piiklad 2. Které ¢islo bude ndsledovat: 1, 2, 4, 8, 16,...7

Jestlize zadame tento kol zakum, zrejmé se po chvili shodnou na tom,
ze hledanym cislem je 32, protoze kazdé z ¢isel je vzdy dvojnasobkem toho
predchoziho. To je samoziejmé jedna z moznych odpovédi. Muzeme se pak
tedy zeptat, zda by je napadlo jesté jiné feSeni. Pak jim ukazeme, ze dalsim

feSenim muze byt ¢islo 31, coz vyplyva z nasledujiciho piikladu.

Priiklad 3. Zvolte na kruznici n bodu. Navzdjem je spojte tak, aby se v kazdém
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bode protinaly nejvyse dve tétivy. Na kolik ¢asti, v zavislosti na n, je rozdelen

kruh ohraniceny touto kruznici (v zdvislosti na n)?

Jestlize zvolime pouze jeden bod, nelze sestrojit tétivu, proto dostavame
pouze 1 ¢ast - cely kruh. Pro dva body mame jednu tétivu, ktera nam rozdéli
kruh na 2 ¢asti, tii body - tii tétivy - 4 ¢éasti, ¢tyfi body - Sest tétiv - 8 ¢asti,
pét bodu - deset tétiv - 16 ¢asti a pro Sest bodu - patnéct tétiv - dostaneme

¢éasti 31, nikoli 32, jak by mohl nékdo ocekévat (viz obrazek 15).

OISJAQE =] -

Obrazek 15: Tétivy [69]

3.3 Dukazy a software

Vyznamny piinos pro dokazovani v matematice mélo zajisté zavedeni po-
¢itacu. Zatimco CAS a DGS, jsou dnes v matematickém vzdélavani plné
akceptovany, pozornost se obraci k moznostem implementace nastroju auto-
matického odvozovani a dokazovani geometrickych vét do téchto programu
[66]. Ackoliv je piinos automatického dokazovéni pro matematiku evidentni,
otazkou stéale zustavd, jak tuto metodu vhodné vyuzit pti vyuce matematiky
[62].

Ke tvorbé dynamickych vizualnich dukazu, kterymi se zabyva tato préce,
jsou vyuzivany dynamické geometrické programy. Tento druh software nejenze
umoznuje rychlejsi a presnéjsi rysovani, ale zdsadné zmeénil pohled na to,
co je geometricky objekt. Hlavni roli v tomto ohledu hraje funkce tazeni'?,
kdy muze byt pohybovano volnym objektem, a dochazi tak béhem kratké
chvile k zobrazeni mnoha ruznych geometrickych situaci. Diky této okamzité

zpétné vazbé a objektum, které pii tazeni vznikaji, predstavuje DGS vhodné

12 ,dragging*
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prostiedi pro vytvareni hypotéz o geometrickych objektech a tak vede k si-
tuacim podporujicim dokazovani. Konkrétnéji lze tici, ze diky svym funkcim
muze systém dynamické geometrie svému uzivateli zprostredkovat prirozeny

prechod od prosté argumentace k matematickému dikazu.

3.3.1 GeoGebra

Dynamické vizualni dukazy, které jsou soucasti této disertacni prace jsou
vytvoreny v programu GeoGebra [103]. Tento program je vétsinou fazen mezi
dynamické geometrické programy. Avsak vzhledem k neustdlému rozsirovani
a vylepSovani jeji moznosti daleko presahuji rdmec programu tohoto typu.
Diky vsem svym modulum propojuje geometrii 2D i 3D, algebru, pravdépo-
dobnost, tabulkovy procesor a grafy.

Tento software je mezi uciteli matematiky pomérné znamy, je vSak jimi
stale jesté vyuzivan predevsim k vyuce planimetrie nebo funkci. Pritom lze
GeoGebru vyuzit daleko siteji. Mimo jiné také k dokazovani matematickych
vét. Z mnoha nastroju, které GeoGebra nabizi, muzeme vyuzit naptiklad
Vztah mezi objekty k verifikaci néjakého matematického tvrzeni, které pozdéji
dokazeme. Co se ty¢e moznosti ruznych prostiedi, kterd jsou v GeoGebre
k dispozici, tak naptiklad prostfedi CAS lze vyuzit k pocitacovému alge-
braickému dikazu a prostiedi Nakresny k tvorbé dynamického vizualniho
dukazu. Protoze jsou vSechna prostiedi v GeoGebte vzajemné propojena,
muzeme také po dosazeni konkrétnich hodnot algebraicky dukaz z prostiedi
CAS propojit s Nakresnou a algebraické vyjadieni reprezentovat i graficky.

Algoritmy automatického dokazovani matematickych vét se ted zacinaji
uplatnovat v nastrojich pro vysetfovani mnozin bodu danych vlastnosti.
Pomérné nova je napiiklad schopnost samostatného vypoctu rovnice mnoziny
z danych podminek.

Konkrétni vyuziti GeoGebry pii dokazovani si ukdzeme na problému Rou-
thovy véty. Routhovou vétou [76] rozumime nésledujici tvrzeni, které ve své
knize Treatise on Analytical Statics with Numerous Examples [75], poprvé vy-
dané v roce 1891, publikoval (na str. 82) anglicky matematik Edward John
Routh [63].
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Véta 3.2. Necht D, E, F jsou v uvedeném poradi vnitini body stran BC,C A
a AB trojihelniku ABC' (viz obr. 16). Poméry jejich vzddlenosti od krajnich
bodu prislusnich stran nazvéme % =z, % =, % = z. Dadle oznacime
P,Q, R pruseciky dvojic usecek AD,BE a CF (tzv. cevidny) takto: P €
ADNCF,Q e ADNBE,Re BENCF. Potom pomér obsahi trojuhelniku

PQR a ABC' je ddn vyrazem:

(zyz — 1)’

(1)

(ry+y+Dyz+2+ e +a+1)

Obrézek 16: Routhova véta

Véta je v [75] uvedena bez dukazu. Vzhledem k jejimu atraktivnimu ob-
sahu a specidlnim piipadum (mimo tzv. Feynmanova trojihelniku, kterému
se budeme vénovat nize, zminme jesté, ze specidlnim pripadem Routhovy
véty je Cevova véta, kterda tika, ze primky AD,BE,CF (obr. 16) maji
spoleény pravé jeden bod, jestlize xyz = 1) ji vSak byla vénovana dalsi
pozornost a do soucasnosti byly publikovany ruzné dukazy. Napiiklad Co-
xeter uvadi v [17] dukaz vyuzivajici barycentrické souradnice, na strance
http://en.wikipedia.org/wiki/Rouths_theorem [76] je pak uveden dukaz vy-
uzivajici Menelaovu vétu. Pech ve své publikaci [67] uvadi nejen klasicky
dukaz, ale také dukaz pocitacovy s vyuzitim software CoCoA [102].

Zde si uvedeme symbolicky dukaz, k jehoz realizaci vyhodné vyuzijeme
prosttedi CAS programu GeoGebra. Dukaz je svou podstatou zalozen na

stfedoskolském ucivu analytické geometrie, konkrétné vyuziva parametrické
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vyjadieni a obecnou rovnici piimky dané dvéma body, vypocet pruseciku
dvou piimek a vypocet obsahu trojihelniku ze soutradnic jeho vrcholu. Sa-
motné provedeni dukazu je vsak pro stredoskolského studenta neimérné
narocné. Také proto, ze neovldda efektivni postupy realizace potiebnych
vypoctu, naptiklad vyuziti determinantu. Ukézeme si, ze program GeoGebra
muze byt vhodnym néstrojem, jehoz pouziti tuto narocnost eliminuje a do-
voluje studentum soustiedit se na geometrickou podstatu dukazu.

Dukaz provedeme pro trojihelnik ABC umistény do soustavy souradné
dle obrazku 17. Pak muzeme vyjadfit soutadnice jeho vrcholu A = [0, 0],
B = [k,0], C = [l,m], viz tadky 1 az 4 v zapisu kédu feseni v prostiedi CAS

programu GeoGebra na obr. 18.

c=(l, m)

A=(0, 0) F B=(k, 0)

Obrazek 17: Obrazek k dukazu v prostiedi CAS v GeoGebre

BF| __ |cD| _  |CE
ar| — P> 1BD] = 4 4B

gramu GeoGebra jsme misto proménnych z,y a z z véty 3.2 pouzili proménné

Oznacime-li ‘l = r (pro potfeby zpracovani v pro-
p,q a r), muzeme body F, D, E zapsat s pomoci vrcholu trojihelniku ABC
a vektoru jeho stran jako F' = A + Iﬁ(B —A),D=(B-A)+ qJ%l(C’ — B),
E=(C—A)+ (A C), viz iddky 5 az 7 na obr. 19.

V dalsim kroku, jehoz zaznam vidime na fadcich 8 az 10 na obr. 20,
vypocitame obecné rovnice piimek AD, BE a CF (vzhledem k jejich roli
v Cevové vété se obvykle nazyvaji ,cevidny“). Vyuzijeme pii tom deter-

minanty, tak, ze napiiklad piimka AD, kde A = [ay,as], D = [dy,ds], ma
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. A=(0.0)
s} -~ A :=(0,0)
B:=(k,0)
2
- B := (k,0)
C=(l,m)
3
-~ C:=(&m)
1 xX=0y)
- X = ()(, Y)

Obrazek 18: Routhova véta - dukaz v CAS (1. ¢ést) [133]

F=A+1/(p+1)(B-A)

|

|

| 5 k

I - Fi=1—,0
| (D+1’ )

D=(B-A)+1/(g+1)"(C-B)

6 D__(kq—HE’ m)
T 77 Lag+17q+1

E:=(C-A)#1/(r+1)(A-C)

7 r r
- B (fr+—1’mr+—1)

Obrazek 19: Routhova véta - dukaz v CAS (2. ¢ést) [133]

obecnou rovnici

Toar y—az|_

dy —ay dy —ay

Vrcholy P, @ a R vnitiniho trojihelniku (viz obr. 16) pak vypocitame
jako pruseciky téchto cevianu. V prostiedi CAS programu GeoGebra k tomu
pouzijeme pifkaz Reseni. Reseni pifslusnych soustav linedrnich rovnic ndm
davaji souradnice téchto pruseciki, jak je provedeno na fadcich 11 az 13 na
obr. 21.
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AD=Determinant[{{x[X - A], y[X - AL}, x[D-AL y[D-A}}]=0

8 — —
. AD. “kay—fytmx
q+1

=0

BE:=Determinant[{{x[X - B]. y[xX - B]}. {x[E -B]. y[E-B]}}]=0

9 —kmr+kry—£€ry+mrx+ky

- BE: 0
r+1

CF=Determinant[{{x[X - C], y[x - C]}. X[F-CL y[F-Cl}}] =0

10 Epy—-mpx+km—ky+£y—mx

- CF =0
p+1

Obrazek 20: Routhova véta - dukaz v CAS (3. ¢ést) [133]

P-=Reseni[{AD, CF} {x, y}]
"
P .= ( kq+¢ m )
o pa+aq+1l pg+g+1
Q:=Reseni[{AD, BE}{x, y}]
12 K P
. qr+4£r r
- Q'_<qr—|—r—|—1 mqr—|—r—|—1>
R:=Reseni[{BE, CF}.{x, y}]
13 kg
teépr r
-~ R = m
(Dr+p+1 ppr+p+1)

Obrazek 21: Routhova véta - dukaz v CAS (4. ¢ést) [133]

Nyni vyjadiime obsahy trojihelniki ABC' a PQR. Vyuzijeme k tomu
opét determinant. Tak, ze napiiklad obsah trojihelniku ABC, kde A = [ay, as],

B = [b1,b] a C = [c1, ¢, je ddn hodnotou vyrazu

V kédu teseni v GeoGebte nejprve definujeme ptislusné matice ABC a PQR

by —a; by —aq
Sapc =

€l — a1 Co— Q2

(viz fadky 14 az 15 na obr. 22), potom spocitame jejich determinanty (viz
fadky 16 az 17).
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ABC ={{x(B-A),y(B-A)}{x{C-A)LYy(C-A)}}
14
_— { k0
- ABC := ( 2 m )
PQR:={{Prvek[Q - P1.1], Prvek[Q - P,1.2]}, {Prvek[R - P,1,1], Prvek[R - P.1.2]}}
15 qu—|—£r_ kqg+£ m r B m
PQR = qr+r+1 pg+qg+1 qr+r+1 pg+qg+1
’ fpr+k  kqg+¢ mp r B m
pr+p+1 pg+q+1 pr+p+1 pg+qg+1
S_ABC:=(1/ 2 Determinant[ABC])
16 1
- 8§,BC := = km
2
S_PQR:=(1/ 2 Determinant[PQR])
17 1 kmp2@r
— SPQR = -
2 pPgri+pgiri+piqr+p2@r+2pgri+2pgir+2p

Obrazek 22: Routhova véta - dukaz v CAS (5. ¢ést) [133]

Nakonec vypocitame podil obsahtu trojihelniki PQR a ABC'. Po tpravé
vysledku piikazem Rozklad dostavame vyraz (viz fadek 19 na obr. 23), ktery
je (az na pouzité proménné) identicky s vyrazem 1 v Routhové vété. Tim je

tato véta dokdzana.

RT:=S_PQR/S_ABC

18 p2q?? —2

- RT :=
pPPa?r2+pagri+plqr+p?r+2pqrr+2pgPr+2p2qr+

Rozklad[RT]

= (par—1)
(@r+r+1) (pr+p+1) (Pa+a+1)

Obrazek 23: Routhova véta - dukaz v CAS (6. ¢ést) [133]

Kdyz do vysledného vyrazu dosadime za p, ¢ a r stejny parametr, napiiklad
f, jak vidime na tadku 20 na obr. 24, dostaneme zobecnéni problému Feyn-
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manova trojuhelniku, kterym se zabyvaji nasledujici odstavce. Pro f = 2
pak dostavame hodnotu %, kterd odpovida primo tvrzeni o Feynmanové
trojuhelniku (viz fadek 21 na obr. 24).

FT:=Substituce[RT {p=f.g=f.r=f]

20 2 _
. FT = f2—2f+1
f24+f+1

Substituce[FT, {I=2}]
1

— -

7

21

Obrazek 24: Routhova véta - dukaz v CAS (7. ¢dst) [133]

Jak jiz bylo zminéno, specidlni piipad Routhovy véty, ktery si vyslouzil
zvlastni pozornost, dostaneme, kdyz do vyrazu 1 ze strany 37 za z,y i 2
dosadime 2. Hodnota tohoto vyrazu je pak rovna % Routhovu vétu pak
muzeme preformulovat nasledovneé:

Véta 3.3. Méjme libovolny trojuhelnik v roviné. Jestlize kazdy jeho wvrchol
spojime s bodem, ktery lezi v jedné tretiné protilehlé strany, pak trojuhelnik
tvoteny témito spojnicemi ma obsah o velikosti jedné sedminy obsahu puvod-
niho trojihelniku (obrdzek 25).

Obrazek 25: Feynmanuv trojihelnik v obecném trojihelniku

Tuto vétu lze nalézt v ruznych publikacich, napiiklad v [17, 81]. Nejvice

ji vSak asi proslavil drzitel Nobelovy ceny za fyziku Richard Feynman, ktery
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se dle historky uvedené v [15] béhem jedné spolecenské vecere seznamil s tvr-
zenim uvedenym ve vété 3.3 a pokousel se jeho pravdivost cely vecer vyvratit.
Misto toho se mu vsak podafilo dokézat jeho pravdivost pro rovnostranny
trojuhelnik. Avsak diky tomu, ze kazdy obecny trojuhelnik lze uvazovat
jako afinni obraz néjakého rovnostranného trojuhelniku [110], uz pak ne-
bylo tézké vétu dokazat pro trojuhelnik obecny. Diky této historce se pro
prislusny vnitini trojihelnik UVW z obrazku 25 ujalo oznaceni Feynmanuv

trojuhelnik.

Dukaz. véty 3.3 (dukaz dle Feynmana [15])

Necht trojihelnik ABC' je rovnostranny a plati, e AB = BC' = AC = 3. Pak
C'B =1 (obrdzek 26). Dle kosinové véty plati CC"? = 3*4+1—6cos60° = 7.
Trojuhelniky CBC' a BUC" jsou podobné dle véty uu, protoZe maji jeden
spolecnyj ihel ({UC'B = /BC'C') a ze shodnosti trojihelniki AB'B a BC'C
vyplyjvd, Ze (UBC'" = [BCC'. Pak tedy C'U = %,BU(: cv) = % a

3 3

také VU = /7 — % -5 = Ze symetrie pak vyplyvd, ze UVW je
také rovnostranny trojuhelnik se stranami o délce \iﬁ délky stran trojuhelniku
ABC'. Proto SUVW = %SABC-

Obrazek 26: Rovnostranny trojuhelnik s Feynmanovym trojihelnikem

Tento Feymanuv dukaz vyuziva pouze kosinové véty a podobnosti troj-
uhelniku, coz jsou znalosti, které jsou bézné soucasti stredoskolského uciva.
Proto by jisté bylo mozné pouzit tento specidlni ptipad véty 3.3 pro rovno-

stranny trojihelnik vcetné jejiho dukazu pifi vyuce matematiky na stiedni
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skole a seznamit tak zédky s dalsi zajimavou vlastnosti trojihelniku. Navic
bychom znalosti Routhovy véty mohli vyuzit pii dukazu tvrzeni, ze téznice
se protinaji pravé v jednom spole¢ném bodé. V tom ptipadé bychom postu-
povali deduktivné a odvodili, ze jestlize body A’, B, C" lezi ve stiedech stran
trojuhelniku ABC', pak velikost obsahu trojihelniku UVW je rovna nule.
Nekolik klasickych dukazu véty 3.3 je uvedeno v ¢lanku [15]. My si zde
ukazeme, jak 1ze do dokazovani véty 3.3 zapojit software GeoGebra. V pred-
chozim pripadé jsme vyuzili prostiedi CAS pro symbolicky dikaz Routhovy
véty. Protoze tvrzeni o Feynmanové trojuhelniku je specidlnim piipadem
Routhovy véty, vyplyva jeho pravdivost piimo z diukazu této véty, jak vidime
na obr. 24. Aplet s timto dukazem je soucdsti GeoGebra Knihy [121] obsa-

hujici kolekci apletu doplinujicich tuto praci.

~ GAS »_Hakresna
T % k=8 1=2 m=5

c=(m)

© =

~ (2.5)

Bi=(k0)

o N

~ (8.0)

A:=(0,0)

O w

- (0.0)

°
a
s
2
4 | X=txy) L e
O = (k) c
s
Cr=(12K0)
5
s
2
1
/

/8 N
@ | - .0
3"

AT=(203 k13113 m)

[ 5Y
o| - (s
(e3)

B1:=(2/31,23 m)

4 10 \‘

@ -~ N
\373)

pA=Determinant{{x(X-ALy(X-Al} KA 1-A) y(AT-A)I=0

5 by=0
3 x—by=

pB:=Determinantf{{x(x-B).y(X-B)}.{(B1-B).y(B1-B)}}}=0

w2 w_,
3 T3 YT

Obrazek 27: Dukaz v CAS a v Nakresné [122]

Nyni si ukdzeme dalsi vynikajici vlastnost GeoGebry a to tu, ze umozinuje
propojit prostiedi CAS s Nakresnou. Lze tedy timto zptusobem algebraické
vyjadreni zaroven reprezentovat i graficky. Konkrétné u prezentovaného pii-
kladu muzeme parametry k,[,m reprezentovat jako posuvniky, ménit tak
jejich hodnoty a sledovat na nékresné, jak se ptislusné geometrické objekty

meéni v zavislosti na zménach téchto hodnot (viz obr. 27). Jistéze v tomto
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piipadé uz nelze hovorit pifimo o matematickém dukazu v pravém slova
smyslu, jelikoz zde parametry nabyvaji pouze urcitych hodnot, ale hlavni
piinos zde tkvi pravé v propojeni algebraické a vizualni reprezentace ma-
tematického problému. Jednd se tedy o vizualizaci postupu algebraického
dukazu pro konkrétni avsak libovolné volitelné hodnoty parametru.

Nakresnu v GeoGebre muzeme k podpore dokazovani vyuzit i bez propo-
jeni s prostiedim CAS. Nejprve si ukazeme, jak lze verifikovat tvrzeni o Fey-
nmanové trojuhelniku. Sestrojime v Nakresné dle véty 3.3 oba trojihelniky
a nechame GeoGebru (numericky) ur¢it pomér jejich obsahu.

Vyhodou GeoGebry je, Ze jestlize vytvorime trojihelnik (respektive jaky-
koliv mnohothelnik), automaticky je mu pfitazen nézev a hodnota udavajici
velikost jeho obsahu. S timto idajem muzeme déle pracovat jako s proménnou.
Jestlize si pojmenujeme trojihelnik ABC' (obr. 28) ndzvem velky a trojihel-
nik UVW néazvem maly a vytvoiime si pomocnou proménnou pomer, které
priradime hodnotu maly/velky, pak text, ktery bude nad trojihelnikem (viz
zluty ramecek na obrazku 28), zaddme do okna Upravy, které se nam otevie
pri vybéru néastroje Text, prikazem:
\frac{S_{UVW}}{S_{ABC}}=\frac{maly}{velky}=IracionalniText [pomer].

Feynman(v trojuhelnik - verifikace

Obsah malého trojuhelniku: S \\y =3 Sy _ 3

1
Obsah velkého trojuhelniku: Spyge=21 Sase 2L 7

Obrazek 28: Verifikace Feynmanova trojihelniku v GeoGebfte [125]
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Proménné maly, velky, pomer zde musi byt vlozeny jako objekty a do
okénka k proménné pomer musime piipsat funkci IracionalniText [], aby se
nam vysledna hodnota nezobrazila jako desetinné ¢islo, ale ve tvaru zlomku.

Jestlize bychom chtéli GeoGebru k verifikaci vyuzit pii vyuce, je dulezité
zakum zduraznit, Zze se nejedna o dukaz a vysvétlit také, jaky je rozdil
mezi verifikaci v DGS a dukazem. Ze verifikace je pouze jakési numerické
ovéreni, ze urcita vlastnost za uréitych podminek plati. Bez dukazu vsak
nelze toto pravidlo povazovat za obecné. Muzeme na jejim zakladé vyslovit
domnénku, kterou nasledné dokdzeme, ¢i vyvratime. V této souvislosti je
lepsi nepredkladat zékum jiz hotovy aplet s verifikaci, ale zapojit je do jeho
vytvareni, aby si lépe dokazali uvédomit, na jakém principu toto ovéreni

funguje.

(c) (d)

Obrazek 29: Dynamicky vizudlni dikaz Feynmanova trojihelniku [123].

Posledni dva uvedené dukazy véty 3.3 jsou dynamické vizualni dukazy.
Prvni zde uvedeny dynamicky vizualni dukaz Feynmanova trojihelniku (obr. 29)
je zalozen na dukazu beze slov, ktery je uveden na strané 17 v knize Rogera
Nelsena Proofs without Words II: More Exercisesin Visual Thinking [61].
Zde je velice hezky vidét vyhoda dynamického prostiedi. To, co musi byt

ve statické podobé zachyceno nékolika obrazky (jak je vidét ve zminované
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knize [61] nebo i na obrazku 29) lze v softwaru dynamické geometrie zachytit

v jediném apletu [123].

Obrazek 31: Vizualni dukaz Feynmanova trojihelniku [81]

Druhy dynamicky vizudlni dukaz (obr. 32) je zalozen na zakresleni celého
problému Feynmanova trojihelniku do trojihelnikové sité (obr. 30). Z&-
kladnim stavebnim kamenem této sité je préavé ten vnitini (Feynmanuv)
trojuhelnik, jehoz pomér obsahu ku obsahu celého trojuhelniku je predmétem
dikazu. Piimky tvoifci tuto sit rozdeéli trojuhelnik na nékolik ¢dsti, které
kdyz vhodné presuneme, tak jak je to naznaceno na obrazku 31 z knihy [81],
dostaneme sedm trojuhelniku, které jsou shodné a maji stejnou velikost jako
vnitini (Feynmanuv) trojihelnik. Tim je dokézano, ze jeho obsah je roven

jedné sedminé obsahu ptuvodniho trojihelniku. Stejné tak jako u predchoziho
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Obrazek 32: Jednotlivé faze dynamického vizualniho dikazu Feynmanova
trojihelniku [124].

dukazu, i zde je vidét, jak dynamika pomaha k lepsimu pochopeni vizualniho

dukazu.

3.3.2 OK Geometry

Jednim 7z programu, ktery by mohl pomédhat studentum pti tvorbé dukazu
geometrickych vét, je OK Geometry [105]. Tento volné dostupny software,
vyvijeny slovinskym vysokoskolskym ucitelem Zlatanem Magajnou, umi ana-
lyzovat geometrické konstrukce. Zkoumané konstrukce mohou byt impor-
tovany z programu GeoGebra [103], Cabri [100], Cinderella [101], JGEX
[104] nebo Sketchometry [107] nebo vytvoreny v internim geometrickém edi-
toru, ktery je soucasti programu. OK Geometry v nich dokaze na zakladé
numerickych vypoctu odhalit rizné vztahy a zavislosti mezi geometrickymi
objekty. Témito objekty mohou byt body, pfimky, thly a kruznice. Seznam
vlastnosti, které ndm OK Geometry poskytne je velice Siroky — body lezici
na jedné piimce, shodné trojuhelniky, rovnobézné a kolmé piimky apod.
(obr. 34). Z téchto vztahu je mozné si vybrat pouze ty, které nds zajimaji
a serfadit je do nami pozadovaného poradi. Kazdy vztah je zde matema-
ticky zapsan, ale je také vizualizovan a barevné vyznacen v konstrukci.
Tyto obrazky jsou sice statické, ale jejich posloupnost muze naznac¢ovat smér

myslenek, které by meély vést k samotnému dukazu (obr. 34). Navic lze k
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jednotlivym obrazkum napsat i komentar, takze ve vysledném reportu, ktery
je zde realizovan ve formé webové stranky nebo dokumentu ve formatu pdf
¢i docx, muzeme mit vedle sebe jak algebraicky dukaz, tak geometrickou re-
prezentaci. To muze zakum pomoci si uvédomit souvislosti mezi geometrii a
algebrou. Jednou z vyhod programu OK Geometry je jeho ¢eska lokalizace,

kterou od roku 2014 zajistuji ve spolupréci s jeho autorem.

Soubor Konfigurace Pfikazy NAipovéda

Zadat | Upravit Report

Analyzovat | Usporadat

A Zadéni ﬂ | 8] ‘
0330 r

A Zpracovani

Zkoumat pouze body:

Invariantni cyklus 1:

Invariantni cyklus 2:

Urovedi analyzy: Stfedni -

A Fil Nalezené viastnosti Nové viastrost

rovnostranné trojuhelniky (1)
pravouhlé trojihelniky (10)
shodné trojihelniky (1)
shodné dsecky (2)

shodné dseky (vztah) (32)
stejny poméf vzdalenosti (3)
rovnobdzky (1)

shodné nebo dopli. dhly (18)

I

shodné dhly mezi piimkami (21)

stejné obsahy trojihelniki ()

stejné obsahy trojihelnikd (vztah) (13)

body na kruznici (3)

shodné kuZnice opsané (4)

Obrazek 33: OK Geometry - analyza konstrukce

OK Geometry by se mohla stat dobrym pomocnikem pii domaéci piipraveée
zaku na matematickou olympiadu. Priklady z minulych roé¢niku jsou volné
k dispozici napiiklad na strankdch matematické olympiady [59]. Velice casto
se mezi nimi vyskytuji ptiklady z geometrie, kde je zadana geometricka situ-
ace a ukolem je dokazat, ze plati urcita vlastnost nebo vztah mezi nékterymi
z danych objektu. U takovychto prikladu by mohla zdkim OK Geometry
pomoci nalézt cestu k dukazu. Zada-li zak do OK Geometry geometrickou
konstrukei sestrojenou dle zadani, po jeji analyze mu tento program nabidne
seznam vztaht, které mezi sebou dané geometrické objekty maji a na ném uz
pak je vybrat z nich ty, které povedou k sestaveni dukazu. OK Geometry tedy
sama dukaz nesestavi. Z nalezenych vlastnosti musi zak sdm vybrat ty, které

povazuje za uzitecné a také musi relevantné oduvodnit, pro¢ dand vlastnost
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74 OK Geometry: viviveta.pro | | |

Soubor Konfigurace Pfikazy MNapovéda

Zadat | Upravit| Analyzovat | Uspofadat Report 1 -
c

a < || =« | &« Jcac2esa| /

Zadani i L

Véta: Je dan rovnostranny trojihelnik a libovelny bod - P.

leZici uvnitf trojihelniku nebo na jeho hranici. Pak
soucet vzdalenosti tohoto bodu od stran trojihelniku je
konstantni a je roven délce wyiky trojihelniku.

[

B
A Nalezens viastnosti Nové viastnost Zadani Trojdhelnik APC
LsA=1/2 |AC|-IMP] g
3 Trojihelnik BPC
SA=1/2 |BC|-|PLI

4 Trojuhelnik ABP
LSA=1#’2 |ABI-[KP|
5 Shodné dseéky |AB|=|ACI=|BC|

|AB|=|ACI=|BC| == SA = 1/2 |ACHMP| = 1/2
|AB-[MP|

SA =112 |BCHLP| =

1/2 |ABIILP|
6 Trojuhelnik ABC
Lsa=12 |ABI-[CCA|
7 Trojuhelniky ABP, BCP, ACP
S(ABC) = S(ABP) + S(BCP) +S(ACP)
1/2 |AB[-|CC1| = 1/2 |AB|-[PK] + 1/2
|AB[|IPL| + 1/2 |ABI-[PM|
8 Soutet vzdalenosti
l—\CCWI = |PK] + [PL| + [PM|

Shadné dsecky |AB|=|ACI=IBC]| Trojuhelnik ABC
] c

1

Velikost nahledu--Vztah Popisky s

L] L1 | [ Trojuhelniky ABP, BCP, ACP Souelvaddenaa i

1 m r

Obrazek 34: OK Geometry - vybrané a sefazené vlastnosti

plati. OK Geometry napiiklad nalezne v konstrukci t¥i shodné thly, ale na
zakovi zustava ukol, aby zduvodnil, pro¢ jsou tyto uhly shodné.

Ukazme si nyni pouziti OK Geometry na konkrétnim piikladu. V krajském
kole 66. roéniku matematické olympiady v kategorii B nalezneme nasledujici

zadani:

Piiklad 4. V roviné jsou dany kruznice k a l, které se protinaji v bodech
E a F. Tecna ke kruznici | sestrojend v bodé E protindg kruznici k v bodé G
(G # E). Na oblouku EG kruznice k, ktery neobsahuje bod F, zvolme bod
C (E# C+# G) a prusecik primky CE s kruznici | ozna¢me D (D # E).
Dokazte, Ze trojuhelniky DEF a CGF jsou podobné.

Zadanou situaci si sestrojime bud pifmo v OK Geometry, nebo v jednom
z vySe uvedenych geometrickych programu a do OK Geometry ji importu-
jeme. Po stisknuti tlacitka Analyzovat se v levé dolni ¢asti v sekci Nalezené

vlastnosti objevi vztahy mezi geometrickymi objekty, které OK Geometry
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Soubor  Konfigurace Pfikazy Napovéda

Iadat | Nactrnout

Analyzovat ‘ Projekt

epo Zménit styl objektd (arg.1)

A MOGGKKB ﬂ

W roving jsou dany kruZnice k a |, které se protinaji
v bodech E a F. Tena ke kruznici | sestrojena v
bodé E protina kruZnici kv bodé G (G #E). Na
oblouku EG kruZnice k, ktery neobsahuje bod F.
zvolme bod C(E#C#G)

a prisetik pfimky CE s kruZnici | oznaéme D (D £
E). DokaZte, Ze trojihelniky DEF a CGF jsou
podobné.

v Zpracovani-Stredni
A Filn Malezené viastnosti
MOBEKKB 1
M body (2)
= Kolinearni body (1)

]

® podobné trojihelniky (2)
B poméf vzdalenosti (6)

E &

™ shodné Ghly mezi pfimkami (6)
M body na kruznici (1)
® tegné kruZnice/tecny (2)

EH H

Obréazek 35: OK Geometry - Zadani

Zménit styl objektl

Objekt

prikladu 4

Soubor Konfigurace Pfikazy MNapovéda

Analyzovat | Projekt R9p9n|
s[> [ s« [aJsa
| MOGGKKB

V roviné jsou dany kruZnice k a |, které se protinaji v bodech *
E a F. Te€na ke kruZnici | sestrojend v bodé E protina
kruZnici k v bodé G (G # E). Na oblouku EG kruZnice k.
ktery neobsahuje bod F, zvolme bod C(E# C # G)

a pruseéik piimky CE s kruznici | oznatme D (D # E).
DokaZte, Ze trojihelniky DEF a CGF jsou podobné.

Zadat

Naétrnout

m

s Nalezené viastnosti
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protinaji v bodech E a F. TeEna ke kruZnici
| sestrojend v bodé E protina kruZnici k v
bodé G (G # E). Na oblouku EG kruZnice k,
ktery neobsahuje bod F, zvolme bod C (E#C
#G)
a prusecik piimky CE s kruZnici | oznaéme D
(D # E). DokaZte, Ze trojihelniky DEF a CGF
jsou podobné .
2 Shodné dhly
L«coF = <DEF
3 Shodné dhly
I*'{GCF = <GEF = <EDF
4 Dokazte
L pEF = AcGF

n

Velikost nahledu | Zwjraznit | Zesvéthtl Popiskyl Uhlyl Dali

| L1

Shodné dhly

Dokazte

Obrazek 36: OK Geometry - Vybrané vlastnosti k prikladu 4
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nalezla (viz obrézek 35). Z vyc¢tu nalezenych vlastnosti si muzeme vybrat
tu, kterou chceme dokézat a také ty vlastnosti, které by mohly vést k nale-
zeni dukazu a usporadat si je samostatné do reportu, napriklad tak, jak je
ukazano na obrazku 36.

OK Geometry v sobé skryva velky potencial k vyuziti na poli dokazovani
matematickych vét z oblasti planimetrie. Bohuzel zatim neni tento program
prilis znamy ani mezi odbornou vetejnosti, coz se alespon castecné snazim
zmeénit tim, ze jsem prelozila OK Geometry do ¢estiny a v roce 2013 v ramci
konference Uziti poéitacu ve vyuce matematiky (UPVM) [95] jsem vedla
workshop zaméfeny na seznameni s timto programem. Snazim se také OK

Geometry casto zminovat a prezentovat ve svych ptispévcich na konferencich.

3.4 Dynamické vizualni dikazy

Jak uz bylo zminéno v kapitole 2, obrazky nas mohou také uvést v omyl, po-
kud nejsou vytvoreny presné. A dokonce i presné obrazky mohou znazornovat
takové vlastnosti, které nejsou typické pro vsechny piipady. Pii snaze ziskat
vhled do toho, co obrézek znazornuje, jsme omezeni jeho statickym charak-
terem, ktery nam umozinuje zobrazit pouze jednu instanci. Tato nevyhoda se
tyka samozrejmeé i statickych vizualnich dukazu, na coz ¢asto poukazuji jejich
odpurci. Tento nedostatek muze byt ¢astecné odstranén vyuzitim DGS, kde
muzeme vytvorit dynamicky vizualni dukaz, ktery nam diky tazeni volnych
objekti po nakresné umozni vidét béhem nékolika chvil mnohonasobné vice
pripadu. Dynamické vizualni dukazy vétsinou vychazeji z myslenky statickych
vizuédlnich dukazu. Diky jejich dynamice vSak eliminuji vyse zminénou nevy-
hodu statickych vizualnich dukazu a mnohem lépe pomaéahaji zachytit po-
sloupnost myslenek, které maji vést k samotnému dikazu.

Kompletni kolekce autorskych vizualnich dynamickych dukazu je uve-
dena v GeoGebra Knize [114]. Nésledujici dvé kapitoly prezentuji dynamické
vizudlni dukazy tykajici se vypoctu obsahtu rovinnych obrazcu a goniometrie.

Dalsi dynamické vizualni dukazy jsou zminény v jinych ¢astech této prace.
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3.4.1 Obsahy rovinnych obrazct

Ze zakladni skoly znaji zaci vzorce pro vypocet obsahu ¢tverce, obdélniku
a trojuhelniku. V prvnim ro¢niku gymnézia by si méli tyto znalosti zopa-
kovat a rozsifit. V ucebnici [71] maji uvedenu piehlednou tabulku vzorcu
pro vypocet obvodu a obsahu ruznych rovinnych obrazcu. Nasledné jsou
vyzvani, aby odvodili vzorce pro vypocet obsahu kosodélniku, trojihelniku
a lichobézniku tak, ze ptislusny obrazec vzdy ptfevedou na obdélnik téhoz

obsahu. Jako ndvod jim u¢ebnice nabizi nasledujici obrazek (obr. 37).

5 . ﬂﬂﬂm\

=

\

A E B F

Obrazek 37: Odvozeni vzorcu pro obsah danych rovinnych obrazcu [71]

Dle mych zkusSenosti, tento postup, kdy jsou zaci nejprve seznameni se
vzorci, a pak jsou teprve vyzvani k jejich odvozeni, neni piili§ vhodny. Je
velice tézké je motivovat k tomu, aby objevovali néco, co uz znaji. Navic se
ukazalo, ze pro vétsinu z nich je obtizné tyto statické ,dukazy beze slov*
vyuzit k odvozeni vzorce nebo k jeho lepsimu zapamatovani. Je to dano tim,
ze obréazek je zachycenim okamziku, zatimco odvozeni vzorce je proces. Pro
spravné pochopeni geneze prislusného vzorce, kterd je naznacena statickym
obrazkem, je tak vétsinou tfeba tento obrazek zakum interpretovat. Neza-
stupitelnd je tak role ucitele jako pruvodce zaka dukazem, ktery jim pomuze
objasnit, co vlastné tyto obrazky znazornuji. Tuto funkci pruvodce vizudlnim
dikazem vsak muze u dynamickych vizualnich dukazu do jisté miry prevzit
animace, kterd je jejich nedilnou soucésti.

Podivame-li se na rovnobéznik ABC D na obrazku 37, tak pro zaky neni
jednoduché na zakladé tohoto vyobrazeni pochopit, ze vlastné dochazi k pre-
misténi trojuhelniku AE D na misto s nim shodného trojihelniku BFC. Ale
kdyz jim poskytneme dynamicky vizudlni dukaz [127], ktery je naznaceny
na obrazku 38, kde je tento presun pomoci posuvniku piimo realizovéan, lépe

pochopi myslenku tohoto vizualniho dukazu bez jakékoli dalsi pomoci.

33



D c c
v,
h — o {
D (} 9
I/q ll bl & -
P a B P B P

Obrazek 38: Jednotlivé faze dynamického vizualniho dikazu pro obsah rov-
nobézniku [127]

Stejné tak vzorec pro vypocet obsahu trojuhelniku, ktery muzeme odvo-
dit pfes obsah rovnobézniku, kdy ukazeme, Ze ten lze rozdélit na dva shodné
trojihelniky, nebo tak, jak je naznaceno na obrazku 37, ze ho presklddame
na obdélnik o stejném obsahu podobné jako u predchoziho vizudlniho dukazu
pro vypocet obsahu rovnobézniku. Diky presunu téchto ¢asti v realném case,
ktery je v tomto dynamickém vizudlnim dukazu [129] umoznén, je mnohem

jednodussi zachytit myslenku, kterou tento vizualni dukaz znazornuje(obr. 39).

C

<___4;}:=‘7“

A B

A B

Obrazek 39: Jednotlivé faze dynamického vizudlniho dukazu pro vypocet
obsahu trojuhelniku [129]
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Vzorec pro vypocet obsahu ctverce pomoci délky jeho stran zna vétsina
zaku pomérné bezpecné uz ze zékladni skoly. Jiny vzorec S = %62, ktery
k urcéeni obsahu vyuziva délku thlopricky, jim tolik znamy neni, protoze se
nepouziva tak casto. K jeho lepsimu zapamatovani a vybaveni muze poslouzit
dynamicky vizualni dikaz zndzornény na obrazku 40. Tento dikaz muze

zékum poslouzit jako mnemotechnickd pomucka, jak zminuje Pélya [70].

D C D C

b2 o

Obrazek 40: Jednotlivé faze dynamického vizudlniho dikazu pro vypocet
obsahu ¢tverce [126]

Mnoho zéku se radéji vzorce pro vypocet obsahu geometrickych obrazcu
nauci nazpamét. Nicméné tento jejich pristup, ktery postradd propojeni s ge-
ometrickou reprezentaci, se muze obratit proti nim. Naptiklad v roce 2011

byl soucasti statni maturity i nasledujici priklad:

Kolik procent obsahu lichobézniku ABCD (obr. 41) tvori obsah trojuhelniku
ACD?

Inspirovana timto piikladem jsem vytvotila vizualni dynamicky dukaz
[117] pro vzorec na vypocet obsahu lichobézniku, ktery postupné zobrazuje
trojuihelniky, ze kterych je lichobéznik slozen, a jejich vysky. Zakladem to-
hoto pojeti je myslenka, ze obsah lichobézniku je roven souctu obsahu téchto
trojuhelniki. Protoze vétsina zdku vzorec pro vypocet obsahu trojihelniku
zné, neni pro né odvozeni hledaného vztahu pomoci tohoto dynamického

obréazku piilis slozité(viz obrézek 42 a 43).
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Obrazek 41: Maturita 2011, dloha 14, [21]

Obsah lichobézniku

POHYBUJ CERVENYM BODEM

Obréazek 42: Dynamicky vizudlni dukaz pro obsah lichobézniku — rozdéleni

na dva trojihelniky (pocatecni faze) [117]
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Obréazek 43: Dynamicky vizudlni dukaz pro obsah lichobézniku — rozdéleni

na dva trojihelniky (nésledujici féze) [117]

56



Pomoci uvedeného dynamického dikazu mohou zaci hledany vztah od-
vodit sami na svém pocitaci, nebo tieba kolektivné s vyuzitim interaktivni
tabule. V této souvislosti se nabizi dulezita otazka: O co tedy pii odvozovani
matematickych vzorca jde? O vysledek (tj. dosazeni vzorce), nebo o cestu
k nému? Maturitni piiklad ukazuje, ze i ta cesta je dulezitd, ze samotny
proces dokazovani ma také roli vzdélavaci. V tomto pripadé ma dukaz roli

objevovani, jak je popsano na strané 28.

Obsah lichobézniku

POHYBUJ CERVENYM BODEM

Obrazek 44: Dynamicky vizualni dukaz pro
stfedni pricky (pocédtecni faze) [118]

Obrazek 45: Dynamicky vizualni diukaz pro obsah lichobézniku — vyuziti

stfedni pticky (nasledujici faze) [118]

Staticky vizualni dukaz z obrazku 37 pak muze byt predstaven jako jina
cesta k objeveni hledaného vzorce, ve které se k odvozeni vyuziva stiedni

pricka. Na podobném principu je vytvoren i dalsi dynamicky dukaz [118],
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ktery je znazornén na obrazcich 44 a 45. Zde se vSak lichobéznik netransfor-
muje do dvou obdélniku, jak je naznaceno v ucebnici (obr. 37), ale pouze do

jednoho.

3.4.2 Trigonometrie

Piedchézejici priklady dynamickych vizudlnich dukazu slouzi predevsim jako
prostiedek k odvozeni vzorce. Tedy k ucelu, ktery je prevazné dynamickym
apletum prisuzovan, a to k vytvareni hypotéz a jejich predbéznému ovéreni.
Naproti tomu nésledujici dukaz patii do kategorie dynamickych vizualnich
dukazu, které zakovi nézornou formou predkladaji argumenty potvrzujici
platnost piislusného tvrzeni, v tomto ptipadé sinové véty. Je to ukazka dukazu,

kde dynamicnost hraje klicovou roli.

Véta 3.4 (Véta sinovd). Pro kazdy trojihelnik ABC se stranami a, b, c

a vnitrnimi uhly o, B, v plati:

b
-2 - _° _9r

stnae  sinf3 siny

kde R je polomeér kruznice opsané.

Dikaz, ktery je predkladén zakam napiiklad v uéebnici [64], je pomérné
dlouhy a zabira dvé stranky. Je zalozen na definici funkce sinus a je realizovan
zv14st pro ostrothly, pravoihly a tupoihly trojihelnik. Neni zde také vibec
zminéna kruznice témto trojuhelnikiim opsana, ani vztah velikosti jejtho po-
loméru k sinové vété. Naproti tomu Coxeter ve své knize Geometry revisited
[16] uvadi elegantni vizudlni dukaz sinové véty (obr. 46), ktery je zalozen
na vlastnostech obvodovych uhlu, predevsim na shodnosti 1ihlu nad stejnym
obloukem a pravym thlem nad prumérem. Zvolime-li na kruznici opsané
trojihelniku ABC bod J tak, aby tsecka C'J byla prumérem této kruznice
¢ili [C'J| = 2R. Pak u ostrotihlého trojihelniku plati |/ BJC| = |/BAC|
a u tupothlého |/BJC| = 7 — [/BAC|. Z Thaletovy véty pak vyplyvd, ze

|LCBJ| = %, tudiz trojihelnik CBJ je pravouhly a plati tedy sin /BJC =

BC
2R

Na zakladé tohoto statického vizudlniho dukazu je vytvoren dukaz dy-

Provedenim cyklické zamény bychom dostali platnost sinové véty.

namicky. V podstaté jsou to dynamické dukazy dva, tak jak tomu je i ve
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Obrazek 46: Staticky vizudlni dukaz sinové véty z knihy [16]

=

Obrazek 47: Jednotlivé faze dynamického vizudlnitho dikazu sinové véty

[134].

statické verzi dukazu, jeden pro ostroihly trojihelnik (obr. 47) a jeden pro
tupotihly trojuhelnik [135]. V tomto dynamickém vizudlnim dukazu nej-
prve dochéazi k pfemisténi bodu, u kterého lezi predmétny thel, pro ktery
je sinova veéta dokazovéna, po kruznici opsané tak, aby se jedna ze stran
trojuhelniku stala prumérem této kruznice. V dusledku véty o velikosti ob-
vodovych uhlu ptislusnych ke stejnému oblouku, zustava velikost hlu u vr-
cholu, ktery se posouvé, stejna. Vzhledem k platnosti Thaletovy véty je nové
vznikly trojuhelnik pravouihly. Z definice funkce sinus vyplyvéa vztah mezi

sinem piislusného 1hlu, protilehlou stranou a prumeérem (resp. polomérem)

kruznice opsané ﬁ = 2R. Stejny postup muzeme zopakovat pro zbylé dva
vnitini ahly trojihelniku a tim dojdeme k rovnosti "~ = Sifbﬁ = = =2R.
v
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Dynamické vizualni dukazy mohou byt vhodnym doplikem algebraickych
dukazu. Nejen ze pomahaji zdokonalovat geometrickou predstavivost, ale
vétsinou také vyuzivaji propojeni vice matematickych témat. To vede k lepsi-
mu zafazeni nové nabytych matematickych znalosti do sirstho kontextu.

Posledni zde uvedeny ptiklad ukazuje na jedné matematické vété vyuziti
hned tii ruznych typu dukazu - algebraického, statického vizualniho a dyna-
mického vizualniho.

V ucebnici matematiky pro gymnazia [64] jsou spole¢né uvedeny i dokazény
nasledujici véty pro goniometrické funkce:

Veéta 3.5. Pro vsechna redlnd cisla x,y plati

sin (x +y) =sinx - cosy + cos z - siny (1)
sin (r —y) =sinz - cosy — cosx - siny (2)
cos (x +y) =cosz - cosy —sinx - siny (3)
cos (x —y) =cosz-cosy +sinz - siny (4)

Véta 3.6. Pro kazdé v € R : cos(5 — ) =sinz asin(§ —x) = cosz.

Algebraicky dukaz prvniho sou¢tového vzorce 3.5(1), ktery je v [64] uve-
den, je zalozen na tvrzeni pomocné véty 3.6 a na platnosti ostatnich souc¢tovych
vzorcu 3.5(2 - 4).

Dikaz. 3.5 (1) VyuZijeme 3.6 a 3.5(4): sin (v +y) =cos[5 — (v +y)| =
=cos[(§ —x) —y)] = cos (5 —x)-cosy+sin (5 — x)-siny = sinz-cosy+
cosx - siny, coz jsme meli dokdzat.

Samotny dukaz 3.5(1) neni pfilis slozity, ale je dulezité si uvédomit, ze
vychézi ze vzorce 3.5(4), jehoz dukaz je dlouhy pres dvé strany ucebnice [64]
a krom jiného se také opira o transformaci soustavy soutadné, coz byva pro
studenty velice obtizny krok.

V clanku [51] je uveden velice pékny geometricky dikaz (obr. 48) zaroven
pro véty 3.5(1) i 3.5(2):

Jeho slaba stranka tkvi v tom, Ze je omezen pouze na thly a a (3, jejichz
souctem je ostry uhel. Avsak prinasi zase jiny pohled na dany problém a navic

nabizi propojeni goniometrie a trigonometrie. Tato propojeni mezi ruznymi
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cos(a+B) sina sinB
/) o \

sinB cosa sinB

sin(a+p)

Cosp sina cosf

Q'CD

a

cosa cosB

Obrazek 48: Staticky vizualni dukaz 3.5(1) a 3.5(2) [51]

matematickymi tématy, ktera ve vétsiné ucebnic chybi diky jejich monotema-
tické koncepci, jsou pritom v procesu uceni klicova. Pomahaji zékum zasadit

dany pojem do Sirsich souvislosti.

cosa

cosf

Obrazek 49: Jednotlivé faze dynamického vizualniho dukazu 3.5(1)[115]
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Dynamicky vizualni dukaz (obr. 49) také vyuziva propojeni riuznych ma-
tematickych témat. Tentokrat jde o propojeni poznatku z planimetrie a z go-
niometrie. Vychézi z definice goniometrickych funkci, kdy je nejdiive na-
znacena jednotkova kruznice a s vyuzitim velikosti jejtho poloméru jsou
vyjadreny délky stran naznacenych pravouhlych trojuhelniki. Posunutim
prepon téchto trojuhelniku vznikne kosoctverec se stranami délky 1, jehoz
obsah je roven S = 12-sin (a + ). Piesunem téchto pravotihlych trojihelniki
vzniknou dva obdélniky, jejichz soucet obsahu je roven obsahu kosoctverce
a jestlize tyto obsahy vyjadiime pomoci délek jejich stran, dostavame rovnost
sin (a + ) = sin a-cos B+ cos a-sin 5. Predpokldda se zde znalost vzorce pro
vypocet obsahu koso¢tverce S = a?sina. Je mozné, Ze Zaci se s timto vzor-
cem diive nesetkali. Protoze naptiklad v [71] mezi vzorci pro vypocet obvodu
a obsahu rovinnych obrazcti tento vztah uveden neni. Neni vSak problém, aby
si ho zaci v rdmci piipravy sami odvodili. Mohou k tomu napiiklad vyuzit
dynamicky dukaz [116], ktery jsem k tomuto tucelu vytvorila a je zndzornén

na obrazku 50.

Obrazek 50: Jednotlivé faze dynamického vizualniho dikazu pro vzorec na

vypocet obsahu kosoctverce [116]

Na zacatku tohoto dynamického vizualniho dukazu je zobrazen c¢tverec

A'B'C'D’ a naznaceno jeho sklopeni, aby bylo jasné, ze obrazec ABCD
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je kosoctverec o délce strany a, nikoli libovolny rovnobéznik. Vyska tohoto
kosoctverce je vyjadiena pomoci délky jeho strany a velikosti jednoho z vniti-
nich thlu v = asina. Déle uz dukaz pokrac¢uje podobné jako dynamicky
vizudlni dikaz pro vypocet obsahu rovnobézniku (viz kapitola 3.4.1), kdy
dochéazi k presunuti ¢asti kosoctverce tak, Zze vznikne obdélnik o délkach
stran a a asin «, ktery ma s timto kosoctvercem stejny obsah. Odtud plyne

2

vzorec pro vypocet obsahu obdélniku respektive kosoctverce S = a” sin av.

3.5 Tvorba dynamickych vizualnich dikazt

Dynamické vizudlni dukazy nachézeji vyuziti pfi vyuce ruznych matema-
tickych témat. Mnoho z nich muzeme nalézt na Internetu na strankach ob-
sahujicich dynamické aplety napt. [31], [41]. Ne vzdy se ndm ale podaii najit
presné takovy aplet, jaky by zcela odpovidal nasim predstavam. V této kapi-
tole si proto ukazeme, ze jiz sttedné pokrocily uzivatel programu GeoGebra
si muze takovy aplet s dynamickym vizualnim dukazem vytvorit sam.

Tato kapitola neni koncipovana jako navod, ktery by krok po kroku dovedl
¢tenare k vytvoreni apletu s dynamickym vizualnim dukazem. Jsou zde ale
predstaveny zakladni techniky, které se pii tvorbé takovych apletu pouzivaji
a jejich pochopeni by mélo kazdému zkusenéjsimu uzivateli GeoGebry pomoci
pri tvorbé libovolného dynamického vizualniho dukazu.

Samoziejme, ne kazdou vétu ¢i vlastnost je vhodné dokazovat formou dy-
namického vizualniho dikazu. Proces tvorby takového dukazu tedy musi zacit
dukladnym zvazenim jeho vhodnosti pro uvazovanou vétu. To je zalozeno na
podrobném rozpracovani jednotlivych kroku a promysleni animace, ktera je
spojuje do celku vizudlniho dukazu. Vse pritom musi byt uvazovano nejenom
z pohledu technické realizace, ale také z pohledu didaktického a odborného.

Po nékolika zkusenostech s tvorbou dynamickych dukazu zjistime, ze
se vétsinou k jejich tvorbé vyuzivaji stale stejné nastroje GeoGebry a to
predevsim posuvnik, kterym se celda animace ovldda, posunuti, otoc¢eni, pod-
minéné zobrazovani objektu, poptipadé zaskrtavaci policka. Proto je v tomto
prispévku vybran pravé dynamicky vizualni dukaz Eukleidovy véty o odvésné,
na kterém si ukdzeme vyuziti vSech téchto nejcastéji pouzivanych néstroju

GeoGebry.
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3.5.1 Jak zacit

Jak uz bylo zminéno vyse, uplné prvnim krokem by mél byt vybér vhodné
matematické veéty, pro kterou lze dynamicky vizualni dukaz vytvorit. Pti
samotné tvorbé si hned na zac¢atku musime dat pozor, aby zdkladni geome-
tricky objekt, kterym animace za¢ina, byl dostatecné obecny a dynamicky.
V pripadé piikladu vybraného v tomto prispévku je to pravouihly trojihelnik
ABC, ktery muzeme pomoci jeho vrcholi posouvat a ménit jeho velikost, ale
trojuhelnik stéle zustane pravouhly.

Pohyb kazdé takové animace je fizen posuvnikem, coz je jeden z nastroju
GeoGebry. Tento posuvnik musi byt hned na zacatku vlozen do Nakresny,
protoze tim se bude cela animace ovladat a vSechny pohyblivé objekty ani-
mace jsou na ném zavislé. Pfi samotné tvorbé doporucujeme nastavit hod-
noty posuvniku od 0 naptiklad do 5 a hodnoty nechat zobrazené a az pfti do-
konceni apletu se zobrazeni hodnot skryje a posuvnik bude slouzit k ovladani
animace. Rozmyslet si u posuvniku také musime krok, o ktery se hodnoty
budou ménit. Jestlize nam nevadi, ze animace se bude pohybovat ve skocich,
muzeme nechat prednastavenou hodnotu 0.1, ale jestlize chceme, aby pohyb

objektu byl plynuly, je lepsi krok zjemnit na 0.01.

3.5.2 Eukleidova véta o odvésné

Vybeér prikladu do této kapitoly byl motivovan predevsim Sirokym spektrem
nastroju GeoGebry vyuzitych v tomto dynamickém vizualnim dukazu [119].
Navic jsou Eukleidovy véty béznou soucasti uciva planimetrie na strednich
skolach a je tedy mozné tento aplet piimo ve vyuce vyuzit.

Pti dokazovani Eukleidovych vét se vétsinou setkavame pouze s alge-

braickym dikazem [71].

Véta 3.7. Obsah ctverce sestrojeného nad odvésnou pravotuhlého trojihelnika
je roven obsahu obdélniku sestrojeného z prepony a useku prepony k této

odvésne prilehlé.

Dikaz. Necht je ddn pravouhly trojihelnik ABC s pravym whlem u vrcholu
C, viz obr. 51. Potom trojihelniky CBP a ABC' jsou podobné podle véty
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Obrazek 51: Obrazek k algebraickému dukazu Eukleidovy véty o odvésné.

uuu. Pak plati tedy, Ze

coZ muzeme upravit na rovnici

a’=c-e,.

Stejné tak z podobnosti trojuhelniki ACP a ABC wvyplyvd, Ze
b:c,=c:b,
po upravé dostavame rovnici
V¥ =c-q.
Coz je to, co jsme chtéli dokazat.

Tento klasicky dukaz patii k tém jednodussim a snadno pochopitelnym
i pro zaky na stredni skole. Z pohledu didaktického muze byt vyuzit k frontalni
vyuce, k ovéfeni platnosti dané matematické véty, kdy by byl prezentovan
u tabule ucitelem a zaci by tuto informaci pouze pasivné prebrali. Ale tento
dikaz by mohl byt vyuzit i k odvozeni Eukleidovy véty. K tomuto ucelu by
sel vhodné vyuzit pracovni list vytvoreny z reportu (viz piiloha 1) vygenero-
vaného programem OK Geometry, o kterém se pise v kapitole 3.3.2. Ten by
mohl pomoci dovést zaky k tomu, aby si tento matematicky vztah odvodili
sami.

Zatimco vySe popsany algebraicky dukaz vyuziva podobnosti trojihelniku,
néasledujici dynamicky vizualni dukaz (obr. 52) je zaloZen na geometrické re-

prezentaci Fukleidovy véty. Pomoci transformace a presunu geometrickych
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objektu se stejnym obsahem ukazuje, ze obsah ctverce sestrojeného nad
prislusnou odvésnou je shodny s obsahem obdélniku o velikosti stran rovnych
délce prepony a tseku prepony k dané odvésné prilehlé . Muzeme ho zakum
také predlozit jesté pred zavedenim samotné véty jako alternativu k vyse

zminénému pracovnimu listu.

(d) (e) (f)

Obrazek 52: Jednotlivé faze dynamického vizualniho dikazu Eukleidovy véty

o odvésneé [119].

3.5.3 Zaskrtavaci policka

Zaskrtavaci policka u dynamickych dukazu mtuzeme pouzit napiiklad ke skryti
¢i zobrazeni vzorce, jehoz pravdivost ma dany aplet dokazovat. V tomto
pripadé jsou zaskrtavaci policka pouzita k vybéru prislusné odvésny viz
obr. 53.

Tato policka se bézné chovaji tak, ze jich l1ze zaskrtnout i vice najednou.
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v odvésna a a = C"Cy odvésna a

odvésna b v odvésna b b2 = C- @

Obrazek 53: Zaskrtavaci policka k vybéru odvésny

Jsou ale situace, ve kterych bychom potiebovali, aby §la vybrat vzdy pouze
jedna volba. K tomu vétsinou slouzi tzv. prepinace. Takovy ndastroj ovsem
GeoGebra nenabizi. Muzeme si ale pomoci tim, ze si nadefinujeme jedno-
duchy GeoGebraScript u kazdého zaskrtavaci policka tak, aby se chovala,
jak my potiebujeme. Ve vlastnostech téchto policek na zalozce Skriptovani
pritadime jednomu piislusnému policku hodnotu true a tomu druhému hod-
notu false viz obr. 54. (V tomto pripadé ma editované zaskrtavaci policko
nazev m a druhé o.) U druhého policka tyto hodnoty prohodime. (V nasem
piipadé u policka s ndzvem o nastavime o = true am = false.) Tim mdme

zaruceno, ze vzdy bude aktivni pouze jedna volba.

" [zakiadni| Barva| sty | Pro pokrogil| Skriptovani|

Po aktualizaci | Globalni JavaScript

- Boolovska hodnota
s m
-0 o

1|m=true
2 |o=false

Obréazek 54: GeoGebraScript u zasktavacich policek

3.5.4 Podminéné zobrazeni objektu

Jednim z hlavnich nastroju, ktery se pii tvorbé dynamického vizualniho
diukazu v GeoGebte vyuziva, je podmineéné zobrazeni objektu, které na-
jdeme ve vlastnostech kazdého objektu na karté Pro pokro¢ilé. V nasem
pripadé je zobrazeni prislusného objektu zavislé na dvou faktorech: na zvo-
leném zaskrtavacim policku a na hodnoté posuvniku. Volbou zaskrtavaciho
policka vybereme pfislusnou odvésnu, pro kterou chceme animaci zobrazit
a hodnota posuvniku urcuje, v jaké fazi animace se pravé nachazime.

Je dulezité si uvédomit, ze naptiklad zluty rovnobéznik z obrazku 52b je
uplné jiny objekt nez zluty rovnobéznik z obr. 52d, ackoli ve vysledné animaci

se jevi jako objekt jediny, ktery pouze méni svou polohu. Ve skutecnosti

67



tyto rovnobézniky méni svou polohu béhem celého prubéhu animace, ale je
jim nastavena viditelnost pouze pro urcité hodnoty posuvniku. Konkrétné
v nasem piikladé podminka zobrazeni u prvniho zminéného rovnobézniku
z obr. 52b vypada takto: viz obr. 55

Podminky zobrazeni objektu
m=true ~0 < s <1

Obréazek 55: Podminka zobrazeni u rovnobézniku z obrazku 52b

Prvni ¢ast této podminky se vztahuje k zaskrtavacimu policku, kterym
volime, pro kterou z odvésen chceme animaci zobrazit a druha ¢ast podminky
testuje hodnoty posuvniku, ktery ma v nasem pripadé nézev s.

Kdyz bychom se podivali na podminku zobrazeni u zlutého rovnobézniku
z obrazku 52d, tak vidime, ze je zavisly na stejném zaskrtavacim policku,
jako ptredchozi rovnobéznik, ale zobrazuje se pro jiné hodnoty posuvniku s
(obr. 56).

Podminky zobrazeni objektu
m<true st <s <2

Obréazek 56: Podminka zobrazeni u rovnobézniku z obrazku 52d

3.5.5 Posunuti

Dalsim néstrojem, ktery je ¢asto u tvorby dynamickych vizualnich dukazu
pouzivan, je posunuti. V nasem piipadé dochézi napriklad pti pohybu po-
suvniku k posunu neoznacenych zlutych bodu na obrazku 52b, které tvoti
dva vrcholy zlutého rovnobézniku. Tento posun je zavisly na posuvniku s a je
tedy definovany jako C’=Posun[C, Vektor[s*ul]] respektive H’=Posun[H,
Vektor[s*ul]] kde u=Vektor[C, A]. Pak uz stac¢i nadefinovat zluty rov-
nobéznik jako mnohodhelnik6=Mnohouhelnik[B, G, H’, C’] a pfi pohybu
posuvniku bude postupné meénit svuj tvar ze ¢tverce BGHC na rovnobéznik
BGAH’. Stejny princip je pak vyuzit pii prechodu mezi poslednimi fazemi

animace zobrazenych na obrazku 52e a 52f.
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3.5.6 Otoceni

Na obrazku 52d je znazornéna faze, pri které dochézi k otoc¢eni jednoho z rov-
nobézniku. Stejné tak jako posunuti v predchozi fazi, i zde je toto otocCeni
zavislé na hodnotach posuvniku. Nez vSak zacneme samotnou rotaci defi-
novat, musime si vytvorit thel, o ktery budeme otacet, jako samostatny
objekt. V nasem prikladé je to f=Uhel[A, B, I]. Samotné otoceni je pak
definovano jako A’=Rotace[A, (s - 1)x (3, BI, kde A je vzor, B je stied
otoceni a vyrazem (s - 1)* 3 je definovan ihel, o ktery se ma rovnobéznik
otocit. K této rotaci dochazi az ve chvili, kdy posuvnik s nabyva hodnoty 1,
proto je zde korekce koeficientu, kterym nasobime thel 5.

Vyuziti predem ptipravenych vizudlnich dynamickych dikazu v hodinach
matematiky s sebou prinasi moznost, jak aktivné zapojit zdky do uc¢ebniho
procesu. Otazkou je, zda by slo tuto aktivitu jesté vice podpofit tim, ze
bychom zaky zapojili pfimo do vytvareni téchto materidlu. Zajisté by to
vyzadovalo uréitou piipravu nejen po strance teoretické (matematické zna-
losti), ale i praktické (ovlddani vhodného pocitacového programu).

Zatimco hotové dynamické dukazy by mély zakim pomoci k tomu, aby
si osvojili nové matematické pojmy, u jejich tvorby by bylo nutné je nejprve
seznamit s teoretickym pozadim dukazu, aby byli schopni jej vytvorit. Dalsim
nezbytnym krokem piipravy by muselo byt blizs{ sezndmeni s programem
GeoGebra [103] (popfipadeé s jinym DGS), ktery se k tvorbé téchto materidlu
pouziva. Také by bylo nezbytné alespon ¢astecné poodhalit princip, ktery se
pri tvorbé dynamickych dukazu vyuziva, protoze bez této pomoci by bylo pro
zaky velice obtizné odkryt mechanismus, na kterém tyto dynamické obrazky
funguji .

Zéci pii samostatné tvorbé dynamickych vizudlnich dikazi musi vyuzit
své znalosti z ruznych oblasti matematiky. Velice casto se zde uplatinuji po-
znatky z planimetrie, trigonometrie ¢i goniometrie. Velmi dulezita je v tomto
piipadé také dobra geometricka predstavivost. V podstaté zde dochazi k pro-
pojeni v8ech tii druhu kognitivnich procesu - vizualizace, konstrukce, doka-
zovani, které uvadi Duval ve svém modelu geometrického dokazovani a je-
jichz spolupréci povazuje za bezpodmineéné nutnou pro chapani geometrie
(viz kapitola 2.2).
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Nevim, zda nebude pro zaky prilis§ narocny kol samostatné tvorit dy-
namické dukazy. Mozna by bylo dobré tuto ¢innost nejprve vyzkouset s vy-
branou skupinou, naptiklad v rdmci matematického krouzku. Zatim jsem
nemeéla Sanci tento napad s tvorbou dynamickych dukazu vyzkouset v praxi,

ale doufam, ze v budoucnu budu mit moznost tento sviij zameér realizovat.
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4 Vyzkum

Vyuziti matematického software a vizualnich dynamickych dukazu ve vyuce
s sebou prindsi nové didaktické situace. Je nutné si uvédomit, ze nestaci mit
k dispozici pouze vhodné vyukové materidly a odpovidajici technologické
zazemi, ale velice dulezity v procesu zaclenovani téchto inovaci do vyuky
je pripraveny ucitel [56, 74]. On je tim klicovym c¢initelem, ktery rozhoduje
o tom, zda a jak tyto prosttedky ve své hodiné vyuzije a do které ¢asti vyuky
je zafadi. Kompetence posoudit vhodnost urcité didaktické technologie pro
vyuku je jednim z vyznamnych aspektu jeho profesionality [99]. Je tudiz
dulezité se zamérit na to, jakym zpusobem k této problematice vyucujici
pristupuji. Proto je vyzkum, ktery je soucasti mé disertacni prace zaméten
na pedagoga, predevsim na to, jaky vliv ma pouziti digitalnich vzdélavacich
materidlu v hodindch matematiky na fizeni vyucovaciho procesu a plnéni
edukacnich cilu. Cilem je detailné prozkoumat a popsat, jakym zpusobem
ucitel v hodiné matematiky vyuziva predem piipravené digitalni vzdélavaci
materialy, konkrétné dynamické vizualni dikazy. Vyzkum byl realizovan jako
kvalitativni Setfeni, kde designem vyzkumu byla zvolena ptipadova studie.
Vysledky tohoto zkouméni mohou slouzit jako pomoc pti zacleniovani di-
gitalnich vzdélavacich materialu jak do vyuky na stfednich Skolach, tak i do

vzdélavani budoucich uéiteli matematiky.

4.1 Soucasny stav problematiky

Vyzkumy provedenymi v oblasti vyuziti technologii ve vyuce matematiky se
detailné zabyva Robova ve své praci Integrace informacnich a komunikacnich
technologii jako prostiedek aktivniho pristupu Zdku k matematice [74]. Kromeé
vyuziti grafickych kalkulacek a internetu ve vyuce matematiky se zamétuje
na vyzkumy tykajici se vlivu software dynamické geometrie na védomosti
a dovednosti zaku. Témér vSechny tyto vyzkumy byly realizovany na za-
hrani¢nich skolédch a byly pfi nich vétsinou vyuzity kvantitativni vyzkumné
metody a to zejména srovnani experimentalni a kontrolni skupiny, kde u kon-
trolni skupiny probihala vyuka s vyuzitim dynamického geometrického soft-
ware (DGS). Vyzkumy probihaly zaroven v nékolika tfidach (vétsinou se

jednalo o tfidy nizsiho gymnézia) a to po dobu dvou a vice tydnu. Probirdna
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byla vyhradné témata z planimetrie, konkrétné se jednalo o vlastnosti n-
thelniki a shodnd a podobna zobrazeni. Zadny z téchto vyzkumi neprokézal,
ze by pouziti DGS ve vyuce matematiky mélo negativni vliv na védomosti
a dovednosti zéku v geometrii. Nékteré vyzkumy prokazaly lepsi vykony u ex-
perimentaln{ skupiny, at ve srovndni s kontrolni skupinou, nebo ve srovnani
s vysledky zdku pred zacdtkem experimentu [5, 25, 29, 42, 94| a nékteré
neprokézaly zdadny rozdil [30, 40].

Dalsi skupina vyzkumu, které Robova [74] zminuje, zkoumala vliv pouziti
DGS na motivaci zaku k uceni a jejich postoj ke geometrii. I v této oblasti
se projevila integrace DGS do vyuky bud pozitivné nebo neutralné.

Co se tyce vytvareni a osvojovani pojmu, tak vSechny vyzkumy dokladaji
pozitivni vliv vyuziti DGS na feseni tikolu a na porozuméni pojmum [55].

V Cechéch se v letech 2005/2006 uskutecnil vizkum ve ctyfech tifdach
sttedni skoly, kde zaci experimentalni skupiny pouzivali pii vyuce Cabri II.
[100]. Porovnanim vstupnich a vystupnich testu z geometrie bylo u experi-
mentalni skupiny zjisténo vétsi zlepseni i lepsi vysledky v zavérecném testu
oproti kontrolni skupiné [77].

Nékteré vyzkumy se zaméfily také na budouci uéitele matematiky [1, 65].
Ty ukazaly, ze tito studenti si diky uziti DGS vice uvédomovali vyznam geo-
metrie i dulezitost postaveni dukazu v ni. Na druhou stranu byli presvédceni,
ze diky tomu, ze DGS dokaze pomoci pohybu objektu béhem chvile ukazat
mnoho ruznych situaci, ze zaci na sttedni skole nebudou povazovat sesta-
veni formélniho dukazu za dulezité. I kdyz sami studenti ucitelstvi si dobre
uvédomuji, ze to, ze vidi, ze néco plati pro mnoho situaci nemuze nahra-
dit formalni dukaz. Velky ptinos DGS vidi také v tom, ze vede k hlubsimu
porozumeéni problému, protoze pii praci v dynamickém prostiedi dokazi od-
halit mnohem vice vlastnosti a zavislosti mezi geometrickymi objekty nez na
papife a spole¢né s moznosti rychle narysovat ¢i smazat pomocné objekty,
dava lepsi moznosti pri hledani cesty k forméalnimu dukazu.

Nepodatilo se mi nalézt zadny vyzkum, ktery by se zabyval tim, jakych
zpusobem ucitelé ve vyuce vyuzivaji DGS nebo digitalni vyukové materidly.
Vétsina vyzkumu se zaméruje na zéaky a predevsim na vliv pouziti DGS na
jejich znalosti. To je ale velice ovlivnéno pravé tim, jakym zpusobem k vyuziti

DGS pristupuje ucitel. Proto jsem svuj vyzkum zameérila timto smérem.
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4.2 Vyzkumné otazky

Jednou z charakteristik kvalitativniho vyzkumu je Sirsi spektrum otazek na
pocatku vyzkumu. Ty urcuji prvotni smér, kterym se vyzkum ubira. Tyto
otazky se ale v prubéhu realizace vyzkumu méni, nebo se vynoti otazky
nové, které se ukazi, ze by mohly byt v probihajicim vyzkumu upfesnujici ¢i
zajimavé.

Hlavni vyzkumna otazka, se kterou jsem zapocala svuj vyzkum, znéla:
Jakym zptisobem ucitel ve vyuce vyuziva dynamické vizualni dikazy?
Béhem analyzy ziskanych dat, kdy jsem se rozhodla zamérit se na vliv vyuziti
dynamickych vizudlnich dukazu na kognitivni cile, tak jak je popsédno v ka-

pitole 4.7, jsem tuto hlavni vyzkumnou otdzku upfesnila na:

e Jakym zptusobem ucitel ve vyuce vyuziva dynamické vizualni

dikazy ke splnéni vyukovych cila?

Béhem mého Setieni se jesté objevily nékteré oblasti, které mé zaujaly, a z nich

vyvstaly vedlejsi vyzkumné otazky:

e Jak probiha vlastni vyuka s podporou pocitacu?

e Jak se méni komunikace ucitele se zaky pri vyuziti pocitacu v hodiné?
Dalsi dvé vedlejsi vyzkumné otazky vyvstaly pii analyze ziskanych dat:

e Jak se proménuje didakticka struktura hodiny pfi pouziti dynamickych

vizudlnich dukazu?

e Jaka je kognitivni naroc¢nost vizualnich dynamickych dikazi?

4.3 Vyzkumna metoda

Vzhledem k povaze hlavni vyzkumné otézky jsem se rozhodla zamérit na
jednu vybranou vyucujici a tu detailné pozorovat v jejim ptirozeném prostiedi,
tj. pri vyuce matematiky v jeji tiidé. Proto jsem pro svij vyzkum zvolila me-
todu piipadové studie, kterd se mi k tomuto ucelu zdéla byt nejvhodnéjsi.
Vychézela jsem z poznatku Dillona [22], Yina [98] a Sedlacka [91], ktefi o této

metodé uvadéji, ze se zabyva diléimi pifpady a soustfed uje se na jednotlivé
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aktéry, procesy atd. za ucelem jejich pochopeni v ptirozenych podminkach.
Tato metoda je nejvyhodnéjsi vyzkumnou strategii v situacich, kdy se ptame,
jak nebo proc se déji ur¢ité jevy, nad kterymi mame jen omezenou nebo viubec
zaddnou kontrolu. Jednou z moznosti volby objektu Setfeni v pedagogickém
vyzkumu muze byt i ucitel. Cilem vyzkumu jednoho takového vyzkumného
objektu je pak poznat ho do hloubky, bez nutnosti zkouméni jeho vztahu

k obecnéjsi problematice.

4.4 Sbér dat

Ke sbéru dat pro muj vyzkum jsem pouzila tii ruzné metody. Ke zjisténi
nazoru vyucujici jsem zvolila metodu rozhovoru. Polostrukturovany rozhovor
byl realizovan mezi ¢tyima oc¢ima a nahravala jsem jej na diktafon. K objek-
tivnimu zachyceni situace ve tfidé jsem vyuzila moznosti pfimého pozorovani
v kombinaci s potizenim videozaznamu. Natacelo se pét po sobé néasledujicich
vyucovacich hodin matematiky vzdy ve stejné tridé. Vysledkem bylo ptes 200
minut videozdznamu. VSech natacenych hodin jsem se osobné zucastnila,
ale na samotné potizeni zaznamu jsem méla poucené asistenty, abych méla
moznost peclivé sledovat déni ve tiidé a psat si poznamky, které mi pak
pomohly pfi analyze ziskanych dat. Diky pofizenym videonahravkam jsem
meéla moznost sledovat zdznamy opakované a tim i 1épe pochopit a analyzovat
situace, které se béhem vyuky odehraly.

Rozhovor i vSechny nahravky jsem pak doslovné prepsala do textové po-
doby, aby bylo mozné je 1épe analyzovat. Kompletni textovy ptrepis rozhovoru

je soucasti této disertacni prace viz priloha 1.

4.5 Realizace vyzkumu

Klicovym faktorem tuspésné piipadové studie je vhodna volba pripadu. Do
vyzkumu jsem se snazila najit ucitele matematiky ze stfedni skoly v jihoces-
program GeoGebra. Proto jsem prednostné oslovila vyucujici, kteti byli stejné
jako ja zapojeni do mezindrodniho projektu Jak zvysit zajem stredoskolskych
studentu o matematiku — vymeéna zkusSenosti a hleddni novijch cest. Tento

projekt byl realizovan Jiho¢eskou univerzitou v Ceskych Budéjovicich a part-
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nerem projektu byla Johannes Kepler Universitat Linz. Hlavni naplni bylo
setkavani ceskych a rakouskych uciteli matematiky a vyména jejich zku-
Senosti s vyuzitim pocitacu ve vyuce matematiky a to zejména o vyuziti
programu GeoGebra, protoze soucésti rakouského tymu byli i ucitelé, kteti
se piimo podileji na vyvoji tohoto programu a predevsim zde také byl autor
GeoGebry Markus Hohenwarter. Hlavnim cilem tohoto projektu bylo najit
nové cesty, jak motivovat studenty ke studiu matematiky. [58].

Dalsim omezujicim faktorem pii vybéru adeptu na realizaci mého vyzkumu
bylo to, ze vyuziti vizualnich dynamickych dikazu je vhodné pouze v nékte-
rych oblastech matematiky. Proto bylo zapotiebi najit nejen ucitele, kteri
tyto materidly vyuzivaji a navic jsou ochotni se nechat pti vyuce natacet na
video, ale také v daném skolnim roce uéi prislusny ro¢nik, ve kterém maji v te-
matickém planu oblast matematiky vhodnou pro vyuziti téchto vyukovych
materidlu. Vybrala jsem tedy z ucastniki vyse zminéného projektu dva kan-
didaty, ktetri byly ochotni se mého vyzkumu zicastnit a déle se mi podarilo
z Tad mych kolegi na gymndziu, kde jsem vyucovala, ziskat jesté tretiho
dobrovolnika pro muj vyzkum.

Tyto tii vybrané ucitele jsem si natocila pii vyuce matematiky v jejich
ttidach a z tohoto uzsiho vybéru jsem si pak k vlastnimu vyzkumu zvolila
jednu pani ucitelku, ktera byla z mého pohledu nejvhodnéjsim vyzkumnym
objektem pro muj badatelsky zamér, protoze ve svych hodindch naprosto
prirozené vyuzivala digitalni vyukové materialy. V hodinach této pani ucitelky
bylo patrné, ze aplety vytvorené v GeoGebfte jsou béznou soucasti jeji vyuky.
Svédéilo o tom krom jiného to, ze kromé apletu, které jsem ji poskytla ja,
pouzivala i své vlastni.

Ze zaznamu hodin dalsich dvou potencialnich respondentt jsem si ale také
odnesla velice cenné zkusenosti. Jeden z natacenych vyucujicich mél k dispo-
zici ucebnu, kde mél kazdy zdk k dispozici svuj vlastni pocitac, takze aplety
s dynamickymi vizudlnimi dukazy mél k dispozici kazdy zdk individudlne.
Vyucujici se snazil, aby zaci postupovali spolecné a s jeho pomoci odhalo-
vali, co dany aplet vyjadiuje. Ackoli se jednalo o zkuseného pedagoga, bylo
patrné, Ze je velice ndro¢né na organizaci zkoordinovat vsechny zaky, aby pri
zkoumani apletu postupovali vSichni stejné.

U tfeti vybrané potencialni respondentky se ukazalo, ze ziejmé aplety
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v hodinach neni zvykla pouzivat a zaradila je do vyuky mimo ucebni plan
pouze pro tucely nataceni, coz pro muj vyzkum bylo zcela nevhodné.

Pani ucitelka, se kterou jsem vyzkum zrealizovala, mé& aprobaci matema-
tika a deskriptivni geometrie. Je jiz zkusenou pedagozkou. Béhem své témeér
tiicetileté praxe vyucovala na ruznych typech stiednich skol, at stdtnich
¢i soukromych. Dva roky pobyvala v Anglii, kde pracovala jako pomocné
ucitelka na jedné zakladni skole. V oblasti dalsitho vzdélavani je velice aktivni,
a to predevSsim v oblasti vyuziti pocitacu pii vyuce matematiky. V ramci
celostatniho ministerského projektu SIPVZ Informacni gramotnost absolvo-
vala nejen ta skoleni, ktera byla pro ucitele povinna, ale také ta nadstavbova
zamérend na vyuziti ruznych druhu software ve vyuce matematiky. Tato
skoleni pro ni byla prvnim impulsem k vyuziti DGS ve vyuce. Déale pak vy-
hledavala a ucastnila se mnoha dalsich kurzi a skoleni tykajicich se této
oblasti.

S pani ucitelkou jsem také zrealizovala rozhovor, ktery probéhl mezi
¢tyfma o¢ima a nahréala jsem ho na diktafon. Puvodné se mél tento rozho-
vor uskuteénit pred zacatkem natdceni, ale z casovych duvodu jeho realizace
probéhla po c¢tvrté natocené hodiné. Jednalo se o polostrukturované inter-
view [27], ve kterém jsem se nejprve dozvédéla néco o profesnim zivoté pani

ucitelky, a pak jsem se ptala na nasledujici otazky:

e Co vés vedlo k tomu, ze jste k vyuce matematiky zacala pouzivat

pocitac?
e Co vas vedlo k tomu, ze jste k vyuce matematiky zacala pouzivat DGS?

e Jak vnimdte moznosti a naopak limity vyuziti pocitacu ve vyuce ma-

tematiky?

e Jak vnimate moznosti a naopak limity vyuziti DGS ve vyuce matema-
tiky?

e Jak zakum pfi vyuce matematicky prezentujete dukazy?
e Jaky je podle vas piinos vyuziti DGS pri dokazovani v matematice?

e Jaky je podle vas prinos vyuziti vizualnich dynamickych dukazu pri

vyuce matematiky?
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Nataceni vyuky bylo realizovano v péti navazujicich hodindch matematiky:.
Videozaznam byl pofizovan na dvé kamery. Jedna z nich byla zamétena na
ucitele a druha snimala celou tiidu, aby bylo mozné konfrontovat jednani
ucitele s dénim ve tiidé. Nahravala se cela vyucovaci jednotka a to jak ob-
raz, tak i zvuk. Ve vSech natacenych hodinach jsem byla osobné ptitomna
a délala jsem si poznamky k déni ve tiidé, které by pozdéji mohly pomoci
pii analyze nahravek. Nakonec jsem tyto poznamky pouzila pouze k rychlejsi
identifikaci pouzitych apletu a k pripomenuti nékterych vtipnych poznamek

pani ucitelky.

4.6 Vstup do terénu

Nataceni hodin bylo realizovano v prvnim ro¢niku technického lycea, které
je jednim z oboru vybrané prumyslové skoly. Specifikem tohoto oboru je,
ze jako treti povinny predmét spoleéné ¢asti maturitni zkousky maji ma-
tematiku. Profilova ¢ast maturitni zkousky pak zahrnuje vytvoreni matu-
ritn{ prace a jeji obhajobu pted zkusebni komisi a ustni zkousku z matema-
tiky a z pfedmétu povinné vybraného z nésledujici nabidky: fyzika, deskrip-
tivni geometrie, chemie a predméty odborného zaméreni. Vyuka matematiky
zde ma pomérné vysokou hodinovou dotaci, konkrétné ¢tyti hodiny tydné
v prvnim az tfetim ro¢niku a v poslednim ¢tvrtém rocniku je to dokonce pét
hodin tydneé.

Jednalo se o prevazné chlapeckou tiidu, kde ze tficeti zdku byly jen
ctyti divky. Nataceni bylo realizovano v klasické skolni ucebné, kterd byla
priméarné urcena pro vyuku matematiky, proto i vyzdoba zde byla tematicka.
Na zdech visely karikatury znamych matematiki, na nasténce pak ukazky
nékterych kuriozit, které se objevily v zakovskych pisemnych pracich. Ze
ziejmych duvodu u téchto exemplait ale nikdy nebylo uvedeno jméno autora.
Uspotadani lavic bylo standardni ve tfech fadach a zéaci sedéli v lavicich po
dvou. Ttida byla vybavena ucitelskym pocitacem, interaktivni tabuli, klasic-
kou tabuli a zpétnym projektorem. Vsechny tyto prosttedky byly také behem
hodin vyuzivany. Zaznam z interaktivni tabule byl po kazdé hodiné ulozen na
spolecném sitovém disku, aby si ho mohli Zaci kdykoli prohlédnout a vyuzit

pri studiu.
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7 hlediska organizace hodiny prevladala v nata¢enych hodinach frontalni
forma vyuky. Nejednalo se vSak pouze o transmisivni vyucovani, ucitelka
se snazila zaky aktivné zapojit do vyukového procesu volbou ruznych vy-
ukovych metod, kdy kromé informacné-receptivni metody lze v nékterych
hodinach pozorovat prvky reproduktivni metody nebo metody problémového
vykladu [46].

Porizovani videozéaznamu z hodin bylo realizovano v kvétnu ke konci
prvniho roéniku. V tuto dobu méli zaci ptislusné tiidy probrané a zopakované
zakladni poznatky z matematiky, linearni a kvadratické funkce, rovnice a ne-
rovnice. Nataceni je potom zastihlo pti probirani tématu planimetrie, v jehoz
ramci meéli zopakované zakladni poznatky o ptimkach a posledni probiranou

latkou ptred natacenim byly mnoziny bodu dané vlastnosti.

4.7 Analyza dat

Prvnim krokem pfi analyze ziskanych dat byl doslovny prepis rozhovoru a vi-
deozaznamu do textové podoby. Tyto prepisy jsem nasledné importovala do
programu Atlas.ti'®, coz je pocitacovy program pro kédovani, zpracovani
a interpretaci kvalitativnich dat, a s vyuzitim otevieného kédovani [91] jsem
okédovala ziskany textovy materidl (ukdzka viz obrazek 57).

Opakovanym procitanim jsem se snazila najit jednak jevy, které se v zi-
skanych datech opakované vyskytuji a jednak souvislosti mezi témito jevy.
Pii dalsim zkoumani kodu z této faze analyzy zaujaly mou pozornost pre-
devsim ty kody, které odkazovaly na otazky pokladané ucitelkou zakum.
Zacala jsem se zajimat o to, jakym zpusobem své otazky klade? Pro¢ zrovna
klade takovéto otazky? Jakym zpusobem se pta v konkrétnich situacich? Pti
opétovném procitani kodu a premysleni nad témito otdzkami, jsem odha-
lila souvislost zpusobu formulace otazek a volbou vyrazu pri jejich kladeni
s pojmy uzivané revidovanou Bloomovou taxonomii kognitivnich cilta - viz
kapitola 4.7.1. V nékterych otazkach, které pani ucitelka klade, se piimo
vyskytla typicka slovesa k vymezovani kognitivnich cilu tak, jak jsou de-
finovana v tabulce 1 v kapitole 4.7.1. Rozhodla jsem se proto, ze vSechny

prepisy okdduji znovu, ale tentokrat s vyuzitim kodu, které budou odpovidat

13Detailni popis prace s timto programem nalezneme napiiklad v [78]
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Obrazek 57: Okédovany prepis v Atlas.ti

klasifikaci vyukového cile v taxonomické tabulce - viz tabulka 2 v kapitole
4.7.1, ktera se v revidované Bloomové taxonomii kognitivnich cili pouziva.
K tomuto kdédovani jsem uz program Atlas.ti nevyuzila. Vytiskla jsem si
prepisy videozdznamu a kédy odpovidajici jednotlivym bunkdm tabulky (1A
- 6D) jsem si tuzkou vypisovala k jednotlivym tsekum vyuky, pficemz jsem
si do téchto prepistu barevné vyznacila useky hodiny, ve kterych se pouzivaji
aplety vytvorené v GeoGebfe a specidlné jsem si oznacila ty ¢asti, kde byly

vyuzivany vizualni dynamické dukazy.

4.7.1 Revidovana Bloomova taxonomie kognitivnich cila

V roce 1956 byla skupinou odbornikii okolo Benjamina Samuela Blooma
vypracovana Bloomova taxonomie edukacnich cili [10], kterd v dalsich dese-
tiletich ovliviiovala tvorbu kurikul a také podobu vyukovych procesu témeér
na celém svété. Puvodni Bloomova taxonomie byla jednodimenzionalni, tj.

zahrnovala 6 hierarchicky tazenych kategorii: 1. znalost, 2. pochopeni, 3.

79




Tabulka 1: Aktivni slovesa [11]

Cilova kategorie | Typicka slovesa k vymezovani cilta

1. Zapamatovani | definovat, doplnit, napsat, opakovat, pojmenovat,
popsat, pritadit, reprodukovat, sefadit, vybrat,

vysvetlit, urcit

2. Pochopeni dokézat, jinak formulovat, ilustrovat, interpretovat,
objasnit, odhadnout, opravit, ptrelozit, prevést,
vyjadrit vlastnimi slovy, vyjadfit jinou formou,

vysvétlit, vypocitat, zkontrolovat, zmérit

3. Aplikace aplikovat, demonstrovat, diskutovat, interpretovat
udaje, nacrtnout, navrhnout, planovat, pouzit,
prokazat, registrovat, fesit, uvést vztah mezi,

usporadat, vycislit, vyzkouset

4. Analyza analyzovat, provést rozbor, rozhodnout, rozlisit,

rozc¢lenit, specifikovat

5. Syntéza kategorizovat, klasifikovat, kombinovat, modifikovat,
napsat sdéleni, navrhnout, organizovat,

reorganizovat, shrnout, vyvodit obecné zavéry

6. Hodnoceni argumentovat, obhdjit, ocenit, oponovat,
podpofit (nazory), porovnat, provést kritiku,
posoudit, provérit, srovnat s normou, vybrat,

uvést klady a zapory, zduvodnit, zhodnotit

aplikace, 4. analyza, 5. syntéza, 6. hodnoceni. Tyto kategorie pak byly déle
upfesnény v subkategorifch. Razeni kategorii bylo podle néroénosti a od-
povidalo hierarchickému uspotradéani kognitivnich procesu. Predpokladalo se,
ze vyssi kategorie nelze dosdhnout bez zvladnuti té nizsi. K vymezovani cila
vyuzivala Bloomova taxonomie aktivnich sloves (viz tabulka 1).

Od roku 1995 se zacala schazet skupina odborniku, jejimz cilem bylo
provést revizi Bloomovy taxonomie. V této skupiné byli zastoupeni kogni-
tivni psychologové, odbornici na teorii kurikula a odbornici v oblasti pedago-
gického hodnoceni. Na zakladé jejich spoluprace byla v roce 2001 zvetfejnéna

revidovand Bloomova taxonomie [6]. Duvody pro tuto revizi jsou zminovéany
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dva: obnoveni zdjmu pedagogii o tuto taxonomii, jejiz myslenka je stéle
aktudlni, a zohlednéni novych poznatku z kognitivni psychologie [12]. Re-
vidovana Bloomova taxonomie kognitivnich cili by méla pomoci uéitelim
odpovédét na tyto otazky: Co ucit? Jak dosahnout cile? Jak hodnotit? Jak
zajistit, aby vzdélavaci cile, vyucovani a hodnoceni vysledkt vzdélavani byly
navzajem konzistentni? Autofi revidované taxonomie se rozhodli udélat novy
dvoudimenzionalni klasifika¢ni systém. Jednou z jeho dimenzi je dimenze zna-
lostni, ktera je clenéna do ¢tyi kategorii (viz tabulka 2): znalost fakti, kon-
ceptudlni znalost, procedurdlni znalost a metakognitivni znalost, druhou pak
je dimenze kognitivniho procesu, popsana Sesti kategoriemi: zapamatovat, ro-
zumét, aplikovat, analyzovat, hodnotit, tvorit. Kazdé z téchto kategorii je opét
dale ¢lenéna do subkategorii, které jsou popsany v tabulce v piiloze 3 této
disertacni prace. Model revidované Bloomovy taxonomie neni tak piisné hie-
rarchicky, jako byla puvodni Bloomova taxonomie, ale je vice komplexni. Dle
néj je treba do vyuky zahrnout edukac¢ni cile vSech tdrovni. Kédy téchto cilu
se urcuji nasledujicim zpusobem: Nejprve formulujeme vyukovy cil ve tvaru
sloveso - podstatné jméno. Napi. ,Zék dokdze vyjadiit formalnim zapisem
matematické pojmy.© Pak nésledujicim zpusobem uréime kéd kognitivniho
cile. Slovesny tvar ,dokaze vyjadrit“ patii do dimenze kognitivniho procesu
rozumét. Znalost matematickych pojmu je znalost fakta. Proto dle ta-

bulky 2 pritadime tomuto kognitivnimu cili kod 2A.

4.7.2 Analyza natacéenych hodin

V nésledujicich kapitolach je podrobné popsan prubéh vsech péti natacenych
hodin s analyzou a vyznac¢enim kodu kognitivnich cili odpovidajici revido-
vané Bloomové taxonomii edukacnich cilu tak, jak je uvedeno v tabulce 2
v kapitole 4.7.1. Cervené jsou vyznaceny kédy, které patif k té ¢asti hodiny,
ve které byly pouzity aplety s dynamickymi vizualnimi dikazy a modré kédy
patii takovym castem hodiny, kde byly také vyuzity dynamické aplety, ale ta-
kové, které dynamické vizudlni dukazy neobsahuji. Kédy ptislusnych cilu byly
vétsinou urceny na zakladé sloves typickych pro vymezeni kognitivnich cilu
uvedenych v tabulce 1 v kapitole 4.7.1, ktera nékdy zaznéla piimo v hodinach

z ust pani ucitelky. Ne vzdy se tato typicka slovesa v fec¢i pani ucitelky ptimo
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Tabulka 2: Taxonomické tabulka

Dimenze kognitivniho procesu

1. Zapamatovat
2. Rozumét

3. Aplikovat

4. Analyzovat
5. Hodnotit

6. Tvorit

Znalostni dimenze
A. Znalost faktu

B. Konceptuélni znalost

C. Procedurdlni znalost

D. Metakognitivni znalost

objevila. Pak byly kognitivni cile zformulovany na zdkladé kontextu vyukové
situace a nasledné pak urceny jejich ptislusné kédy. Kompletni textovy pirepis

z natacenych hodin je soucasti této disertacni prace jako ptiloha 4.

4.7.3 1. natacena hodina

Tématem prvni natdcené hodiny byly ihly. Obsahem hodiny bylo zopakovani
znalosti tykajicich se dvojic thlu, jejich vyuziti k feSeni geometrickych tloh
a zavedeni novych pojmu obvodovy a sttedovy thel.

Na zacatku hodiny probiha matematickd rozcvicka, kdy pani ucitelka
chodi po tfidé a jednotlivym zakum dava priklady z tzv. matematického
minima. Do tohoto matematického minima patii naptiklad druhé mocniny
prirozenych ¢isel do dvaceti, zakladni algebraické vzorce, definice zakladnich
goniometrickych funkci a tak podobné. Tyto zakladni poznatky musi zéci
bezpodminecéné znat, jestlize u nékterého z nich ucitelka narazi na neznalost,
upozorni ho, ze pristi hodinu bude na tuto latku vyzkousen. Vétsina zaku
vSak reaguje velmi svizné a nékteri se dokonce i hlasi.

V této ¢éasti hodiny se po zacich pozaduje vybaveni zakladnich matema-
tickych faktu. Jednd se tedy o kognitivni cil 1A.

Nasleduje opakovani z predchozi hodiny, kdy tématem byly mnoziny bodu

dané vlastnosti. Opakovani je realizovano formou zkouseni vybraného zaka
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u interaktivni tabule. Pani ucitelka diktuje zadani piikladu a zak ma za tikol
ho na¢rtnout na interaktivni tabuli a spravné zapsat pomoci matematickych
symbolu.

Tim chce pani ucitelka ovérit, zda zak dokéze vyjadrit formalnim zapisem
matematické pojmy 2A. Zaci v lavicich jsou instruovéni, aby rysovali do
seSitu. Druhou ¢ast tkolu sama vyucujici zapise na tabuli matematickym
zapisem, aby naopak ovérila, ze zaci umeéji precist matematickou symboliku
2A.

Pti zkousSeni vyzaduje pani ucitelka od zaka pfesné matematické vy-
jadfovani a navadi zbytek tiidy k diskusi o poctu feseni zadané ulohy. S zakem
u tabule pak diskutuje o tom, jak by bylo mozné 1ilohu pozménit, aby méla
jiny pocet feseni. Na konec pani ucitelka zaka ozndmkuje a struéné vysveétli,
pro¢ ho hodnoti takto. A doplni to slovy: ,Matematika je o presnosti.“

Déle probéhla kontrola domaciho tkolu, kdy si méli zaci zopakovat a vy-
psat znalosti o dvojicich uhlu. Kontrola neprobéhla klasickou kontrolou kaz-
dého sesitu, ale namatkou byl vybran student k interaktivni tabuli, kde
vyucujici spustila aplet v GeoGebie [113] , na kterém byly vyznaceny piislusné
dvojice thlu a k nim i otazky k zodpovézeni. Béhem zkouseni si vyucujici
pristé doméci tkol, aby si feckou abecedu vypsali. Déle jesté spolecné se
zéky zopakuje pojmy jako piimy thel, ostry thel, doplikové uhly atd. Po
strucném zhodnoceni a ozndmkovani zaka nésleduje zajimavy moment, kdy
pani ucitelka vysvétli, Zze nejde pouze o to umét nézvy, ale musi je umét
i spravné pouzit.

Z hlediska vyukovych cilu tedy pozaduje, aby se zdk ptresné vyjadioval
odbornou terminologii a aplikoval znalost teorie 2A, 3B.

Dalsi ¢ast hodiny zacala nésledujicim dialogem vyucujici se tiidou:

Ucitelka: ,, Prosim vds, kolik je soucet vnitrnich whlu v trojuhelniku?“
Trida: ,,180.“

Ucitelka: ,A jak to vite? Kdo vam to tek?*

Trida: ,Na zdkladce.“ ,,Pan Kolar.“

Ucitelka: ,Na zdkladce. Pan Koldr. Dobry a vy jste mu vérili?

Ja bych nevérila teda. I v Bibli se tika: , Neuvérim, dokud neu-
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vidim rdny v jeho rukou. TakZe dikaz, Ze soucet vnitrnich uhlu
v trojuhelniku je 180. Ja vam to napted mlicky predvedu a vy mi

potom vysvétlite, co jsem predvddéla. “

V této casti hodiny je zachyceno, jak pani u¢itelka puvodni pouhou repro-
dukci naucenych faktu 1A chce posunout do vyssi trovné poznani a vyuzije
k tomu aplet s vizudlnim dynamickym dukazem. Otevie na interaktivni ta-
buli aplet s vizualnim dynamickym dukazem pro soucet velikosti vnitinich
uhlu trojihelniku [136] a celou animaci beze slova predvede (obrazek 58).

Obrazek 58: Pouziti apletu [136] v hodiné

Pak se vrati na zacatek animace a zacne ji predvadét znovu, tentokrat jiz
s komentarem:

Ucitelka: ,,Co dokazuju timhle tim? Nebo, co predvadim timhle?*
(pohybuje rovnobézkou)

Trida: (Zdci néco Tikaji, neni rozumét)

Ucitelka: ,To je taky jeden z poznatki, Ze nezdileZi na velikosti
toho trojuhelniku, Ze vlastné to plati pro libovolny trojuhelnik.
Tam slo ale o néco jiného. Ja bych treba mohla tu primku vést

¢

pod néjakym hlem, ale ja jsem ji vedla. .. ?°
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Trida:: (nend rozumét)

Ucitelka: ,, Takze s ¢im to souvisi, Lukdsi?

Zdk: ,S téma stridavejma a vrcholovejma vuhlama.

Ucitelka: ,Ano. S témi stridavymi whly, co jsme pred chvili brali.
S temi stridaviimi a souhlasnymi. TakzZe, zkusime to ted’ka nafor-
mulovat s uZitim prdavé téch ndzvi, téch poznatku, které jste méli
za domdci kol, a které jsme pred chvili zopakovali. TakZe pojd’te

“©

tam dopsat ty hodnoty.

Zde nejprve dochazi ke stanoveni kritérii pro pouziti pravidel pro dvojici
uhlu 2C.

Ucitelka vyvola jednu zakyni k tabuli a dava ji instrukce:

Ucitelka: ,,Zkus s pouzitim té latky, kterou jsme pred chvili pro-
cvicili, vysvétlit ted’ka ten dikaz. Popisuj, pojmenovdvej . .. Zkus
vysvétlit, co se tam nahote u toho vrcholu C odehrdva. Ty whly
se néjak jmenujou - alfa, beta, gama. Zkus ta pismenka pripsat
k tém hornim uhlum a oduvodnit, pro¢ se ten wuhel tak jmenuge.
Vis, co po Tobé chci?“

Zdkyne: ,Jo.“

Ucitelka: ,,No, nevypadds na to. Znovu. Tady dole mds pojmeno-
vany uhly: zelenej je alfa, modrej je beta a tady nahote mds taky
néjaké 1ihly barevné a jd bych chtéla, abys je popsala. Tak. A ted),
abys mi oduvodnila, pro¢ se tenhle jmenuje beta a jak si na to
prisla. “

Zdkyné: , Protoze je stejné velkej.

Ucitelka: ,,A pro¢ je stejné velkej? Pouzij ten ndzev, ktery jste si
meli vypsat za domdci ukol.

Zikyné: ,Je souhlasny?“

Ucitelka: ,, Tyhle nejsou souhlasny. “

Zdkyne: ,Stridavej. ¢

Ucitelka: ,, ProtoZe jsou stridavé, to je pruni predpoklad a jeste

jeden je tam. Na to uZ jsem se ptala pred chvili Tomdse. Jsou
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vZdycky ty uhly shodné?“

Zdkyné: ,Kdyz jsou rovnobéing. “

Ucitelka: ,Kdyz jsou ty primky rovnobézky. To je to, co jsem
se vdm snazila vysvétlit, Ze jsme vlastné posunovali rovnobézku,
vytvareli jsme rovnobézku. A to alfa?“

Zikyné: ,Je taky stridavy. “

Ucitelka: ,, Taky stridavy. No a vidime, Ze dohromady ... “
Zikyne: , ...daji 180.¢

Ucitelka: ,,Ano a proc¢?*

Zdkyné: , Primy thel.

Ucitelka: ,, Primy thel, tedy 180. Ano, takze takhle je dukaz. Ten
obrazek nam ukdzal, co se tam délo, Ze jsme opravdu vidéli, Ze jsou
to stejné tihly, to vidime, ale ted proc, to matematické odiivodnénd.
Cili pouzijeme jesté jednou ty pojmy. Tyto dva thly jsou ...«
Zdkyné: ... stiidavé.“
Ucitelka: ,,A protoze ...“
Zdkyné: ,...jsou rovnobéiné ...

Ucitelka: ,, Tak jsou ...“

Zdkyné: ... stejné.“

Ucitelka: ,, Tak jsou shodné. TakzZe ted’ka uZ miZete turdit, ano, jd
to vim, je to pravda, protoZe to umim dokdzat. Za predpokladu,

Ze dotycny vi, Ze jsou to stridavé uhly. “

Hned v tvodu tohoto tryvku je patrna urcita gradace v pozadavcich pani
ucitelky na vyukové cile. Nejprve zazni pozadavek na vybaveni si zédkladni
terminologie: ,,Popisuj, pojmenovavej...“ 1A. Pak ,vysvétli“ 2B. Nejvetsi
duraz je vsak kladen na ,oduvodni“, coz pani ucitelka zmini opakované 5B.

Hodina déle pokracuje zadanim ulohy pro zaky, ktefi maji rysovat do

sesitu.

Ucitelka: ,,Budeme chvili rysovat. Zvolte si bod S a narysujte
kruznici o poloméru 5 cm. (Zapind zpétny projektor.) Ve spodni
éasti té kruznice zvolte dva body A, B, které vytvori tétivu. (Kresli
na folii a promitd pres projektor.) Ddl zvolime 3 body V1, V2, V3,

kdekoliv na obvodu té kruznice. VZdy ten bod V spojime s krajnimai
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body tetivy, s témi body A, B. Postupné ty vrcholy spojime s témi
body A,B. Uhly, které wvznikly oznacime al,a2,a3. A protoze
mame uhlomér, vsichni mdme thlomeér. Vsechny tri whly zmérte

a zapiste vsechny tri hodnoty. “

Stejné zadani pani ucitelka promitne na zpétném projektoru. Dalsi postup
konstrukce rysuje piimo na zpétném projektoru, tak, aby zaci vidéli, jaky je
presny postup rysovani. Dale nazorné predvadi, jak se pouziva thlomeér. Za-
dana uloha ma zaky dovést k objevu, ze vSechny obvodové thly ptislusné ke
stejnému oblouku maji shodnou velikost. Nasleduje konstrukce stfedového
uhlu a diskuse nad souvislosti mezi témito sestrojenymi uhly. Kdyz zaci
spolecné s pani ucitelkou dojdou k zavéru, ze velikost stfedového uhlu je
dvojnasobkem obvodového, spusti ucitelka na interaktivni tabuli aplet [130]
(obrazek 59), pomoci kterého zavede pojmy stiedovy a obvodovy tihel a vysvétli

vztah mezi nimi.

Obvodovy a stfedovy Uhel
Pohybuijte bodem V, bodem U a bodem A. Pohybuijte posuvnikem
Popiste vlastnosti ahlu AVB a AUB.

Popise zavislost mezi tihly AVB a ASB. Uhel AVB se nazjva obvodovy.

Jeho hodnota se neméni pro body
daného kruhového oblouku.

Uhel AVB

Pokud bod U lezi vn& kruhu,

uhel AUB je mens§i neZ thel AVB.
Pro U leZici uvnitf kruhu

je uhel AUB v&tsi nez AVB.

Uhel AUV

Uhel ASB se nazyva stredovy.

Jeho hodnota je dvojnasobek
obvodového uhlu.

@®  UnelAss

Obrazek 59: Pouziti apletu v hodiné

S vyuzitim samostatné tvorivé prace a nasledné dynamického apletu zde
dochézi k formulaci hypotézy o vztahu mezi velikosti stfedového a obvo-
dového 1hlu 6B.

Nésleduje aplet s pravidelnym pétithelnikem [131] a tlohou, na jejiz
feSeni maji zaci vyuzit prave ziskané znalosti o obvodovém a sttedovém thlu
(obrézek 60).

114

Ucitelka: ... No a posledni véc: k ¢emu je to dobry? ...

87



Uréete uhel uhlopfiéek vychazejicich z jednoho vrcholu
pravidelného pétiuhelniku

D Pohybujte posuvnikem

A 1.krok

c c  (@okok

3 krok

A B

Uhel a je obvodovy Uhel oblouku nad tétivou AB
Jeho hodnota je rovna poloviné stiedoveého uhlu.

Obrazek 60: Pouziti apletu [131] v hodiné

Na tomto piikladu jsou aplikovany nové nabité znalosti o vztahu mezi

velikosti obvodového a stredového thlu 3B.

4.7.4 2. natacena hodina

Tématem hodiny byl trojihelnik. Obsahem hodiny bylo zopakovani zaklad-
nich pojmu tykajicich se trojihelniku, které by méli zaci znat ze zdkladni
skoly.

V tvodni ¢asti hodiny se pani ucitelka vraci k minulé hodiné, k uziti
sttedového a obvodového ihlu v konstrukénich tlohach. Pripomene specidlni
pripad véty o obvodovém thlu — Thaletovu vétu a jeji vyuziti pii konstrukei
tecen z bodu ke kruznici. Nac¢rtne konstrukci na interaktivni tabuli s tim,
ze konstrukeci by méli zaci jiz znat ze zakladni skoly. Dalsi tloha uz se tyka
usecky vidéné pod urcitym thlem ruznym od 90°. Pani ucitelka opét ¢rté
na interaktivni tabuli, upozoriiuje na souvislost se stiredovym a obvodovym
uhlem a odvozuje a vysvétluje, jak zadanou konstrukci sestrojit.

Zde dochazi k aplikaci znalosti o vlastnostech obvodového a stfedového
ihlu na novy problém 3B.

Pani ucitelka zakium oznami, ze pfisti hodinu si napisi kratky ovérovaci

test, kdy dostanou zadanou usecku a uhel a budou mit za tkol sestrojit
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oblouk, ze kterého je dand tsecka vidéna pod timto thlem. Déle vysvétli,
ze jestlize hledame mnozinu bodu, ze které je tsecka vidéna pod urcitym
thlem, jsou to vlastné dva oblouky. Dalsi pripominka k tomuto problému
se pak tyka druhé varianty konstrukce, kdy je vyuzito doplinkového thlu.
Posledni, co se v souvislosti se zadanym problémem fesi je, jak pfenést ihel.
Ucitelka s ptislusnym komentarem tentokrat rysuje na klasickou tabuli a zaci
rysuji do sesitu.

Dalsi ¢ast hodiny se jiz tyka tématu hodiny, kterym je trojihelnik. Nej-
prve pani ucitelka vyzyva zaky k opakovani pojmu tykajicich se rozdéleni
trojuhelniku vzhledem k velikosti jejich vnittnich dhlu a z pohledu délek

jejich stran.

Ucitelka: ,, Trojuhelnik, tri ihly, to je jasny. Klasifikace s pohledu
uhli. Jak muze vypadat trojuhelnik z hlediska velikosti uhlu? Jaké
se ndm tam mohou objevit? “

Zdk: , Pravouhly.

Ucitelka: ,, Pravotuhly. “

Zdk: , Tupothly.

Ucitelka: ,, Tupouhly“

Zdk: , Ostrouhly. “

Ucitelka: ,, Ostrouhly. Kdy o trojihelniku rekneme, Ze je ostrouhly?
Definici. “

Zik: ,Kdyz je jeden thel pod devadesdt stupri.“

Ucitelka: ,, Jeden?“

Zdk: ,Ne, vsechny.“

Ucitelka: ,, VSechny uhly musi byt mensi nez 90°, potom mu rikame
ostrouhly. Kdyz je jeden whel 90°, tak je pravouhly. A kdyz je-
den z uhlu presihne 90°, tak mluvime o tupotuhlém trojuhelniku.
To byla klasifikace z pohledu whlu. Druhy, co se tykd délky stran.
Co tam muzeme rozlisit? Rovnostranny a rovnoramenny. Kazdy z
téch trojuhelniki md urcité specidlni vlastnosti. My jsme tady pred
chvili na jednu padli, Ze vyska v rovnoramenném splyva s téznici.

To u obecného trojuhelniku neplati. Pozor na falesné zavery. ... “

Cilem této casti hodiny je opakovéani zékladnich pojmu a definic 1A.
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Pani ucitelka spusti na interaktivni tabuli aplet s trojihelnikem a mtizkou
[137] (obrazek 61) a vyzyva jednotlivé studenty, aby tvar zobrazeného troj-
thelniku upravili tak, aby odpovidal zadani. Naptiklad, aby byl rovnora-
menny. Ke spravnému nastaveni pozadovaného typu trojuhelniku pomahé
zakam zobrazend mifzka, ke které mohou body pFichytéavat. Cerveny népis
v horni ¢asti apletu se méni dle typu zobrazeného trojihelniku.

V tomto piipadé uz se nejednd pouze o reprodukci naucenych znalosti,
ale jde zde o aplikaci konceptudlnich poznatku, kdy si zaci nejprve musi
uvédomit, jak jsou dané typy trojuhelnikt definovény, a pak tuto teoretickou

znalost pouzit pti modifikaci apletu a to jesté s vyuzitim miizovych bodu 3B.

Pohybuijte vrcholy A, B, C, volte mozZnosti zobrazeni.

Ostrotihly Zobrazit délky stran

ano  c—ig Ne
Zobrazit velikosti ahld

ano =@ ne
Zobrazit vySky
ano i) NE
Zobrazit tézZnice

ano ~gne
Zobrazit stfedni pficky

ano - @ ne
Zobrazit kruznici opsanou

ano =——=@ ne

Zobrazit kruZnici vepsanou
ano =—® ne

Obrazek 61: Aplet [137] k procvicovani znalosti o trojihelniku

Po diskusi o vlastnostech jednotlivych typu trojihelniku, se pani ucitelka
pté na definice zakladnich pojmu tykajicich se trojuhelniku, jako naptiklad
Tentokrat jde pouze o vybaveni konkrétnich faktickych poznatku 1A.

Po ustnim zopakovéani jsou zaci vyzvani, aby si nacrtli jednotlivé typy

trojuhelniku do sesitu, pricemz ucitelka to samé nacrtne na tabuli. Pak dik-

dynamického apletu s trojuhelnikem, ve kterém si pomoci posuvniku neché
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zduvodni s vyuzitim pojmu konvexni a nekonvexni thel respektive utvar.
Nasledné zobrazi v apletu vysky v trojihelniku a zaci uz se snazi formulovat
definici vysky, kterou pak ucitelka presné zformuluje a nadiktuje zdkum. Pak
lezet mimo trojuhelnik a to pravé tehdy kdyz je tento trojihelnik tupoihly.

Zde se nejednd pouze o konstatovani néjakého faktu, ale pomoci dyna-
mického apletu zde dochéazi k ovéreni zdkonitosti, které v trojihelniku plati
a také k jejich oduvodnéni 5B.

4.7.5 3. natacena hodina

Hodina zacala slibenou pisemkou na sestrojeni mnoziny bodu, ze které je
usecka dané délky vidéna pod thlem zadané velikosti. Zadani pani ucitelka
promitla na interaktivni tabuli, zaci rysovali na papir.

Cilem této pisemné préce je zjistit, jestli bylo dosazeno kognitivniho cile
3B, zda zéci dokéazi aplikovat zndmy postup na béznou tlohu.

Po odevzdani pisemky je zkousen zék, ktery minulou hodinu neumél ma-
tematické minimum. Po zkouseni se jesté pani ucitelka pta na nékteré znalosti
z matematického minima zaku ve ti{dé 1A

Dalsi ¢ast hodiny uz navazuje na latku probiranou minule a to opa-
kovani a upfesnovani znalosti o trojihelniku. Téma této hodiny byl obsah
trojuhelniku. Pani uc¢itelka opét spusti na interaktivni tabuli aplet s trojihelnikem
[137], ktery vyuzila v minulé hodiné. Prvni pojem, o kterém mluvi jsou
stfedni pricky v trojuhelniku. Spole¢né se studenty definuje tento pojem a zo-
pakuje vlastnosti stfednich pticek 1A.

Dalsi probirané pojmy jsou kruznice opsana a kruznice vepsana. Opét
s pomoci studentu slovné nadefinuji obé kruznice, a pak diskutuji o tom, jak
se hledaji stfedy téchto kruznic, a také o tom, kde vzhledem k trojihelniku
tyto sttedy budou lezet. K tomu jim pani ucitelka pomdha tim, ze v apletu

pohybuje vrcholy trojihelnika a méni jeho tvar.

4 Tato aktivita byla jiz detailnéji popséna na strané 82 v ivodu 1. natacéené hodiny.
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V tomto piipadé se uz nejednd pouze o vybaveni fakti, ale i odvozeni
zakonitosti na zakladé sledovani déni pii modifikaci trojuhelniku v apletu
2B.

Déle zaci dostanou domaci tikol, kdy dostanou presné rozmeéry trojihelnika
a narysovat kruznici vepsanou a opsanou a stejnou tulohu maji zaci za kol
sestrojit i v programu GeoGebra.

Zatimco pii rysovani na papir jde o aplikaci znamého postupu na feseni
bézné ulohy 3C, pii konstrukci v GeoGebfe je tfeba objevit spravny postup
feSeni problému a realizovat ho naprosto ptesné. Protoze zatimco pti kon-
strukci na papiru lze nékdy trochu ,Svindlovat®, v dynamické konstruci toto
nelze, protoze Spatny postup lze vétsinou snadno odhalit tazenim volnych ob-
jektu. To se ukéaze predevsim pii konstrukei kruznice vepsané, kdy je nutné
po nalezeni jejiho stiedu zkonstruovat pomoci kolmice ke strané trojihelniku
alespon jeden bod dotyku, coz na papite lze obejit a polomér kruznice nasta-
vit ,,od oka®, ale pii konstrukci v DGS nikoliv. Jedné se zde tedy o kognitivni
cil 6C.

Pani ucitelka spusti aplet s dynamickym vizualnim dukazem pro vzorec
pro vypocet obsahu trojihelnika [129]. Nejdiive pfipomene, Ze tento vzorec
uz zaci znaji ze zakladni skoly a ze chce, aby si na néj vzpomnéli a tekli ji

ho.

Ucitelka:,, Na zdkladni skole jste se ucili vzorecek pro obsah trojuhelniku.
Tak jak znél, Adame? Obsah trojuhelniku. “

Zdk: ,To je...*“

Ucitelka: ,,To je? Chodil jsi na zdkladku?“

Zdk: ,Jo, to je d krdt bé lomeno dvéma.“

Ucitelka: , No, nemohu rict, Ze bys nemél pravdu, ale jenom nékdy. . .
Zdk: ,To je v pravouhlém trojihelniku. “

Ucitelka: ,, Ano, to je jenom v pravouhlym. Viborne. TakZe zacneme
pravouhlym trojuhelnikem, kde skutecné obsah je a krdt bé lomeno
dvéma. Dovedli byste mi vysvétlit proc¢?*

Zdk: , Protoze dostaneme jako étverec, teda obdélnik a ten rozdélime
a mdme tam trojuhelnik.“

Ucitelka: ,, Tak, ano. Je to polovina obsahu obdélniku, tedy d krdt

bé lomeno dvéma. A ted ten druhy vzoreéek, Davide. Nejzndméjsi
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vzorecek pro obsah trojuhelniku. “

Zdci: ,Strana krdt vyska lomeno dvéma.“

Ucitelka: ,Ano, naprosto presné. Strana krdt prislusnd vyska lo-
meno dvema. Kdyby totiz mi rek treba d krdt vé d lomeno dvéma,
tak mu reknu: A co kdyz se ten trojuhelnik bude jmenovat tieba
KLM? TakzZe naprosto presné receny: strana krdt vyska lomeno
dvéma. Vite, ucili jste se, ale ted pro¢? Jd vim tady néco ukdzu

a vy pak zacnete premyslet.

Cilem této diskuze neni pouze vybaveni si vzorce, ale pani ucitelka chce,
aby zaci vypocet obsahu chapali jako obecnou zavislost 1B. U obsahu pravo-
uhlého trojuhelniku pak jde o porozumeéni spojitosti mezi timto trojihelnikem
a obdélnikem 2B.

Pani ucitelka na interaktivni tabuli v apletu s dynamickym vizualnim
dikazem pohybuje posuvnikem a predvede beze slova celou animaci. Vrati

animaci na zacatek a postupuje znovu, tentokrat uz s komentarem.

Ucitelka: ,, TakZe, co jste videli? Tak jeste jednou: Mdam trojuhelnik,
zvolime v nem vysku. “

Zdci: , Rozdélime ji na pil.

Ucitelka: ,, Rozpulime a vzniknou ndm dva nové trojihelniky. A to-
hle to je véc, kterd md v matematice také svuj ndzev a také
se k tomu dostaneme, tomuhle se 1ikd rotace - otdceni. Ja ten
trojuhelnik vezmu a otocim ho néjakym zpusobem, treba tady ko-
lem jednoho vrcholu. Ted co se stalo?“

Zici: , Vytvorilo to obdélnik.“

Ucitelka: ,, Vytvorilo to obdélnik. Obdélnik je zdkladna, strana je
polovina vysky, to jsme si na zacatku vikali. No jo, ale dd se
tomu vérit, kdyz je to jenom takhle nakresleny? Nemusi to bejt
presny, musime to zase umét matematicky oduvodnit - proc. Vy
jste na zdkladni skole brali véty o shodnosti trojuhelniku, kdy jsou
trogihelniky shodné. Takze zkusime ted'ka odivodnit, proé tenhle-
ten trojuhelnicek je skutecné ten, co pribéh seshora. Tak zkusime
premyslet. Je to o uhlech a je to o délkdach stran. Tak jak jsme na

tom s uhly? Proc je tenhleten ihel stejny jako tenhleten?“
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Zdci: , Stridavé. ¢

Ucitelka: ,, Bud pouZiju pojem, Ze jsou to stridavé ihly, kdybychom
st tady doplnili dalsi rovnobézZku, nebo pouzijeme, Ze tyhlety jsou
vrcholové, tudiz jsou shodné, to vidycky. Tady je pravy uhel, takze
na ten posledni zbyvd stejnd hodnota. TakZe musi tento uhel byt
shodny s timhletim. UZ tedy mdm zajisténo, kdyz v trojuhelniku
mam dva, tim pddem t7i, stejné uhly, Ze jsou ty trojuhelniky. .. ?
Museji bijt shodné? Jako tenhleten md hodné spolecného s timhle:
pravy uhel, tyhle whly, ale Ze by byly stejny to se mi nezdd. TakzZe
gsou? Ten druhy pojem. Podobné. A jak z toho podobného dokdzu
ten shodny? Staci mi jedna véc uz k tomu. Aby tam byla stejnd
strana stejné délky. A kdyz se podivdte, no tak treba tahleta usecka. . .
A ted’ zase v podobnijch trojuihelnicich. V podobnijch znamend, Ze
se to nafoukne ve stejném poméru, vsechny ty strany se zvétsi
ve stejném poméru. TakzZe kdyZ se podivdate na tenhle trojuhelnik,
vyska je v mém polovina, takzZe i tahle strana je pulka té dlouhé
strany a kdyz jd ji takhle preklopim, tak vidim, Ze tahleta je pulka
vysky a tahleta taky. TakZe mate dokdzany, Ze je tam stejné dlouhd
strana, takzZe ty trojuhelniky museji byt shodné. Tak si ten dukaz

nakreslete do sesitu. Barevné. “

Pani ucitelka nékolikrat zduraznuje, ze musi matematicky oduvodnit to,
co animace zobrazuje. Nespokoji se s pouhym konstatovanim, ze néco tak je,
ale zduraznuje dulezitost otazky: Proc¢ to tak je?, ¢im vede zaky k hledani
cesty k matematickému dukazu 5B.

Ucitelka prochazi mezi zaky a sleduje, jak pracuji. Ukonéi jejich praci
s tim, ze kdo to nestihl, muze si stahnout tento soubor ze spole¢ného disku
a dodélat doma.

Ucitelka zapne zpétny projektor, na kterém ma folii se vzorci pro obsah
trojuhelnika, které postupné odhaluje, odvozuje a vysvétluje. Jak pro obecny
trojuhelnik, tak pro pravouhly ¢i rovnostranny. Upozorni zaky, ze vSechny
tyto vzorce najdou také v tabulkéch, tak aby si je tam nasli, aby védéli, kde
je hledat. Vymeéni {élii za jinou, na které jsou uvedeny vzorce pro vypocet
obsahu trojihelniku s vyuzitim poloméru kruznice vepsané a opsané. Vysveétli

a odvodi s vyuzitim obréazku.
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Ucitelka: ,Kdyz jste za domdci kol dostali: Sestroj kruznici ve-
psanou..., tak si potom vezmete pravitko, zmeérite jeji polomér
a spoctéte si, Ze to, co jste odrysovali vychazi i pocetné. “

Cilem tohoto domaciho tkolu je aplikace vzorce na zadanou tlohu 3A

a porovnani vysledku dosazenych dvéma ruznymi metodami 2A.

4.7.6 4. natacena hodina

Téma hodiny byl pravouhly trojihelnik. Ucitelka zmini, ze se z vétsi casti

jednd o opakovani ze zédkladni skoly a ze zacatku skolniho roku.

Ucitelka: ,Kdyz se tekne pravouhly trojuhelnik, co se vam md

okamzité vybavit?“

Kdyz jeden zék tekne, Ze jeden 1hel v pravoihlém trojuhelniku je pravy
a ty druhé dva, ze jsou stejné, tak pani ucitelka se zarazi a jak sama zmini,
tak mimo puvodni plan, otevie na interaktivni tabuli aplet se zdkladnimi
vlastnostmi pravoihlého trojuhelniku [132] a vyvold jednoho zdka k tabuli.
Ten ma za kol precist z apletu vyroky o pravouhlém trojuhelniku, které zde
jsou uvedené a zaskrtnout ty, které jsou pravdivé (obrézek 62).).

Zik: ,, Odvésny sviraji pravy ihel. “

Ucitelka: ,,Je to pravda.“

Zdk: ,Je. Prepona je nejdelsi strana v pravotihlém trojihelniku.
To je taky pravda.“

Ucitelka: ,,Ano.“

Zdk: ,0bé odvésny maji vidy stejnou délku. To nend pravda. “
Ucitelka: ,,To neni pravda. Pro¢ to neni pravda?*

Zdk: ,Protoze jedna muze bejt delsi.“

Ucitelka: ,,Ano. TakzZe tam vadi to slovicko "vidy”. Kdyby tam
nebylo tohle slovicko, tak to je: Obé odvésny maji stejnou délku.
A pri pohledu na obrdzek teknu, ano, je to pravda. JenZe je tam
to slovicko "vidy”, takzZe to neni pravda.“

Zdk: , Prepona lezi vidy proti pravému vhlu. To je pravda.“

Ucitelka: ,,Hele, tamhle, podivej. Dobre on, umi. TakZe bacha na

95



slovicka, to je presne to, co vam vidycky rikdam: matematika je
naprosto presnd a jedno jediné policko muze zménit smysl celé

vety, a pak tézko uhdddte, ja jsme to myslel takhle.

Na apletu je zobrazen rovnoramenny pravotuhly trojihelnik a kdyz spravné
zék uvede, ze odvésny nemusi byt vzdy stejné dlouhé, tak je vyzvan, aby po-
hnul bodem C', u kterého lezi pravy ihel a tim verifikoval spravnost svého
tvrzeni. Pani ucitelka zaky upozorinuje na to, ze matematika pracuje s presné
definovanymi pojmy a nékdy i jediné slovo muze zménit pravdivost ¢i vyznam

néjakého tvrzeni. Cilem je porozumeéni konceptudlnim poznatkum 2B.

c )

odvésna

b=587 odvésna

a=587

pfepona
c=83
Pomoci bodil A, B, C méiite tvar trojuhelniku.
Vyberte véty, které jsou pravdivé

: :Odvésny sviraji pravy uhel.
: :Pfepona je nejdelsi stranou pravouhléha trojthelniku.
: :Obé odvésny maji vZdy stejnou délku.

: :Pfepona lezi vzdy proti pravému thlu.

Obrazek 62: Aplet [132] s pravothlym trojihelnikem

Déle ucitelka pripomene, ze pravotihlého trojihelniku se tykaji i goniome-
trické funkce a hned se jednoho zaka zepta, jak jsou definovany. Pak nacrtne
na tabuli pravouhly trojihelnik K LM, oznaci v ném 1hly a strany a chce po

zacich vyjadrit jednotlivé goniometrické funkce.

Ucitelka: ,,. .. a mdm nadefinované vsechny 4 goniometrické funkce
a je mi uplné jedno, jak je ten trojuhelnik pojmenovany. Umime
si to obecné rict a aplikovat na jakykoliv trojihelnik. ...«

Po slovnim vyjmenovani definic jednotlivych goniometrickych funkei jsou
tyto znalosti aplikovany na konkrétni piiklad 3B.
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Potom pani ucitelka zada priklad, ktery i napise na tabuli: Je ddn pravi-
delny sedmithelnik o délce strany a = 10 cm. Jak velky je polomeér kruznice
opsané? Kdyz dodiktuje zadani, zepta se zaku, jak tento ptiklad souvisi s
pravoihlym trojuhelnikem. Zéci tipuji, tak je pani ucitelka vyzve, af si to na-
kresli a sama nacrtne obrazek na tabuli a odvodi vypocet. Kdyz zaci priklad
dopocitaji, ucitelka je vyzve, aby se zamysleli nad spravnosti vysledku. Aby
premysleli nad tim, pro ktery pravidelny n-tihelnik se délka strany rovna po-
lomeéru kruznice opsané a pro které pravidelné n-ihelniky je tato délka veétsi
a pro které mensi. Pak strucné vysveétli, proc¢ to je, tak jak to je.

Pani ucitelka zde nedala moznost zakum, aby feseni ptikladu odhalili
sami, ale sama prozradila postup, takze zde dochazi k aplikaci goniomet-
rickych funkei v nové situaci a vyvozeni vztahu mezi po¢tem stran n-ihelniku,
délkou této strany a polomérem kruznice opsané 3B.

Dalsi ¢ést hodiny je vénovana Pythagorovée véte.

Ucitelka: ,...a ted se podivame na Pythagorovu vétu. Jakpak
Zni?“

Zdk: ,,Obsah étverce nad preponou se rovnd souctu obsahi ctverci
nad obéma odvésnama.

Ucitelka: ,, Vyjborne. Naprosto presné.“

Zdk: ,To je na malou jednicku.

Ucitelka: ,Ano, ddme malou jednicku. Hele, Stépdne, to uz byla
pdta, tak to uZ mds velkou jednicku za praci v hodiné. TakzZe
tak, jak to Stépdn tekl: Obsah cétverce nad preponou se rouvnd
souctu obsahi ctvercu nad obéma odvésnami. Tahleta véc se dd
nddherné nakreslit (kresli na tabuli). ... Takhle vypadd grafické
zndzornéni Pythagorovy véty (obdzek 63). A zase otazka: Uméli
byste to dokdzat?“

Zdk: ,Asi ne.“

Ucitelka: ,,Asi ne. Tak ja vdm tady dam papir. Doufdm, Ze mdte

nuzky, jestli ne, tak mdte smalu. “

Cilem dalsi ¢asti hodiny je povysit znalost Pythagorovy véty z pouhé
reprodukce, do vyssi znalostni dimenze. Analyzovat pro¢ plati to, co tato

véta rika.
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Obrazek 64: Obréazek pro studenty

Pak na tabuli zobrazi prvni fazi dynamického vizualniho dukazu Pytha-
gorovy véty dle Perigala [112] a zdktum tento obrazek rozdd vytistény na

papife (obrézek 64).
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Ucitelka: ,A obrdzek, ktery tam mdte je ten, co jd mam tady.
Vasim tkolem bude dokdzat, Ze kdyZ podle predkreslenych car
rozstrihdte ten zeleny ctverec a Sikovnym zpusobem ho ma na-
skldaddate na ten bily ctverec a priddte ten modry ctverec, tak se

vdm ten bily zaplni. Tak se do toho pustte.*

Zéci zde musf sami tvofit, sami vymyslet postup a strategii, jak problém
vytesit 6C. Dynamicky vizualni dikaz zde neni piimo vyuzit jako nastroj
ke splnéni kognitivniho cile, ale tvori nedilnou soucast ovéreni spravnosti
zakovskych fesendi.

Pani ucitelka prochazi mezi zaky a tém, ktefi splni 1ikol jako prvni udéli
malou jednicku. Po té vyzve zéky, aby si doma se sdileného disku obrazek
stahli a jesté jednou vytiskli a do sesitu si nalepili jak tu puvodni verzi, tak tu
rozstithanou a slozenou. Pak jde k interaktivni tabuli a ukéze celou animaci
(obrazek 65).

Obrazek 65: Pouziti apletu [112] v hodiné

Ucitelka: ,, Tomuhle se 1ikd tak zvany nonverbdlni dukaz, prosté

dukaz beze slov - pohybuju, ono se to nasklddd. “
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Jesté jednou pripomene, ze vSichni budou mit v sesité tento diukaz na-
lepeny a pak uz na interaktivni tabuli otvira dalsi aplet s dynamickym

vizudlnim dukazem Pythagorovy véty, tentokrat dle Eukleida [111].

Ucitelka: ,,My se ale podivame na dalsi dukaz, kde uz si o tom
budeme povidat uz na zdkladé néceho o co se muZeme matema-
ticky oprit. Dukaz Pythagorovy véty dle Eukleida. Zase grafické
zndzornéni Pythagorovy vety. A ted sledujte, co se bude dit. (Po-
hybuge posuvnikem.) Jedna fdze. .. Druhd. .. A ta posledni. A zase
to tam sedlo presné. Ted zacneme krok za krokem odvozovat. Co
se tady délo? Ten ctverec se zménil na utvar zvany. .. “

Zdci: ... kosoctverec.

Ucitelka: ,A ted co to je, teda? Je to urcité rovnobéznik. Nevim,
jak se jmenuje, ale Teknu, Ze je to rovnobéinik. A ndam jde o to,
co ta strana? Muze bejt tahleta strana stejné dlouhd jako tahle?*
Zdci: ,Ne.*“

Ucitelka: ,Ne, takze? Tahleta zustala stejnd. TakZe kosoctverec
asi nebyl dobrej ndapad. TakzZe?*

Zici: , Kosodélnik. “

Ucitelka: ,Kosodélnik. A jd ho tedy dovezu aZ do téhleté polohy.
A jd porad mluvim o obsahu, Ze sc¢itdm obsahy, takZe mé zajimd,
jestli obsah toho Zlutého kosodélniku je stejny, jako obsah toho
modrého ctverce. Je. A proé? Tak se na to podivime. (Zobrazi
novy aplet Obsah rovnobézniku - verifikace [128]) Tady mdte zob-
razeny rovnobéinik a éte se vam jeho obsah. A ted s tim rov-
nobeznikem takhle pohybuju. TakzZe vidite, Ze kdyZ zacnu ménit tu
stranu AB, tak se ten obsah méni, ¢ili neni tam udélany pevné
text. Ale kdyz pohybuju s tim vrcholem D a jen ménim tvar toho
rovnobézniku, tak obsah zustdva stejny. Co tam zistdvd stejné?“
Zdci: , Zikladna. “

Ucitelka: ,, Zdkladna. A taky. .. ?“

Zdci: ... vjska.“

Ucitelka: ,, Vyska. TakZe je iplné jasny, Ze to nezdalezi na délce
téhle strany, na velikosti uhlu, ale jediné, na cem zdlezi je zdakladna

a vyska toho rovnobézniku. Pokud mdm stejnou zdkladnu a stej-
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nou vysku, tak wvidite, Ze md rovnobéinik stejny obsah. My to
muzeme udélat jesté hezéim zpusobem. (otevie aplet Obsah rov-
nobézniku - diukaz [127]) Dikaz. Pro¢? My si to myslime, ale zase
to dokdzeme. Krdsné to dokdZeme. (Zacne hybat posuvnikem.)
A jedu a jedu a dojedu a co vidim? Obdélnik, takzZe zdkladny
krat vyska. A celd myslenka je v tom, Ze tento trojuhelnik jsme
premistili sem. Pro¢? Proc¢ to §lo? Jak dokdzu, Ze je shodny?
Uz jsme na to jednou narazili. Proc¢ je tento trojuhelnik shodny
s timhle. Jedna strana je stejnd, pravy uhel, tenhle whel a te-
nhle uhel jsou stené, protoZe vzhledem k tém rovnobézZkdm jsou
to uhly souhlasné a my vime, Ze na rovnobézZkach jsou stejny.
Takze mdme stoprocentné dva stejné uhly a mdme stoprocentné
odpovidajici jednu stranu, takze musi bijt shodny. A kdyz je shodnygj,
tak musi mit i stejny obsah. TakzZe zase krdsny diukaz, jednoduchy,
elegantni. A ted se tedy vrdtime do toho naseho okna. (Znovu
otevre aplet Dikaz Pythagorovy véty dle FEukleida [111].) Takze
uZ jsme se shodli na tom, Ze ten Zluty rovnobéinik ma stejny ob-
sah jako ten modry ctverec. Totéz plati i z té druhé strany. Ted
ten Zluty dtvar md obsah b* a tento Zluty md obsah a*. Co déldm
dal? Takhle s tim posunu dolu. Posunutim se obsah meméni. No
a posledni je, Ze zase z rovnobéiniku, kde tentokrdt tady budu
mit zdkladnu a tady vysku, udéldm obdélnik a zase obsah b a a?.
Takze jsme dokdzali druhym zpiusobem a tady vlastné umime ma-
tematicky oduvodnit, proc to tak je. Mame dokdzdnu Pythagorovu

vétu a ted, jak ji uzit.“

S pomoci podrobné analyzy kroku dynamického vizualniho dukazu je zde
proveden rozbor dukazu Pythagorovy véty, coz by se mohlo klasifikovat jako
kognitivni cil 5B. Pani ucitelka ale tentokrat do odvozeni nezapojila zéky a

cely postup provedla sama, takze potencial k dosazeni tohoto kognitivniho

cile zde nebyl vyuzit.

Ucitelka na¢rtne zadani piikladu (Mdm 8 m dlouhy Zebrik. Dole si ho

odsadim o 1,3 m a zajimd mé, do jaké visky dosdhne.) na tabuli a vytesi ho.

Po té jesté diskutuje se studenty o relevantnosti vysledku.
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Ucitelka: ,,. .. Je to vysledek, ktery mi prijde smysluplny?“

V tomto piikladé nejprve dochazi k aplikaci novych poznatki 3B a pak
probiha diskuze nad spravnosti vysledku 5B.

Dalsim tikolem pro zaky je, aby do sesitu narysovali tsecku o délce /5.
Nacrtne na tabuli pravoihly trojuhelnik a k pfeponé napise, ze ma délku
V5 a vyzve zaky, aby piremysleli, jaké budou délky odvésen, aby to dokazali
narysovat. Dale upozorni pani ucitelka zaky na svuj oblibeny priklad, ktery
zadava u maturity, kde chce, aby zak vyfesil kvadratickou rovnici, a pak
kofeny znéazornil na c¢iselné ose, pricemz tyto kofeny jsou naptiklad z; =
2 — V5,25 = 24 /5. Vyzve zdky, aby tyto hodnoty zkusili do sesitu na
¢iselnou osu narysovat. Pak na tabuli nacrtne ¢iselnou osu a strucné vysvétli,
jak to udélat. Dalsi problém, ktery je zadan zakum je, jak narysovat usecku
délky /6. Prozradi, Ze na to se daji vyuzit Eukleidovy véty, které budou
probirat pristi hodinu. Pak vyzve zaky, aby vymysleli, jak narysovat tisecku
délky /8.

V téchto pripadech dochazi k aplikaci nové nabytych konceptudlnich zna-
losti v béznych lohach 3B.
uhlopticky ve ¢tverci. Jeden zék je vyzvan, aby si to nacrtnul na tabuli a od-
vodil. Déle zaci dostanou za domaci ukol odvodit délku télesové uhlopricky
v krychli.

Cilem téchto tkolu je opét aplikace novych znalosti 3B.

4.7.7 5. natacena hodina

Téma hodiny byly Eukleidovy véty. Pani uc¢itelka pfipomene, ze na toto téma
narazili na konci minulé hodiny. Pak se ale jesté vrati k tématu Pythagorovy
véty a zeptd se zaku, zda by bylo mozné sestrojit nad stranami pravothlého
trojuhelniku jiné geometrické objekty nez ¢tverce a zda by v tomto pripadée
platila obdoba této véty. Na tabuli pak spusti aplet [138], ve kterém jsou
nad stranami pravouhlého trojihelniku sestrojeny rovnostranné trojihelni-

ky. Pohybuje vrcholem pravothlého trojihelniku.

Ucitelka: ,, TakZe zkusime rovnostranny trojihelnik. Pohybuju vr-

cholem pravotuhlého trojuhelniku a sledujeme obsahy téch rovno-
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strannych a vidime, Ze to funguje stejné. Za domdci kol si to
dokadzete, Ze to skutecné plati. Musi to byt jen ten trojuhelnik?
Co kdybychom to zkusili na pulkruzich? Tak nékdo inteligentni,
tak treba ty. Otdzka zni, jestli kdyz sestrojim pravouhly trojuhelnik
a nad temai stranami sestrojim pulkruhy, tak jestli i pro né to plati.
Tak mi to dokaz.“

Zdk: ,No a nemizu si tam ddt ¢isla?“

Ucitelka: ,Ne, strany jsou a,b,c. Bez ¢isel, obecné. Pres cisla to
neplati, dokdzat musis obecné. Vyvrdtit staci jeden konkrétni pro-
tipriklad, ale dokdzat musis obecné s pismenkama. TakzZe pulkruhy.

Jak se vypocita obsah pulkruhu? Povidej a pis...*~

73k s malou pomoci pani uéitelky provede na tabuli dikaz.
Zde dochéazi ke zobecnéni nabytych znalosti a jejich postup do vyssi zna-
lostni dimenze. Z pocatecni pouhé reprodukce Pathagorovy véty zde dochazi

k jeji modifikaci a zobecnéni 5B.

Ucitelka: ,,A podobné se to bude dokazovat i pro ty rovnostranné
trojuhelniky. A protoZe mdte GeoGebra, tak zkuste zaptemyslet,
jestli by to nebylo 1 treba pro pravidelny Sestiuhelnik, zkuste si ho
sestrojit nad témi stranami. Ona vdm tu myslenku bud potvrdi

nebo vyvrdti. “

Pani ucitelka napise na tabuli nadpis Eukleidovy véty a durazné zéky upo-

zorni, ze tyto véty plati pouze v pravoihlém trojuhelniku.

Ucitelka: ,, Tak jako Pythagorova véta ma své vyjadreni vzorcem

a grafické vyjadrent, tak stejné to plati i pro Eukleidovy véty.

Pani ucitelka spusti na interaktivni tabuli aplet Eukleidova véta o odvésné

[119]. Piedvede animaci bez komentafe, pak teprve zacne vysvétlovat:

Ucitelka: , Vy uzZ tu myslenku zndte, my uz jsme se s ni minule
setkali u dukazu Pythagorovy véty. O co tam slo? Co tam déld ta
Zlutd véc? Jak ji nazveme matematicky? Ten Zluty utvar.

Zaci: ,, Rovnobéznik. “

103



Ucitelka: ,, Kosodélnik nebo rovnobéznik. Co jsme si vysvétlovali?“
Zdci: ,Ze kdyz pohneme jednou stranou, tak se nezméni obsah.“
Ucitelka: ,, Pokud zachovdme stranu a viysku, tak se nemeént obsah.
Puvodné md ten Zluty utvar obsah jaky?

Zdci: b

Ucitelka: ,b*> mdm pordd b?, co se déje tady? Co tady s tim déldm,
to uz jsme taky meli. “

Zdci: , Otdcime podle bodu. “

Ucitelka: ,, Otacime. Tedy tahleta strana je b a tahleta? Kde byla
predtim napasovand? Na cécku. TakzZe splynula tady. Posledni
krok. Ted mdm zase rovnobéznik, ted mdm jeho stranu a viyska je
shodnd. Tedy zase je to stejny obsah, pordd to moje b*. A ted’, jak
se co jmenuje? Tohle je strana c a tohle je usek, ktery vytvorila
vyska. Tedy zdkladem je z pravého uhlu vedeme viysku na preponu
¢ a tato vyska rozdéli stranu ¢ na dva useky: ¢y a tady je usek c,.
Dulezitd vée, tam se casto chybuje v oznacent, co je ¢, a co je
cy. Neni to podle vrcholu z kterého usek vychazi, ale podle strany
pod kterou lezi. Se kterou sousedi. A jak teda muzu vyjddrit, co ta

véta turdi? Ze ten pivodni obsah, coz bylo. .. 7“

Zdci: ,b*“

Ucitelka:,, . ..je roven®
74 2«

Zdci: ,,c;

Uéitelka:,, ci by byl takovejhle ¢tverecek. TakZe obsah ctverce nad
odvésnou je roven obsahu obdélniku jehoZ jedna strana je ¢ a druhd
ten patricny tsek. Cili b = ¢ - ¢,. A tohleto je Eukleidova véta
o odvésné. Vyrobime tedy obrdzek, tak jak je tady. Pravouhly
trojuhelnik, nad odvésnou b sestrojime ctverec, sestrojime viysku

na stranu ¢, oznacime useky c,, c,. A sestrojime obdélnik c - ¢y. “

Tentokrat je dynamicky vizualni dikaz pouzit ke zformulovani nové hy-
potézy 6B.

Zéci kresli do sesitu, ucitelka prochdzi mezi nimi. Potom vysvétli, ze ana-
logicky véta platii pro druhou odvésnu a predvede animaci. Nasledné uvede,
ze existuje jesté jedna Eukleidova véta a to pro vysku a otevie aplet Euklei-

dova véta o vysce [120].
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Ucitelka: ,Jd vdm ji zase predvedu. Abyste védéli, Ze neni jen
cesta, Ze vam to néekde predzvejka a predem natrdvi, ale vy si to
sami za domdct kol zkusite odivodnit. Jd ten dikaz nebudu ted
vysvétlovat, jen ten vzorec zobrazim a ukdzu vam jakou jesté jinou
cestou se zcela legdlné dd k té Fukleidové véeté o vysce dostat. Co
Fikd Eukleidova véta o vysce? Ze viska na stranu ¢ umocnéma
na druhou je ¢, - ¢y. Nebo-li obrdazkem (ukazuje na obrdzku): ob-
sah ctverce sestrojeného nad viskou je steny jako obsah obdélniku
jehoz jedna strana je ¢, a druhd strana c,. TakZe opiseme Fuk-
leidovu vétu o vySce a odvodime si ji jingm zpusobem. A vy si
to za domdaci kol zkusite sami se v tom obrazku vyznat, co to
tam kde jezdilo a proc jsou ty obsahy stejné. A ted se podivime
na ten dukaz. Zacneme malym opakovdanim. Nacrtneme pravouhly
trojuhelnik (kresli na tabuli), oznacime ho tak, aby pravy ihel byl
u vrcholu C'. Sestrojim v ném vysku a tady oznacime pomocny bod
D. A my zacéneme opakovdnim podobnijch trojuhelniku. Jd totiZ
turdim, Ze na tom obrazku je docela dost podobnijch trojihelnikii.
Pomizeme si uhly. Oznacime si je. U vrcholu a whel o, u vrcholu
B dhel B. Jd se ptam. Kde jesté objevim thel a? Nahote u vr-
cholu C', ale v tom druhém trojihelniku. Pro¢? No protoZe tady
v tom o+ B je 90. A kdyz mdm tady 3, tady 90, tak tady musi
byt . Tadyhle vidim uhel beta. No a protoZe kdyz v trojuhelniku
jsou stejné uhly, tak ty trojuhelniky musi byt podobné, ale pozor,
musime vypsat sprdavné poradi vrcholu. Zkusime zapsat tyto dva
trojuhelniky, aby to skutecné sedlo. Zacnu od A, pujdu pres pravy
thel a pujdu do B. A ten je podobny... A zase zacnu od thlu
alfa, to je C, pak pujdu pres pravy uhel - D, a skoncéim u vr-
cholu B. Ta vinka znamend symbol podobnosti, kdybych pod to
napsala jesté rovnd se, tak hovorim o shodnosti. Jd ted pouZiju
dalsi vlastnost podobnijch trojuhelniki, Ze odpovidajici si strany
se zobrazuji ve stejném poméru. Jd ted zacnu zobrazovat délku
isecky AD a pomérim s CD, ted hovorim tedy o délce usecky.
Ja tedy turdim, Ze ve stejném pomeéru jako AD/CD, tedy iusecky,

které sviragi ten pravy uhel, jsou CD/DB. Jd mdm strasné nerada
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zlomky, tak se jich zbavim. Celou rovnici vyndsobim. .. A ted uz
jenom z obrdzku doplnim ndzvy patricnych tsecek... A mdme
dokdzanou Eukleidovu vétu z podobnijch trojuhelnikiu. Né graficky
dikaz, ale vypoctovy. Jenom z toho, Ze vime, co jsou to podobné

trojuhelniky.

Predvedeny dikaz je podrobnou analyzou dané geometrické situace. Jeho
cilem neni pouze potvrdit spravnost Eukleidovy véty, ale zasazeni této nové
nabyté znalosti do kontextu se znalostmi o pravouhlém trojihelniku a po-
dobnosti trojuhelniku 4B.

Pani ucitelka shrne, jaké Eukleidovy véty si dnes odvodili a co fikaji.
Vrat{ se k pifkladu z konce minulé hodiny (Sestrojte tsecku délky /12), na
kterém si ukazi aplikaci Eukleidovy véty. Ukaze vice moznosti, jak problém
vytesit. Necha zaky rysovat do seSitu a sama rysuje na tabuli. Dalsi tloha
zni: Sestrojte ¢tverec, ktery mé stejny obsah jako zadany obdélnik. Po upo-
zornéni, ze tuto ulohu musi fesit graficky, nikoliv tak, ze si rozméry obdélniku
zmeétime, a pak vypocteme stranu hledaného ¢tverce, jsou zaci vyzvani, aby
odhalili, co méa tento kol spoleéného s probiranym uc¢ivem. Nikdo z zaku
a Teseni nepfijde, tak pani ucitelka vysvétli a vytesi.

Cilem tohoto ukolu bylo, aby zaci odhalili algoritmus, ktery by vedl
k Teseni zadaného tikolu 3C.

4.7.8 Analyza kédua

Nasledujici prehled je souhrnem kédu kognitivnich cila z jednotlivych naté-
cenych hodin. Modfre jsou vyznaceny ty kody, které se tykaji té ¢asti vyuky,
pii které byly vyuzity dynamické aplety, které vsak neobsahovaly vizualni
dynamické ditkazy. Cervené kédy pak patif k viuce podpofené dynamickymi
vizualnimi dukazy. Nelze se na tento souhrn divat pouze jako na seznam jed-
notlivych kédu, ale musime na néj pohlizet v kontextu vyucovacich hodin.
Na prvni pohled z néj sice neni napiiklad patrné, zda nékteré barevné kody,
které nasleduji za sebou, patii ke stejnému apletu, ¢i zda s jednalo o dva
ruzné aplety. Co ale je ziejmé, je velka riznost a pestrost kodu, coz naplnuje
pozadavek tvurcu revidované Bloomovy taxonomie na komplexnost. Jak jiz

bylo zminéno v kapitole 4.7.1, revidovand Bloomova taxonomie neni jiz tak
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prisné hierarchickd, jako byla jeji puvodni jednodimenzionalni verze, ale je
vice komplexni. Dulezité je u ni predevsim to, aby byly pokud mozno zahr-
nuty cile ze vech kategorii [11]. Jestlize se podivame na nasledujici souhrnny
vycet kodu z natacenych hodin, vidime, ze tento pozadavek je zde splnén.
Zejména z pohledu kategorii kognitivnich procest, které jsou zde zastoupeny
vSechny.

1. hodina: 1A, 2A, 2A, 2A, 3B, 1A, 2C, 1A, 2B, 5B, 6B, 3B

2. hodina: 3B, 1A, 3B, 1A, 5B

3. hodina: 3B, 1A, 1A, 2B, 3C, 6C, 1B, 2B, 5C, 3A, 2A

4. hodina: 2B, 3B, 3B, 6C, 5B, 3B, 5B, 3B, 3B

5. hodina: 5B, 6B, 4B

4.7.9 Odpovédi na vyzkumné otazky

Jak bylo feceno v kapitole 4.2, do vyzkumu jsem vstupovala s jednou hlavni
vyzkumnou otazkou a nékolika vedlejsimi otédzkami. Pravé diky vedlejsim
vyzkumnym otazkam, které byly zaméreny na komunikaci ucitele, se nako-
nec ma pozornost obratila k vlivu dynamickych vizudlnich dikazi na ko-
gnitivni cile, tak jak popisuji v kapitole 4.7. Na nékteré vedlejsi vyzkumné
otazky se mi podafilo behem mého vyzkumu nalézt pomérné uspokojivou
odpovéd, zodpovézeni nékterych by viak vyzadovalo daldi vyzkum, & po-
drobnéjsi analyzu ziskanych dat.

Zodpovézeni vedlejsich vyzkumnych otézek:

e Jak probiha vlastni vyuka s podporou pocitacu?

Zaclenéni dynamickych vizualnich dikazu nelze realizovat bez pouziti
pocitace, proto mé zajimalo, jakym zpusobem je pocita¢ ve vyuce vyuzivan.
Z pohledu Sedové a Zounka [85] lze rozdélit didaktické vyuziti technologif
ve vyuce do nasledujicich kategorii: ICT jako nosi¢ obsahu (technologie jako
nosi¢ uciva pro vyklad nové latky), ICT jako extenze (technologie jako do-
plnéni a rozsiteni télesnych, smyslovych nebo mentalnich schopnosti), ICT
jako pracovni nastroj (technologie jako prostredek k tvorbeé), ICT jako testo-

vaci nastroj (technologie jako nastroj k procviceni naucené latky), ICT jako
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kulisa a doplnék (technologie jako oziveni nebo kulisa k jiné ¢innosti). Co
se tyce technologii, tak v natacenych hodinéch pani ucitelka vyuziva pocitac
a interaktivni tabuli. Muzeme zde sledovat ruzné typy vyse zminéného vyuziti.
Lze zde najit vyuziti ICT jako nosi¢e obsahu, to v ptipadé interaktivni ta-
bule, kdy pani ucitelka uklada vse, co napsala na interaktivni tabuli a zéci
maji moznost se na tyto materialy z hodin pozdéji podivat na sdileném
disku a pouzit je jako studijni materidl. V pripadé pouziti interaktivnich
apletu se jedna spise o pouziti ICT jako extenze, protoze diky své interak-
tivité dynamické aplety nejsou pouhym nositelem informace, ale umoznuji
vidét zkoumany jev v Sirsich souvislostech. V nékterych hodinach (napf. viz
napf. 1. natdcend hodina str. 83) jsou vyuzity interaktivni aplety k testovani
zakovskych znalosti, coz je vyuziti ICT jako testovaciho nastroje. Ackoli zaci
sami v hodinach ptimo s pocitacem nepracuji, tak zde muzeme identifikovat
i pouziti ICT jako pracovniho néstroje a to pfi 3. natacené hodiné (str. 92),

kdy zaci dostanou za domaéci kol konstrukci v matematickém programu.

e Jak se méni komunikace ucitele se zaky pii vyuziti pocitact v hodiné?

V prubéhu vyzkumu jsem si uvédomila, ze na tuto otazku nelze jednoduse
odpovédét. Tato otazka by si zaslouzila samostatny vyzkum, ktery by se
zaméril pravé na zménu komunikace ve ttidé pti pouziti pocitacu a bez jejich
pouziti, coz nebylo cilem této disertacni prace. Podobnymi otazkami se sice
zabyvali Sedové a Zounek [84], ale jejich pozornost nebyla v tomto piipadé
zameérena na komunikaci, ale moc ucitele ve tiidé. Komunikaci ve skolni tiidé
se zabyvala Sedovd, Svaifcek a Salamounova [83], ale jejich vyzkum byl
zaméfen na vyuku humanitnich predmétu a nezabyval se vyuzitim pocitacu
ve vyuce. Pfesto, ze se mi béhem vyzkumu nepodarilo najit uspokojivou
odpovéd na tuto otézku, rozhodla jsem si ji mezi svymi diléimi otdzkami po-
nechat, protoze pravé pozornost, kterou jsem diky ni zamétila na komunikaci
pani ucitelky se zaky, mé ptivedla na myslenku zamérit svou pozornost na
kognitivni cile a jejich klasifikaci z hlediska revidované Bloomovy taxonomie,

jak jsem jiz popsala v kapitole 4.7.
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e Jaka je kognitivni naroc¢nost vizualnich dynamickych dikazi?

Tuto otazku jsem si polozila béhem analyzy koédu jednotlivych kogni-
tivnivh cila. Hledani odpovédi na tuto otazku mé vedlo k tomu, ze jsem si
udélala souhrnny ptehled kodu, ktery je v kapitole 4.7.8. Vzhledem k barevné
odlisenym koédum, které patii k vyuziti apletu s vizudlnimi dynamickymi
dikazy je z tohoto prehledu zfejmé, ze kognitivni narocnost dynamickych
vizualnich dukazu je vyssi, protoze kdédy, které souvisi s vyuzitim apletu

s témito dukazy, patii prevazné do vyssich kognitivnich dimenzi.

e Jak se proménuje didakticka struktura hodiny pti pouziti dynamickych

vizudlnich dukazu?

7da se, ze dynamické vizualni dukazy nemaji zasadni vliv na didaktickou
strukturu hodiny. Mohou byt zaclenény jako pfirozend soucast vyuky a to
jak pii seznamovani zaku s novou uéebni latkou, nebo dokonce pii obje-
vovani novych poznatku (5. hodina str. 104), tak i pti opakovani jiz zndmych
poznatku a uvadeéni je do Sirsich souvislosti s jiz znamymi matematickymi
znalostmi (1. hodina str. 86).

Zodpovézeni hlavni vyzkumné otazky:

e Jakym zpusobem ucitel ve vyuce vyuziva dynamické vizualni
dikazy ke splnéni vyukovych cild? navazuje na analyzu kodu

v predchozi kapitole a na zodpovézeni dilcich vyzkumnych otazek.

Béhem péti natacenych hodin pani ucitelka pouzila ve vyuce pét apleti
s dynamickymi vizualnimi dukazy. Ze zaznamu vyucovacich hodin je patrné,
ze tyto aplety s dukazy byly do hodin zaclenény prirozené jako jedna ze
soucasti vyuky, kterd vede ke splnéni kognitivnich cilu. Muzeme zde pozo-
rovat jev, ktery Sedovd a Zounek [85] pracovné nazyvaji ,puzzlovani“, tedy
sklddani ruznych materialu a metodickych ndvodu (technologickych i netech-
nologickych) do jednoho smysluplného celku a v tomto piipadé dynamické

vizualni dukazy tvofii jeden dilek do této skladanky. Z rozboru kédu v kapitole
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4.7.8, kde jsou kody, které patii k vyuziti dynamickych vizualnich dikazu ba-
revné odliseny, 1ze odhalit, Zze vizualni dynamické dukazy pomahaji plnit ko-
gnitivni cile z vyssich dimenzi revidované Bloomovy taxonomie (viz kapitola
4.7.1) a také prispivaji k vétsi rozmanitosti vyukovych cili, na coz je u revi-
dované Bloomovy taxonomie kladen velky duraz. Jestlize se blize podivame,
jakym zpusobem byly vizualni dynamické dukazy v natacenych hodinach
pouzity, tak lze sledovat, ze témeér kazdy z nich byl pouzit v jiné vyukové
situaci. V 1. natacené hodiné (str. 86) je dynamicky vizualni dukaz vyuzit
k povyseni jiz nabytych znalosti do vyssi znalostni dimenze. Z puvodni zna-
losti faktu 1A, kdy ma zékyné pouze pojmenovat a popsat, co aplet zobrazuje,
az ke konceptualni znalosti 5B, kdy ma zakyné matematicky oduvodnit plat-
nost zobrazovanych vlastnosti a zdkonitosti. Pouziti dynamického vizualniho
ditkazu k matematickému zduvodnéni pravdivosti matematickych vét, které
jiz zaci znaji, coz lze klasifikovat jako kognitivni cil 5B, bylo zaznamenéno ve
3. natdcené hodiné (str. 94) a v 4. natdcené hodiné (str. 101). Pani ucitelka
spolecné se studenty postupné prochazi jednotlivé faze dynamickych dukazu
a pomoci otazek vede zaky k pochopeni souvislosti mezi jednotlivymi kroky,
které vedou ke konec¢nému sestaveni dikazu. Velice origindlnim zptisobem je
vyuzit vizudlni dynamicky dikaz Pythagorovy véty dle Perigala [112] pii
4. natacené hodiné (str. 99), kde je nejprve zobrazena prvni fdze tohoto
dukazu jako motivace k dalsimu samostatnému tvoreni zaku. K tomu ale
nedochazi v elektronické podobé, naptiklad na pocitaci, ale zaci dostali na
papiru vytistény stejny obrazek, jaky byl vyobrazeny na apletu a dle in-
strukci maji vystifihnout jednotlivé ¢asti a preskladat je tak, aby ovérili rov-
nost obsahu a tim dokézali pravdivost tvrzeni Pythagorovy véty. Nasledné je
pak opét vyuzit aplet s dynamickym vizualnim diukazem a s jeho pomoci je
ovérena platnost zakovskych teseni. Ackoliv zde zaci nepracuji piimo s aple-
tem, tak je zde vyuzit k podpote jejich tvorivé prace a k navrhu vlastniho
feseni problému, coz odpovida kognitivnim cilim ze 6. kategorie kognitivnich
procesu. V posledni natac¢ené hodiné (str. 104) je dynamicky vizualni dukaz
néstrojem k objeveni a formulovani nové hypotézy. Zaci zde spoleéné s pani
ucitelkou prochézeji jednotlivé faze dynamického dukazu a vysledkem je, ze
formuluji pro né doposud neznamou matematickou vétu. Cilem pouziti dy-

namického vizudlniho dukazu zde je zde konkrétné formulovani Eukleidovy
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véty o odvésné, tady kognitivni cil 6B.

Tyto priklady vyuziti dynamickych vizualnich dukazu v natacenych ho-
dinéch potvrzuji to, co tekla pani ucitelka pfi rozhovoru (viz piiloha 1), kde
hovoii o tom, ze ve svych hodinach déla dukazy takové, které maji zaci sanci
sami odhalit. Kde stac¢i ukazat ¢i naznacit a oni sami jsou schopni dikaz
odvodit.
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5 Zavér a diskuze

Tato diserta¢ni prace je zaméfena na pedagogicky vyzkum zameéteny na
ucitele. Pfedmétem zkoumani bylo to, jakym zptusobem a k jakym vyukovym
cilum ucitel ve vyuce matematiky vyuziva predem ptipravené digitalni vzdeé-
lavaci materidly. Konkrétné jsem se zamérila na materialy ve formé dyna-
mickych vizualnich dukazu. Pro vyzkum jsem zvolila metodu piipadové stu-
die zaméfenou na jednu ucitelku. Z nahravek jejich hodin jsem ziskala ma-
terial, ktery jsem doslovné prepsala do textové podoby a nésledné okoédovla
otevienym kédovanim. Po prvotni analyze ziskanych kédu jsem dospéla k po-
znani, ze pro ucely mého vyzkumu by bylo vhodné pouzit kédovani na
zdkladé revidované Bloomovy taxonomie kognitivnich cilu. Podrobny roz-
bor téch vyukovych situaci, ve kterych byly pouzity dynamické vizudlni
dukazy ukazal, ze vyuziti téchto diukazu v hodindch matematiky bylo ve-
lice ruznorodé. Dynamické vizualni dukazy byly vyuzity k formovani novych
poznatku, k ovéfeni spravnosti nové nabytych poznatku, k ovéreni spravnosti
vymyslenych postup, k formulovani novych hypotéz a k posunu jiz nabytych
znalosti do vyssi znalostni dimenze. Z analyzy kodu vyukovych cilu vyplyva,
ze vyuziti dynamickych vizudlnich dukazu ve vyuce vedlo k plnéni kogni-
tivnich cilu z vyssich kategorii a ptispélo také ke vétsi pestrosti a komplex-
nosti kognitivnich cilu, coz je jednou z hlavnich myslenek revidované Bloo-
movy taxonomie.

Z pestrosti kédu v prehledu v kapitole 4.7.8 je ziejmé, ze aplety nebyly
jedinym néastrojem k dosazeni kognitivnich cili. V dnesni dobé, kdy jsou
kladeny pozadavky na zapojeni digitalnich technologii do vyuky, je dobré si
uvédomit, ze by nemélo byt cilem, aby celé hodiny byly vedeny za pomoci
néjakych technologickych prostiedku. Ale technologie by mély vystupovat
jako jedny z vice prostredku vyuky, které pomahaji k dosazeni kognitivnich
cili. K tomu je vsak tfeba nejen dobré technické vybaveni skol, ale predevsim
ucitelé vzdélani v oblasti vyuzivani digitalnich technologii ve svych hodinach.
Nejde pouze o to, ale uméli techniku dobie obsluhovat, ale aby védeéli které
materidly, metody a postupy vedou k dosazeni kognitivnich cilu. K vyuziti
ICT v hodinach bychom meéli ptistupovat, jako k dalsi moznosti, jak vyuku

zpestiit a aktivizovat zaky. Zavéry mého vyzkumu jsou dle mého nazoru
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jasnym argumentem pro to, aby byly dynamické vizualni dukazy ve vyuce
matematiky na stfedoskolské tirovni vyuzivany nejen k ptiblizeni problema-
tiky matematickych dukazu, ale také jako prostredek k efektivnimu vyuziti
digitdlnich technologii ke splnéni kognitivnich cili. Aby k tomu mohlo dojit,
meéli by se s dynamickymi vizualnimi diukazy seznamit nejen ucitelé ma-
tematiky, ale také studenti ucitelstvi. Také k tomuto tcelu jsem vytvorila
kolekci autorskych apletu tematicky sefazenych do kapitol GeoGebra knize
Dynamické dukazy, kterd je volné dostupnda na webovych strankach software
GeoGebra [114]. O moznostech vyuziti vizudlnich dynamickych dikazu pak
pisi ve svych ¢lancich napt. Vizudlnd dikazy ve vjuce matematiky [86], ”Dyna-
mic visual proofs”using DGS [87], GeoGebra a OKGeometry jako pomocnici
pri dokazovdni [88], Specidlni pripad Routhovy véty a jeho dukaz v programu
GeoGebra [89] nebo Dynamicky dikaz v GeoGebre [90].

Jsem si vsak také védoma toho, ze ke zobecnéni zavéru mého vyzkumu by
bylo tieba provést dalsi navazujici vyzkumy, které by mé zavéry potvrdily.
Popsana vyzkumna metoda by mohla byt pouzita na data s dalsich hodin
matematiky a realizovana jako smiSeny vyzkum, kde by se prislusné kody
kognitivnich cilu zkoumaly z kvantitativniho hlediska. Vzhledem k tomu, ze
data byla pofizena z videonahravek, které jsou zachovany, bylo by mozné
potvrdit zavéry mého vyzkumu také tak, ze by jiny vyzkumnik zopakoval
stejnou vyzkumnou metodu se stejnymi nahravkami.

V prubéhu prace na mém vyzkumu se objevily dalsi otazky, které na-
znacuji mozné smeéry dalsich vyzkumu. Ja jsem se pfi analyze nasbiranych
dat nakonec zamérila na vyukové cile z hlediska revidované Bloomovy ta-
xonomie. Vzhledem k tomu, ze vétsSina dynamickych vizualnich dukazu je
z oblasti geometrie, mohl by se dalsi vyzkum zamérit také na to, v jakych
fazich uceni dle van Hieleho modelu geometrického mysleni lze dynamické
vizualni dukazy pouzit.

M4 pozornost byla zamérena vyhradné na ucitele a na to, jakych kogni-
tivnich cilu chece pii vyuce dosahnout. Jisté by bylo zajimavé se zamérit také
na zaky, konkrétné na to, zda opravdu bylo téchto kognitivnich cilu dosazeno.

Dalsi vyzkumy zamérené na zédky by mohly zkoumat piimou interakci
zaka s dynamickym vizudlnim dukazem. Zamérit se na to, jakym zpusobem

lze vyuzit aplety s dynamickymi vizualnimi dukazy, jestlize s nimi pracuji
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piimo sami zaci na svych pocitacich. Nebo také jaké formy a typy dukazu
¢i digitalnich vzdélavacich materialu zakum vyhovuji z hlediska dosazeni ko-

gnitivnich cilu.
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PRILOHA 1 - Rozhovor s pani ucitelkou

Ja: ,Co Té vedlo k tomu, ze si ve vyuce matematiky zacala vyuzivat pocitac?“
Ucitelka: ,Jak se to jmenovalo? Pocitacova gramotnost uciteli. Ono bylo
zékladni, které museli vSichni, a pak bylo nadstavbové, kde uz jsme si mohli
volit. A j& jsem si pravé zvolila téma vyuziti pocitaci v matematice, kde
jsme dostali zaklad Cabri II, Derive, a pak néjaké ty Cindarelly a takovy ty
divny. Prosté od kazdého toho programu nam ten vyucujici udélal ukézku,
abychom védéli, ze to existuje.®

Ja: ,Ale hlavné jsme byli zaméreni na Cabri?“

Ucitelka: ,Ne, ne, pravé ze vubec ne. To jenom zminil. On nam délal jenom
jako ukéazky. Délal nam tteba i jako v Excelu, jak se daji délat tabulky, grafy
a tak. Prosté byl tam jenom prufez a to Cabri tam jenom jako cinknul a
délali jsem v tom kruznici opsanou a vepsanou a ted ndm tam ukazoval je-
nom ty néastroje a zminil kuzelosecku s tim, ze on to neumi pouzivat, protoze
je tam nutnych pét bodu elipsy a on neumi ten patej bod sestrojit. On si umi
udélat vrcholy elipsy, ale neumi ten péatej bod. Neboli on neni deskriptivar,
on nezna bodovou konstrukeci. A mé to vlastné strasné zaujalo a on mi teda
tajné zkopiroval ten program, protoze to bylo placeny a ja jsem si doma v
tom tu kuzelosecku zkusila udélat a strasné se mi to libilo, Ze je to uzasny
a vzala jsem to druhej den do skoly a v ucebné, kde jsem méla pocitac, tak
jsem si to tam nainstalovala a tu kuzelosecku, tu elipsu, to odvozeni, jak
vzdycky délam, jsem jim tam predvedla a prosté ty zéky to bavilo, slo jim
to, a pak kdyz jsem dala pisemku, tak to v podstaté vsichni uméli uzit. Zatim
co pred tim to byly takovy bldboly, tam prosté tii ¢tvrté déti netusilo a ted
najednou jsem zjistila, ze s tim pocitacem to fakt jde, ze se ta vyuka hnula.
Takze mé to strasné nadchlo a zacala jsem si v tom délat prosté hyperbolu,
parabolu. Ono to bylo jen v deskriptivé, do matiky jsem to moc neuméla, jen
sttedovék a obvodovém thel a jinak nic. Ale tak mé to chytlo, ze jsem prosté
zacala to Cabri délat. Pak jsem si na MatFyzu udélala Cabri 3D a jak jsem
ucila topograficky plochy, tak jsem si je v tom modelovala, v tom Cabri 3D.
Taky tezy téles. Prosté izasny. To co normalné tam ¢lovék rukama, nohama,
v&im, tak jako jsem zjistila, ze fakt tohle je pomoc. Ze to neni préce navic.
Jo, je to prace, kdyz to jednou chystas, ale pak uz jenom kliknes a jedes.
Takze mé to hluboce oslovilo, a pak pravé jsem se divala, kdy by byly ty
dalsi skoleni. A tak néjaka ta Mathematika, nebo tak, co byl ten program,
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jako Derive. .. Ja mam vlastné skoleni na vSechno. J4 mam sbirku osvédceni.
Prosté cokoli se mihlo, co by slo pouzit, tak jsem se tam mihla okamzité taky:.
Takze vlastné vSechny tyhlety kurzy, prosté co slo, tak jsem... Ja méla Mat-
Fyz hned za rohem, tak nebyl problém. Pak jsem vzdycky jen fediteli dala
ucet na pétistovku za Skolny a tim to bylo vSechno. Vlastné jsem si udélala
vsechny ty graficky programy, ktery sli a to Cabri mé hluboce oslovilo, ale
pak kdyZ jsem potkala GeoGebra a zjistila jsem, Ze ta i pocitd, no tak, ted’ka
vsechno z ty Cabri pretahuju do GeoGebra. A muzu to davat zakum, coz je
dalsi taky uzasnej plus.*

Ja: A tim jsme zodpovédély i druhou otazku: Co Té vedlo k tomu, ze
si zacala vyuzivat programy DGS? To si vlastné zodpovédéla. Jak vnimas
moznosti nebo i limity vyuziti po¢itacu v matematice, nebo téch programi.*
Ucitelka: ,No, véc, kterd mé trosicku jesté chybi, je, ze jsou urcity aplety,
ktery by se mi hodily pouzit pro celou tiidu, aby si kazdy délal na svym
pocitaci. Coz tady u nas, kde je spousta odbornejch vyuk vedenejch na
pocitaci... Tady je jedna pocitacovd ucebna pro 33 lidi a je kompletné
vytizena. Takze kdyz tam chces béhem roku jit, tak si to musis predem s
nékym prohodit a je to vopruz, strasnej. Takze mné by vyhovovalo, aby ti
74ci meéli pied sebou notasy a béhem ty hodiny, ted se to hodi, ted to muzu
udélat. Prosté jenom jim tam hodit ten jeden, a pak zas ten pocitac¢ vypnout
a jet normélné ruco. Mné se vlastneé libi, to, jak stridam vlastné zpétny pro-
jektor, normalni tabule, dfevéna tabule, smart, GeoGebra. .. Ale nechci kvuli
péti minutdm, kdy s tim budu délat v hodiné, nechci lizt do ty vypocetky,
kde zase oni maji pred sebou ty zvednuty stolky a ja houby vidim, co tam
délaj. Oni teda vétsinou si netroufnou, protoze védeéj, ze to za to nestoji, ale
nevidim na né tolik. Takze ja bych skutecné potiebovala, aby méli moznost
néjaky ty iPady a mit to na tom natazeny a oteviit na tu chvilku, kdy s
tim budem délat, aby si oni mohli zkusit a jen tikali mi vysledky. Aby to
nebylo, Ze jen jeden se na tabuli pokousi a zbytek ho jenom sleduje. Takze
tohle je jediny, co vlastné mé v tom omezuje, zZe jesté ... J& mam vlastné
v ty tfidé vSechny ty véci, ze muzu prebihat z jednoho rohu do druhého.
Vsechny ty programy, ktery tam sly natahnout, tak tam mam. Takze ja tam
mam vsechno, co potfebuju, mam i ve skiini ty modely. Jediny, co mi teda

chybi... J4 mam vzadu ty zamykaci skiinky, takze by nebyl problém mit ty

IT
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iPady, nebo teda ty tablety vzadu v ty skiinice. To by jako bylo jesté dalsi
krok, kdyby se mi todle podarilo v podstaté urvat. Ja tam mam i platno,
protoze ja pouzivam hodné i ten zpétny projektor, hlavné do ty deskriptivy,
ale do ty matiky taky obcas taky. J& tim, Ze se mi uz nékolikrat stalo, ze
dité ze meé bylo do té miry vystresované, ze z mého priliSného temperamentu,
ze u zkouseni z néj nevypadlo slovo, protoze tam stal a koukal na mé jako
mys na kobru. Takze kdyz o tomhle vim, kdyz mi to fekne zak, nebo rodice,
tak ho zkousim na bldnu na zpétném projektor, ze to tam napise pekné v
klidu v lavici, pak to jenom promitne a ukazovatkem ukazuje a komentuje,
co tam délal, aby tam nebyl ten stres, ze ve chvili, kdy se na mé podiva,
zapomene vSechno, co umi. V kazdy tfidé mam tak jedno nebo dvé déti, co
tohle vyuzivaj. To jsou déti, co maji pisemky za jedna a zkouSeni za pét. Tak
zacnes Tesit proc¢, a pak Ti zavold maminka, ze je ze mé mimo.“

Ja: ,Jak prezentujes dukazy v hodinach matematiky?*

Ucitelka: ,,No, zalezi na tiidé. Jsou tiidy, kde to fakt nedélam, zadny dukazy,
protoze to prosté nema smysl. V tom lyceu. .. Takhle, ja diukazy délim na ty,
co se daji vymyslet a na ty, co se nedaji vymyslet. Na ty, co se daji vymyslet,
tak ty délame... Ono je taky vétsinou dikaz u ty vypocetni ¢ésti a dikaz u ty
graficky. Tady u toho. Takze tam, kde se to da nakreslit, ze to jakoby plyne,
tak tam ten dukaz délam s tim, ze se snazim, aby oni na to prisli. Ale ta-
kovy ty, kdy musis védét ten figl, ze tady néco udélas. .. To ani nahodou. To
nems smysl, protoze to at se uéej na véjsce tyhlety dikazy umély, kde musis
si k tomu néco privymyslet. Proto se mi tieba libéj tyhlety véci, protoze tam
ukazes a oni vidi.“

Ja: ,Jaky je tedy, podle Tebe, piinos téchto programu DGS pii dokazovani
v matematice?“

Ucitelka: ,Vlastné to bylo vidét tfeba na ty Pythagorove vété, ze ji jim ukazu,
jak to funguje, a pak se bavime, proc¢ to tak funguje. Takze pouzivame uz
zavedeny pojmy, zavedeny definice, Ze je muzu na ten napad navést, aniz
bych jim to musela Fict. Ze oni to vidi a jenom se bavime pro¢. Tieba ten
dukaz vnitinich hla v trojuhelniku, jenom stacilo pustit a jasné. .. Sem si to
nakreslim, a pak uz vim, pro¢ to tak funguje. Cili zase, Ze je to navede na tu
myslenku a jenom potom se bavime o tom matematickém pozadi.*

Ja: ,A jaky je podle Tebe ptinos vyuziti vizualnich dynamickych dukazu pri
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vyuce matematiky?*
Ucitelka: ,,Ze je to bavi. Jako kdyz jim tam suse zaénu néco kreslit a odvo-
zovat, tak jestli tam budou 4 lidi, ktery to bude zajimat, dalsich 5, ktery se
budou koukat, protoze se bojej, ze jinak bude malér a ten zbytek tam bude
tise trpét, nebo mé nebudou vibec vnimat. Takhle kdyz se to hejbe, tak
aspon na to koukaj.“
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PRILOHA 2 - Dimenze poznatkii [12]

Hlavni typy a subtypy

Priklady

A Faktické poznatky — zakladni poznatkové prvky, které si zaci musi

osvojit, aby se byli schopni orientovat v prisluSném oboru nebo

v ném mohli feSit dlohy a problémy

Aa Terminologie

Ab Konkrétni poznatky

Soubor technickych termint; notové symboly

Hlavni ptirodni zdroje; duvéryhodné zdroje informaci

B Konceptualni poznatky — vzajemné vztahy mezi poznatkovymi

prvky uvniti vétsi struktury, ktera podporuje jejich vzajemnou funkénost

Ba Klasifikace a kategorie
Bb Zakonitosti a zobecnéni
Bce Teorie, modely

a struktury

Periodizace geologickych obdobi; formy vlastnictvi
Pythagorova véta; zakon nabidky a poptavky
Evoluéni teorie; struktura zakonodarnych organt

C Proceduralni poznatky — pracovni postupy, metody zkoumani, vybeér

vhodnych ¢innosti, algoritmi, technik a metod

Ca Specifické postupy

a algoritmy pouzivané

v prislusném oboru

Cb Specifické techniky

a metody pouzivané v oboru
Cc Kritéria v ptislusném
oboru, ktera umoznuji

vybrat vhodny postup

Postupy potiebné k malovani vodovymi barvami;

algoritmus pro déleni celymi ¢isly
Techniky interview; experimentalni metody
Kritéria umozinujici stanovit, kdy je vhodné pouzit

2. Newtonuv zdkon; kritéria pouzivana k posouzeni

piislusné metody odhadu provoznich nékladu

D Metakognitivni poznatky — obecné poznatky o poznavani

véetné uvédomovani si vlastnich kognitivnich procesa

Da Obecné strategie ucent,
poznavani a reseni
problému

Db Znalosti kognitivnich
uloh véetné kontextu

a podminek

Dc Sebepoznéani

Poznatky o zpusobech potizovani vypisku; které
postihuji strukturu tematického celku uvedeného

v ucebnici; schopnost pouzivat heuristické metody
Poznatky o ruznych druzich otazek a uloh, které
jednotlivi ucitelé zadavaji pti zkouskach; znalost
kognitivnich naroku, které klade feseni ruznych tloh
Uvédomovani si, ze posuzovani eseju patii k osobnim
prednostem, zatimco psani eseju patii k osobnim

slabinam; uvédomovani si vlastni irovné poznani
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PRILOHA 3 - Dimenze kognitivnich procesii [12]

KATEGORIE
kognitivni procesy

ALTERNATIVNI VYJADRENI

DEFINICE

1 Zapamatovat si

Vybavovat si prislusné znalosti z dlouhodobé paméti

1.1 Znovupoznavani

1.2 Vybavovani

Identifikovani

Vyvolavani z paméti

Lokalizovani znalosti z dlouhodobé paméti, které jsou konzistentni
s predlozenymi udaji
Vyvolavani znalosti z dlouhodobé paméti

2 Porozumeét

Konstruovat vyznam sdéleni zprostiredkovaného tstné, pisemné nebo graficky

2.1 Interpretovani

2.2 Dokladani vhodnym prikladem
2.3 Klasifikovani

2.4 Sumarizovani

2.5 Usuzovani

2.6 Srovnavani

2.7 Vysvétlovani

Prevadeéni, parafrazovani, vyjadfovani, zjednodusovani
[lustrovani, uvadéni prikladu

Kategorizovani, zatrazovani

Abstrahovani, zobecnovani

Odvozovani zaveéru, interpolovani, extrapolovani, predikovani
Porovnavani kontrasti, mapovani, pritazovani

Konstruovani modeli

Prevadeéni z jedné vyjadiovaci formy do jiné

[lustrovani pojmu nebo zakonitosti

Urcovani, ze néco patii do urcité kategorie

Formulovani hlavni myslenky nebo vychodisek

Odvozovani logickych zavéru z predlozenych informaci

Urcovani shod a rozdili mezi dvéma myslenkami, predméty nebo jevy
Konstruovani kauzalniho modelu situace, stavu nebo systému

3 Aplikovat

Pouzivat znamé postupy v danych situacich

3.1 Aplikovani
3.2 Implementovani

Pouzivani postupt
Vyuzivani

Aplikovani zndmych postupu pii feseni béznych loh
Aplikovani znamych postupt v novych situacich

4 Analyzovat

Rozkladat celek na podstatné casti, urcovat jejich vzaje

mné vztahy a jejich vztah ke struktuie celku nebo jeho ticelu

4.1 Rozlisovani

4.2 Strukturovani
4.3 Prisuzovani

Odlisovani, diferencovéani, vyclenovani, vybirani

Vyhledavani souvislosti, usporadavani, rozebirani, vyclenovani
Dekonstruovani

Odlisovani podstatnych a nepodstatnych nebo dulezitych a nedulezitych casti
predlozeného celku

Urcovani mista nebo funkce prvku uvnitt struktury

Vymezovani stanoviska, zkresleni, hodnoty nebo zaméru predlozeného sdéleni

5 Hodnotit

Vyjadrovat hodnotici stanoviska na zakladé kritérii a norem

5.1 Ovérovani

5.2 Posuzovani

Prezkoumavani, testovani, monitorovani

Vyjadtrovani kritickych soudu

Odhalovani neduslednosti a omylu v procesu nebo vysledku poznani;
stanovovani, zda proces nebo jeho vysledky jsou v souladu s vnitinimi kritérii;
zjistovani efektivity pouzitého postupu

Odhalovani nesouladu mezi formulovanymi zaveéry a zvnéjsku danymi kritérii;

posuzovani, zda je postup pii feseni daného problému vhodny

6 Tvorit

Skladat prvky tak, aby vytvarely koherentni nebo funkéni celek;

reorganizovat prvky do novych struktur a modela

6.1 Generovani
6.2 Planovani
6.3 Vytvareni

Formulovani hypotéz
Navrhovani, projektovani

Formulovéani alternativnich hypotéz zalozenych na vymezenych kritériich
Navrhovani postupu pro feseni problému

Konstruovani

Vytvéareni originalnich dél




