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Kapitola 1
Uvod

V této préaci se budeme zabyvat okrajovymi tlohami pro diferencidlni rovnice druhého
iadu, ve kterych se vyskytuje ¢len se skdkajici nelinearitou, a to bud v jedné z okrajovych
podminek, nebo v podmince tykajici se derivace v jednom bodé uvazovaného intervalu,
nebo piimo v rovnici samotné. Skakajici nelinearitou zde bude funkce zaporna ¢ast.

Ve vsech ptripadech pujde o tlohy s realnym parametrem A. Nasim tkolem bude hledat
takové hodnoty tohoto parametru, pro které existuje netrivialni reseni. Pro linearni tilohu
toto odpovida hledani vlastnich ¢isel a jim ptislusnych vlastnich funkci. Protoze nami
studované tlohy budou pozitivné homogenni (specidlné plati, ze kladné nésobky feseni
jsou také fesenim), muzeme je rovnéz nahlizet jako dlohy na vlastni ¢isla.

Dalsim, tentokrat vstupnim parametrem bude nasobek skakajici nelinearity 7 > 0.
Pro 7 = 0 nelinearita zmizi a vSechny tlohy se tak stanou znamymi tlohami na vlastni
¢isla pro rovnice druhého radu. Zaméiime se tedy predevsim na hledani feSeni, pro kterd
se ¢len se skakajici nelinearitou skutec¢né projevi.

V jistém pfiblizeni lze problém ztotoznit s modelem jednoduchého nosniku ¢i prutu
upevnéného ve svych krajich a stlacovaného v podélné ose silou odpovidajici parame-
tru \. Resenf potom predstavuje prihyb nosniku. Clen se skédkajici nelinearitou danou
funkci zaporna ¢ast ovliviuje feSeni zpusobem, ktery bychom mohli ptfirovnat k ptisobeni
jednostranné pruzné prekazky o sile 7. Ptivlastkem pruznd vyjadiujeme skutecnost, ze
prekazka dovoluje feSeni nabyvat v misté svého pusobisté zapornych hodnot. Zavedenim
této ndzorné interpretace muzeme uvazované ulohy oznacovat jako ulohy s bodovou
prekazkou, je-li nelinearita v okrajové ¢i prechodové podmince, a tlohu se souvislou

prekazkou, vyskytuje-li se nelinearni clen piimo v rovnici.



Vzhledem k tomu, Ze se jedna o jednostrannou ptrekazku, mohou pro kazdou z vy-
branych tloh existovat feSeni s ruznou regularitou. Abychom mohli tlohy popisovat
jednotné a pritom postihli vSechny mozné typy feseni, zformulujeme je obecnéji po-
moci operatorové rovnice s linedarnim a nelinearnim operatorem, uvazované na vhodném
podprostoru Sobolevova prostoru W12, Pro tii rizné nelinedrni operatory se skékajici
nelinearitou dokazeme vlastnosti hledanych reseni. Ukdzeme, ze splnuji jisté diferencidlni
rovnice s okrajovymi a prechodovymi podminkami, které budeme nasledné tesit.

Prace je clenéna do nékolika kapitol. Nejprve uvedeme zakladni pojmy a uzita tvrzeni
z funkcionalni analyzy a teorie diferencialnich rovnic druhého fadu. Potom zformulujeme
abstraktni operatorovou rovnici, jejiz feseni pro konkrétné zvolené prostory a operatory
bude hlavnim predmétem této prace. Nelinedrni operator vystupujici v rovnici bude
postupné odpovidat penalizaci feseni v krajnim bodé uvazovaného intervalu, v bodé
vnitinim a na souvislém podintervalu. V kapitolach vénovanych jednotlivym tlohdm na-
lezneme prislusna teseni, kterd rozlisime podle toho, jakym zpusobem jsou prekazkou
ovlivnéna ¢i deformovéana. Pouze ve specialnich piipadech budou feseni tiidy C'*°, jako
je tomu u tlohy bez prekazky. V dusledku penalizace se muze ztracet hladkost feseni v
prvni, druhé nebo tteti derivaci. Na ptislusnych mistech budeme dale diskutovat zavislost
vlastnich ¢isel A na parametru 7, ktery odpovida sile prekazky. Pro prekazku nachazejici
se uvnitt intervalu nebo na souvislém podintervalu bude dalsim parametrem jeji umisténi,
vzhledem k nému vsak nebudeme provadét diskusi feSeni v plné obecnosti. U souvislé
prekazky najdeme pouze zakladni typy feSeni, které demonstruji charakteristiky ulohy.
Reseni obecnéjsi tvart lze obdrzet rozdélenim problému na diléf ¢ésti a kombinaci po-
stupt uzitych pfi hledani zakladnich typu, proto se jimi nebudeme zabyvat.

Definice, véty a pomocnd tvrzeni jsou ¢islovany dle umisténi v jednotlivych kapi-
tolach. Text prace je vysazen systémem KTEX, pro vykresleni obrazku byly pouzity
programy GeoGebra a Gnuplot.



Kapitola 2

Zakladni pojmy a tvrzeni

2.1 Skakajici nelinearity

Definice 2.1 (Skékajici nelinearita, [3]). Spojitou funkci ¢ : R — R nazveme skdkajici

nelinearitou, pokud existuji limity

p_ = lim wm), py = lim ¢lz)

rT——00 I r—+o0o I

a plati p_ # py.
Definice 2.2 Pro f: D(f) C R — R definujeme funkce

J*(@) = max{f(x),0}  proxe D(f).
J~ (&) = max{—f(2).0}  prox e D(f).

Funkci f* nazyvdme kladnd cdst funkce f, funkci f~ zdpornd cdst funkce f.
Poznamka 2.3 Funkce [, f~ jsou nezaporné na D(f) a plati
f=r=fr. fl=r+r.
Je-li f spojitd, jsou spojité i f+, f~.
Na kladnou, resp. zdpornou ¢ast funkce f muzeme nahlizet jako na slozenou funkci

Vi (f(x)), resp. v_(f(z)), kde vneéjsi funkce ¢, (tzv. kladnd ¢dst), resp. ¥_ (tzv. zdpornd

¢ast) zobrazuji R na [0, +00) a jsou definovény predpisy

4 (z) = max{z,0} pro z € R,
Y_(r) =max{—z,0} proz€eR,

3



coz lze ekvivalentné zapsat jako

0 proxz <0, —x proxz <0,
Vy(x) = V() =

x prozxz >0, 0 prox > 0.
Odtud vyplyva, ze

0= tim 2D gy LDy gy SO gy 0

T——00 €T T——+00 €T T——00 €T T——+00 €T

a proto jsou v souladu s Definici 2.1 funkce ¥, a v_ skékajici nelinearity.

2.2 Banachovy a Hilbertovy prostory

Definice 2.4 Necht X je linedrn{ prostor. Funkei ||| : X — [0, 00) nazveme normou

na X, jestlize pro vSechna u,v € X a A € R plati
(i) [Ju|lx =0, prave kdyz u = o, kde o je nulovy prvek X,
(i) Il = Al
(i) |lu+ vl y < lullx +lv]lx (trojihelnikovéd nerovnost).

Dvojici (X, ||-|| x) nazyvame normovany linedrni prostor.

Definice 2.5 Necht (X, |-||) je normovany linedrni prostor. Rekneme, ze posloupnost
prvka {u,}>°, C X je Cauchyovskd v normé ||-||y, pokud pro kazdé ¢ > 0 existuje

ng € N takové, ze pro vSechna m,n € N, m,n > ng, plati ||u, — u,||x < e.

Definice 2.6 Rekneme, 7e normovany linearn{ prostor (X, ||-||) je Banachiv prostor,
jestlize kazda Cauchyovska posloupnost prvku {u,}r>, C X v normé |- konverguje

v téze normé k néjakému prvku u € X.

Definice 2.7 Necht X je linedrn{ prostor nad R. Rekneme, ze zobrazen{ () XxX —

R je skaldarni soucin na X, jestlize pro vSechna u,v,w € X a A € R plati
(i) (u,u)y >0 a (u,u) =0 < u=o0, kde o je nulovy prvek X (pozitivni definitnost),
(ii) (u,v) = (v,u) (symetrie),
(i) (Au,u) = A (u,v) a (u+w,v) = (u,v) + (w,v).
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Dvojici (X, (-, -)) nazyvame prostor se skaldrnim soucinem nebo téz unitdrni prostor.

Véta 2.8 (Norma indukovand skaldrnim souc¢inem) Necht (X, (-,-)) je unitdrni prostor.

Zobrazent ||-|| : X = R, u— +/{u,u) definuje normu na prostoru X.

Véta 2.9 (Cauchy-Schwarzova nerovnost). Necht (X, (-,-)) je unitdrni prostor. Potom
pro vSechna u,v € X plati

| s v) | <l fJo] -

Definice 2.10 Necht (X, (-,-)) je unitarni prostor a (X, |-||), kde ||| zna¢i normu in-
dukovanou skaldrnim soucinem (-,-), je Banachuv prostor. Potom (X, (-,-)) se nazyva

Hilbertuv prostor.

Poznamka 2.11 Nedojde-li k nedorozumeéni, budeme Banachtv prostor (X, ||| i), resp.

Hilbertuv prostor (X, (-, -)) znacit strucné jako X.

2.3 Operatory na linearnich prostorech

Definice 2.12 Necht X,Y jsou linearni prostory. Zobrazeni (operator) T : X — Y

nazveme linedrnim, jestlize plati:
T(ou+ pv) = aT(u) + ST(v) Vu,v € X, Va,B €R.
V pripadé, ze Y = R, nazyvame linearni zobrazeni linedrnim funkciondlem.

Definice 2.13 Necht (X, |[|-||y), (Y,]]]ly) jsou normované linedrn{ prostory. Rekneme,
ze operator T': X — Y je spojity, jestlize pro kazdou posloupnost {u,}22, C X a prvek
u € X splnujici

lm u, =u v X
n—oo

plati
lim T(u,) =T(u) vY.

n—o0

Definice 2.14 Necht (X, ||ly), (Y, ]]‘|ly) jsou normované linedrni prostory. Rekneme,
ze linearni operator T : X — Y je omezeny, existuje-li konstanta ¢ > 0 tak, ze pro
vSechna u € X plati

1T (u)lly < ellully -



Véta 2.15 ([2], Véta 3.2). Necht (X, ||“|lx), (Y, |Ily) jsou normované linedrni prostory.

Linedarni operator T : X — Y je spojity pravé tehdy, je-li omezeny.

Definice 2.16 Nechf XY jsou linedrni prostory. Rekneme, ze zobrazeni T : X — Y je

pozitivné homogenni, jestlize plati
T(au) = aTu pro vSechnau € X, a>0.

Pokud vyse uvedena rovnost plati dokonce pro vsechna a € R, nazveme takovy operator

homogenni.
Definice 2.17 Operator T' na Hilbertové prostoru H nazveme pozitivni, pokud
(Tu,u)y >0 pro vSechna u € H.

Definice 2.18 Necht X, Y jsou normované linedrni prostory. Prostor vsech spojitych

linedrnich zobrazeni z X do Y znacime L£(X,Y).
Definice 2.19 Na prostoru £(X,Y') je norma operatoru 17" definovdna vztahem
||T||L(X,R) = sup{[|Tully : ve X, |ullx <1}.

Véta 2.20 (Rieszova véta o reprezentaci, dukaz v [9]). Necht H je Hilbertiv prostor a

f spojity linedrni funkciondl na H. Potom existuje jediny prvek yy € H takovy, Ze
f(x) = (z,y;) pro vsechna x € H .

Navic || f|| = |lysll. Obrdcené, kazdy prvek y € H definuje na H spojity linedrni funk-
ciondl f, predpisem

fy(x) = (z,y) pro vsechna x € H

a platt |[ £, = llyll-

2.4 Prostory funkci

2.4.1 Prostory spojitych funkci

Definice 2.21 Symbolem C(]a, b]) ozna¢ime prostor vsech funkei spojitych na intervalu

[a,b] a definujeme na ném normu

Julle = mas fu(a)].



Definice 2.22 Symbolem C*(a,b), resp. C*([a,b]), k € N, oznacime prostor spojitych
funkei, které maji na intervalu (a, b), resp. [a, b] spojité derivace az do fddu k € N vcetné.

V krajnich bodech chapeme vSechny piislusné derivace jako jednostranné.

Definice 2.23 Symbolem C*(a,b), resp. C*([a, b]) oznacime prostor spojitych funkei,
které maji na intervalu (a,b), resp. |a, b] spojité derivace vSech Fadu. V krajnich bodech

chapeme vSechny ptislusné derivace jako jednostranné.

Definice 2.24 Symbolem C§°([a, b]) oznaéme mnozinu vsech funkei v € C*°([a, b]), pro

které navic

u®(a) =u®(b) =0, VkeN,.

Definice 2.25 Rekneme, 7e funkce f je absolutné spojitd na intervalu [a, b], jestlize pro
kazdé ¢ > 0 existuje 0 > 0 takové, ze pro jakakoliva < a; < by <ay < by <---<a, <
b, < b plati implikace

n

dbi—a)<s = Z(f(bz') — fla;)) <e.

i=1

Véta 2.26 Kazdd funkce absolutné spojitd na [a,b] je spojitd na |[a,b].

2.4.2 [L? prostory

Definice 2.27 (Lebesgueuv integral, [8], str. 296) Funkce f : [a,b] — R mé na intervalu
[a, b] Lebesgueuv integral, kdyz existuje absolutné spojita funkce F' : [a,b] — R tak, ze

plati F'(z) = f(z) pro skoro vSechna x € [a, b]. Lebesgueuv integrél definujeme rovnosti

/ f@)dz = F(b) — Fla).

Definice 2.28 Necht p € R,p > 1. Mnozinu vSech funkeci u, pro které je Lebesgueguv
integral

b
/ lu(z)P dz < oo,

znacime LP(a,b).

Poznamka 2.29 Dveé funkce uy, us € LP(a,b) budeme povazovat za sobé rovné (totozné),

budou-li se li§it pouze na mnoziné nulové miry.



Definice 2.30 Na prostoru L?(a,b) je definovana norma *

b 1/p
HUHLp:</ \u<w>rpdx) Cl<p<oo,

Prostor L?(a,b) opatfeny touto normou je Banachuv prostor. Na prostoru L?(a,b) mi-

zeme navic definovat skaldrni soucin vztahem

Poznamka 2.31 Prostor L?(a, b) opatfeny skaldrnim sou¢inem a normou z Definice 2.30

je Hilbertuv prostor.
Véta 2.32 ([4], str. 74). Prostory L?(a,b) maji ndsledujici vlastnosti:
(i) Mnozina C°([a,b]) je hustd v prostoru LP(a,b), 1 < p < 0.

(#i) Plati tzv. Holderova nerovnost: Budiz p > 1 a definugme ¢islo ¢ > 1 tak, Ze 1/p +
1/qg=1. Necht u € LP(a,b) av € Li(a,b). Pak plati

[ty < s ol
Specidlné pro p = 2 dostdvdme
[ (w0} | < lull2 ol L2,
coz je Cauchy-Schwarzova nerovnost.
Piiklad 2.33 Vsechny spojité funkce na intervalu [a, b] patii do LP(a,b), p > 1.

Nésledujici Veéty 2.34-2.36 jsou prevzaty ze Sekci 4.4 a 4.5 v [5], kde jsou také

dokazany. Ve vsech budeme uvazovat a,b € R, a < b.
Véta 2.34 Je-li f absolutné spojitd v [a,b], je f' € L'(a,b).
Véta 2.35 Necht f € L'(a,b), c € R. Polozme

Fla) = / £ dt+c.

Potom F je absolutné spojitd v |a, b].

zde vyuzivame prévé zavedené rovnosti funkef z Pozndmky 2.29, bez niz by vyraz ||-||;, nedefinoval

normu



Véta 2.36 Necht f € L'(a,b). Polozme

F(z) = / ") dt.

Potom skoro vsude v [a,b] je F'(z) = f(x). Pokud je navic f € C([a,b]) potom je
F'(x) = f(x) vsude v |a,b].

Véta 2.37 ([4], str. 96) Predpoklddejme, Ze f € L'(a,b) (f € C([a,b])) a
[ e =0 v e G (o
Pak f(x) = 0 skoro vsude na [a,b] (f(x) =0 vsude v [a,b]).
Definice 2.38 ([2, Definice 2.22]) Budiz 1 < p < co. Symbolem
Liye(a; b)

ozna¢ime mnozinu vsech funkei f : (a,b) — R takovych, ze f € LP(c,d) pro vSechna

a<c<d<hb.
Véta 2.39 Necht —0o < a < b < oo. Plati ndsledujici inkluze
L*(a,b) C L*(a,b) C L, .(a,b).

Dikaz. Prvni inkluze plyne z Hélderovy nerovnosti a omezenosti intervalu (a, b). Druha

inkluze plyne z [5, Véta 42]. O

2.4.3 Sobolevovy prostory

Definice 2.40 (slabd derivace, [1, Definice 2]). Piedpoklddejme, ze funkce u € Lj, (a,b).

loc

1

loe(@, b) je slabd derivace funkce u, pravée kdyz

Rekneme, e funkce v/, € L

b b
[ u@e @ s == [ e de Vo€ G (la.b).
Lemma 2.41 ([1, Lemma 1], str. 19). Necht [a,b] CR a v’ € C([a,b]). Pak v’ = ul,.

Definice 2.42 ([4], str. 83). Symbolem W'%(a,b) ozna¢me mnozinu vsech funkei z
Lebesgueova prostoru L%(a,b), jejichz slabé derivace také patif do L?(a,b). Prostor

W12 (a, b) nazyvame Soboleviv prostor.



Definice 2.43 Na prostoru Wh2(a, b) je definovdn skalarni souc¢in vztahem

b b
(U, V) 1.2 :/ u(z)v(z) d$+/ o' (z)v'(x) dz,
a tedy norma

il = ([ 1o ar+ [ ppas) " (2.

Poznamka 2.44 Prostor W12(a,b) opatieny vyse definovanym skaldrnim soucinem a

normou je Hilbertuv prostor.
Véta 2.45 ([4], str. 84). Mnozina C*([a,b]) je hustd ve W'?(a,b).

Definice 2.46 Necht jsou ddny Banachovy prostory X s normou |||y a Y s normou
1ly- Rekneme, ze prostor X je spojité vnoren do prostoru Y, piseme X < Y, jestlize
X CY anplati

3C >0 Yue X : |lully <Clully -

Definice 2.47 Necht X je Banachuv prostor a ||-||;, |||, jsou na ném dvé normy.

Rekneme, ze tyto dvé normy jsou ekvivalentni, existuji-li kladna éisla cq, co tak, ze
cr|lully < JJusg|l < e2||ull;  pro vSechna u € X.

Véta 2.48 MnozZiny

H = {p e W"(a,b) : (a) =0},
W2 (a,b) = { € W(a,b) : ¢(a) = @(b) = 0}

jsou linedrni podprostory Sobolevova prostoru W12(a,b). Navic, forma
b
(u,v) = / W () (x)dz  pro vsechna u,v € H  (u,v € Wy*(a,b)) (2.2)
definuje na H (na Wy*(a,b)) skaldrni soucin, ktery indukuje normu
b 1/2
|ul| = (/ \u’(x)\de> pro viechnaw € H  (u € Wy?(a, b)) . (2.3)
Ta je ekvivalentni standardni normé |||y 2 (2.1) prostoru W2(a,b).
Dikaz. Tvrzeni plyne ze Sekce 13.3 a Lemmatu 13.7 v [4]. O

Véta 2.49 Prostor W2(a,b) s normou |||z je spojité vnoren do prostoru C([a,b]) i

do prostoru L*(a,b).
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Dikaz. Tvrzeni plyne ze Sekef 13.4 a 16.5 v [4]. O

Diisledek 2.50 Prostory H a Wy*(a,b) s normou ||-||yy1.2 jsou spojité vnoreny do pro-

storu C([a, b]) i do prostoru L*(a,b).

Véta 2.51 Prostory H a W,>(a,b) s normou ||| jsou spojité vnoreny do prostoru

C([a,b]) i do prostoru L*(a,b).

Dikaz. Tvrzeni plyne z ekvivalence normy ||-|| se standardni normou ||-[| ;12 (Véta 2.48)

a z Dusledku 2.50. O

2.5 Obycejné diferencialni rovnice druhého radu
2.5.1 Vybrané tulohy na vlastni ¢isla
Véta 2.52 (podle [7]). Uloha na viastni &isla

u'(z) + Mu(z) =0 na (0,L), u(0)=0, w(L)=0

md nekoneéné mnoho kladnijch vlastnich éisel N\, = n*n?/L?, kterym odpovidaji vlastni

funkce
Jind vlastni cisla této ulohy neexistuyi.
Véta 2.53 Uloha na viastni éisla

u'(z)+Mu(z) =0 na(a,1), u(a)=0, u(l)=0

md nekoneéné mnoho kladnijch vlastnich éisel N, = n*n?/(1 — a)?, kterym odpovidagi

vlastni funkce
. nr(l—x)
Up(x) =sin ———=, neN.
() T
Jind vlastni cisla této ulohy neexistuyi.
Dikaz. Trasformaci x — 1 — x lze dlohu prevést na tlohu z Véty 2.52. O
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Véta 2.54 (podle [7]). Uloha na vlastni cisla
u'(z) +Mu(z) =0 na (0,L), u(0)=0, «(L)=0

md nekoneéné mnoho kladnych vlastnich &isel N, = (2n — 1)*x2 /4L?, kterym odpovidagi

vlastni funkce
(2n — D)7z

T, neN.

up(z) = sin

Jind vlastni cisla této ulohy neexistuyr.

2.5.2 Dva typy reSeni okrajovych iloh druhého radu

Necht f : [a,b] — R je spojita funkce na intervalu [a,b] a necht cy,c; € R. Uvazujme

okrajovou ulohu pro rovnici druhého fadu
—u'(z) = f(x) na (a,b) (2.4)

s Dirichletovymi okrajovymi podminkami
u(a) =cy, u(b)=c. (2.5)

Definice 2.55 Funkci u : [a,b] — R z prostoru C?([a,b]), kterd spliiuje rovnici (2.4) a

okrajové podminky (2.5), nazveme klasickym resenim okrajové ulohy (2.4), (2.5).

Poznamka 2.56 Pokud prava strana rovnice (2.4) splituje f € C*([a, b]) pro néjaké k €
N, potom pro feseni okrajové tlohy plati u € C*2([a,b]). Specialné, je-li f € C°°([a, b]),
jeiu e C®([a,bl).

Necht u € C*([a, b]) je klasické feSeni ulohy (2.4), (2.5). Vyndsobime-li rovnici (2.5)

libovolnou funkei v € C*([a, b]) splitujici navic

a zintegrujeme-li ji pres interval (a,b), dostavame

/ab —u"(z)v(x)dz = /abf(:v)v(:v) dz .

Integraci per-partes v integralu na levé strané dale obdrzime
b b
/ o' (2)v(x) dz — o' (b)v(b) + ' (a)v(a) = / f(z)v(x)de,
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coz se diky nulovym hodnotam funkce v v krajnich bodech intervalu zjednodusi na

/ab o (z)v(x)dz = /abf(.il:)v(x) dz . (2.6)

Vsimnéme si, ze se v (2.6) nyni vyskytuje pouze prvni derivace funkce u. To nés
privadi k otézce, pro jaké funkce u, v a f m4 tato integralni identita smysl, nebot puvodni
predpoklad o vlastnostech danych funkci se zdd byt zbytecné silny. Budeme-li totiz
uvazovat Lebesgueovy integrély, je na pravé strané (2.6) skaldarni soucin funkci f a v
jakozto funkeci z Lebesgueova prostoru L*(a,b) a na levé strané skaldrni soucin funkcf

u', v' v témze prostoru. Pro existenci (a konecnost) téchto integrélu ziejmeé staci volit
u,v € Wh(a,b) a f € L*(a,b).

Zobecnime nyni pojem klasického teseni. Definujme linedrni funkci ¢ : [a,b] — R

predpisem
C1 — (o

o(x) == P (r—a)+co, (2.7)

kde konstanty cg, ¢; € R jsou hodnoty z okrajovych podminek (2.5). Ziejmé pro ¢ plati

1 —C
b—a ’

pla)=co,  @b)=c, ¢(z)= ¢"(x) =0 prox € [a,b]

a proto pokud funkce u spliiuje (2.4), pak i funkce w := u— ¢ splituje tuto rovnici. Navic,
funkce u spliuje podminky (2.5), pravé kdyz funkce w spliuje homogenni Dirichletovy

okrajové podminky w(a) = w(b) = 0.
Definice 2.57 Funkci u € W2(a,b) spliujici u — ¢ € Wy?(a,b) pro ¢ z (2.7) a

b b
/ u ()0 (z)de = / f(z)v(z)dz pro véechna v € W, (a,b), (2.8)
kde f € L*(a,b), nazveme slabym resenim okrajové tlohy (2.4), (2.5).

Vyse jsme ukdzali, Ze pro spojitou pravou stranu f je klasické teseni u € C?([a,b])
i feSenim slabym: vynasobenim vhodnou testovaci funkei, zintegrovanim a provedenim
per-partes jsme odvodili integralni identitu (2.8). Specidlné jsou funkce u a v’ omezené
na [a,b], patii tudiz do Lebesgueova prostoru L?(a,b) a diky tomu je u € Wh?(a,b).
Podminka u — ¢ € Wy *(a,b) plyne z okrajovych podminek (2.5) a z volby funkce .

Slabé feseni je obecnéjsi pojem nez feseni klasické, nemusi byt C? hladké, staci, aby
existovaly integrély ve slabé formulaci (2.8).

Nésledujici véta odpovida na obracenou otazku, kdy je slabé feSeni zaroven resenim

klasickym.
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Véta 2.58 ([4, Véta 17.5]). Necht u € Wh2(a, b) je slabym resenim okrajové tlohy (2.4),

(2.5) pro f € C([a,b]). Potom u je resenim klasickym.

Dikaz provedeme analogicky jako v [4], kde se dokazuje regularita feseni obecné tilohy
druhého radu.

Necht u € Wh2(a, b) splinjici u—¢ € Wy*(a,b) pro ¢ z (2.7) je slabé fesenf okrajové
tulohy (2.4), (2.5). Jelikoz

vyplyvaji pro funkci u okrajové podminky (2.5) z tvaru funkce ¢.
Spojitost fegeni plyne ze spojitého vnoteni prostoru W'2(a, b) do prostoru spojitych
funkei C([a,b]). Dokazme déle jeho hladkost. Dle piedpokladu je funkce f spojitd na

intervalu [a, b], podle Véty 2.36 proto méame

d

fla)=— [ / ") dt} pro viechna € [a,b].

Vynéasobime-li funkci f libovolnou funkei v € VVO1 ?(a,b) a provedeme-li per-partes, do-

/ab f(x)v(z)de = —/ab [/j () dt} V'(x)dx.

Funkce u je podle predpokladu slabym fesenim lohy (2.4), (2.5), spliiuje tedy integralni

staneme

identitu (2.8), kterou muzeme diky predchozimu vztahu zapsat ve tvaru

/b o ()0 (z)de = — /b [/x f(t) dt} v'(z)dz  pro véechna v € Wy*(a,b),
resp.
/b (u’(:l:‘) + /I f(t) dt) v'(xz)dz =0 pro viechna v € Wy?*(a,b). (2.9)
Definujeme-li funkci
M(z) = (2) + / " @, (2.10)
lze vztah (2.9) psét jako

b
/ M (z)v'(z)dz =0 pro viechna v € Wy*(a,b). (2.11)

Funkce M patif do prostoru L?(a,b), protoZze funkce v’ tam patii (jelikoz u € W'?(a, b))

a protoze funkce horni meze integrélu

Fla) = /xf(t) dt, z€lab,
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je podle Véty 2.35 dokonce absolutné spojita na [a, b].

Ukéazeme nyni, ze funkce M je na intervalu [a, b] konstantni. Zvolme

v(:c):/x(M(t)—c)dt, kde c:bia/ M(t)dt

Nejprve ovéifme, Ze se jednd o vhodnou testovaci funkei pro (2.11), tj. ze v € W, *(a, b).

Protoze M € L*(a,b) C L'(a,b) a ¢ je konstanta (jedn4 se prumér funkce M pies interval
[a,b]), je funkce v podle Véty 2.35 absolutné spojité na [a,b], tudiz v € L?(a,b). Podle

Véty 2.36 ma v skoro vsude v (a,b) derivaci

je tedy také v’ € L?(a,b). Dale plati
v(a) = / (M(t) —c)dt =0,

v(b):/a( ) —c)dt = /M dt—b—ac—/M t)dt — b_“/M(t)dt:o,

¢imz jsme obdrzeli pozadované. Dosazenim funkce v do (2.11) dostavéame

/ M(z)(M(z) — ¢)dz = 0. (2.12)

Z toho vyplyva, ze
b b b b
/ (M(2)— )2 dz — / M(z)(M(z)—c) dx—c/ (M(2)—¢) dz — —c/ (M(2)—c)dz .
Jelikoz je posledni integral podle vypoctu vyse roven v(b) a tudiz nulovy, mame
| M — C”iﬂ(a,b) =0

a proto je M(z) = ¢ skoro vsude na [a,b]. Vzhledem k definici (2.10) funkce M je tak

+/:f(t)dt:

- —/xf(t) dt +c. (2.13)

Na pravé strané je absolutné spojitd funkce proméné = € [a,b], coz znamend, ze funkce

pro skoro vsechna z € [a, b

a odtud

u'() je absolutné spojita na [a, b], specidlné je v’ € C([a,b]). Derivaci (2.13) déle podle
Véty 2.36 dostavame, ze

u’(z) = —f(x) pro vsechna x € [a,b],

protoze funkce f je spojitd. Tim jsme dokézali, Zze u spliuje (2.4) a u € C?*([a,b]). O
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Kapitola 3

Formulace uloh, vlastnosti reseni

V této kapitole budeme na vybranych podprostorech Sobolevova prostoru W12(0, 1)
uvazovat operatorovou rovnici s linedrnim a nelinearnim operatorem. Pro ruzné ne-
linearni operatory prevedeme tuto rovnici do integralniho tvaru a dokazeme, ze hledand

feseni spliuji jisté okrajové tlohy pro diferencidlni rovnice druhého fadu.

3.1 Operatorova rovnice

Necht H je podprostor Sobolevova prostoru W12(0,1). Oznacme (-,-) skaldrni soucin
na H, ktery na tomto podprostoru indukuje normu ||-|| ekvivalentni se standardni normou
|llyy1.2 prostoru Wh2(0,1).

Necht \,7 € R, 7 > 0. Uvazujme operatorovou rovnici
u—MNAu+7Bu=o0, ueH, (3.1)

kde A : H — H je linedrni operator a B : H — H je nelinearni, pozitivné homogenni
operator (konkrétni podoba prostoru H i obou operatoru bude specifikovdna nize). Nasim

ukolem bude hledat netrivialni feSeni této rovnice pro dané 7 > 0, tj. dvojice
(AMu) eRx H
spliiujici (3.1) takové, ze |jul| # 0.

Definice 3.1 Pokud dvojice (A\,u) € R x H s ||u|| # 0 splauje (3.1) pro néjaké 7 > 0,
nazyvame cislo A vlastnim céislem rovnice (3.1) a o funkci u hovoiime jako o prislusné

vlastni funkci.
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Operator A : H — H definujeme predpisem
1
(Au,v) = / u(z)v(x)dx pro vSechna v € H. (3.2)
0

Ukéazeme nyni, ze operator A je timto dobte definovan. Integral na pravé strané, chapany
ve smyslu Lebesguea, 1ze nahliZet jako skaldrni soucin na prostoru L?(0, 1), tudiz existuje
a je konecény pro vsechna u,v € H C W(0,1) C L?*(0,1). Pro kazdé pevné u € H je
tedy X
L,(v) := / u(z)v(z)de (3.3)
0
linearni funkcional na H. Z Cauchy-Schwarzovy nerovnosti a ze spojitého vnoteni pro-

storu W2(0,1) do L?(0,1) je
| Lu(0)] = [{u, 0) 2| < Jull 2 (0]l 2 < ellullyrz [[0llyre e >0,
Protoze dle predpokladu je také [|-||;;1.. ekvivalentni s |-||, dostavame
| Lu(v)| < Cllul[[o], € >0.

Funkcional L, je proto omezeny a diky linearité rovnéz spojity. Podle Rieszovy véty o

reprezentaci tak existuje pravé jeden prvek ¢, € H, ze plati
L,(v) = (by,v) pro vSechna v € H.
Mame tedy (3.2) s Au = {,,.

Véta 3.2 Operdtor A definovany v (3.2) je linedrni, spojity a pozitivni operdtor na

prostoru H. Navic,
(Au,u) >0  pro vsechna w € H, |Jul] #0.

Dikaz. Linearita operatoru A plyne z linearity Lebesgueova integralu. Pro dukaz spo-
jitosti operatoru nam nyni stac¢i dokazat jeho omezenost. Pro vsechna v € H je prvek
Au reprezentantem funkcionalu L, z (3.3) a podle Rieszovy véty o reprezentaci plati
| Aul| = || Ly|| - Je tedy

[Aull = sup [Lu(v)]

veH,||v||<1
a vyse jsme ukazali, ze

| Lu(0)] < Clul[ o], € >0.
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Dostévame tak

[Aull < sup  Clluff flol} < K fluf, K >0,

veH,||v]|<1

a operator A je tudiz omezeny. Pro vSechna v € H dale plati
(Au, u) = [ull72 >0,

tedy A je pozitivni. Rovnost pfitom nastavé pouze pro u = o skoro vsude na (0,1) ve
smyslu Lebesgueovy miry. Protoze je vsak z véty o vnoreni v € C([0, 1]), plati u(z) =0
na celém intervalu [0, 1]. To ovSem znamend, ze ||u|| = 0, ¢imz je dokdzéna i posledni

cast tvrzeni. O

Véta 3.3 Necht (A, u) € R x H, ||u|]| # 0, je pro néjaké T > 0 Fesenim rovnice (3.1) a

necht B: H — H je pozitivni operdtor. Potom \ > 0.

Dikaz. Vynasobime-li (3.1) skaldrné funkef u, dostaneme (s vyuzitim vlastnosti skaldrni-
ho soucinu)

||UH2 — A <AU,U> +T7 <BU,U> - 07

odkud
A (Au,u) = ||ul]” + 7 (Bu, u) .

Pro ||u|| # 0 je podle Véty 3.2 (Au,u) > 0, muzeme tedy timto clenem délit a pro vlastni
c¢islo A\ plati

P+ 7 (Buw)
(Au,u)
Protoze dle predpokladu je 7 > 0 a (Bu,u) > 0, dostavame tvrzeni véty. O

Poznamka 3.4 Pro 7 = 0 je rovnice (3.1) linedrni, specidlné kazdy nasobek feseni u je
opét fesenim. Vzhledem k nelinearité operatoru B toto prestava byt pravda pro 7 > 0.
Jelikoz B je pozitivné homogenni, obecné plati, ze pouze nezdporny nasobek feSeni je

rovnéz resenim.
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3.2 Specifikace dloh s jednostrannou prekazkou

Pro konkrétni prostory H budeme nyni definovat celkem tii ruzné nelinedrni operatory B.
Dalsi text tedy rozdélime na tii ¢asti. V kazdé z nich vyjadiime diky znalosti vSech para-
metru tlohy operdtorovou rovnici v integralnim tvaru a dokézeme vlastnosti jejiho feseni.
Podotknéme, ze vSechny uvazované nelinearni operatory budou operatory se skékajici
nelinearitou. Vzhledem k tomu muzeme o dil¢ich tlohach mluvit jako o 1lohéch s jedno-

strannou prekazkou a efekt pusobeni téchto operatoru oznacovat terminem penalizace.

3.2.1 Penalizace v krajnim bodé intervalu

Uvazujme nejprve prostor
H:={ueW"0,1) : u(0) =0}
se skalarnim soucinem
1
(u,v) = / u' () (x)de  Yu,v € H, (3.4)
0

ktery indukuje normu
1/2

ol = ([ oy ar) (35

ekvivalentn{ s normou ||-||yy1.2 prostoru W*2(0, 1). Skutecnost, ze forma (3.4) je na daném
prostoru skalarnim soucinem, je predmétem Veéty 2.48, stejné jako ekvivalence induko-
vané normy (3.5) s normou ||-||;y1.2-

Operator B : H — H definujeme pomoci predpisu
(Bu,v) = —u~(1)v(1) pro vSechna v € H. (3.6)

Obdobné jako v definici operatoru A je pro libovolné pevné u € H pravé strana (3.6)
spojity linearni funkcional vzhledem k v (oznac¢me ho B,,). Linearita B, plyne z toho, ze

pro vSechna a, 5 € R a v,w € H plati
By(av+pw) = —u~ (1)(av(1)+pw(1)) = —au” (1)o(1)—Fu” (Hw(l) = aBy(v)+LBu(w).
Dale plati

|Bu(v)] = [ = w= (o) = fu”(W]fo()] < max [u(z)] max [v(@)] = ullegoy [Vleqon
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a podle Véty (2.51) je prostor H spojité vnoten do prostoru C(|[0, 1]). Odtud dostdavame
[Bu(v)] < Clul/ o]} ,

funkcional B, je tudiz omezeny a v dusledku také spojity. Prvek Bu je z Rieszovy
véty o reprezentaci jediny reprezentant tohoto funkcionalu. Definice operatoru B je tedy

korektni.

Véta 3.5 Operdtor B definovany v (3.6) je nelinedrni, pozitivné homogenni a pozitivni

operdtor na prostoru H.
Diukaz. Pro kazdé u € H a t > 0 plati
(B(tu), () v) = —(tu(1)) " v(1) = —tu” (1)v(1) = (tBu,v) Vv € H,

odkud
B(tu) = tBu,

tedy B je pozitivné homogenni. Predchozi rovnosti vsak neplati naptiklad pro t < 0 a
u(1) < 0, nebot je (tu(1))” = 0, ale tu™ (1) = —tu(1) < 0. Operator B tak nemuze byt

linearni. Déle je pro libovolné v € H

0 pro u(l) >0,

(Bu,u) = —u (1)u(l) =
—(—u(1)u(l) = u*(1) >0 pro u(1) <0,

a proto B je pozitivni. O
S ohledem na (3.4), (3.2) a (3.6) chapeme operatorovou rovnici (3.1) jako
(u— MNAu + 7Bu,v) =0 Vv € H. (3.7)

Funkci v fikdme testovact funkce. Napiseme-li (3.7) v integralnim tvaru, dostaneme pro

u € H rovnici

/0 o (z)v'(x) dw — )\/0 wz)v(z)dz —Tu” (1)v(l) =0 Vo € H. (3.8)

Obsahem nasledujici véty je odpovéd na otézku, jaké vlastnosti mé funkce v € H,

pro kterou je splnéna rovnice (3.8).
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Véta 3.6 Pro funkciu € H spliujici rovnici (3.8) plati:
(1) u € C*([0,1]),

(ii) u je FeSenim tlohy
u'(z) + du(z) =0 na (0,1) (3.9)

s okrajovymi podminkamsi

u(0) =0, (3.10)

u'(1) =Tu(1). (3.11)

Dukaz. Predpoklddejme, ze v € H je feSenim integrdlnim rovnice (3.8). Z véty o
vnofeni vime, ze funkce w je spojitd na intervalu [0, 1]. Ukdzeme nyni, ze je dokonce
ttidy C?([0,1]). Princip dikazu této ¢asti tvrzeni spociva v uziti Veéty 2.58. Zuzime-li
v rovnici (3.8) vybér testovacich funkei v z prostoru H na jeho podprostor WOI’Q(O, 1),
muzeme psat

/01 o' (z)v(x)de = )\/01 w(x)v(z)de Vv e H.

Funkce u tedy ztejmé spliuje také (2.8) s
a=0, b=1, ¢=u0)=0, c=u(l), f(z):=x), ¢k =az.

V jistém smyslu tak muzeme funkci w nahlizet jako slabé feseni okrajové ulohy (2.4),
(2.5). Protoze funkce f(x) = Au(x) je spojitd na [0, 1], je podle Véty 2.58 funkce u
klasickym Fesenim této tilohy, tedy plati u € C*([0,1]) a u spliuje rovnici (3.9). Pozna-
menejme, ze v dusledku jsou vSechny derivace funkce u (do fadu 2 véetné) klasické.
Okrajova podminka (3.10) pro w € H vyplyva piimo z definice prostoru H. Zbyva
dokéazat, ze funkce u spliuje také podminku (3.11). Za timto ucelem vyndsobme rov-
nici (3.9) libovolnou testovaci funkei v € H a zintegrujme ji ptes interval (0, 1). Dosta-

neme timto )
/0 (u"(x) + Mu(x))v(z)dz =0.

Rozepsanim levé strany ve tvaru dvou integralu a provedenim per-partes v prvnim z nich

obdrzime

—/0 o (z)v () dz 4+ o' (1)v(1) — ' (0)v(0) +/O Au(z)v(z)de =0.
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Protoze v € H, je ¢len v/ (0)v(0) nulovy a mame tudiz
1 1
/ o' (2)0' (z) do — )\/ w(z)v(z)dr —u'(1)v(1) =0.
0 0
Porovnanim této rovnice s (3.8) dostavdame
Tu” (1)v(1) — o' (1)v(1) = (¢/(1) — 7u~(1))v(1) = 0.

P1i volbé testovaci funkce v € H, takové ze v(1) # 0, je tedy podminka (3.11) zfejme

splnéna. O
Véta 3.7 Netrividlni Tesent rovnice (3.8) s 7 > 0 existuje pouze pro X > 0.

Dikaz. Tvrzeni plyne piimo z Vét 3.3 a 3.5. U

Podle Véty 3.6 je funkce u spliujici integralni rovnici (3.8) klasickym feSenim okra-
jové tlohy (3.9), (3.10), (3.11). Abychom mohli této skutecnosti efektivné vyuzivat pii
vypoctech, tj. misto integralni rovnice fesit rovnici diferencidlni, je tfeba dokazat ekviva-
lenci obou tloh. Tim zajistime, ze takto nalezend feSeni jsou skutecné fesenim puvodni

tlohy.

Véta 3.8 Funkce u € C?([0,1]) spliugici (3.9), (3.10), (3.11) je resenim integrdlni rov-
nice (3.8).

Dikaz. Dokazme nejprve, ze u € H. Protoze funkce u a ' jsou spojité na [0, 1], patii
téz do L*(0, 1), odkud dostavdme u € W%(0,1). To spolu s podminkou (3.10) implikuje
uwe H.

Abychom ukézali, ze u spliuje (3.8), budeme postupovat podobné jako v posledni
¢asti dukazu Veéty 3.6. Vyndsobenim rovnice (3.9) libovolnou funkei v € H, zinte-

grovanim pfes interval (0, 1) a provedenim per-partes ve ¢lenu s u” obdrzime rovnici

/0 o () (z) do — )\/0 w(z)v(z)dr —u'(1)v(1) = 0.

Dosadime-li za u/(1) vyraz 7u~ (1) z podminky (3.11), dostaneme rovnici (3.8). O
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3.2.2 Penalizace ve vnitfrnim bodé intervalu

Pro tento ptripad uvazujme podprostor
H:={ueW"0,1) : u(0) =u(l) =0} = Wy*(0,1)

Sobolevova prostoru W12(0,1). T na tomto podprostoru je forma (3.4) skaldrnim souci-
nem a norma (3.5) timto skaldrnim sou¢inem indukovana je ekvivalentni s normou ||-||y;1.2
(Véta 2.48).

Necht zy € (0,1). Operator B: H — H definujeme predpisem

(Bu,v) = —u~(x¢)v(zo) pro vSechna v € H, (3.12)

tedy stejné jako v predchozi ¢asti, vyraz na pravé strané vSak nyni uvazujeme v jiném
bodeé. Tato definice je korektni opét diky Rieszové vété o reprezentaci a diky tomu, ze pro
libovolné pevné u € H je pravé strana (3.12) vzhledem k v spojity linedrni funkciondl

na H.

Véta 3.9 Operdtor B definovany v (3.12) je nelinedrni, pozitivné homogenni a pozitivni

operdtor na prostoru H.

Dikaz. Tvrzeni lze dokézat stejné jako Vétu 3.5, kde vyrazy vyjadiené v x = 1 na-

hradime vyrazy v bodé x = x. U

Operatorovou rovnici (3.1) muzeme s ohledem na (3.4), (3.2) a (3.12) zapsat v in-

tegralnim tvaru
1 1
/ o' (2)v' (z) do — )\/ w(z)v(z)dr — Tu” (xg)v(xo) =0 Yo € H. (3.13)
0 0
Zabyvejme se nyni otazkou, jaké vlastnosti ma funkce u splnujici tuto rovnici.
Véta 3.10 Pro funkci u € H spliujici integrdlnd identitu (3.13) plati:
(i) u € C([0,1]) N C*([0, wo]) N C*([xo, 1]) ,

(i) funkce u spliuge diferencidlni rovnici

u’(x) + Mu(z) =0 na (0,1) \ {zo}, (3.14)
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(111) funkce u spliiuje okrajové podminky
u(0) =u(1) =0, (3.15)
a tzv. prechodovou podminku

' (zo—) — v (xo+) = Tu (70) (3.16)

(iv) jestlize T = 0 nebo u(xg) > 0, potom u € C*([0,1]) a plati
u"(x) + du(z) =0 na (0,1), (3.17)
tj. rovnice z (3.14) je splnéna pro vSechna x € (0,1).

Ditkaz. Necht u € H je fesenim rovnice (3.13). Z definice prostoru H = W2(0,1)
okamzité plyne u(0) = u(1) = 0, tj. podminka (3.15). Protoze je déle H spojité vnotren
do prostoru C([0, 1]), je funkce u spojita na intervalu [0, 1].

Ukazme dale platnost tvrzeni (iv). Je-li 7 = 0 nebo u(zy) > 0, nelinedrni ¢len v

rovnici (3.13) zmizi. Je tedy

1 1
/ o (z)v(x)de = )\/ u(z)v(x) dr
0 0
a funkce u tudiz spliuje také (2.8) s
a=0, b=1, c¢=ul0)=0, c¢=u(l)=0, f[f(z):=x), @) =0.

Protoze funkce f(z) = Au(z) je spojita na intervalu [0, 1], je podle Véty 2.58 funkce u
klasickym fesenim tlohy (2.4), (2.5). To znamend, ze u € C?([0,1]) a u spliiuje rovnici
(3.17) s okrajovymi podminkami (3.15), ¢imz je tvrzeni (iv) dokdzéano.

Pro dukaz tvrzeni (i)—(iii) bude tfeba zizit v rovnici (3.13) vybeér testovacich funkei

v z celého prostoru H na vhodné podprostory. Definujme nejprve prostor
H, :={ve H : v(zx) =0 pro viechna x € [z¢, 1]},

na ktery muzeme nahlizet jako na prostor W,*(0, z). Volbou testovacich funkef v € Hy

ptejde rovnice (3.13) do tvaru

/ o ()0 (z) do — )\/ u(z)v(z)dz =0  pro vSechna v € Hy, (3.18)
0 0
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a tedy w spliiuje rovnici (2.8) s
a=0, b=uwxy, f(x):=u(z) prozel0,x.
Pokud dale zvolime

co=0, ¢ =u(x), gp(x):;—lx pro z € [0, x|,
0

jeu € Wh2(0,z0), u— ¢ € Wy?(0,20) a funkce u je diky spojitosti funkce f(x) = Au(x)
klasickym fesenim okrajové ilohy (2.4), (2.5) s takto zvolenymi parametry (Véta 2.58).
Specialné odtud plyne

u € C*([0, z¢))

a u splnuje rovnici

u'(z) + du(z) =0  mna (0,z).

Analogicky definujeme prostor
Hy :={veH : v(x)=0prox € |0,z0},

ktery muzeme ztotoznit s prostorem I/VO1 ’2(x0, 1). Obdobnymi tvahami jako vyse lze
ukazat, ze

u € C*([wo,1])

a u splnuje

v+ =0 na(x1).

Tim jsme dokazali tvrzeni (i) a skutecnost, ze funkce u je fesenim (3.14), coz je vlastné
souhrnny zapis rovnic

u’'(z) + du(z) =0  mna (0,z),
v+ =0 na(x1).

V bodé x( totiz v obecném pripadé nemusi existovat druhd derivace funkce u, jak vyplyva
z podminky (3.16), jejiz platnost nyni ukdzeme.
Vynésobime-li (3.14) libovolnou testovaci funkei v € H a zintegrujeme-li rovnici pres

intervaly (0, z¢) a (xq, 1), dostaneme po secteni a provedeni per-partes v integralech s u”

0=— /OIO o' (2)v' (2) dz + v (xo—)v(zo) — u'(0)v(0) + /Oﬂ?o Au(z)v(z) da

_ / (@) (@) dz + o (Do(1) — o (204 )0 () + / Nu(x)o(z) dz

o Zo
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Protoze v € H, hraniéni ¢cleny «/(0)v(0) a «/(1)v(1) jsou nulové a méme tudiz
1 1
0=— / o' (2)v(x) dz + o' (zo—)v(z0) — v (zo+)v(T0) + / Au(x)v(z) de
0 0

=— /o o (2)v(x) de + (v (xo—) — ' (xo+))v(z0) + /0 Au(z)v(z)de.

Jelikoz u je fesenim (3.13), dostdvame porovnanim posledni rovnosti s (3.13), ze
(U (z0—) — v (xo+))v(x) = Tu™ (x0)v(0).
Odtud volbou testovaci funkce v takové, ze v(xg) # 0, plyne (3.16). O
Véta 3.11 Netrividlni teseni rovnice (3.13) s 7 > 0 ezistuje pouze pro X > 0.
Dikaz. Tvrzeni plyne z Vét 3.3 a 3.9. O

Véta 3.12 Funkce u € C([0,1]) N C?([0, z0]) N C?([wo, 1)) spliugici (3.14), (3.15), (3.16)

je tesenim integralni rovnice (3.13).

Dikaz. Funkce u je spojitd na [0,1], patii tedy do L?(0,1). Jeji derivace ' je spojité
na [0, zo] a na [z, 1], odkud « € L*(0,z0) N L*(xg, 1). Ackoliv obecné neni pravda, ze
v’ je spojita na celém [0, 1], protoze derivace v bodé xq existuji jen jako jednostranné,
vyplyvé z aditivity Lebesgueova integralu, ze v’ € L?(0,1), a proto u € WH2(0,1). Z
podminky (3.15) potom dostavame, ze u € H.

Nyni ukazeme, ze u spliuje rovnici (3.13). Postupovat budeme obdobné jako v po-
sledni ¢ésti dukazu Véty 3.10. Vyndsobime rovnici (3.14) libovolnou funkei v € H, zin-
tegrujeme pres (0,z9) a (xg, 1), integraly secteme, provedeme per-partes ve ¢lenech s u”

a uzijeme toho, ze ¢leny s v(0), resp. v(1) jsou nulové. Obdrzime tak rovnici

—/0 o' (2)v' (z) dz + (u/(xo—) — v/ (xo+))v(x0) + /0 Au(z)v(z)dz =0,

do které v prostfednim ¢lenu misto vyrazu v zavorce dosadime vyraz 7u~ (xy) z podmin-

ky (3.16). Tim jsme ziskali rovnici (3.13). O

Dusledek 3.13 Je-li u € C?([0,1]) a 7 = 0 nebo u(xg) > 0 a u spliuje rovnici (3.17) s

okrajovymi podminkami (3.15), potom je také Tesenim integralni rovnice (3.13).

Dikaz. Tvrzeni plyne z predchozi véty, uvédomime-li si, ze za soucasnych predpokladu
pro funkci u plati, ze pati do prostoru C'([0, 1])NC?([0, z0)) NC?([z0, 1]) a splituje (3.14),
(3.15), (3.16). O
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3.2.3 Penalizace na souvislém podintervalu
Uvazujme opét podprostor
H:={peW"0,1) : p(0)=p(1) =0} =W,*(0,1)
se skaldrnim souc¢inem (3.4) a odpovidajici normou (3.5).
Necht zy € (0,1). Definujme operdtor B : H — H piedpisem
(Bu,v) = — /1 u (z)v(x)dz  pro vSsechna v € H. (3.19)

Zo

Analogicky jako v predchozich ptipadech ukazeme, ze B je timto dobie definovan. Pro

libovolné pevné u € H oznacme

B,(v) = —/ u (z)v(z)de Vv e H.

o

Ztejme plati, ze B, je linearni funkciondl na prostoru H. Uzitim Holderovy nerovnosti a

zakladnich vlastnosti Lebesgueova integralu dale dostavame

.0 = |- [t < [ @t as
<</ = ( y%u) (/xo|v(x)]2d:v>l/2
([ werar) ([ ERY "
< ([ torar) " ([ wra) " s ol -

Ze spojitého vnofeni prostoru H do L%(0,1) nésledné plyne, Ze

| Bu(v)| < [lull o],

tedy funkciondl B, je omezeny a diky linearité také spojity. Podle Rieszovy véty o
reprezentaci je tak prvek Bu pro kazdé u € H jednoznacéné definovan jako reprezentant

funkcionalu B,.

Véta 3.14 Operdtor B definovany v (3.19) je nelinedrni, pozitivné homogenni a pozi-

tivni operdtor na prostoru H.

Diukaz. Pro libovolné t > 0 a u € H plati

(B(tu),v) = —/ (tu(x)) v(z)der = —/ tu” (z)v(x) de

o Zo

= — t/l u” (x)v(x)dr =t (Bu,v) = (tBu,v) Yv € H.

o

27



Odtud je B(tu) = tBu, tedy B je pozitivné homogenni. Uvedend rovnost vsak ziejmé
neplati napiiklad pro ¢t < 0 a funkci u, kterd je zdporna na (zo, 1), proto B nenf linearni.

Jelikoz
u (2)ule) = 0 pro u(x) >0
—(—u(z))u(r) = u*(z) >0 pro u(z) < 0,
je pro vSechna v € H
(Bu,u)y = —/ u (z)u(x)de = / (—u (z)u(z)) dz >0,

nebot integral z nezdporné funkce je rovnéz nezdporny. Tim je dokdzéna pozitivita

operatoru B. U

Operétorovou rovnici (3.7) muzeme vzhledem k definici operatoru A a B zapsat v

integralnim tvaru

/01 o (x)v'(x) de — )\/01 w(z)v(z)de — T/l u (x)v(x)der =0 Yov e H,

o

resp.

1 1
/ o' (z)v'(x) dz — / (M) + TX[zo)(z)u” () v(z)dz =0 VYo € H, (3.20)
0 0
kde funkce x(z,,1)(x) je charakteristicka funkce intervalu [z, 1], tj.

1 prox € [z, 1]
X[Cﬂo,l] (flj) =
0 prox€[0,z9).

Skakajici nelinearita se v tomto piipadé objevuje v integrandu integralni identity.

Poznamka 3.15 Charakteristicka funkce xz,,1)() je spojita ve véech bodech intervalu
[0,1] kromé bodu x = xy. Pokud je funkce u spojitda na [0, 1], je i funkce u~ spojita
na [0,1]. Odtud vyplyva, ze funkce x(z,,1(z)u(x) je spojita ve vSech bodech intervalu
[0,1] kromé bodu = = xy. Speciélné, je spojitd na intervalech [0,x) a (zo,1]. V bodé

x = xp ji lze spojité dodefinovat zleva, resp. zprava, tak, aby byla spojita na uzavienych

intervalech [0, xq] a [xo, 1].
Véta 3.16 Pro funkci u € H spliujici integrdlni identitu (3.20) plati:

(i) we CH([0,1]) N C2([0, zo]) N C*([x0,1]) ,
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(i) funkce u spliuje diferencidlni rovnici

u"(z) + Mu(z) + TX[zo)(2)u" () =0 na (0,1)\ {xo}, (3.21)
(111) funkce u spliuje okrajové podminky
u(0) =u(l) =0, (3.22)
a prechodovou podminku
' (zo—) — u"(zo+) = Tu " (70) (3.23)
(iv) je-li T =0 nebo u(xg) > 0, potom u € C*([0,1]) a plati
u' () + Mu(z) + TX (g1 (@)u" (x) =0 na (0,1), (3.24)
tj. rovnice z (3.21) je splnéna pro vSechna x € (0,1).

Diikaz. Necht u € H je feSenim rovnice (3.20). Ze spojitého vnoieni prostoru H do pro-
storu C(]0, 1]) ihned plyne, ze funkce u je spojitd na intervalu [0, 1]. Splnéni okrajovych
podminek (3.22) je ziejmé z definice prostoru H = W,"*(0, 1).

Déle ukézeme platnost tvrzeni (iv). Rovnice (3.20) je vlastné (2.8) s

f(x) = Mu(x) 4+ TX [z, (x)u” () .
Zvolime-li déle p(x) = 0 pro z € [0, 1], lze funkci w nahlizet dle Definice 2.57 jako slabé
feSeni okrajové tlohy (2.4), (2.5), kde ¢o = ¢; = 0. Je-li 7 = 0 nebo u(zy) > 0, tj.
u” (z9) = 0, je funkce Tx[z1)(2)u" () spojitd na celém intervalu [0, 1]. Plati totiz

m  7x(go(z)u (z) =0,

T—x0—

Jm 7x(eo,11 (2)u” (@) = Tu” (20) = 0.

Je proto spojitd i funkce f a z Véty 2.58 dostavame, ze u je dokonce klasickym fesenim
této tlohy, tedy patif do prostoru C?([0,1]) a splituje rovnici (3.24). Tim je tvrzeni (iv)
dokéazéano.

V obecném piipadé je funkce 7x[z,1)(2)u”(z) (a tedy funkce f) spojitd pouze na

intervalech [0, xo], [xo, 1], kde hodnoty v bodé xy chdpeme jako spojité dodefinované
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limitou zleva, resp. zprava. Analogickou tvahu jako vyse tak nyni provedeme na téchto

intervalech. Volbou testovacich funkei z prostoru
Hy={veH : v(x)=0pro viechna z € [zo, 1]} C H,
ktery lze ztotoznit s prostorem VVO1 ’2(0, xp), dostavame, ze funkce u spliuje

/0 P (@) () da — A /0 Y @) de =0 Vue H,

coz je (2.8) s
a=0, b=uwxy, f(x)=Mu(z) proze]l0,x.

Funkce f je pritom stejnd jako v dukazu ¢asti (iv) tvrzeni, uvazujeme ji v8ak pouze na

intervalu [0, zo]. Definujme
co=0, c=u(x), ¢)=—z.

Potom wu je slabym fesenim tlohy (2.4), (2.5) s takto zvolenymi parametry. Ze spojitosti
funkce f na intervalu [0, x¢] a z Véty 2.58 déle plyne, ze u je FeSenim klasickym, tj.

u € C?([0, zo]) a u spliiuje
u’(x) + Mu(z) =0  na (0, ). (3.25)

Zcela analogicky budeme postupovat na intervalu [z, 1]. Za prostor testovacich funkei v

rovnici (3.20) zvolime prostor
Hy; ={ve H : v(x) =0 pro viechna z € [0, x¢]} C H,
ktery lze ztotoznit s prostorem I/VO1 ’2(x0, 1), éimz tato rovnice prejde do tvaru

/ o (z)v (z) do — / (M) + TX[go1)(2)u" (z)) v(z)dz =0 Vo € Hs.

xo xo
Vzhledem k Definici 2.57 je tak funkce u slabym fesenim tlohy (2.4), (2.5) s
a=ux9, b=1, c¢o=u(xy), ¢ =0,

1-— Zo

() (x —x0) +co,  f(x) = Au(®) + TXmoy(¥)u (z), € [20,1],

a diky spojitosti funkce f na uvazovaném intervalu také resenim klasickym (Véta 2.58).

Plat{ tedy u € C?*([xo, 1]) a u spliuje rovnici
U+ A+ TXpoay(2)u” () =0 na (x,1). (3.26)
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Celkem tak méme, ze funkce u spliuje rovnici (3.21), coz je souhrnny zépis rovnic (3.25),
(3.26), a ze u € C([0,1]) N C%(]0, zo]) N C*([xq,1]). Derivace v krajnich bodech pfitom
chapeme jako jednostranné, tudiz se nemuseji rovnat.

Abychom nynf ukdzali, ze je také u € C([0,1]), stac{ ndm vzhledem k piedeslému
dokazat pouze existenci prvni derivace v bodé x = xy. Za timto ucelem vynasobme
rovnici (3.21) libovolnou testovaci funkei v € H a zintegrujme ji pfes intervaly (0, z) a

(zo,1). Po secteni obou rovnic a provedeni per-partes v integralech s u” dostavame

0=-— /0 " (@) () da 4 (o= o) — 0 (0)0(0) + /0 " Nu(@)o(x) da
o () () da + o (D)v(1) — o (o+)v(zo)

(u(z) + ru(z)) v(z) do

o () () dz +  (wo— v (o) — ' (z0+)v(x0)

() + 7o) (@) (7)) v(x) da

o () () dz + (o (wo—) — v/ (z0+))v (o)

()xu(x) + TX[J;O,H(SC)u*(x)) v(x)dz,

pticemz hraniéni ¢leny «/(0)v(0) a u'(1)v(1) jsou nulové diky tomu, ze v € H. Posledni

rovnost muzeme prepsat ve tvaru

/0 o' (z)v'(x) do — / ()\u(x) + TXz0,1] (x)u’(:c)) v(z)de = (u'(xo—) — u'(xo+))v(z0) -

o

Jelikoz u € H je dle predpokladu fesenim (3.20), musi platit
(' (zo—) — v (zo+))v(z0) = 0.

Ziejmé tedy staci zvolit v tak, aby v(zo) # 0, a tvrzeni (i) je dokdzano.
Konecné prechodovou podminku (3.23) lze ukdzat tak, ze z rovnice (3.21) vyjadiime
u”(x) a poté provedeme limitni prechod pro z — zo— a x — zo+. Vzhledem ke spojitosti

funkce u v bodé r = xy muzeme psat
u'(ro—) = —Au(zy),
u'(zro+) = —Mu(zo) — Tu” (20)
a odec¢tenim obou jednostrannych limit obdrzime pozadované. U
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Disledek 3.17 Pokud je v ¢asti (iv) Véty 3.10 parametr 7 = 0 nebo u(x) > 0 na celém

intervalu [xg, 1], potom plati v € C*([0,1]) a u spliuje diferencidlni rovnici
u"(x) + Au(z) =0 na (0,1). (3.27)

Poznamka 3.18 Prechodova podminka (3.23) je diky rovnici (3.21) ekvivalentni s pod-

minkou spojitosti v bodé x = z, tj.
u(zo—) = u(zo+) .
Véta 3.19 Netrividlni resent rovnice (3.20) s 7 > 0 existuje pouze pro A > 0.
Dikaz. Tvrzeni plyne z Vét 3.3 a 3.14. U

Véta 3.20 Funkce u € C([0,1]) N C%([0, zo]) N C*([xo, 1]) spliugici (3.21), (3.22) je

resenim integralni rovnice (3.20).

Dukaz. Je ziejmé, Ze u i v/ jakozto spojité funkce na [0,1] ndlez{ do L?*(0,1) a tedy
u € W2(0,1). Z podminky (3.22) pak ihned vyplyvd u € H.

Abychom ukézali, ze u splauje (3.20), budeme postupovat obdobné jako v predpo-
sledni ¢ésti dukazu Véty 3.16. Vynédsobime rovnici (3.21) libovolnou v € H, zintegrujeme
pres (0,z0) a (xg, 1), integrély secteme, provedeme per-partes ve clenech s u”. Ve vzniklé
rovnici vyuzijeme toho, ze ¢leny s v(0), resp. v(1) jsou nulové, a ze funkce u' je dle
predpokladu spojitd i v bodé xy a proto u'(xg—) — u/(zo+) = 0. Vysledna rovnice je az

na znaménko (3.20). O

Dusledek 3.21 Je-li u € C?([0,1]) a 7 =0 nebo u(xg) > 0 a u spliuje rovnici (3.24) s

okrajovymi podminkami (3.22), potom je také teSenim integrdlni rovnice (3.20).

Dikaz. Tvrzeni plyne z predchozi véty, protoze za soucasnych predpokladu funkce u

pati{ do prostoru C*([0, 1]) N C?([0, z]) N C?([xo, 1]) a splituje (3.21) a (3.22). O

32



Kapitola 4

Reseni uloh s bodovou prekazkou

V predchozi kapitole jsme pro tfi ruzné nelinearni operatory B dokazali kvalitativni
vlastnosti feseni operdtorové rovnice (3.1). Nyni se pokusime tato feSeni najit. Jako
prvni prostudujeme tlohy, ve kterych operator B odpovida pusobeni jednostranné pruzné

prekazky v jednom bodé uvazovaného intervalu.

4.1 Prekazka v krajnim bodé intervalu
Pro operator B definovany v sekci 3.2.1 predpisem (3.6) hledame teseni tlohy
1 1
ueH: / o' (z)v'(x) de — )\/ w(z)v(x)de —Tu”(v(l) =0  Yve H,
0 0

kde 7 > 0, H = {u € W2(0,1) : u(0) = 0}. Podle Vét 3.6, 3.8 je tato tiloha ekvivalentn{

s okrajovou tlohou

u"(z) + du(z) =0, (4.1)
u(0) =0, (4.2)
u'(1) = Tu (1), (4.3)

piicemz hledané feseni v m4 byt tiidy C?([0, 1]).

Nejprve vyfesime piipad 7 = 0. Podminka (4.3) ma nyni tvar
(1) =0. (4.4)

Dostavame tak ulohu na vlastni ¢isla z Véty 2.54, kterd mé nekoneéné mnoho vlastnich

Cisel
m—1 2,2
A — % (4.5)
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a jim odpovidajicich vlastnich funkei
Up(z) =sin ———, mneN. (4.6)

Plati, ze libovolny nenulovy nasobek vlastni funkce je rovnéz vlastni funkei.
Na obrazku 4.1 jsou vykresleny prvni tii feSeni uy, us, ug ilohy s prekazkou v krajnim

bodé intervalu pro 7 = 0.

Obrazek 4.1: Vlastni funkce u; (¢ernd), us (modra), us (zelend) ilohy pro 7 =0

Resenti, kterd jsme obdrzeli, zjevné nejsou prekédzkou ovlivnéna. V bodé z = 1 mohou
nabyvat zapornych hodnot a pritom zde mit nulovou derivaci. Piipad 7 = 0 tedy od-
povida uloze bez prekazky, coz plyne jiz z puvodni operatorové rovnice. V ni totiz mizi
nelinearni ¢len, ktery pusobeni piekazky modeluje.

Déle uvazujme 7 > 0. V podmince (4.3) je nyni rozhodujici hodnota u(1), rozlisime

proto nasledujici piipady.

4.1.1 Reseni spliaujici u(1) > 0
Za predpokladu, ze u(1) > 0, dostavame i pro 7 > 0 z (4.3)
u'(1)=0.

Méme tedy stejnou ulohu na vlastni ¢isla jako v pripadé 7 = 0, a proto kazdé teSeni
pozadovaného typu je zaroven fesenim ulohy bez prekazky. Je ovsem treba dbat pridané
podminky na znaménko u(1).
Jelikoz
(2n—1)m

un(1) = sinT =(-1)""#£0 VneN,

mé smysl hledat pouze feseni, pro néz je u(1l) > 0. Splnéni této podminky zajistime,

budeme-li pro lichd n uvazovat pouze kladné nasobky funkei u,, z (4.6), zatimco pro n
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sudd pouze zaporné. Celkem tedy muzeme FeSeni psat ve tvaru

(2n — 1)z

un(x) = (_1)n+1 sin 9 )

neN, (4.7)

pricemz pouze kladné nasobky téchto funkei jsou rovnéz feseni. Piislusnd vlastni cisla
jsou stejnd jako v 1loze bez prekazky, tj. A\, = (2n — 1)*7?/4.

Vsimnéme si, ze pro 7 > 0 je tloha pozitivné homogenni, coz je v souladu s Poznam-
kou 3.4. Nalezena tfeseni nemaji s prekazkou zadny kontakt, ta proto neovliviiuje jejich
tvar, jeji pritomnost se vsak projevi v omezeni pripustnych nasobku.

Na obrézku 4.2 jsou vykresleny vlastni funkce uy, us, uz dané predpisem (4.7), tj.

feseni tlohy (4.1), (4.2), (4.3) s 7 > 0 splnujici u(1) > 0.

Obrazek 4.2: Vlastni funkce uy (¢ernd), us (modrd), us (zelend) ulohy pro 7 > 0

4.1.2 Reseni spliiujici u(1) < 0

Hledejme nyni takova feseni ulohy (4.1), (4.2), (4.3), pro ktera je u(1) < 0. Podminku

(4.3) 1ze vzhledem k definici zdporné ¢asti funkce psat jako
u'(1) = —7u(l). (4.8)

Protoze —7u(1) > 0, jsou tato feseni v okoli krajniho bodu z = 1 vzdy rostouci. Hodnota
derivace v tomto bodé je pritom tim vétsi, ¢im vétsi je sila prekazky 7 nebo ¢im mensi
je hodnota u(1).

Pro (4.1) mdme charakteristickou rovnici
P +A=0, (4.9)

jejiz koreny jsou
o= :l:\/ —A. (410)
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Podle Véty 3.7 existuje netrividlni feseni pouze pro A > 0. Oba kofeny jsou tudiz ryze
imagindrni a definujeme-li

B:=vVA>0, (4.11)

muzeme psat

T2 = :Eﬂl .

Fundamentdalni systém feseni je tedy FS = {cos fz,sin Sz}, coz ndm déva obecné
feseni rovnice (4.1) tvaru

u(z) = Acos Sz + Bsin fx,

kde A, B € R jsou libovolné volitelné konstanty. Dosazenim tohoto feSeni do okrajové

podminky (4.2) dostavame

odkud
u(z) = Bsin fx. (4.12)

Z podminky (4.8) je potom
u'(1) = fBcosfS = —7Bsinf3.

Jelikoz nas zajimaji pouze netrivialni feseni ulohy, tj. feseni s B # 0, pozadujeme, aby

Bcos B = —1sinf.

Vydélime-li tuto rovnici —7 a ¢lenem cos § (ten je nenulovy, v opa¢ném piipadé by musel

byt nulovy i ¢len sin 3, coz neni mozné), dostaneme transcendentni rovnici v proménné /3

— %B =tgp. (4.13)

Na levé strané je linedrni funkce, na pravé strané funkce tangens. Ziejmé tak existuje
posloupnost korenu
0<fBr<Pa< < B, —+00
spliujici
B € (g + (n—1)m, mr) , neN (4.14)
(viz téz obrazek 4.3). S rostoucim n se navic kofeny stéle vice priblizuji levému krajnimu

bodu prislusného intervalu.
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Obrazek 4.3: Grafické feseni rovnice (4.13).
Protoze 8 = v\, vime, ze existuje posloupnost vlastnich ¢isel
D<A < <<\, = 400,
A =2, neEN,

a prislusnych vlastnich funkci

U () = By sin v/ Az . (4.15)

Znaménko B, je zde ddno pozadavkem wu, (1) < 0, tedy

B, sin \/)\_n < 0.
To bude vzhledem k (4.14) splnéno, pokud

sgn B, = (—1)".
Resen{ tedy muzeme psét ve tvaru

U () = (—1)"sin /A, (4.16)

pricemz pouze kladné nasobky téchto vlastnich funkei jsou vlastni funkce fesené 1lohy.

Na obrézku 4.4 jsou zndzornény vlastni funkce uy, us,us z (4.16) pro 7 = 5, které
odpovidaji vlastnim ¢éislim Ay = 7.02, Ay = 29.70 a A3 = 70.39. Pro 7 = 50 jsou
prvni tii vlastni funkce tilohy znazornény na obrazku 4.5. Vlastni ¢isla jsou v tomto
pripadé A\; = 9.49, Ay = 37.94 a A3 = 85.38. Hodnoty byly zjistény numerickym feSenim

rovnice (4.13).
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Obréazek 4.5: Redenf uy (Cernd), uy (modra), us (zelend) pro 7 = 50

0 0.1 02 03 04 05 t 07 08 09 Y ’

Obrazek 4.6: Funkce uy pro 7 =5 (modra), 7 = 10 (zelend), 7 = 50 (oranzové).

Na obrézku 4.6 jsou pro srovnani vykresleny vlastni funkce us pro 7 =5, 7 = 10 a

7 = 50. Piislusné vlastni ¢isla byla uvedena vyse, pro 7 = 10 je Ay = 33.18.

Poznamka 4.1 Lze ukdzat, Ze norma (3.5) na prostoru H zohlednujici hodnoty derivaci
je pro feseni viech tloh uvazovanych v této praci imérnd hodnoté v/A. Konkrétné pro

funkce u,, z (4.16) je

1 1
luw? = / W (@) d = / [/ cos /A

Vlastni ¢isla A, pfitom tvori neomezenou rostouci posloupnost (jak uvidime déle, toto

2
dx:ﬁ.
2

je pravda pro vSechny studované tlohy). To znamend, ze takto vynormované funkce w,,

by mély s rostoucim n klesajici amplitudu.
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7 duvodu prehlednosti jsou funkce na obrazcich v této praci vykreslovany s amplitu-
dou rovnou jedné, vyjimku tvoii pouze grafy feseni ulohy se souvislou prekazkou. Protoze
jsou vSechny studované tlohy pozitivné homogenni, tj. kazdy kladny nésobek feseni je

feSenim, neni v obrazcich znazornéna osa y.

7 obrazku 4.4-4.6 je ziejmé, ze ¢im vétsi je hodnota parametru 7, odpovidajici sile
prekazky, tim vice se pruseciky vlastnich funkei tlohy blizi k hodnotam nulovych bodu
funkei

sinnrr, né€eN.

Vlastni funkce tlohy se tedy s rostoucim 7 ptiblizuji tvarem feSenim Dirichletovy 1lohy
na vlastni ¢isla s homogennimi okrajovymi podminkami. V rovnici (4.13) se pro 7 — oo
blizi smérnice linedrni funkce —%B k nule a z obrazku 4.3 je patrné, ze koteny [, této

rovnice konverguji k hodnotam nm, n € N. Pro vlastni ¢isla potom plati
A\, = n*m?  pro T — +00.

Limitni hodnoty jsou pravé vlastni ¢isla zminéné Dirichletovy tlohy. Tu Ize nahlizet jako
ulohu s pevnou prekazkou, ktera nedovoluje, aby feseni v bodé jejiho umisténi nabyvalo
zapornych hodnot.

250

200

150 B

100 - B

50 - b

Obrazek 4.7: Zavislost vlastnich ¢isel A na 7. Cerné jsou vykresleny souvislé vétve
kvadrati kofent rovnice (4.13), tj. A = A(7) = B%(7), které se nachdzeji v pasech mezi

vlastnimi ¢isly tloh bez prekazky (Cervené) a s pevnou piekdzkou (modie).
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Na obrazku 4.7 je vykresleno prvnich pét vétvi vlastnich éisel ulohy (4.1), (4.2), (4.8)
pro 7 > 0, jejichz piislusné vlastni funkce jsou prekédzkou pifmo ovlivnény. Cervené jsou
vyznaceny vlastni ¢isla z (4.5) dlohy (4.1), (4.2), (4.4), jejichz vlastni funkce piekdzku
obchézeji, modie pak hodnoty n?m? odpovidaci vlastnim éislim tlohy s pevnou piekaz-
kou. Je patrné, ze Cerné kiivky vychazeji pro 7 = 0 z Cervenych a s rostoucim 7 se

priblizuji ke kiivkam modrym.

4.2 Prekazka uvnitr intervalu

Uvazujme nyni operator B z (3.12), ktery odpovidd penalizaci ve vnitinim bodé intervalu

(0,1). Uloha je v tomto pripadé dana rovnici
1 1
ue H: / o' (z)v'(x) dz — )\/ u(z)v(x)de — Tu” (zo)v(xg) =0 Yo e H,
0 0

kdet >0a H = WOM(O, 1). Abychom nasli jeji feseni, vyuzijeme Vétu 3.10, podle které

pro funkci u spliiujici uvedenou integralni rovnici obecné plati
u € C([0,1]) N C2([0, o)) N C?([z0, 1]) (4.17)

a u je feSenim okrajové tlohy

W'(2) + du(z) =0, x € (0,1)\ {z}, (4.18)
w(0) =0, (4.19)

u(1) =0, (4.20)

W (z0—) — u (zo+) = Tu (o) . (4.21)

Je-li navic 7 = 0 nebo u(zg) > 0, vime podle téze véty, ze u € C?([0,1]) a u spliuje
rovnici z (4.18) na celém intervalu (0, 1). Vzhledem k Vété 3.12 jsou obé tlohy, integralni
i diferencidlni, ekvivalentni, proto se ddle budeme zabyvat pouze Fesenim tlohy (4.17)—

(4.21).

4.2.1 Klasicka reseni

Vyiesme nejprve pifpady, ve kterych Ize obdrzet feseni tiidy C?([0,1]) (dokonce tifdy
C*([0,1])). Tyto piipady nastanou pro 7 = 0 nebo u(zy) > 0, kdy je rovnice z (4.18)

40



splnéna i v bodé x = zy. Hleddme tedy reSeni ulohy na vlastni ¢isla
u"(x) + du(z) =0, =z € (0,1)

s okrajovymi podminkami (4.19), (4.20), na ktera piipadné klademe dalsi pozadavky.
Podle Véty 2.52 existuje nekoneéné mnoho vlastnich éisel A\, = n?m?, kterym od-
povidaji vlastni funkce

u, =sinnrr, n € N. (4.22)

Pro 7 = 0 je kazdé funkce tvaru (4.22) se vSemi svymi nenulovymi nasobky fesenim
nasi ulohy, a to nezavisle na hodnoté xy. Tento piipad tak opét odpovida tloze bez
prekazky, resp. 1loze s prekazkou pusobici na feseni nulovou silou.

Je-li 7 > 0, mohou byt funkce z (4.22) feSenim pouze tehdy, splauji-li u(xq) > 0.
Vidime, ze umisténi prekazky, tj. umisténi bodu x, je nyni podstatné. Ziejmé ne vSechny
vlastni funkce Dirichletovy okrajové tlohy nabyvaji v tomto bodé nulové hodnoty, pokud
ano, je libovolny nenulovy nésobek takové funkce opét fesenim. Kazdou z vlastnich
funkei (4.22), ktera je v bodé x = zy nenulovd, lze vhodnym nédsobkem ,naladit“ tak,
aby vyhovovala pozadavku u(xg) > 0. Pouze kladné nasobky takové funkce jsou hledana
reSeni. Pritomnost prekazky se tak projevuje v omezeni co do znaménka vlastnich funkei,

ackoli jinak na feseni nepusobi (ve smyslu ztraty hladkosti).

o

Zo

Obrazek 4.8: Klasickd feseni uy (Cernd), uy (modrd), us (zelend) tulohy s prekdzkou

umisténou v bodé xy = %, 7> 0.

Na obrézku 4.8 jsou pro zo = 2/3 vykresleny vlastni funkce uy, us a uz z (4.22).
Prvni dvé prekazku obchézeji a pouze jejich kladné nasobky jsou fesenim, tieti funkce
se prekazky dotyka a tak i jeji zdporné nasobky zustavaji reSenim.

Dodejme, ze je-li z( raciondlni ¢islo, tj. tvaru p/q, p,q € N, kazda funkce z (4.22)

s n = kq, k € N, prochdzi bodem = = x(, a tedy se prekdzky dotyka. Naopak pro
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xo iraciondlni zadna timto bodem neprochéazi, dotyk tudiz nemuze nastat. V kazdém
pifpadé vsak plati, Ze viechna vlastn{ ¢isla A, = n?n? dlohy bez prekazky (tj. pro 7 = 0)

jsou také vlastnimi ¢isly tlohy s piekazkou (pro 7 > 0).

4.2.2 Deformovana resSeni

Hledejme nyni takova feseni tlohy (4.17)—(4.21) s 7 > 0, pro kterd plati u(zq) < 0. Tato
feeni spliuji rovnici (4.18), tj.

u"(x) + Mu(xz) =0
na intervalech (0,x¢) a (zo, 1), spolu s okrajovymi podminkami (4.19), (4.20) a maji
byt podle (4.17) spojita na celém intervalu (0,1). Specidlné tedy pozadujeme spojitost
v bodé xg, kterou muzeme vyjadrit ve formé podminky

u(zo—) = u(xo+t) . (4.23)
Vzhledem k pozadavku u(zg) < 0 méa prechodovd podminka (4.21) v tomto pfipadé tvar

u'(xo—) — v/ (xo+) = —Tu(xo) . (4.24)

Odtud je ziejmé, ze hledana reSeni nemohou byt hladka, jednostranné derivace v bodé xq
se lisf o hodnotu —7u(zg) > 0. Z tohoto duvodu je budeme také oznacovat terminem de-
formovand, abychom odlisili jejich kvalitativni vlastnosti od klasickych feseni z predchozi
casti.

Protoze na obou intervalech (0, xg), (2o, 1) uvazujeme stejnou rovnici, maji i prislusné

charakteristické rovnice stejny tvar
4+ A=0.

Odtud dostavame

r?=—\

a protoze podle Véty 3.11 existuje netrividlni feseni dané tlohy pouze pro A > 0, jsou

koreny
o = +v —A

ryze imaginarni komplexné sdruzend ¢isla. Oznacime-li pro jednoduchost
B:=vVA>0,
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muzeme psat
T2 = :l:ﬁl
Fundamentalni systém feseni rovnice (4.18) je FS = {cos Sz, sin fx}. V tomto tvaru
jej pouzijeme pro teSeni na intervalu (0, zp). Na intervalu (z¢, 1) zvolime fundamentalni
systém

FSg = {cos (1 — z),sin (1 — )},

ktery je rovnéz tvoren linedrné nezdvislymi resenimi rovnice (4.18). Ze souctovych vzorca

pro goniometrické funkce je totiz

cos B(1 — x) = cos fcosx + sin fsinz,

sin f(1 — x) = sin B cos x — cos Bsin z,
coz pii ztotoznéni prvku FS, FSg se sloupcovymi vektory odpovida linearni transformaci

cos B(1 — x) cosfB sinf3 cos Bz

sin 5(1 — x) sinf  —cosf3 sin Sz

a determinant matice této transformace je zjevné nenulovy.

Obecné teseni rovnice (4.18) je tedy

() ur(x) = Acosfzr+ Bsinfx na (0, zg)
U\T) = ’
up(z) = CcosPB(l —x)+ Dsinff(1 —=z) na (xg,1)

kde A, B,C, D € R jsou libovolné volitelné konstanty. Dosazenim tohoto feseni do okra-

jovych podminek (4.19), (4.20) postupné dostavame

a v dusledku

ur(x) = Bsin fz,
ug(r) = Dsin (1 — x).

Podminka (4.23) vyjadiuje pozadavek na spojitost feseni v bodé xy. K jejimu splnéni je

zapotiebi, aby se v tomto bodé rovnaly funkéni hodnoty zprava a zleva, tj.

Bsin fxg = Dsin 5(1 — o) . (4.25)
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Kone¢né z podminky (4.24) vzhledem k derivacim

u} (x) = B cos fx,
up(z) = —Dfcos f(1 — )

dostavame po dosazeni
Bp cos frg + DS cos (1 — xg) = —7 B sin fxy. (4.26)

Rovnice (4.25), (4.26) tvoii soustavu o neznamych B a D. Aby existovalo nenulové fesent,

musi byt determinant matice soustavy roven nule, tedy

sin fxg —sin B(1 — xg)

fcos B+ Tsin fxg [ eos B(1 — xg)

=0.

Vyjadrenim determinantu a uzitim souctového vzorce postupné dostaneme

B(sin B cos B(1 — xq) + cos frgsin B(1 — o))
+7sin Srgsin f(1 —xg) = 0
Bsin (Bxo + B(1 — x0)) + 7sin Bzosin B(1 — zo)
fsin B + 7 sin fxgsin (1 — zg)
Z posledni rovnice je

fsin B = —7 sin frgsin B(1 — xq) (4.27)

a hledame takova § > 0, pro ktera nastane rovnost. To odpovida hledani pruseciku

funkei

f(B) = Bsinp,
9(B) := —7sin frgsin B(1 — xg)

na intervalu (0, 00).
Funkce f je spojita a strida znaménko ve svych kotrenech § = nw, n € N. Jeji prubéh

je znédzornén na obrazku 4.9. Specialné je
f(0)=f(r)=f(2r)=0, f>0na(0,7), f<O0na(m?2n). (4.28)

Funkce g : (0,00) — [—7, 7] je spojitd a omezend funkce s mnozinou nulovych bodu
k k
{—”, T ke N} .
Zo 1— o
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Obrazek 4.9: Graf funkce f(f) = fsinf.

Vzhledem k tomu, ze uvazujeme xy € (0, 1) a v predpisu funkce g vystupuje soucin funkef
sin fzg a sin (1 — xp), ktery je v parametru xy symetricky viuci bodu x = 1/2, muzeme
déle bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze zy € [%, 1). Potom je 1 — g < 2 a tudiz

km km
— <
To 1— X

, keN,

pricemz rovnost nastava pouze pro xg = %

Oznacme nejmensi kladny kofen funkce g pismenem ~. Z vySe uvedeného vyplyva,

ze
T
Y=
Lo
a plati
v € (m,2x]. (4.29)

Protoze se jednd o prvni kofen funkce g na (0, c0), je
g <0mna (0,7). (4.30)

Pokud z¢ > %, jev € (m,2m). Odtud a z (4.28), (4.30) plyne, Ze nejmensi kladny prusecik
By funkci f a g splnuje
B € (m,7), (4.31)
viz téz obrazek 4.10.
Pro zy = % je

g(B)=—1 sin2§ <0 na (0,00)
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Obrézek 4.10: Pruseciky funkei f a g, tj. kofeny rovnice (4.27) pro xy = 0.6, 7 = 10;

prvni prusecik 3; v intervalu (7, )
a 7 = 2w je dvojnasobny koren funkce g. Je tudiz
g2m)=4¢'(2m) =0 (4.32)

a g nabyva v bodé f = 27 svého maxima. Funkce g je proto na okoli bodu 27 konkavni.
Oproti tomu je funkce f, pro kterou je rovnéz bod f = 27 kofenem, na okoli tohoto
bodu ryze rostouci. Diky (4.28) a (4.30) proto i v tomto piipadé splnuje nejmensi kladny
prusecik 8 funkei f a g (4.31), bod § = 27 je jejich druhym prusecikem, (obrazek 4.11).

Nezavisle na hodnoté xg jsme tak zjistili, ze prvni kotfen (3; se vzdy nachéazi v intervalu

(7,7). Prvni vlastni ¢islo tlohy (4.18)—(4.20), (4.23) a (4.24) s 7 > 0 je pak
A\ :5% € (71'2,471'2} .
Dale plati, ze funkce f prochazi body

3 3
g+2n7r,g+2n7r], resp. [§+2nﬂ,—(§+2nw)], n €N,

jedné se o body, ve kterych se funkce y = f(f) dotykd piimky y = [, resp. piimky
y = —(. Jsou to body lokélnich maxim, resp. minim funkce f. Je ziejmé, ze hodnoty
téchto maxim, resp. minim tvoii v absolutni hodnoté rostouci posloupnost a pro f > 7
jiz lezi mimo interval [—7, 7|. Jelikoz je funkce g omezend, protoze jeji obor hodnot je

podmnozinou [—7, 7|, existuje m € N tak, ze 7/2+mn > 7 a diky spojitosti obou funkef
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Obrézek 4.11: Pruseciky funkei f a g, tj. kofeny rovnice (4.27) pro xy = 0.5, 7 = 10;

prvni prusecik 3; v intervalu (7, )
tak lezi v kazdém intervalu

3
%%—(m—i—n)m%—i—(m—i—n)ﬂ , neN,

alespor jeden koten (4.27). Dokézali jsme tak, ze existuje rostouci posloupnost 3, — +oo
pruseciku funkei f a g, tedy kofenu (4.27). Jejich druhé mocniny tvori neomezenou
rostouci posloupnost vlastnich ¢éisel A, ulohy (4.18)—(4.20), (4.23) a (4.24) s 7 > 0.

Mozné prusecéiky funkei f a g na intervalu [27,7/2 + mn| nebudeme podrobnéji
specifikovat, nebot funkce g v zavislosti na xy méni sviij tvar zptsobem, ktery je pro
tento ucel obtizné uchopitelny. Podstatny je fakt, ze existuje celd posloupnost téchto
pruseciku, které pro konkrétni hodnoty 7 a xy dokazeme numericky najit.

Pokud je 8 kofenem (4.27) a plati, ze § # nm, n € N, existuje netrividlni dvojice
koeficientu (B, D) # (0,0) — napiiklad tvaru

(B.D) = (B,B sin Sz )

sin 5(1 — xg)
splnujici (4.25), (4.26). Diky existenci celé posloupnosti kofenu [3,, rovnice (4.27) vime,

ze existuje posloupnost vlastnich ¢isel ilohy

A = 32 (4.33)

n
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kterym odpovidaji vlastni funkce

@) B, sin A,z na (0, o) (4.34)
Un(T) = ow .
smb%gxo sin (1 - 'T) na (.Z'o, 1) ’

Znaménko konstanty B,, # 0 je dano pozadavkem
Un(z9) <0,

tedy

B, sinv/\,xqg <0.

Pokud je f = nm kofenem (4.27) pro néjaké n € N (takové [ existuji, prave kdyz je xq

272 vlastnim ¢islem a prislusné vlastni funkce je u,(x) = sinnwz.

racionélni), je A\, = n
Ta je ale v bodé x = xy nulové a nespliuje tak pozadavek u(xg) < 0. Tyto piipady byly
diskutovany v ¢asti o klasickych tesenich.

Na obrazcich 4.12, resp. 4.13 jsou pro tfi ruzné hodnoty 7 znazornény funkce uq,
resp. us z (4.34) pro prekazku umisténou v bodé xg = 0.6. Numericky nalezené hodnoty
vlastnich ¢isel jsou Ay = 16.48, Ay = 43.03 pro 7 = 5, A\; = 19.98, Ay = 46.10 pro 7 = 10
a A\; = 26.52, Ay = 58.67 pro 7 = 100.

Vsimnéme si, ze pii zvétsujicim se 7 se po vynormovani zmensuje amplituda na
jednom z podintervalu (zo, 1), resp. (0, zy), a zustava jednotkova na intervalu opa¢ném.
To odpovidé vysledkum z [6], kde je tato dloha FeSena pro pevnou piekdzku v xy — na
jednom z intervalu (0, xg), (zo,1) je prislusnd vlastni funkce nulovd, na druhém jde o

vlastni funkci homogenni Dirichletovy tlohy. Vlastni ¢isla tlohy s pevnou piekazkou jsou

tudiz
2.2 2.2
M= = T neN. (4.35)
Lo (1 — o)
Na obrazku 4.14 jsou ¢ervené vykresleny hodnoty vlastnich éisel A, = n?7?, kterym

odpovidaji nedeformované vlastni funkce, které bud prekazku umisténou v bodé z¢ = 0.6
ze spravné strany obchézeji nebo se ji jen dotknou. Cerné jsou vyneseny vétve vlastnich
¢isel z (4.33), tj. vétve kvadratu kofenu rovnice (4.27). Zelené jsou pro srovnani vyne-
seny jesté hodnoty vlastnich funkeci ulohy s pevnou prekazkou. Obdobné jako v sekci
s prekazkou na kraji intervalu je patrné, ze ¢erné krivky vychazeji vlevo pro 7 = 0
z Gervenych a blizi se pro rostouci 7 kiivkdm modrym. Vlastnimu éislu A = 2572 ~ 250

odpovida vlastni funkce, kterd se prekazky dotyka, ma dva nulové body na intervalu
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Obrézek 4.12: Reden{ u, tlohy s piekazkou v zg = 0.6 pro 7 = 5 (Gernd), 7 = 10 (zelend),

7 =100 (oranzova)

Obrazek 4.13: Reden{ u, tlohy s prekazkou v o = 0.6 pro 7 = 5 (Gernd), 7 = 10 (modrd),

7 = 100 (oranzové)

(0,0.6) a jeden na intervalu (0.6,1). Toto A je zaroven vlastnim ¢islem A5 z (4.33), tedy

Ps = 57 je kofenem (4.27) a piislusna vlastni funkce je us z (4.22). Navic,
s = A =\

To je dano tim, ze je prekdzka umisténa v racionalnim bodé xg = 0.6, ktery rozdéluje
interval (0,1) v poméru 3 : 2. Pokud by zg bylo iracionélni ¢islo, zddn4 vlastni ¢isla pro

Dirichletovy tlohy na jednotlivych podintervalech by nikdy nesplynula.
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Obrézek 4.14: Zévislost vlastnich ¢fsel A na 7. Cerné jsou vykresleny souvislé vétve
vlastnich &fsel z (4.33), ¢ervené jsou vyznaceny vlastni ¢isla A, = n?7%, modfe hodnoty

vlastnich ¢isel z (4.35); o = 0.6
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Kapitola 5
Reseni tlohy se souvislou piekizkou

Hledejme nyni feseni rovnice

ueH: /0 u'(x)v'(x) do — /0 (M) + TX[zo1(z)u (2)) v(z)dz =0 Vv € H,

kde 7 > 0, 7y € (0,1) a H = W,*(0,1), tj. operatorové rovnice (3.1) konkretizované
v sekci 3.2.3 pro nelinearni operator B, ktery odpovida pusobeni jednostranné pruzné
prekdzky na intervalu [z, 1) C (0,1).

Tato teseni budeme hledat jakozto feSeni jistych diferencidlnich rovnic druhého tadu
s okrajovymi a prechodovymi podminkami, které jsou s puvodni tlohou ekvivalentni.
Nasim cilem bude najit zakladni typy feSeni, které demonstruji charakteristiky tlohy.
Obecngjsi tvary feseni pak muzeme obdrzet rozdélenim problému na diléi ¢asti, pricemz
reSeni kazdé z nich bude odpovidat nékterému z nize uvedenych ptipadu.

Typy teseni rozlisime podle deformace a mnoziny kontaktu s prekazkou. Za deformo-
vané feSen{ pfitom budeme povazovat kazdé feseni, které je maximalné tiidy C?([0, 1]).
V této notaci tak muze byt i klasické feseni deformované, jestlize jeho tieti derivace neni

spojita na [0, 1]. Mnozinou kontaktu feseni s prekdzkou rozumime mnozinu
K ={z€(0,1):u(z) <0} Nxg,1).

Jestlize K = (), feseni nemd s prekdzkou kontakt. Pokud je K = {x¢}, fikdme, zZe Feseni
se prekazky dotgkd. Plny kontakt nastavé, je-li K = [x9,1) a u(x) < 0 pro vSechna
x € [xg,1). Mnozina kontaktu muze byt rovnéz vlastni ¢asti prekazky. Potom ji budeme
oznacovat jako mnozinu s volnou hranici. Jako nejjednodussi pripad vyclenime souvislou

mnozinu K = [a, 1), o € (2o, 1).

51



5.1 Nedeformovana reseni

Podle Véty 3.16 je feseni u uvazované integralni rovnice pro 7 = 0 nebo u(zg) > 0 tiidy

C?([0,1]) a spliuje diferencialni rovnici
u"(z) + Mu(z) + TX[zo)(2)u" () =0, z € (0,1), (5.1)
spolu s okrajovymi podminkami
u(0) =0, u(l) =0. (5.2)

Vzhledem k tomu, jak jsme zavedli pojem deformace, nemusi uvedend regularita nutne

znamenat, ze se jedna o nedeformovand feseni. PfepiSeme-li rovnici vyse do tvaru
" —
—u'(x) = Au(2) + TX[eo 11 ()u” (7)

a uvédomime-li si, Ze clen s Tx[z,1)(x)u"(z) je za uvedenych pfedpokladi spojity na
(0, 1), nicméné neni obecné diferencovatelny (napiiklad pokud funkce u méni na intervalu
(20, 1) znaménko), dojdeme k zdvéru, ze nedeformovand feseni lze obdrzet tehdy, je-li
7 = 0 nebo u(zg) > 0 a u(zr) > 0 na intervalu (xg, 1).

V obou uvedenych pripadech je nelinedrni ¢len v rovnici (5.1) nulovy, dostdvame tak
ulohu na vlastni ¢isla

u'(z) + Au(z) =0, z € (0,1), (5.3)
s Dirichletovymi okrajovymi podminkami (5.2), kterd ma nekoneéné mnoho vlastnich
¢isel N, = n?m? a jim odpovidajicich vlastni funkec

up(z) =sinnmr, neN.

Je-li 7 = 0, je libovolny nasobek vlastni funkce rovnéz vlastni funkci. Vidime také,
ze nalezend teseni jsou tiidy C'*°([0, 1]), prekédzka je nedeformuje. Piipad 7 = 0 tak opét
odpovida tloze bez prekazky.

Pro 7 > 0 musi nedeformovand feseni splnovat podminku u(x) > 0 na (zo,1).

Rozlisime je nyni podle typu kontaktni mnoziny.

5.1.1 ResSeni bez kontaktu s piekizkou

Necht 7 > 0 a 2o € (0,1). Hledejme feseni tilohy (5.3), (5.2) spliujici u(x) > 0 pro

x € [xg,1). V tomto pripadé je K = ) a feSen{ nemaji s prekdzkou kontakt, jinymi
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slovy prekazku obchdazi. Ziejmeé je podstatné jeji umisténi, protoze bod x = xg vystupuje
v pridané podmince. Jelikoz je xy vstupnim parametrem tlohy a muze nabyvat libo-
volné hodnoty z intervalu (0, 1), zjednodusime si hledédni pozadovanych feseni pomoci
nasledujici avahy.

Kazdé teseni této tlohy spliujici danou podminku je i feSenim 1lohy bez prekazky,
nebot rovnice i okrajové podminky zistavaji stejné. Ptejme se tedy, pro jaké hodnoty x
bude néktera z vlastnich funkci tlohy bez prekazky splnovat podminku kladnych hodnot
na intervalu [z, 1). Funkce

uy(z) = sinma
spolu se vSemi svymi kladnymi nasobky obejde libovolné umisténou prekazku, tj. je
feSenim nezéavisle na hodnoté xy. Zaporné nasobky fesenim nejsou. Pro zy € (%, 1) bude
feSenim také funkce

ug(z) = —sin 27z,
stejné jako vSechny jeji kladné nasobky. Podobné pro xy € (%, 1) dostavame dalsi feseni
ug(z) = sin 3wz

a libovolny kladny nasobek tohoto teSeni je opét fesenim. Bude-li prekazka umisténa
napiiklad na intervalu [0.7, 1), jsou hledand feseni funkce uy, ug, uz. Situace je znadzornéna

na obrazku 5.1.

0.8 0.9 1

Obréazek 5.1: Funkece wuy, us, uz obchazejici prekdzku umisténou na intervalu [0.7,1).

Plati tedy, ze funkce
uy(x) = (=1)"Msinnrr, n=234..., (5.4)

resp. véechny jeji kladné nasobky, spliiuje podminku u(z) > 0 na [z, 1) za predpokladu,

n—1
:CO> )
n
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tj. bod zg se nachazi za poslednim nulovym bodem funkce w,, v intervalu (0, 1).

Vsimnéme si, ze pro xy z intervalu (0, 3] existuje (az na kladny nésobek) jediné fesent,

L 21 mdme jiz dvé feseni uq, uy. Zobecnénim dojdeme k
)

a tim je funkce uy. Pro zy € (3, 3

zaveéru, ze zvétSovanim hodnoty xg vzrustd pocet teseni pii prekroceni kazdé z hodnot
”T_l, n = 2,3,4..., které odpovidaji bodum, ve kterych prislusna funkce u,, naposledy
méni znaménko. Nyni tak muzeme provést diskusi reseni vzhledem k parametru xg.
Interval (0, 1) lze nahlizet jako systém navzajem disjunktnich intervalu

—1
]n:(n , " ], neN,
n n+1

a plati, ze je-li g € I,, pro néjaké n € N| existuje (az na kladny nésobek) préavé n feseni
tvaru

up(z) = (=) sinkrr, k=1,2,...n,

které nemaji s prekazkou zadny kontakt.

Vidime tak, Ze ackoli nezaleZ{ na sile piekdzky 7, nebot na feseni fakticky nepiisobi,
projevi se jeji pritomnost omezenim nasobku vlastnich funkci tdlohy, které jsou stejné
jako pro tlohu bez prekazky. Pocet i tvar feseni je ddn hodnotou parametru zq € (0, 1).

Cim veétsi je tato hodnota, tim vice Tfeseni dostavame.

5.1.2 Reseni dotykajici se prekazky

Zbyva vytesit piipad, kdy 7 > 0, u(zg) = 0 a u(x) > 0 pro x € (xo, 1), tj. kdy K = {x¢}.
Resenf tlohy (5.3), (5.2) tohoto tvaru se tedy prekdzky umisténé na intervalu [, 1),
xo > 0, dotykaji.

S vyuzitim poznatku z predchozi ¢asti snadno nahlédneme, ze funkce
uy(x) = (=1)"Msinnrr, n=234...,

spolu se vSemi svymi kladnymi nasobky ma v bodé xy dotyk s prekazkou, jeslize plati

n—1
To = )
n

tj. krajni bod prekazky splyva s bodem, ve kterém dana funkce naposledy méni znamén-
ko. Protoze funkce

uy(z) = sinmx,
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Obrazek 5.2: Funkce uy dotykajici se prekazky s krajnim bodem zqy = %.

uvazujeme-li pouze jeji kladné nasobky, nabyva na intervalu (0, 1) pouze kladnych hod-

not, nemuze ziejmé vyhovovat pozadavku u(zg) = 0.

P:{”_l, n:2,3,4...}.
n

Je-li zy € P pronéjakén = 2,3,4. .., jsou hledand feSeni vSechny kladné nasobky funkce

Ozna¢me P mnozinu

un(2) = (—1)" M sinnnz.

Jestlize xy € (0,1) \ P, feSeni pozadovaného typu neexistuje.

5.2 Deformovana reseni

Reseni integralni rovnice, kterd jsme doposud nagli, byla vzdy tifdy C°°([0,1]). To je
ziejmeé specialni piipad. Podle Véty 3.16 totiz pro feSeni v uvazované integralni rovnice
obecné plati

u € CY([0,1]) N C2([0, o)) N C*([z0, 1])

a pro 7 > 0 je pouze pii splnéni podminky u(zy) > 0 fegeni tiidy C? na celém intervalu

[0, 1]. Déle je podle téze véty u fesenim diferencidlni rovnice
u"(z) + M) + TX o) (®)u(z) =0 mna (0,1) \ {zo}, (5.5)
kde 7 > 0, s okrajovymi podminkami
u(0) =0, (5.6)

u(l) =0. (5.7)



Protoze v bodé xy nemusi existovat druhd derivace, je tento bod z intervalu (0, 1) expli-

citné vyloucen. Vlastné tak mame dvé rovnice
u"(x) + Au(z) =0 ma (0, ), (5.8)
u"(z) + du(z) + 7u~(z) =0 na (xg,1) (5.9)
propojené navzajem prechodovymi podminkami
u(zo—) = u(zo+), (5.10)
' (zo—) = v (zot+) , (5.11)

nebot fesen{ u ma byt na [0, 1] hladké.

Konecné pripomenme podminku
' (zo—) — u"(zo+) = Tu" (70)

rovnéz vystupujici ve Vété 3.16. Podle Poznamky 3.18 je tato podminka ekvivalentni s
podminkou spojitosti v bodé xg, proto ji pii vypoctech nebudeme pouzivat. Presto ji
zde vSak nyni uvadime, protoze je z ni, na rozdil od podminky spojitosti, vidét zavislost
velikosti zlomu druhé derivace na hodnoté 7.

Regen{ integralni rovnice (3.20) tedy budeme hledat jakozto feseni tlohy dané di-
ferencidlni rovnici (5.5), resp. rovnicemi (5.8), (5.9), které spliiuje okrajové podminky
(5.6), (5.7) a prechodové podminky (5.10), (5.11). Podle Véty 3.20 jsou totiz obé tlohy
ekvivalentni. Je-li u(xy) > 0, je rovnice (5.5) splnéna na celém intervalu (0, 1) a vime, ze
feSeni je tifidy C?([0,1]), ¢ehoz budeme rovnéz vyuzivat.

Tuto tlohu ztejmé neni mozné tesit, aniz bychom na zac¢atku predpokladali alespon
ptiblizny tvar funkce u. Prvni rozliseni provedeme vzhledem ke znaménku u(zg). Kvuli
nelinedrnimu ¢lenu s u~ vystupujicimu v rovnici je dale podstatny prubéh funkce u na

intervalu (¢, 1). St¥idé-li zde znaménko, dostdvame rovnice
u"(z) + Au(x) =0na M,
resp.
u'(z) + Mu(z) — Tu(x) = 0na M~
kde M, resp. M~ jsou takové podmnoziny intervalu (g, 1), na kterych funkce u nabyva
pouze kladnych, resp. zapornych hodnot.

Prostudujeme nyni podrobnéji dva nejjednodussi pripady, které povedou vzdy na

feseni pouze dvou diferencialnich rovnic.
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5.2.1 ResSeni s plnym kontaktem s piekizkou

Zaméiime se v tuto chvili na feseni s kontaktni mnozinou K = [zg, 1), tj. na takova, kterd
jsou na intervalu [xg, 1) zdpornd. Specidlné pro né plati u(zy) < 0, a tedy v tomto bodé ne-
maji druhou derivaci. Budeme tak fesit ilohu danou rovnicemi (5.8), (5.9) a podminkami
(5.6), (5.7), (5.10), (5.11), pficemz rovnici (5.9) muzeme diky pfedpoklddanému charak-

teru feseni psat ve tvaru
u'(z) + (A= 7)u(z) =0 na (zg,1). (5.12)
Kofeny charakteristické rovnice pro (5.8) jsou

T2 = :I:\/ —)\,

pro (5.12) potom

RLQ - im .

Jaké fundamentalni systémy na piislusnych intervalech obdrzime, bude zaviset na hod-
noté vyrazi pod odmocninami. Podle Véty 3.19 existuje netrividlni feseni tlohy pouze

pro A > 0. Na (0, zg) tak vzdy dostavame fundamentélni systém
FS, = {cos V\z, sin \/Xx} ,
tj. obecné reseni
ur(x) = Acos Vz + BsinViz, z€ 0, zo],

kde A, B € R jsou libovolné konstanty. Vzhledem k okrajové podmince (5.6) musi byt
A =0, odkud
ug(r) = BsinvVz, ze€[0,2), BeR. (5.13)

V piipadé rovnice na intervalu [zg, 1] zdlezi na znaménku rozdilu 7 — A. Rozlisime

nyni jednotlivé moznosti.

Pripad 0 < A <71

Hledejme nejprve vlastni ¢isla A € (0, 7). Protoze 7 — A > 0, jsou koteny charakteristické

rovnice pro (5.12) ruzné redlna ¢isla. Oznacime-li pro jednoduchost

Ri=Vi—A,
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muzeme psat
RLQ =+R, R>0,

aFS = {eRx, e*Rx}. Misto tohoto fundamentalniho systému pouzijeme systém
FSR _ {eR(l—a:)’ e—R(l—CC)} :

ktery lze ziskat z ptivodniho pomoci linearni transformace

eR(l—a:) — eRe— Rz

o~ R(-2) — ,~R Rz
Maéame tak obecné feseni
up(z) = CefU=%) 4 De~B1=2) 2 c (2,1, C,DeR,
jehoz dosazenim do okrajové podminky (5.7) dostavame, ze D = —C, a tedy
up(z) = C (") — e RO g € [20,1], C€R. (5.14)
Podle podminek (5.10), (5.11) ma déle platit
ur(ro) = ur(zo)

uy (o) = up(xo)
tj.
Bsin \/Xxo =C (eR(lf:ro) _ efR(lfxo)) 7
B\/XCOS \/X:L‘O — —OR (eR(lffﬂO) + e*R(l*.’EQ)) ’

coz je linearni soustava dvou rovnic pro dvé neznamé B a (. Ta ma netrivialni feSeni,

(5.15)

pravé kdyz
sin \/X:co — (eR(l—a:o) _ e—R(l—xo))
\/Xcos \/Xxo R (@R(l—xo) 4 e—R(l—xo))

=0
neboli
Rsin v/ Az (eR(l_m) + e_R(1_$°)) + VX cos VA (eR(l_xO) — e_R(l_””O)) =0. (5.16)

Protoze dle predpokladu plati R > 0, A > 0 a x9,1 — 29 € (0,1), je soucet i rozdil
exponencidl v zavorkach vzdy kladny. Navic, kdyby sin v/ Azo = 0, pak by z rovnice (5.16)

musel byt i cos v Az = 0, coz neni mozné. Proto lze (5.16) ekvivalentné prepsat do tvaru

— VX cotgV/Azg = VT — X coth <\/7’ — A1 - x0)> : (5.17)
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Vlastni ¢isla A € (0, 7) jsou kofeny této nelinedrni rovnice. Jednd se o pruseciky funkei

F(A) = =V cotgv/Azo,
g(\) = V7 =X coth (VT = X1 — z9)) .

Funkce f je spojitd a rostouci na kazdém souvislém podintervalu svého defini¢niho

a nabyva kladnych hodnot na kazdém intervalu

() (252)  nen

((25)) =0, 00 e, kemui)

oboru

pricemz

Zo k4+1)m/x0)2

tedy f zobraz{ kazdy interval I,}, k € NU{0}, spojité a vzdjemné jednozna¢né na interval
(0, 400).
Funkce g(A) je spojitd, kladné a klesajici na svém definicnim oboru D(g) = (0,7) a

lze ukézat, ze

. 1
)\11317 g()\) N 1-— Zo ’

Odtud vyplyv4, Ze v kazdém intervalu I,7, k € NU{0}, ktery cely lezi v (0, 7), se nachdz{
pravé jeden kofen rovnice (5.17).
Zabyvejme se nyni otazkou, kdy existuje alespon jeden kotfen této rovnice, tj. kdy se

funkce f a g protnou alespon v jednom bodé. K tomu musi byt splnéna podminka
T > Tmin ,

kde Tiin je nejmensi kladny kofen rovnice

1
1—.1’0‘

— V/Tcotg /Ty = (5.18)

Je-li toto splnéno, mohou existovat i dals kofeny v intervalech I,", k € N, a to pravé
kdyz

T> Tmin,k »

kde Tin je kofen rovnice (5.18) na intervalu I ,j . Situace je pro xop = 0.6 a Ctyfi ruzné

hodnoty parametru 7 znazornéna na obrazku 5.3.
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| | |

Obrazek 5.3: Funkce f — ¢ernd; funkce g — ¢ervené pro 7 = 8, modfie pro 7 = 50, oranzové

pro 7 = 100 a zelené pro 7 = 200; xq = 0.6

Zjistili jsme tedy, ze pro 7 > Tyin, kde hodnota 7, zavisi na x(, existuje alespon
jeden kofen uvazované nelinedrni rovnice (5.17), tedy alespon jedno kladné vlastni ¢islo
nasi tlohy spliujici A < 7. Je-li navic 7 € (Tuin ks Tmink+1) Pro néjaké k € NU {0}, kde
Tmin,0 = Tmin, Obdrzime pravé k + 1 vlastnich ¢isel. Ty oznacime \,, n =1,...,k+1 a
bude platit, ze A, € I ,.

Vyjadiime-li C' pomoci prvni rovnice z (5.15) jako

- sin v/ Ao 5 2 sin v/ Az
eVT=A(1-20) _ o—vVT=A(1—) sinh (\/T —A(1 - 1‘0)) 7

jsou pak pro dana xg a 7 vlastni funkce wu,, odpovidajici vlastnimu ¢éislu A,

B,sinVA\,z, x€[0,x0],
() = (5.19)

sin vV An o . — i
aninh (M(lo—xo)) sinh (\/T A1 x)) , X € [z, 1].

Znaménko koeficientu B,, je pritom déano vztahem

B, sin\/\,xg <O0.

Protoze zg € (0, 1) a funkce sinh je pro kladné hodnoty argumentu kladna, maji vsechny
funkce u,, pozadovany profil, tj. nemeéni [z, 1) znaménko a mmnozinou kontaktu je cely
tento interval.

Na obrazku 5.4 jsou pro piekdzku umisténou na intervalu [0.6, 1) vykresleny vlastni

funkce u; dané predpisem (5.19) pro tii ruzné hodnoty parametru 7, konkrétné pro
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7 =15, 7 =50 a 7 = 100. Numerickym feSenim rovnice (5.17) jsme obdrzeli vlastni ¢isla
A1 =135, A\ = 17.59 a A; = 19.94 odpovidajici (v tomto poradi) uvedenym hodnotdm 7.

Pro 7 = 100 existuje jesté jedno vlastni ¢islo splaujici A < 7, a to Ay = 76.24.
Odpovidajici vlastni funkce us je spolu s prvni vlastni funkei u; znédzornéna na obrazku

5.5. Pro 7 = 15 a 7 = 50 vyhovuje této podmince pouze prvni vlastni ¢islo.

Obrazek 5.4: Prvni vlastni funkce u; dlohy pro 7 = 15 (¢ernd), 7 = 50 (modrd) a 7 = 100

(zelend); o = 0.6

0 2

Obrazek 5.5: Vlastni funkce uy (¢ernd), us (zelend) tlohy s 7 = 100 a zg = 0.6

Piipad A =171

V této casti budeme vlastné hledat specialni hodnoty parametru 7, pro které je A = 7
vlastnim ¢islem tlohy (5.6)—(5.12). V dalsim tak budeme neznamou oznacovat 7, nikoli \.
Charakteristickd rovnice pro (5.12) mé za predpokladu A = 7 dvojnésobny koten

R = 0. Na pravém podintervalu tak muzeme zvolit fundamentalni systém
FSR:{l,l—x} s
kde funkce 1, 1 — 2 jsou linedrné nezévisla feseni rovnice (5.12). Dostdvame tedy obecné
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reseni
up(x) =C(1—xz)+ D, z € [xg1],
pricemz C, D € R jsou libovolné volitelné konstanty. Ma-li ugr splinovat okrajovou pod-

minku (5.7), musi byt ziejmé D = 0, ¢imz se predpis zjednodusi na
up(zx) =C(1—2x), x €z}, CeR.

Dosazenim tohoto feseni do podminek (5.10), (5.11) (pfipomenme, ze na intervalu [0, z]
stale uvazujeme obecné feseni (5.13)), obdrzime pro neznamé koeficienty B, C' systém

rovnic

Bsin/Tzo = C(1 — z0) ,
By/Tcos/Txg = —C.

Netrividlni teseni (B, C) # (0,0) existuje tehdy a jen tehdy, je-li determinant soustavy

(5.20)

roven nule, tj. plati-li

sin /720 + (1 — x9) /T cos v/Txo = 0. (5.21)

Vzhledem k predpokladu sin /72y < 0 je z rovnice vyse cos+/Txg # 0, muzeme ji tedy

timto clenem vydélit a ekvivalentné psat

tev/Tro = —(1 — 20)V/T, (5.22)
resp. pri oznaceni = /T
Na levé strané je funkce tangens v proménné (3 s periodou wlo, na pravé strané je klesajici

linedrni funkce v téze proménné, ktera prochazi pociatkem a je zaporna pro [ > 0.

Existuje tudiz posloupnost kladnych kofenu této rovnice

By € (l+(k—1)1,1+(k—1)1> - ((k—1>1,k—”> , keN,

QLU(] o Xo i)

ne (((-2)2) () e

Je-li pro dané = € (0, 1) a pro néjaké k prirozené T = 73, existuje vlastni ¢islo A = 7.

resp. kofenu (5.22)

Vyjadiime-li konstantu C' z prvni rovnice (5.20), je ptislusnd vlastni funkce

Bsin/7x, x € 0,1,

BEVIED (1 _ gy e [z, 1]

1—x9

u(zr) =
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Zmaménko koeficientu B je opét dano pozadavkem
Bsin \/Tx9 < 0.

Diky tomu snadno nahlédneme, Ze na intervalu [z, 1) je toto feseni u vzdy zdporné, ma
tedy s prekazkou plny kontakt.

Pro xg = 0.6 jsme numericky nalezli prvni dva koteny 7, = 13.14, 75 = 69.55 ne-
linedrni rovnice (5.22), tj. hodnoty parametru 7, pro které existuje vlastni ¢islo tilohy

A = 7. Prislusné vlastni funkce jsou vykresleny na obrazku 5.6.

Obrazek 5.6: Vlastni funkce tlohy s 7 = 13.14, resp. s 7 = 69.55 odpovidajici vlastnimu
¢islu A = 7 = 13.14 (Gernd), resp. A = 7 = 69.55 (modrd); zo = 0.6

Pripad A > 7

Zabyvejme se nyni hleddnim vlastnich ¢isel uvazované tlohy (5.6)—(5.12), pro kterd plati
A > 7. Kofeny charakteristické rovnice pro (5.12) jsou v tomto piipadé komplexné

sdruzena ryze imaginarni ¢isla
Riyg=+VT—A==4iVA-1.
Muzeme tedy (podobné jako v sekci 4.2.2) zvolit na intervalu [z, 1] fundamentalni systém
FSgr = {COS (\/ﬁ(l - x)) ,sin <m(1 - :L'))} )
ktery dava obecné feseni tvaru
ugr(z) = C cos (\/E(l — x)) + Dsin (\/E(l - x)) , T € [z, 1],

pro néjaké konstanty C, D € R. Z podminky (5.7) je



odkud
uR(x):Dsin<\//\—T(1—a:)), x € [xg,1], DeR.

Dosadime-li nyni funkci ug danou timto predpisem spolu s funkei uy, z (5.13) do podminek

(5.10), (5.11), dostaneme soustavu

BsinvAzy = Dsin (\//\ —7(1— xo)) ,
BV cos vV Arg = —Dv/X — 7 cos (\//\ —7(1— :Eo))

pro neznamé koeficienty B a D. Tento systém ma netrivialni feSeni tehdy a jen tehdy,

(5.23)

je-li
sin v/ \zg —sin (VA = 7(1 — 20))

-0,
VAcosVAzg VA —7cos (VA —7(1—0))

tj.
VA — 7sin VA cos (\/E(l - :Uo)> + VA cos V Az sin (\/E(l - xo)) =0.

Diky predpokladim sin vAze < 0 a sin (VA =7(1 = 20)) < 0 (hledané FeSenf musf byt
v bodé z( zdporné, jestlize ma mit s prekdzkou plny kontakt) muzeme tuto rovnici

ekvivalentné zapsat jako
— VX cotgV Az = VA — 7 cotg <\/)\ —7(1— xg)> : (5.24)

Na levé strané je stejna funkce f jako v (5.17), jejiz vlastnosti byly popsany v ¢asti o

vlastnich ¢islech A < 7, na pravé strané je funkce
h(A) = VA — T cotg (\//\ —7(1— a:o)> :
Podobné jako funkce f je i h spojita, avsak klesajici na kazdém souvislém podintervalu

Ty = ((157;0)17, (%):7) . ke Nu{o}.

svého definié¢niho oboru a plati pro ni

1
lim h(\) = >0, lim h(\) = —o0,
AoTy 1—x A= (m/(1—20))24+7—
lim h(\) = +o0, lim h(\) = —o0, keN.
A= (km/(1—z0))2+7+ A= ((k+1)m/(1—z0))2 47—
Jelikoz plati
1
li AN)=—-——<0, li A) = +o0,
A IO =7 <O i S = e
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lim  f(\) = —o0, lim f(A) =400, keN,
A%(kw/zo)i_ A= ((k+1)7/z0)2

musi na kazdém intervalu Ji -, k € N, i na kazdém intervalu
kn\* [ (k+1)7m\°
[k::<(_ﬁ) (ﬂ))) keN,
Lo Lo

I, C (1,+00),

takovém, ze

existovat alespon jeden prusecik funkei f a h, tedy koten rovnice (5.24). Prusec¢iky mohou
pfitom existovat i na intervalu Jp ,, resp. na Iy takovém, ze I, ¢ (7,+00). Na obrazku

5.7 je situace znazornéna pro xg = 0.6, 7 = 100.

1

Obrézek 5.7: Koteny rovnice (5.24) pro o = 0.6, 7 = 100 jako pruseciky funkei f(\)
(¢ernd, asymptoty (km/z¢)?%, k= 0,1,2,...) a h(\) (¢ervend, asymptoty (kw/(1—x¢))*+7,

k=0,1,2,...). Prvni prusecik se v tomto piipadé nachédzi na intervalu Jp ;.

Vyjadiime-li D z prvni rovnice v (5.23) jako

sin \/Xxo
sin (VA = 7(1 — )

dostaneme piislusnd feseni rovnice (5.12)

D=20B

Bsinviz, z €0,z

—sin(jj\lf\{/\(fizo)) sin ( A—71(1-— x)) , X € [x0,1].

u(r) =
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Aby tyto funkce byly také resenim (5.9), tj. byly to vlastni funkce nasi ilohy, musi platit

BsinVzy < 0

u(z) =ugr(zr) <0 na (x,1).

Prvni podminka zajisti, aby u(zg) < 0, druhd, aby kontaktni mnozinou byl interval

[0, 1). To znamena, ze
sin <\//\ —7(1— :I;))

nesmi meénit na [zg, 1) znaménko, coz ovsem vyzaduje, aby kofeny rovnice (5.24) splio-

. 2
AN—T< (1_%) ,

kde (m/(1—x0))? je podle Véty 2.53 nejmens{ vlastn{ &fslo Dirichletovy dlohy na intervalu

valy navic

(x0,1). To je zajisténo pouze pro kofeny z intervalu .Jy ., tj. pouze pro pruseciky funkce
f s prvni vétvi funkce h (téch muze byt vic nez jeden, ale také nemusi pro dana 7 a

existovat vibec).

Obrazek 5.8: Vlastni funkce u tlohy pro 7 = 15 (¢ernd), 7 = 50 (modra), 7 = 100

(zelend) odpovidajici vlastnim ¢islim A > 7; xy = 0.6

Na obréazku 5.8 jsou pro tfi ruzné hodnoty parametru 7 vykresleny vlastni funkce
ulohy, které maji s prekdzkou plny kontakt a odpovidaji vlastnim ¢islum A > 7. Prekazka
je zde umisténa na intervalu [0.6,1). Numerickym fesenim rovnice (5.24) byly nalezeny
tyto konkrétni hodnoty: A = 46.99 pro 7 = 15, A = 63.14 pro 7 = 50 a A = 141.65 pro
7 = 100.

66



Vsimnéme si, ze ve vSech zndzornénych piipadech se pusobeni prekazky na feseni
projevuje zmensovanim jeho kiivosti na intervalu [zg, 1).

Jak bylo uvedeno vySe, muze se v zdkladnim intervalu Jy, nachazet vice kofentu
rovnice (5.24), tj. vlastnich éisel splaujicich A > 7. To nastava napiiklad pro 7 = 50,
kdy uvedené podmince vyhovuji ¢isla A = 63.14 a A = 110.77. Prislusné vlastni funkce

jsou na obrazku 5.9.

Obrazek 5.9: Vlastni funkce u tlohy pro 7 = 50 odpovidajici vlastnim ¢islum A = 63.14
(Cerne), A = 110.77 (zelené, u(xg) = —0.04); xy = 0.6

Na obrazku 5.10 jsou pro pevné zvolenou piekdzku na intervalu [0.6,1) znazornény
souvislé vétve vlastnich ¢isel v zavislosti na parametru 7. Jednotlivé vétve zacinaji na
pifmce A = 7+ (7/(1 — 20))? a pro T — 400 konverguji hodnoty (1) podél k-té vétve
(pociténo odspodu) k hodnoté

(viz téz obrazek 5.3), coz je k-té vlastni ¢islo pro Dirichletovu okrajovou tlohu na inter-

valu (0, xg). Na obrazku 5.11 je totéz znazornéno pro prekazku umisténou na [0.7,1).

5.2.2 Uloha s volnou hranici
Hledejme nyni feseni rovnice (5.5) s okrajovymi podminkami (5.6), (5.7) takové, ze
u > 0na [zg,a), u<0na (a,l) (5.25)

pro néjaké a € (x9,1), 0 < z¢ < 1, tj. feSeni, jehoz kontaktni mnozinou je mnozina s

volnou hranici K = [a, 1). Volnd hranice znamend, ze hodnota « neni predem znama.
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Obrazek 5.10: Zavislost A na 7. Souvislé vétve vlastnich ¢isel ulohy (5.6)—(5.12) ¢erné,
zelené piimka A = 7, modie A = 7 + (7/(1 — z))?; zo = 0.6.
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Obrazek 5.11: Zavislost A na 7. Souvislé vétve vlastnich ¢isel dlohy (5.6)—(5.12) ¢erné,

zelené pifmka A = 7, modie A\ = 7 + (7/(1 — z))?; 7o = 0.7.
Protoze funkce v mé byt spojitd na [0, 1], plyne z (5.25)

u(a) =0. (5.26)
Déle je u(zg) > 0, a tedy podle Véty 3.16 u spliiuje rovnici (5.5) na celém intervalu (0, 1)

a je tridy C?([0,1]).
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Diky pozadovanému profilu je u feSenim rovnic

u'(z) + Au(z) =0 na (0,a), (5.27)

u’(x) + (A —=T7)u(z) =0 na (a,1). (5.28)

S ohledem na (5.26) a okrajové podminky (5.6), (5.7) tak vlastné dostavame dvé Dirichle-
tovy tlohy na vlastni ¢isla s homogennimi okrajovymi podminkami, jednu na intervalu
(0, ) s vlastnim ¢islem A, druhou na (a, 1) s vlastnim ¢islem (A — 7). Pislusné vlastni
funkce oznac¢ime jako uy pro rovnici (5.27) a ug pro (5.28). Diky C? hladkosti FeSenf
vime, ze musi platit

uy (o) = up(a). (5.29)

Spojitost druhé derivace v bodé « pak ihned vyplyva z obou rovnic (5.27), (5.28) a
z (5.26). Navic je odtud

uz(a) =0 = up(a),

tj. bod x = « je pro funkci u inflexnim bodem.
Vzhledem k pozadavku (5.25) nds na obou intervalech zajimaji pouze netrivialni
feSeni a protoze ur nesmi ménit znaménko, jedna se o prvni vlastni funkci dané okrajové

ulohy. Podle Vét 2.52 a 2.53 je tedy

ur(r) = Bsin "2* na (0, «),

ugr(z) = Dsin % na (a, 1),

kde n € N a B, D € R jsou libovolné volitelné konstanty takové, ze B # 0, D < 0. Pro

parametry a, A a 7 pfritom plati

\/X:%, = (5.30)

Dosazenim uy,, ur do podminky (5.29) obdrzime

1 —
Bn—ﬂcos@:—D T COSW( a))
« « 11—« 1 -«
neboli
B (—1yn =D "
« 1—«a
odkud
1—
D= (-1ypt =9
Q
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Tento vztah lze diky (5.30) psat ve tvaru

VA

D= (-1)"B—=—.

Protoze uvazujeme pouze hodnoty 7 > 0, je odtud mj. ziejmé, ze
D] > |B].

Za tcelem nalezeni hodnot A a a vyjadiime z rovnic v (5.30) A a porovnanim obdrzime

n?m? w2
= +7. 5.31
a? (1—a)? ’ (5:31)
Funkce ’;—7;2 a ﬁ jsou vzhledem k proménné « na intervalu (0,1) pro n = 1 vuci sobé

symetrické podle osy a = 0.5, prvni je pro libovolné n € N funkce klesajici, druhé ros-
touci. Parametr 7 zpusobi posunuti druhé funkce nahoru, monotonii neovlivni. Existuje

tedy pro kazdé n € N praveé jeden kofen v, € (0, 1) rovnice (5.31). Vlastni ¢isla jsou pak

n?m?
Ap = o2
a odpovidajici vlastni funkce
B, sin 71 na (0, a,) , )
un(x) - 1\n l—ay, o w(1—2) (53 )
(=1)" B, =52 sin == na (ap, 1)

pro libovolné B,, spliujici
By (o) = By cosnm = B, (—1)" <0,
nebot vzhledem k (5.25) méd byt feseni v bodé a klesajici. Dale musi platit

ay, > T (5.33)

2
An < (L> . (5.34)
an — I

Druhy pozadavek vyjadiuje skutecnost, ze A\, musi byt mensi nez nejmensi vlastni ¢islo
Dirichletovy tlohy na intervalu (xg, ), jinak by na tomto intervalu nebyla splnéna
podminka wu,(x) > 0.

Pro libovolnou kladnou hodnotu parametru 7 se prusecik funkci na levé a pravé strané

1

rovnice (5.31) pro n = 1 nachézi v intervalu (O, 5), coz vyplyva z vyse popsaného tvaru

téchto funkei. Je-li zy > %, nemuze tak byt oy volnou hranici lohy.
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Na obrazcich 5.12 a 5.13 jsou vykresleny funkce u,, dané pfedpisem (5.32) pro n =
1,2,3,4,5 s 7 =20 a g = 0.6. Odpovidajici hodnoty A a a jsou \; = 51.31, ay = 0.43,
A2 = 96.29, ap = 0.64, A3 = 163.29, a3 = 0.73, \y = 250.94, oy = 0.79, A5 = 358.76,
as = 0.82. Pozadavky (5.33) a (5.34) jsou splnény pouze pro n = 2,3,4, tedy pouze
funkce wg, uz a wuy jsou resenim nasi dlohy. Funkce w; nespliuje podminku (5.33) a

funkce us podminku (5.34).

A

Obrazek 5.12: Resenf tlohy (5.26)(5.29) pro 7 = 20; n = 2 zelené, n = 3 modie, n = 4

cervené; ro = 0.6

POR
VALY

Obrazek 5.13: Funkce dané predpisem (5.32) pro n = 1 (fialové) a n = 5 (Cerné), které

nejsou fesenim ulohy (5.26)—(5.29) s 7 = 20 a xy = 0.6

Pro zy = 0.6 je na obrazku 5.14 znizornéna zavislost vlastnich ¢isel ulohy (5.26)-
(5.29) na parametru 7. Jak na tomto parametru zavisi hodnota «, uréujici mnozinu
kontaktu Teseni s prekazkou, zndzornuje obrazek 5.15. Vyneseny jsou v obou pripadech
pouze ty body, které splnuji pozadavky (5.33) a (5.34). Tytéz zavislosti pro zo = 0.4
jsou vykresleny na obrazcich 5.16, 5.17.
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Obrazek 5.14: Zavislost A na 7. Souvislé vétve vlastnich ¢isel ulohy (5.26)—(5.29); n = 2

zelené, n = 3 modfe, n = 4 ¢ervené, n = 5 ¢erné; xg = 0.6.
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Obrazek 5.15: Zavislost a na 7. Vétve krajnich bodi mnoziny kontaktu vlastnich funkei
tlohy (5.26)—(5.29) tvaru (5.32); n = 2 zelené, n = 3 modie, n = 4 ¢ervené, n = 5 ¢erne;

o — 0.6.

V této casti jsme se zabyvali hleddnim feSeni, jejichz mnozina kontaktu s prekazkou
je souvisly interval [a, 1). Prestoze se jednd o feSeni se spojitou druhou derivaci, nejsou
jiz. tiidy C3([0,1]), tedy prekdzka je deformuje. To je dusledkem nediferencovatelnosti

¢lenu se skakajici nelinearitou v rovnici (5.5), o ¢emz bylo pojednano v ivodu sekce 5.1.

vvvvvv
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Obrazek 5.16: Zavislost A na 7. Souvislé vétve vlastnich ¢isel ilohy (5.26)—(5.29); n = 1
fialové, n = 2 zelené, n = 3 modfe; zy = 0.4.
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Obrazek 5.17: Zavislost «a na 7. Vétve krajnich bodi mnoziny kontaktu vlastnich funkei

tlohy (5.26)—(5.29) tvaru (5.32); n = 1 fialové, n = 2 zelené, n = 3 modie; z¢ = 0.4.

plnym kontaktem a pro tlohu s volnou hranici. Pokud by funkce w stiidala na inter-
valu (z9,1) znaménko ¢astéji nez v uvazovaném piipadé, dostaneme nékolik Dirichle-
tovych tloh s homogennimi okrajovymi podminkami, které mé tato funkce spliiovat. V
prechodovych bodech musi mit pfitom spojitou druhou derivaci. Pokud by navic hledané

feSeni mélo byt zaporné v bodé zy, je tieba zohlednit podminky (5.10), (5.11).
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Kapitola 6
Zaveér

V préci jsme studovali okrajové ulohy na vlastni ¢isla se skdkajici nelinearitou danou
funkci zaporna cast, kterd modeluje jednostrannou pruznou piekazku. Postupné jsme
rozlisili tlohy s bodovou a souvislou prekazkou a popsali feseni v zavislosti na parametru
7, ktery odpovida sile prekazky. Ve vSech uvazovanych piipadech byla feseni dvojiho
typu. Prvni typ predstavuji ta, ktera jsou zaroven tesenim ulohy bez prekazky, tj. pro
7 = 0. Resen{ druhého typu jsou pak prekazkou ovlivnéna a existuji pouze pro 7 > 0.

V pripadé prekazky umisténé v krajnim bodé intervalu jsme ukazali, ze pro libo-
volnou hodnotu parametru 7 > 0 existuje nekonecné mnoho kladnych vlastnich ¢isel
a jim prislusnych vlastnich funkei, které jsou vzdy tridy C*°. Bodova piekazka uvnitt
intervalu oproti tomu muze zpusobit zlom v prvni derivaci vlastnich funkci, které tak na
uvazovaném intervalu zustavaji pouze spojité. I pro tento piipad jsme ukazali, ze exis-
tuje shora neomezena posloupnost kladnych vlastnich ¢isel, a to pfi libovolném umisténi
prekazky v ramci intervalu.

Pro souvislou prekazku je tloha obecné velmi slozita. Proto jsme se v praci zamérili
pouze na hleddni Feseni s predem danymi charakteristikami. Regeni, kterd prekézku
obchdzi nebo se ji dotykaji, jsou tfidy C'*°, existuje jich ale (az na kladny nasobek)
pouze omezeny pocet, dany umisténim levého krajnfho bodu prekézky. Reseni s plnym
kontaktem maji zlom v druhé derivaci v krajnim bodé piekazky a je jich také (az na
kladny nésobek) koneéné mnoho. Déle existuji deformovand feseni tiidy C?, kterd nemaji
spojitou treti derivaci. Ta hledame jako TeSeni 1lohy s volnou hranici.

Konkrétn{ vlastni ¢isla deformovanych feSeni byla hleddna numericky, nebot se ve

vsech pripadech jednalo o koreny jistych transcendentnich rovnic. Analytickym rozborem
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rovnic jsme je dokazali alespon priblizné lokalizovat, respektive ukéazat, ze existuji. Pro
vybrana umisténi prekazky jsme pak popsali jejich zavislost na parametru 7.

Ulohy s pruznou bodovou prekazkou predstavuji jakysi prechod mezi linedrni ilohou
bez prekazky a ilohou s prekazkou pevnou, ktera nedovoluje feseni nabyvat zapornych
hodnot. Souvisla prekazka zmensuje konvexitu vlastnich funkci na intervalu, kde ptisobi.

Predmeétem dalstho studia by mohlo byt napiiklad podrobnéjsi zkoumani zavislosti
vlastnich funkci na poloze prekazky, které bylo v praci diskutovano pouze castecné.
Ptirozené se nabizi také zobecnéni pro tlohy ¢tvrtého radu, které nosnik modeluji lépe,

pripadné piidani diferencovatelné nelinearity.
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