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5.1 Nedeformovaná řešeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
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Kapitola 1

Úvod

V této práci se budeme zabývat okrajovými úlohami pro diferenciálńı rovnice druhého

řádu, ve kterých se vyskytuje člen se skákaj́ıćı nelinearitou, a to bud’ v jedné z okrajových

podmı́nek, nebo v podmı́nce týkaj́ıćı se derivace v jednom bodě uvažovaného intervalu,

nebo př́ımo v rovnici samotné. Skákaj́ıćı nelinearitou zde bude funkce záporná část.

Ve všech př́ıpadech p̊ujde o úlohy s reálným parametrem λ. Naš́ım úkolem bude hledat

takové hodnoty tohoto parametru, pro které existuje netriviálńı řešeńı. Pro lineárńı úlohu

toto odpov́ıdá hledáńı vlastńıch č́ısel a jim př́ıslušných vlastńıch funkćı. Protože námi

studované úlohy budou pozitivně homogenńı (speciálně plat́ı, že kladné násobky řešeńı

jsou také řešeńım), můžeme je rovněž nahĺıžet jako úlohy na vlastńı č́ısla.

Daľśım, tentokrát vstupńım parametrem bude násobek skákaj́ıćı nelinearity τ ≥ 0.

Pro τ = 0 nelinearita zmiźı a všechny úlohy se tak stanou známými úlohami na vlastńı

č́ısla pro rovnice druhého řádu. Zaměř́ıme se tedy předevš́ım na hledáńı řešeńı, pro která

se člen se skákaj́ıćı nelinearitou skutečně projev́ı.

V jistém přibĺıžeńı lze problém ztotožnit s modelem jednoduchého nosńıku či prutu

upevněného ve svých kraj́ıch a stlačovaného v podélné ose silou odpov́ıdaj́ıćı parame-

tru λ. Řešeńı potom představuje pr̊uhyb nosńıku. Člen se skákaj́ıćı nelinearitou danou

funkćı záporná část ovlivňuje řešeńı zp̊usobem, který bychom mohli přirovnat k p̊usobeńı

jednostranné pružné překážky o śıle τ . Př́ıvlastkem pružná vyjadřujeme skutečnost, že

překážka dovoluje řešeńı nabývat v mı́stě svého p̊usobǐstě záporných hodnot. Zavedeńım

této názorné interpretace můžeme uvažované úlohy označovat jako úlohy s bodovou

překážkou, je-li nelinearita v okrajové či přechodové podmı́nce, a úlohu se souvislou

překážkou, vyskytuje-li se nelineárńı člen př́ımo v rovnici.
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Vzhledem k tomu, že se jedná o jednostrannou překážku, mohou pro každou z vy-

braných úloh existovat řešeńı s r̊uznou regularitou. Abychom mohli úlohy popisovat

jednotně a přitom postihli všechny možné typy řešeńı, zformulujeme je obecněji po-

moćı operátorové rovnice s lineárńım a nelineárńım operátorem, uvažované na vhodném

podprostoru Sobolevova prostoru W 1,2. Pro tři r̊uzné nelineárńı operátory se skákaj́ıćı

nelinearitou dokážeme vlastnosti hledaných řešeńı. Ukážeme, že splňuj́ı jisté diferenciálńı

rovnice s okrajovými a přechodovými podmı́nkami, které budeme následně řešit.

Práce je členěna do několika kapitol. Nejprve uvedeme základńı pojmy a užitá tvrzeńı

z funkcionálńı analýzy a teorie diferenciálńıch rovnic druhého řádu. Potom zformulujeme

abstraktńı operátorovou rovnici, jej́ıž řešeńı pro konkrétně zvolené prostory a operátory

bude hlavńım předmětem této práce. Nelineárńı operátor vystupuj́ıćı v rovnici bude

postupně odpov́ıdat penalizaci řešeńı v krajńım bodě uvažovaného intervalu, v bodě

vnitřńım a na souvislém podintervalu. V kapitolách věnovaných jednotlivým úlohám na-

lezneme př́ıslušná řešeńı, která rozlǐśıme podle toho, jakým zp̊usobem jsou překážkou

ovlivněna či deformována. Pouze ve speciálńıch př́ıpadech budou řešeńı tř́ıdy C∞, jako

je tomu u úlohy bez překážky. V d̊usledku penalizace se může ztrácet hladkost řešeńı v

prvńı, druhé nebo třet́ı derivaci. Na př́ıslušných mı́stech budeme dále diskutovat závislost

vlastńıch č́ısel λ na parametru τ , který odpov́ıdá śıle překážky. Pro překážku nacházej́ıćı

se uvnitř intervalu nebo na souvislém podintervalu bude daľśım parametrem jej́ı umı́stěńı,

vzhledem k němu však nebudeme provádět diskusi řešeńı v plné obecnosti. U souvislé

překážky najdeme pouze základńı typy řešeńı, které demonstruj́ı charakteristiky úlohy.

Řešeńı obecněǰśı tvar̊u lze obdržet rozděleńım problému na d́ılč́ı části a kombinaćı po-

stup̊u užitých při hledáńı základńıch typ̊u, proto se jimi nebudeme zabývat.

Definice, věty a pomocná tvrzeńı jsou č́ıslovány dle umı́stěńı v jednotlivých kapi-

tolách. Text práce je vysázen systémem LATEX , pro vykresleńı obrázk̊u byly použity

programy GeoGebra a Gnuplot.
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Kapitola 2

Základńı pojmy a tvrzeńı

2.1 Skákaj́ıćı nelinearity

Definice 2.1 (Skákaj́ıćı nelinearita, [3]). Spojitou funkci ψ : R → R nazveme skákaj́ıćı

nelinearitou, pokud existuj́ı limity

µ− := lim
x→−∞

ψ(x)

x
, µ+ := lim

x→+∞

ψ(x)

x

a plat́ı µ− 6= µ+.

Definice 2.2 Pro f : D(f) ⊂ R→ R definujeme funkce

f+(x) = max{f(x), 0} pro x ∈ D(f) ,

f−(x) = max{−f(x), 0} pro x ∈ D(f) .

Funkci f+ nazýváme kladná část funkce f , funkci f− záporná část funkce f .

Poznámka 2.3 Funkce f+, f− jsou nezáporné na D(f) a plat́ı

f = f+ − f− , |f | = f+ + f− .

Je-li f spojitá, jsou spojité i f+, f−.

Na kladnou, resp. zápornou část funkce f můžeme nahĺıžet jako na složenou funkci

ψ+(f(x)), resp. ψ−(f(x)), kde vněǰśı funkce ψ+ (tzv. kladná část), resp. ψ− (tzv. záporná

část) zobrazuj́ı R na [0,+∞) a jsou definovány předpisy

ψ+(x) = max{x, 0} pro x ∈ R ,

ψ−(x) = max{−x, 0} pro x ∈ R ,
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což lze ekvivalentně zapsat jako

ψ+(x) =

 0 pro x < 0 ,

x pro x ≥ 0 ,
ψ−(x) =

 −x pro x < 0 ,

0 pro x ≥ 0 .

Odtud vyplývá, že

0 = lim
x→−∞

ψ+(x)

x
6= lim

x→+∞

ψ+(x)

x
= 1 , −1 = lim

x→−∞

ψ−(x)

x
6= lim

x→+∞

ψ−(x)

x
= 0 ,

a proto jsou v souladu s Definićı 2.1 funkce ψ+ a ψ− skákaj́ıćı nelinearity.

2.2 Banachovy a Hilbertovy prostory

Definice 2.4 Necht’ X je lineárńı prostor. Funkci ‖·‖X : X → [0,∞) nazveme normou

na X, jestliže pro všechna u, v ∈ X a λ ∈ R plat́ı

(i) ‖u‖X = 0, právě když u = o, kde o je nulový prvek X,

(ii) ‖λu‖X = |λ| ‖u‖X ,

(iii) ‖u+ v‖X ≤ ‖u‖X + ‖v‖X (trojúhelńıková nerovnost).

Dvojici (X, ‖·‖X) nazýváme normovaný lineárńı prostor.

Definice 2.5 Necht’ (X, ‖·‖X) je normovaný lineárńı prostor. Řekneme, že posloupnost

prvk̊u {un}∞n=1 ⊂ X je Cauchyovská v normě ‖·‖X , pokud pro každé ε > 0 existuje

n0 ∈ N takové, že pro všechna m,n ∈ N, m,n ≥ n0, plat́ı ‖um − un‖X < ε.

Definice 2.6 Řekneme, že normovaný lineárńı prostor (X, ‖·‖X) je Banach̊uv prostor,

jestliže každá Cauchyovská posloupnost prvk̊u {un}∞n=1 ⊂ X v normě ‖·‖X konverguje

v téže normě k nějakému prvku u ∈ X.

Definice 2.7 Necht’ X je lineárńı prostor nad R. Řekneme, že zobrazeńı 〈·, ·〉 : X×X →

R je skalárńı součin na X, jestliže pro všechna u, v, w ∈ X a λ ∈ R plat́ı

(i) 〈u, u〉 ≥ 0 a 〈u, u〉 = 0 ⇔ u = o, kde o je nulový prvek X (pozitivńı definitnost),

(ii) 〈u, v〉 = 〈v, u〉 (symetrie),

(iii) 〈λu, u〉 = λ 〈u, v〉 a 〈u+ w, v〉 = 〈u, v〉+ 〈w, v〉 .
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Dvojici (X, 〈·, ·〉) nazýváme prostor se skalárńım součinem nebo též unitárńı prostor.

Věta 2.8 (Norma indukovaná skalárńım součinem) Necht’ (X, 〈·, ·〉) je unitárńı prostor.

Zobrazeńı ‖·‖ : X → R, u 7→
√
〈u, u〉 definuje normu na prostoru X.

Věta 2.9 (Cauchy-Schwarzova nerovnost). Necht’ (X, 〈·, ·〉) je unitárńı prostor. Potom

pro všechna u, v ∈ X plat́ı

| 〈u, v〉 | ≤ ‖u‖ ‖v‖ .

Definice 2.10 Necht’ (X, 〈·, ·〉) je unitárńı prostor a (X, ‖·‖), kde ‖·‖ znač́ı normu in-

dukovanou skalárńım součinem 〈·, ·〉, je Banach̊uv prostor. Potom (X, 〈·, ·〉) se nazývá

Hilbert̊uv prostor.

Poznámka 2.11 Nedojde-li k nedorozuměńı, budeme Banach̊uv prostor (X, ‖·‖X), resp.

Hilbert̊uv prostor (X, 〈·, ·〉) značit stručně jako X.

2.3 Operátory na lineárńıch prostorech

Definice 2.12 Necht’ X, Y jsou lineárńı prostory. Zobrazeńı (operátor) T : X → Y

nazveme lineárńım, jestliže plat́ı:

T (αu+ βv) = αT (u) + βT (v) ∀u, v ∈ X, ∀α, β ∈ R .

V př́ıpadě, že Y = R, nazýváme lineárńı zobrazeńı lineárńım funkcionálem.

Definice 2.13 Necht’ (X, ‖·‖X), (Y, ‖·‖Y ) jsou normované lineárńı prostory. Řekneme,

že operátor T : X → Y je spojitý, jestliže pro každou posloupnost {un}∞n=1 ⊂ X a prvek

u ∈ X splňuj́ıćı

lim
n→∞

un = u v X

plat́ı

lim
n→∞

T (un) = T (u) v Y .

Definice 2.14 Necht’ (X, ‖·‖X), (Y, ‖·‖Y ) jsou normované lineárńı prostory. Řekneme,

že lineárńı operátor T : X → Y je omezený, existuje-li konstanta c > 0 tak, že pro

všechna u ∈ X plat́ı

‖T (u)‖Y ≤ c ‖u‖X .
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Věta 2.15 ([2], Věta 3.2). Necht’ (X, ‖·‖X), (Y, ‖·‖Y ) jsou normované lineárńı prostory.

Lineárńı operátor T : X → Y je spojitý právě tehdy, je-li omezený.

Definice 2.16 Necht’ X, Y jsou lineárńı prostory. Řekneme, že zobrazeńı T : X → Y je

pozitivně homogenńı, jestliže plat́ı

T (αu) = αTu pro všechna u ∈ X , α ≥ 0 .

Pokud výše uvedená rovnost plat́ı dokonce pro všechna α ∈ R, nazveme takový operátor

homogenńı.

Definice 2.17 Operátor T na Hilbertově prostoru H nazveme pozitivńı, pokud

〈Tu, u〉 ≥ 0 pro všechna u ∈ H.

Definice 2.18 Necht’ X, Y jsou normované lineárńı prostory. Prostor všech spojitých

lineárńıch zobrazeńı z X do Y znač́ıme L(X, Y ).

Definice 2.19 Na prostoru L(X, Y ) je norma operátoru T definována vztahem

‖T‖L(X,R) = sup{‖Tu‖Y : u ∈ X , ‖u‖X ≤ 1} .

Věta 2.20 (Rieszova věta o reprezentaci, d̊ukaz v [9]). Necht’ H je Hilbert̊uv prostor a

f spojitý lineárńı funkcionál na H. Potom existuje jediný prvek yf ∈ H takový, že

f(x) = 〈x, yf〉 pro všechna x ∈ H .

Nav́ıc ‖f‖ = ‖yf‖. Obráceně, každý prvek y ∈ H definuje na H spojitý lineárńı funk-

cionál fy předpisem

fy(x) = 〈x, y〉 pro všechna x ∈ H

a plat́ı ‖fy‖ = ‖y‖.

2.4 Prostory funkćı

2.4.1 Prostory spojitých funkćı

Definice 2.21 Symbolem C([a, b]) označ́ıme prostor všech funkćı spojitých na intervalu

[a, b] a definujeme na něm normu

‖u‖C := max
x∈[a,b]

|u(x)| .
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Definice 2.22 Symbolem Ck(a, b), resp. Ck([a, b]), k ∈ N, označ́ıme prostor spojitých

funkćı, které maj́ı na intervalu (a, b), resp. [a, b] spojité derivace až do řádu k ∈ N včetně.

V krajńıch bodech chápeme všechny př́ıslušné derivace jako jednostranné.

Definice 2.23 Symbolem C∞(a, b), resp. C∞([a, b]) označ́ıme prostor spojitých funkćı,

které maj́ı na intervalu (a, b), resp. [a, b] spojité derivace všech řád̊u. V krajńıch bodech

chápeme všechny př́ıslušné derivace jako jednostranné.

Definice 2.24 Symbolem C∞0 ([a, b]) označme množinu všech funkćı u ∈ C∞([a, b]), pro

které nav́ıc

u(k)(a) = u(k)(b) = 0 , ∀k ∈ N0 .

Definice 2.25 Řekneme, že funkce f je absolutně spojitá na intervalu [a, b], jestliže pro

každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro jakákoliv a ≤ a1 < b1 ≤ a2 < b2 ≤ · · · ≤ an <

bn ≤ b plat́ı implikace

n∑
i=1

(bi − ai) < δ ⇒
n∑
i=1

(f(bi)− f(ai)) < ε .

Věta 2.26 Každá funkce absolutně spojitá na [a, b] je spojitá na [a, b].

2.4.2 Lp prostory

Definice 2.27 (Lebesgue̊uv integrál, [8], str. 296) Funkce f : [a, b]→ R má na intervalu

[a, b] Lebesgue̊uv integrál, když existuje absolutně spojitá funkce F : [a, b] → R tak, že

plat́ı F ′(x) = f(x) pro skoro všechna x ∈ [a, b]. Lebesgue̊uv integrál definujeme rovnost́ı∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).

Definice 2.28 Necht’ p ∈ R, p ≥ 1. Množinu všech funkćı u, pro které je Lebesgueg̊uv

integrál ∫ b

a

|u(x)|p dx <∞ ,

znač́ıme Lp(a, b).

Poznámka 2.29 Dvě funkce u1, u2 ∈ Lp(a, b) budeme považovat za sobě rovné (totožné),

budou-li se lǐsit pouze na množině nulové mı́ry.
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Definice 2.30 Na prostoru Lp(a, b) je definována norma 1

‖u‖Lp =

(∫ b

a

|u(x)|p dx

)1/p

, 1 ≤ p <∞ ,

Prostor Lp(a, b) opatřený touto normou je Banach̊uv prostor. Na prostoru L2(a, b) mů-

žeme nav́ıc definovat skalárńı součin vztahem

〈u, v〉 =

∫ b

a

u(x)v(x) dx .

Poznámka 2.31 Prostor L2(a, b) opatřený skalárńım součinem a normou z Definice 2.30

je Hilbert̊uv prostor.

Věta 2.32 ([4], str. 74). Prostory Lp(a, b) maj́ı následuj́ıćı vlastnosti:

(i) Množina C∞0 ([a, b]) je hustá v prostoru Lp(a, b), 1 ≤ p <∞.

(ii) Plat́ı tzv. Hölderova nerovnost: Budǐz p > 1 a definujme č́ıslo q > 1 tak, že 1/p +

1/q = 1. Necht’ u ∈ Lp(a, b) a v ∈ Lq(a, b). Pak plat́ı∫ b

a

|u(x)v(x)| dx ≤ ‖u‖Lp ‖v‖Lq .

Speciálně pro p = 2 dostáváme

| 〈u, v〉 | ≤ ‖u‖L2 ‖v‖L2 ,

což je Cauchy-Schwarzova nerovnost.

Př́ıklad 2.33 Všechny spojité funkce na intervalu [a, b] patř́ı do Lp(a, b), p ≥ 1.

Následuj́ıćı Věty 2.34–2.36 jsou převzaty ze Sekćı 4.4 a 4.5 v [5], kde jsou také

dokázány. Ve všech budeme uvažovat a, b ∈ R, a < b.

Věta 2.34 Je-li f absolutně spojitá v [a, b], je f ′ ∈ L1(a, b).

Věta 2.35 Necht’ f ∈ L1(a, b), c ∈ R. Položme

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt+ c.

Potom F je absolutně spojitá v [a, b].

1zde využ́ıváme právě zavedené rovnosti funkćı z Poznámky 2.29, bez ńıž by výraz ‖·‖Lp nedefinoval

normu
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Věta 2.36 Necht’ f ∈ L1(a, b). Položme

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt.

Potom skoro všude v [a, b] je F ′(x) = f(x). Pokud je nav́ıc f ∈ C([a, b]) potom je

F ′(x) = f(x) všude v [a, b].

Věta 2.37 ([4], str. 96) Předpokládejme, že f ∈ L1(a, b) (f ∈ C([a, b])) a∫ b

a

f(x)ϕ(x) dx = 0 ∀ϕ ∈ C∞0 ([a, b]).

Pak f(x) = 0 skoro všude na [a, b] (f(x) = 0 všude v [a, b]).

Definice 2.38 ([2, Definice 2.22]) Budiž 1 ≤ p <∞. Symbolem

Lploc(a, b)

označ́ıme množinu všech funkćı f : (a, b) → R takových, že f ∈ Lp(c, d) pro všechna

a < c < d < b.

Věta 2.39 Necht’ −∞ < a < b <∞. Plat́ı následuj́ıćı inkluze

L2(a, b) ⊂ L1(a, b) ⊂ L1
loc(a, b) .

Důkaz. Prvńı inkluze plyne z Hölderovy nerovnosti a omezenosti intervalu (a, b). Druhá

inkluze plyne z [5, Věta 42]. �

2.4.3 Sobolevovy prostory

Definice 2.40 (slabá derivace, [1, Definice 2]). Předpokládejme, že funkce u ∈ L1
loc(a, b).

Řekneme, že funkce u′w ∈ L1
loc(a, b) je slabá derivace funkce u, právě když∫ b

a

u(x)ϕ′(x) dx = −
∫ b

a

u′w(x)ϕ(x) dx ∀ϕ ∈ C∞0 ([a, b]).

Lemma 2.41 ([1, Lemma 1], str. 19). Necht’ [a, b] ⊂ R a u′ ∈ C([a, b]). Pak u′ = u′w.

Definice 2.42 ([4], str. 83). Symbolem W 1,2(a, b) označme množinu všech funkćı z

Lebesgueova prostoru L2(a, b), jejichž slabá derivace také patř́ı do L2(a, b). Prostor

W 1,2(a, b) nazýváme Sobolev̊uv prostor.
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Definice 2.43 Na prostoru W 1,2(a, b) je definován skalárńı součin vztahem

〈u, v〉W 1,2 =

∫ b

a

u(x)v(x) dx+

∫ b

a

u′(x)v′(x) dx ,

a tedy norma

‖u‖W 1,2 =

(∫ b

a

|u(x)|2 dx+

∫ b

a

|u′(x)|2 dx

)1/2

. (2.1)

Poznámka 2.44 Prostor W 1,2(a, b) opatřený výše definovaným skalárńım součinem a

normou je Hilbert̊uv prostor.

Věta 2.45 ([4], str. 84). Množina C∞([a, b]) je hustá ve W 1,2(a, b).

Definice 2.46 Necht’ jsou dány Banachovy prostory X s normou ‖·‖X a Y s normou

‖·‖Y . Řekneme, že prostor X je spojitě vnořen do prostoru Y , ṕı̌seme X ↪→ Y , jestliže

X ⊂ Y a plat́ı

∃C > 0 ∀u ∈ X : ‖u‖Y ≤ C ‖u‖X .

Definice 2.47 Necht’ X je Banach̊uv prostor a ‖·‖1, ‖·‖2 jsou na něm dvě normy.

Řekneme, že tyto dvě normy jsou ekvivalentńı, existuj́ı-li kladná č́ısla c1, c2 tak, že

c1 ‖u‖1 ≤ ‖u2‖ ≤ c2 ‖u‖1 pro všechna u ∈ X.

Věta 2.48 Množiny

H = {ϕ ∈ W 1,2(a, b) : ϕ(a) = 0} ,

W 1,2
0 (a, b) = {ϕ ∈ W 1,2(a, b) : ϕ(a) = ϕ(b) = 0}

jsou lineárńı podprostory Sobolevova prostoru W 1,2(a, b). Nav́ıc, forma

〈u, v〉 =

∫ b

a

u′(x)v′(x) dx pro všechna u, v ∈ H
(
u, v ∈ W 1,2

0 (a, b)
)

(2.2)

definuje na H (na W 1,2
0 (a, b)) skalárńı součin, který indukuje normu

‖u‖ =

(∫ b

a

|u′(x)|2 dx

)1/2

pro všechna u ∈ H
(
u ∈ W 1,2

0 (a, b)
)
. (2.3)

Ta je ekvivalentńı standardńı normě ‖·‖W 1,2 z (2.1) prostoru W 1,2(a, b).

Důkaz. Tvrzeńı plyne ze Sekce 13.3 a Lemmatu 13.7 v [4]. �

Věta 2.49 Prostor W 1,2(a, b) s normou ‖·‖W 1,2 je spojitě vnořen do prostoru C([a, b]) i

do prostoru L2(a, b).
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Důkaz. Tvrzeńı plyne ze Sekćı 13.4 a 16.5 v [4]. �

Důsledek 2.50 Prostory H a W 1,2
0 (a, b) s normou ‖·‖W 1,2 jsou spojitě vnořeny do pro-

storu C([a, b]) i do prostoru L2(a, b).

Věta 2.51 Prostory H a W 1,2
0 (a, b) s normou ‖·‖ jsou spojitě vnořeny do prostoru

C([a, b]) i do prostoru L2(a, b).

Důkaz. Tvrzeńı plyne z ekvivalence normy ‖·‖ se standardńı normou ‖·‖W 1,2 (Věta 2.48)

a z Důsledku 2.50. �

2.5 Obyčejné diferenciálńı rovnice druhého řádu

2.5.1 Vybrané úlohy na vlastńı č́ısla

Věta 2.52 (podle [7]). Úloha na vlastńı č́ısla

u′′(x) + λu(x) = 0 na (0, L) , u(0) = 0, u(L) = 0

má nekonečně mnoho kladných vlastńıch č́ısel λn = n2π2/L2, kterým odpov́ıdaj́ı vlastńı

funkce

un(x) = sin
nπx

L
, n ∈ N .

Jiná vlastńı č́ısla této úlohy neexistuj́ı.

Věta 2.53 Úloha na vlastńı č́ısla

u′′(x) + λu(x) = 0 na (a, 1) , u(a) = 0, u(1) = 0

má nekonečně mnoho kladných vlastńıch č́ısel λn = n2π2/(1 − a)2, kterým odpov́ıdaj́ı

vlastńı funkce

un(x) = sin
nπ(1− x)

1− a
, n ∈ N .

Jiná vlastńı č́ısla této úlohy neexistuj́ı.

Důkaz. Trasformaćı x 7→ 1− x lze úlohu převést na úlohu z Věty 2.52. �
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Věta 2.54 (podle [7]). Úloha na vlastńı č́ısla

u′′(x) + λu(x) = 0 na (0, L) , u(0) = 0, u′(L) = 0

má nekonečně mnoho kladných vlastńıch č́ısel λn = (2n− 1)2π2/4L2, kterým odpov́ıdaj́ı

vlastńı funkce

un(x) = sin
(2n− 1)πx

2L
, n ∈ N .

Jiná vlastńı č́ısla této úlohy neexistuj́ı.

2.5.2 Dva typy řešeńı okrajových úloh druhého řádu

Necht’ f : [a, b] → R je spojitá funkce na intervalu [a, b] a necht’ c0, c1 ∈ R. Uvažujme

okrajovou úlohu pro rovnici druhého řádu

− u′′(x) = f(x) na (a, b) (2.4)

s Dirichletovými okrajovými podmı́nkami

u(a) = c0, u(b) = c1 . (2.5)

Definice 2.55 Funkci u : [a, b] → R z prostoru C2([a, b]), která splňuje rovnici (2.4) a

okrajové podmı́nky (2.5), nazveme klasickým řešeńım okrajové úlohy (2.4), (2.5).

Poznámka 2.56 Pokud pravá strana rovnice (2.4) splňuje f ∈ Ck([a, b]) pro nějaké k ∈

N, potom pro řešeńı okrajové úlohy plat́ı u ∈ Ck+2([a, b]). Speciálně, je-li f ∈ C∞([a, b]),

je i u ∈ C∞([a, b]).

Necht’ u ∈ C2([a, b]) je klasické řešeńı úlohy (2.4), (2.5). Vynásob́ıme-li rovnici (2.5)

libovolnou funkćı v ∈ C1([a, b]) splňuj́ıćı nav́ıc

v(a) = v(b) = 0

a zintegrujeme-li ji přes interval (a, b), dostáváme∫ b

a

−u′′(x)v(x) dx =

∫ b

a

f(x)v(x) dx .

Integraćı per-partes v integrálu na levé straně dále obdrž́ıme∫ b

a

u′(x)v′(x) dx− u′(b)v(b) + u′(a)v(a) =

∫ b

a

f(x)v(x) dx ,
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což se d́ıky nulovým hodnotám funkce v v krajńıch bodech intervalu zjednoduš́ı na∫ b

a

u′(x)v′(x) dx =

∫ b

a

f(x)v(x) dx . (2.6)

Všimněme si, že se v (2.6) nyńı vyskytuje pouze prvńı derivace funkce u. To nás

přivád́ı k otázce, pro jaké funkce u, v a f má tato integrálńı identita smysl, nebot’ p̊uvodńı

předpoklad o vlastnostech daných funkćı se zdá být zbytečně silný. Budeme-li totiž

uvažovat Lebesgueovy integrály, je na pravé straně (2.6) skalárńı součin funkćı f a v

jakožto funkćı z Lebesgueova prostoru L2(a, b) a na levé straně skalárńı součin funkćı

u′, v′ v témže prostoru. Pro existenci (a konečnost) těchto integrál̊u zřejmě stač́ı volit

u, v ∈ W 1,2(a, b) a f ∈ L2(a, b) .

Zobecńıme nyńı pojem klasického řešeńı. Definujme lineárńı funkci ϕ : [a, b] → R

předpisem

ϕ(x) :=
c1 − c0
b− a

(x− a) + c0 , (2.7)

kde konstanty c0, c1 ∈ R jsou hodnoty z okrajových podmı́nek (2.5). Zřejmě pro ϕ plat́ı

ϕ(a) = c0 , ϕ(b) = c1 , ϕ′(x) =
c1 − c0
b− a

, ϕ′′(x) = 0 pro x ∈ [a, b]

a proto pokud funkce u splňuje (2.4), pak i funkce w := u−ϕ splňuje tuto rovnici. Nav́ıc,

funkce u splňuje podmı́nky (2.5), právě když funkce w splňuje homogenńı Dirichletovy

okrajové podmı́nky w(a) = w(b) = 0.

Definice 2.57 Funkci u ∈ W 1,2(a, b) splňuj́ıćı u− ϕ ∈ W 1,2
0 (a, b) pro ϕ z (2.7) a∫ b

a

u′(x)v′(x) dx =

∫ b

a

f(x)v(x) dx pro všechna v ∈ W 1,2
0 (a, b) , (2.8)

kde f ∈ L2(a, b), nazveme slabým řešeńım okrajové úlohy (2.4), (2.5).

Výše jsme ukázali, že pro spojitou pravou stranu f je klasické řešeńı u ∈ C2([a, b])

i řešeńım slabým: vynásobeńım vhodnou testovaćı funkćı, zintegrováńım a provedeńım

per-partes jsme odvodili integrálńı identitu (2.8). Speciálně jsou funkce u a u′ omezené

na [a, b], patř́ı tud́ıž do Lebesgueova prostoru L2(a, b) a d́ıky tomu je u ∈ W 1,2(a, b).

Podmı́nka u− ϕ ∈ W 1,2
0 (a, b) plyne z okrajových podmı́nek (2.5) a z volby funkce ϕ.

Slabé řešeńı je obecněǰśı pojem než řešeńı klasické, nemuśı být C2 hladké, stač́ı, aby

existovaly integrály ve slabé formulaci (2.8).

Následuj́ıćı věta odpov́ıdá na obrácenou otázku, kdy je slabé řešeńı zároveň řešeńım

klasickým.
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Věta 2.58 ([4, Věta 17.5]). Necht’ u ∈ W 1,2(a, b) je slabým řešeńım okrajové úlohy (2.4),

(2.5) pro f ∈ C([a, b]). Potom u je řešeńım klasickým.

Důkaz provedeme analogicky jako v [4], kde se dokazuje regularita řešeńı obecné úlohy

druhého řádu.

Necht’ u ∈ W 1,2(a, b) splňuj́ıćı u−ϕ ∈ W 1,2
0 (a, b) pro ϕ z (2.7) je slabé řešeńı okrajové

úlohy (2.4), (2.5). Jelikož

u(a)− ϕ(a) = u(b)− ϕ(b) = 0,

vyplývaj́ı pro funkci u okrajové podmı́nky (2.5) z tvaru funkce ϕ.

Spojitost řešeńı plyne ze spojitého vnořeńı prostoru W 1,2(a, b) do prostoru spojitých

funkćı C([a, b]). Dokažme dále jeho hladkost. Dle předpokladu je funkce f spojitá na

intervalu [a, b], podle Věty 2.36 proto máme

f(x) =
d

dx

[∫ x

a

f(t) dt

]
pro všechna x ∈ [a, b] .

Vynásob́ıme-li funkci f libovolnou funkćı v ∈ W 1,2
0 (a, b) a provedeme-li per-partes, do-

staneme ∫ b

a

f(x)v(x) dx = −
∫ b

a

[∫ x

a

f(t) dt

]
v′(x) dx .

Funkce u je podle předpokladu slabým řešeńım úlohy (2.4), (2.5), splňuje tedy integrálńı

identitu (2.8), kterou můžeme d́ıky předchoźımu vztahu zapsat ve tvaru∫ b

a

u′(x)v′(x) dx = −
∫ b

a

[∫ x

a

f(t) dt

]
v′(x) dx pro všechna v ∈ W 1,2

0 (a, b) ,

resp. ∫ b

a

(
u′(x) +

∫ x

a

f(t) dt

)
v′(x) dx = 0 pro všechna v ∈ W 1,2

0 (a, b) . (2.9)

Definujeme-li funkci

M(x) := u′(x) +

∫ x

a

f(t) dt , (2.10)

lze vztah (2.9) psát jako∫ b

a

M(x)v′(x) dx = 0 pro všechna v ∈ W 1,2
0 (a, b). (2.11)

Funkce M patř́ı do prostoru L2(a, b), protože funkce u′ tam patř́ı (jelikož u ∈ W 1,2(a, b))

a protože funkce horńı meze integrálu

F (x) :=

∫ x

a

f(t) dt , x ∈ [a, b] ,
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je podle Věty 2.35 dokonce absolutně spojitá na [a, b].

Ukážeme nyńı, že funkce M je na intervalu [a, b] konstantńı. Zvolme

v(x) =

∫ x

a

(M(t)− c) dt , kde c =
1

b− a

∫ b

a

M(t) dt .

Nejprve ověř́ıme, že se jedná o vhodnou testovaćı funkci pro (2.11), tj. že v ∈ W 1,2
0 (a, b).

Protože M ∈ L2(a, b) ⊂ L1(a, b) a c je konstanta (jedná se pr̊uměr funkce M přes interval

[a, b]), je funkce v podle Věty 2.35 absolutně spojitá na [a, b], tud́ıž v ∈ L2(a, b). Podle

Věty 2.36 má v skoro všude v (a, b) derivaci

v′(x) = M(x)− c ,

je tedy také v′ ∈ L2(a, b). Dále plat́ı

v(a) =

∫ a

a

(M(t)− c) dt = 0 ,

v(b) =

∫ b

a

(M(t)− c) dt =

∫ b

a

M(t) dt− (b− a)c =

∫ b

a

M(t) dt− b− a
b− a

∫ b

a

M(t) dt = 0 ,

č́ımž jsme obdrželi požadované. Dosazeńım funkce v do (2.11) dostáváme∫ b

a

M(x)(M(x)− c) dx = 0 . (2.12)

Z toho vyplývá, že∫ b

a

(M(x)−c)2 dx =

∫ b

a

M(x)(M(x)−c) dx−c
∫ b

a

(M(x)−c) dx = −c
∫ b

a

(M(x)−c) dx .

Jelikož je posledńı integrál podle výpočt̊u výše roven v(b) a tud́ıž nulový, máme

‖M − c‖2L2(a,b) = 0

a proto je M(x) = c skoro všude na [a, b]. Vzhledem k definici (2.10) funkce M je tak

pro skoro všechna x ∈ [a, b]

u′(x) +

∫ x

a

f(t) dt = c

a odtud

u′(x) = −
∫ x

a

f(t) dt+ c . (2.13)

Na pravé straně je absolutně spojitá funkce proměné x ∈ [a, b], což znamená, že funkce

u′(x) je absolutně spojitá na [a, b], speciálně je u′ ∈ C([a, b]). Derivaćı (2.13) dále podle

Věty 2.36 dostáváme, že

u′′(x) = −f(x) pro všechna x ∈ [a, b] ,

protože funkce f je spojitá. T́ım jsme dokázali, že u splňuje (2.4) a u ∈ C2([a, b]). �
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Kapitola 3

Formulace úloh, vlastnosti řešeńı

V této kapitole budeme na vybraných podprostorech Sobolevova prostoru W 1,2(0, 1)

uvažovat operátorovou rovnici s lineárńım a nelineárńım operátorem. Pro r̊uzné ne-

lineárńı operátory převedeme tuto rovnici do integrálńıho tvaru a dokážeme, že hledaná

řešeńı splňuj́ı jisté okrajové úlohy pro diferenciálńı rovnice druhého řádu.

3.1 Operátorová rovnice

Necht’ H je podprostor Sobolevova prostoru W 1,2(0, 1). Označme 〈·, ·〉 skalárńı součin

na H, který na tomto podprostoru indukuje normu ‖·‖ ekvivalentńı se standardńı normou

‖·‖W 1,2 prostoru W 1,2(0, 1).

Necht’ λ, τ ∈ R, τ ≥ 0. Uvažujme operátorovou rovnici

u− λAu+ τBu = o, u ∈ H, (3.1)

kde A : H → H je lineárńı operátor a B : H → H je nelineárńı, pozitivně homogenńı

operátor (konkrétńı podoba prostoru H i obou operátor̊u bude specifikována ńıže). Naš́ım

úkolem bude hledat netriviálńı řešeńı této rovnice pro dané τ ≥ 0, tj. dvojice

(λ, u) ∈ R×H

splňuj́ıćı (3.1) takové, že ‖u‖ 6= 0.

Definice 3.1 Pokud dvojice (λ, u) ∈ R ×H s ‖u‖ 6= 0 splňuje (3.1) pro nějaké τ ≥ 0,

nazýváme č́ıslo λ vlastńım č́ıslem rovnice (3.1) a o funkci u hovoř́ıme jako o př́ıslušné

vlastńı funkci.
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Operátor A : H → H definujeme předpisem

〈Au, v〉 =

∫ 1

0

u(x)v(x) dx pro všechna v ∈ H. (3.2)

Ukážeme nyńı, že operátor A je t́ımto dobře definován. Integrál na pravé straně, chápaný

ve smyslu Lebesguea, lze nahĺıžet jako skalárńı součin na prostoru L2(0, 1), tud́ıž existuje

a je konečný pro všechna u, v ∈ H ⊂ W 1,2(0, 1) ⊂ L2(0, 1). Pro každé pevné u ∈ H je

tedy

Lu(v) :=

∫ 1

0

u(x)v(x) dx (3.3)

lineárńı funkcionál na H. Z Cauchy-Schwarzovy nerovnosti a ze spojitého vnořeńı pro-

storu W 1,2(0, 1) do L2(0, 1) je

|Lu(v)| = |〈u, v〉L2| ≤ ‖u‖L2 ‖v‖L2 ≤ c ‖u‖W 1,2 ‖v‖W 1,2 , c > 0 .

Protože dle předpokladu je také ‖·‖W 1,2 ekvivalentńı s ‖·‖, dostáváme

|Lu(v)| ≤ C ‖u‖ ‖v‖ , C > 0 .

Funkcionál Lu je proto omezený a d́ıky linearitě rovněž spojitý. Podle Rieszovy věty o

reprezentaci tak existuje právě jeden prvek `u ∈ H, že plat́ı

Lu(v) = 〈`u, v〉 pro všechna v ∈ H.

Máme tedy (3.2) s Au = `u.

Věta 3.2 Operátor A definovaný v (3.2) je lineárńı, spojitý a pozitivńı operátor na

prostoru H. Nav́ıc,

〈Au, u〉 > 0 pro všechna u ∈ H, ‖u‖ 6= 0 .

Důkaz. Linearita operátoru A plyne z linearity Lebesgueova integrálu. Pro d̊ukaz spo-

jitosti operátoru nám nyńı stač́ı dokázat jeho omezenost. Pro všechna u ∈ H je prvek

Au reprezentantem funkcionálu Lu z (3.3) a podle Rieszovy věty o reprezentaci plat́ı

‖Au‖ = ‖Lu‖ . Je tedy

‖Au‖ = sup
v∈H,‖v‖≤1

|Lu(v)|

a výše jsme ukázali, že

|Lu(v)| ≤ C ‖u‖ ‖v‖ , C > 0 .
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Dostáváme tak

‖Au‖ ≤ sup
v∈H,‖v‖≤1

C ‖u‖ ‖v‖ ≤ K ‖u‖ , K > 0 ,

a operátor A je tud́ıž omezený. Pro všechna u ∈ H dále plat́ı

〈Au, u〉 = ‖u‖2L2 ≥ 0,

tedy A je pozitivńı. Rovnost přitom nastává pouze pro u = o skoro všude na (0, 1) ve

smyslu Lebesgueovy mı́ry. Protože je však z věty o vnořeńı u ∈ C([0, 1]), plat́ı u(x) = 0

na celém intervalu [0, 1]. To ovšem znamená, že ‖u‖ = 0, č́ımž je dokázána i posledńı

část tvrzeńı. �

Věta 3.3 Necht’ (λ, u) ∈ R × H, ‖u‖ 6= 0, je pro nějaké τ ≥ 0 řešeńım rovnice (3.1) a

necht’ B : H → H je pozitivńı operátor. Potom λ > 0.

Důkaz. Vynásob́ıme-li (3.1) skalárně funkćı u, dostaneme (s využit́ım vlastnost́ı skalárńı-

ho součinu)

‖u‖2 − λ 〈Au, u〉+ τ 〈Bu, u〉 = 0,

odkud

λ 〈Au, u〉 = ‖u‖2 + τ 〈Bu, u〉 .

Pro ‖u‖ 6= 0 je podle Věty 3.2 〈Au, u〉 > 0, můžeme tedy t́ımto členem dělit a pro vlastńı

č́ıslo λ plat́ı

λ =
‖u‖2 + τ 〈Bu, u〉
〈Au, u〉

.

Protože dle předpokladu je τ ≥ 0 a 〈Bu, u〉 ≥ 0, dostáváme tvrzeńı věty. �

Poznámka 3.4 Pro τ = 0 je rovnice (3.1) lineárńı, speciálně každý násobek řešeńı u je

opět řešeńım. Vzhledem k nelinearitě operátoru B toto přestává být pravda pro τ > 0.

Jelikož B je pozitivně homogenńı, obecně plat́ı, že pouze nezáporný násobek řešeńı je

rovněž řešeńım.
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3.2 Specifikace úloh s jednostrannou překážkou

Pro konkrétńı prostory H budeme nyńı definovat celkem tři r̊uzné nelineárńı operátory B.

Daľśı text tedy rozděĺıme na tři části. V každé z nich vyjádř́ıme d́ıky znalosti všech para-

metr̊u úlohy operátorovou rovnici v integrálńım tvaru a dokážeme vlastnosti jej́ıho řešeńı.

Podotkněme, že všechny uvažované nelineárńı operátory budou operátory se skákaj́ıćı

nelinearitou. Vzhledem k tomu můžeme o d́ılč́ıch úlohách mluvit jako o úlohách s jedno-

strannou překážkou a efekt p̊usobeńı těchto operátor̊u označovat termı́nem penalizace.

3.2.1 Penalizace v krajńım bodě intervalu

Uvažujme nejprve prostor

H :=
{
u ∈ W 1,2(0, 1) : u(0) = 0

}
se skalárńım součinem

〈u, v〉 =

∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx ∀u, v ∈ H , (3.4)

který indukuje normu

‖u‖ =

(∫ 1

0

(u′(x))2 dx

)1/2

(3.5)

ekvivalentńı s normou ‖·‖W 1,2 prostoru W 1,2(0, 1). Skutečnost, že forma (3.4) je na daném

prostoru skalárńım součinem, je předmětem Věty 2.48, stejně jako ekvivalence induko-

vané normy (3.5) s normou ‖·‖W 1,2 .

Operátor B : H → H definujeme pomoćı předpisu

〈Bu, v〉 = −u−(1)v(1) pro všechna v ∈ H. (3.6)

Obdobně jako v definici operátoru A je pro libovolné pevné u ∈ H pravá strana (3.6)

spojitý lineárńı funkcionál vzhledem k v (označme ho Bu). Linearita Bu plyne z toho, že

pro všechna α, β ∈ R a v, w ∈ H plat́ı

Bu(αv+βw) = −u−(1)(αv(1)+βw(1)) = −αu−(1)v(1)−βu−(1)w(1) = αBu(v)+βBu(w).

Dále plat́ı

|Bu(v)| = | − u−(1)v(1)| = |u−(1)||v(1)| ≤ max
x∈[0,1]

|u(x)| max
x∈[0,1]

|v(x)| = ‖u‖C([0,1]) ‖v‖C([0,1])

19



a podle Věty (2.51) je prostor H spojitě vnořen do prostoru C([0, 1]). Odtud dostáváme

|Bu(v)| ≤ C ‖u‖ ‖v‖ ,

funkcionál Bu je tud́ıž omezený a v d̊usledku také spojitý. Prvek Bu je z Rieszovy

věty o reprezentaci jediný reprezentant tohoto funkcionálu. Definice operátoru B je tedy

korektńı.

Věta 3.5 Operátor B definovaný v (3.6) je nelineárńı, pozitivně homogenńı a pozitivńı

operátor na prostoru H.

Důkaz. Pro každé u ∈ H a t ≥ 0 plat́ı

〈B(tu), (〉 v) = −(tu(1))−v(1) = −tu−(1)v(1) = 〈tBu, v〉 ∀v ∈ H,

odkud

B(tu) = tBu ,

tedy B je pozitivně homogenńı. Předchoźı rovnosti však neplat́ı např́ıklad pro t < 0 a

u(1) < 0, nebot’ je (tu(1))− = 0, ale tu−(1) = −tu(1) < 0. Operátor B tak nemůže být

lineárńı. Dále je pro libovolné u ∈ H

〈Bu, u〉 = −u−(1)u(1) =

 0 pro u(1) ≥ 0 ,

−(−u(1))u(1) = u2(1) > 0 pro u(1) < 0 ,

a proto B je pozitivńı. �

S ohledem na (3.4), (3.2) a (3.6) chápeme operátorovou rovnici (3.1) jako

〈u− λAu+ τBu, v〉 = 0 ∀v ∈ H. (3.7)

Funkci v ř́ıkáme testovaćı funkce. Naṕı̌seme-li (3.7) v integrálńım tvaru, dostaneme pro

u ∈ H rovnici∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx− λ
∫ 1

0

u(x)v(x) dx− τu−(1)v(1) = 0 ∀v ∈ H. (3.8)

Obsahem následuj́ıćı věty je odpověd’ na otázku, jaké vlastnosti má funkce u ∈ H,

pro kterou je splněna rovnice (3.8).
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Věta 3.6 Pro funkci u ∈ H splňuj́ıćı rovnici (3.8) plat́ı:

(i) u ∈ C2([0, 1]),

(ii) u je řešeńım úlohy

u′′(x) + λu(x) = 0 na (0, 1) (3.9)

s okrajovými podmı́nkami

u(0) = 0 , (3.10)

u′(1) = τu−(1) . (3.11)

Důkaz. Předpokládejme, že u ∈ H je řešeńım integrálńım rovnice (3.8). Z věty o

vnořeńı v́ıme, že funkce u je spojitá na intervalu [0, 1]. Ukážeme nyńı, že je dokonce

tř́ıdy C2([0, 1]). Princip d̊ukazu této části tvrzeńı spoč́ıvá v užit́ı Věty 2.58. Zúž́ıme-li

v rovnici (3.8) výběr testovaćıch funkćı v z prostoru H na jeho podprostor W 1,2
0 (0, 1),

můžeme psát ∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx = λ

∫ 1

0

u(x)v(x) dx ∀v ∈ H.

Funkce u tedy zřejmě splňuje také (2.8) s

a = 0 , b = 1 , c0 = u(0) = 0 , c1 = u(1) , f(x) := λu(x) , ϕ(x) = c1x .

V jistém smyslu tak můžeme funkci u nahĺıžet jako slabé řešeńı okrajové úlohy (2.4),

(2.5). Protože funkce f(x) = λu(x) je spojitá na [0, 1], je podle Věty 2.58 funkce u

klasickým řešeńım této úlohy, tedy plat́ı u ∈ C2([0, 1]) a u splňuje rovnici (3.9). Pozna-

menejme, že v d̊usledku jsou všechny derivace funkce u (do řádu 2 včetně) klasické.

Okrajová podmı́nka (3.10) pro u ∈ H vyplývá př́ımo z definice prostoru H. Zbývá

dokázat, že funkce u splňuje také podmı́nku (3.11). Za t́ımto účelem vynásobme rov-

nici (3.9) libovolnou testovaćı funkćı v ∈ H a zintegrujme ji přes interval (0, 1). Dosta-

neme t́ımto ∫ 1

0

(u′′(x) + λu(x))v(x) dx = 0 .

Rozepsáńım levé strany ve tvaru dvou integrál̊u a provedeńım per-partes v prvńım z nich

obdrž́ıme

−
∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx+ u′(1)v(1)− u′(0)v(0) +

∫ 1

0

λu(x)v(x) dx = 0 .
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Protože v ∈ H, je člen u′(0)v(0) nulový a máme tud́ıž∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx− λ
∫ 1

0

u(x)v(x) dx− u′(1)v(1) = 0 .

Porovnáńım této rovnice s (3.8) dostáváme

τu−(1)v(1)− u′(1)v(1) = (u′(1)− τu−(1))v(1) = 0 .

Při volbě testovaćı funkce v ∈ H, takové že v(1) 6= 0, je tedy podmı́nka (3.11) zřejmě

splněna. �

Věta 3.7 Netriviálńı řešeńı rovnice (3.8) s τ ≥ 0 existuje pouze pro λ > 0.

Důkaz. Tvrzeńı plyne př́ımo z Vět 3.3 a 3.5. �

Podle Věty 3.6 je funkce u splňuj́ıćı integrálńı rovnici (3.8) klasickým řešeńım okra-

jové úlohy (3.9), (3.10), (3.11). Abychom mohli této skutečnosti efektivně využ́ıvat při

výpočtech, tj. mı́sto integrálńı rovnice řešit rovnici diferenciálńı, je třeba dokázat ekviva-

lenci obou úloh. T́ım zajist́ıme, že takto nalezená řešeńı jsou skutečně řešeńım p̊uvodńı

úlohy.

Věta 3.8 Funkce u ∈ C2([0, 1]) splňuj́ıćı (3.9), (3.10), (3.11) je řešeńım integrálńı rov-

nice (3.8).

Důkaz. Dokažme nejprve, že u ∈ H. Protože funkce u a u′ jsou spojité na [0, 1], patř́ı

též do L2(0, 1), odkud dostáváme u ∈ W 1,2(0, 1). To spolu s podmı́nkou (3.10) implikuje

u ∈ H.

Abychom ukázali, že u splňuje (3.8), budeme postupovat podobně jako v posledńı

části d̊ukazu Věty 3.6. Vynásobeńım rovnice (3.9) libovolnou funkćı v ∈ H, zinte-

grováńım přes interval (0, 1) a provedeńım per-partes ve členu s u′′ obdrž́ıme rovnici∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx− λ
∫ 1

0

u(x)v(x) dx− u′(1)v(1) = 0 .

Dosad́ıme-li za u′(1) výraz τu−(1) z podmı́nky (3.11), dostaneme rovnici (3.8). �
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3.2.2 Penalizace ve vnitřńım bodě intervalu

Pro tento př́ıpad uvažujme podprostor

H :=
{
u ∈ W 1,2(0, 1) : u(0) = u(1) = 0

}
= W 1,2

0 (0, 1)

Sobolevova prostoru W 1,2(0, 1). I na tomto podprostoru je forma (3.4) skalárńım souči-

nem a norma (3.5) t́ımto skalárńım součinem indukovaná je ekvivalentńı s normou ‖·‖W 1,2

(Věta 2.48).

Necht’ x0 ∈ (0, 1). Operátor B : H → H definujeme předpisem

〈Bu, v〉 = −u−(x0)v(x0) pro všechna v ∈ H, (3.12)

tedy stejně jako v předchoźı části, výraz na pravé straně však nyńı uvažujeme v jiném

bodě. Tato definice je korektńı opět d́ıky Rieszově větě o reprezentaci a d́ıky tomu, že pro

libovolné pevné u ∈ H je pravá strana (3.12) vzhledem k v spojitý lineárńı funkcionál

na H.

Věta 3.9 Operátor B definovaný v (3.12) je nelineárńı, pozitivně homogenńı a pozitivńı

operátor na prostoru H.

Důkaz. Tvrzeńı lze dokázat stejně jako Větu 3.5, kde výrazy vyjádřené v x = 1 na-

hrad́ıme výrazy v bodě x = x0. �

Operátorovou rovnici (3.1) můžeme s ohledem na (3.4), (3.2) a (3.12) zapsat v in-

tegrálńım tvaru∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx− λ
∫ 1

0

u(x)v(x) dx− τu−(x0)v(x0) = 0 ∀v ∈ H. (3.13)

Zabývejme se nyńı otázkou, jaké vlastnosti má funkce u splňuj́ıćı tuto rovnici.

Věta 3.10 Pro funkci u ∈ H splňuj́ıćı integrálńı identitu (3.13) plat́ı:

(i) u ∈ C([0, 1]) ∩ C2([0, x0]) ∩ C2([x0, 1]) ,

(ii) funkce u splňuje diferenciálńı rovnici

u′′(x) + λu(x) = 0 na (0, 1) \ {x0} , (3.14)
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(iii) funkce u splňuje okrajové podmı́nky

u(0) = u(1) = 0 , (3.15)

a tzv. přechodovou podmı́nku

u′(x0−)− u′(x0+) = τu−(x0) , (3.16)

(iv) jestlǐze τ = 0 nebo u(x0) ≥ 0, potom u ∈ C2([0, 1]) a plat́ı

u′′(x) + λu(x) = 0 na (0, 1) , (3.17)

tj. rovnice z (3.14) je splněna pro všechna x ∈ (0, 1).

Důkaz. Necht’ u ∈ H je řešeńım rovnice (3.13). Z definice prostoru H = W 1,2(0, 1)

okamžitě plyne u(0) = u(1) = 0, tj. podmı́nka (3.15). Protože je dále H spojitě vnořen

do prostoru C([0, 1]), je funkce u spojitá na intervalu [0, 1].

Ukažme dále platnost tvrzeńı (iv). Je-li τ = 0 nebo u(x0) ≥ 0, nelineárńı člen v

rovnici (3.13) zmiźı. Je tedy∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx = λ

∫ 1

0

u(x)v(x) dx

a funkce u tud́ıž splňuje také (2.8) s

a = 0 , b = 1 , c0 = u(0) = 0 , c1 = u(1) = 0 , f(x) := λu(x) , ϕ(x) = 0 .

Protože funkce f(x) = λu(x) je spojitá na intervalu [0, 1], je podle Věty 2.58 funkce u

klasickým řešeńım úlohy (2.4), (2.5). To znamená, že u ∈ C2([0, 1]) a u splňuje rovnici

(3.17) s okrajovými podmı́nkami (3.15), č́ımž je tvrzeńı (iv) dokázáno.

Pro d̊ukaz tvrzeńı (i)–(iii) bude třeba zúžit v rovnici (3.13) výběr testovaćıch funkćı

v z celého prostoru H na vhodné podprostory. Definujme nejprve prostor

H1 := {v ∈ H : v(x) = 0 pro všechna x ∈ [x0, 1]} ,

na který můžeme nahĺıžet jako na prostor W 1,2
0 (0, x0). Volbou testovaćıch funkćı v ∈ H1

přejde rovnice (3.13) do tvaru∫ x0

0

u′(x)v′(x) dx− λ
∫ x0

0

u(x)v(x) dx = 0 pro všechna v ∈ H1, (3.18)
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a tedy u splňuje rovnici (2.8) s

a = 0 , b = x0 , f(x) := λu(x) pro x ∈ [0, x0] .

Pokud dále zvoĺıme

c0 = 0 , c1 = u(x0) , ϕ(x) =
c1
x0
x pro x ∈ [0, x0] ,

je u ∈ W 1,2(0, x0), u−ϕ ∈ W 1,2
0 (0, x0) a funkce u je d́ıky spojitosti funkce f(x) = λu(x)

klasickým řešeńım okrajové úlohy (2.4), (2.5) s takto zvolenými parametry (Věta 2.58).

Speciálně odtud plyne

u ∈ C2([0, x0])

a u splňuje rovnici

u′′(x) + λu(x) = 0 na (0, x0) .

Analogicky definujeme prostor

H2 := {v ∈ H : v(x) = 0 pro x ∈ [0, x0]},

který můžeme ztotožnit s prostorem W 1,2
0 (x0, 1). Obdobnými úvahami jako výše lze

ukázat, že

u ∈ C2([x0, 1])

a u splňuje

u′′ + λu = 0 na (x0, 1) .

T́ım jsme dokázali tvrzeńı (i) a skutečnost, že funkce u je řešeńım (3.14), což je vlastně

souhrnný zápis rovnic

u′′(x) + λu(x) = 0 na (0, x0) ,

u′′ + λu = 0 na (x0, 1) .

V bodě x0 totiž v obecném př́ıpadě nemuśı existovat druhá derivace funkce u, jak vyplývá

z podmı́nky (3.16), jej́ıž platnost nyńı ukážeme.

Vynásob́ıme-li (3.14) libovolnou testovaćı funkćı v ∈ H a zintegrujeme-li rovnici přes

intervaly (0, x0) a (x0, 1), dostaneme po sečteńı a provedeńı per-partes v integrálech s u′′

0 =−
∫ x0

0

u′(x)v′(x) dx+ u′(x0−)v(x0)− u′(0)v(0) +

∫ x0

0

λu(x)v(x) dx

−
∫ 1

x0

u′(x)v′(x) dx+ u′(1)v(1)− u′(x0+)v(x0) +

∫ 1

x0

λu(x)v(x) dx .
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Protože v ∈ H, hraničńı členy u′(0)v(0) a u′(1)v(1) jsou nulové a máme tud́ıž

0 =−
∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx+ u′(x0−)v(x0)− u′(x0+)v(x0) +

∫ 1

0

λu(x)v(x) dx

=−
∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx+ (u′(x0−)− u′(x0+))v(x0) +

∫ 1

0

λu(x)v(x) dx .

Jelikož u je řešeńım (3.13), dostáváme porovnáńım posledńı rovnosti s (3.13), že

(u′(x0−)− u′(x0+))v(x0) = τu−(x0)v(x0).

Odtud volbou testovaćı funkce v takové, že v(x0) 6= 0, plyne (3.16). �

Věta 3.11 Netriviálńı řešeńı rovnice (3.13) s τ ≥ 0 existuje pouze pro λ > 0.

Důkaz. Tvrzeńı plyne z Vět 3.3 a 3.9. �

Věta 3.12 Funkce u ∈ C([0, 1])∩C2([0, x0])∩C2([x0, 1]) splňuj́ıćı (3.14), (3.15), (3.16)

je řešeńım integrálńı rovnice (3.13).

Důkaz. Funkce u je spojitá na [0, 1], patř́ı tedy do L2(0, 1). Jej́ı derivace u′ je spojitá

na [0, x0] a na [x0, 1], odkud u′ ∈ L2(0, x0) ∩ L2(x0, 1). Ačkoliv obecně neńı pravda, že

u′ je spojitá na celém [0, 1], protože derivace v bodě x0 existuj́ı jen jako jednostranné,

vyplývá z aditivity Lebesgueova integrálu, že u′ ∈ L2(0, 1), a proto u ∈ W 1,2(0, 1). Z

podmı́nky (3.15) potom dostáváme, že u ∈ H.

Nyńı ukážeme, že u splňuje rovnici (3.13). Postupovat budeme obdobně jako v po-

sledńı části d̊ukazu Věty 3.10. Vynásob́ıme rovnici (3.14) libovolnou funkćı v ∈ H, zin-

tegrujeme přes (0, x0) a (x0, 1), integrály sečteme, provedeme per-partes ve členech s u′′

a užijeme toho, že členy s v(0), resp. v(1) jsou nulové. Obdrž́ıme tak rovnici

−
∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx+ (u′(x0−)− u′(x0+))v(x0) +

∫ 1

0

λu(x)v(x) dx = 0 ,

do které v prostředńım členu mı́sto výrazu v závorce dosad́ıme výraz τu−(x0) z podmı́n-

ky (3.16). T́ım jsme źıskali rovnici (3.13). �

Důsledek 3.13 Je-li u ∈ C2([0, 1]) a τ = 0 nebo u(x0) ≥ 0 a u splňuje rovnici (3.17) s

okrajovými podmı́nkami (3.15), potom je také řešeńım integrálńı rovnice (3.13).

Důkaz. Tvrzeńı plyne z předchoźı věty, uvědomı́me-li si, že za současných předpoklad̊u

pro funkci u plat́ı, že patř́ı do prostoru C([0, 1])∩C2([0, x0])∩C2([x0, 1]) a splňuje (3.14),

(3.15), (3.16). �
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3.2.3 Penalizace na souvislém podintervalu

Uvažujme opět podprostor

H :=
{
ϕ ∈ W 1,2(0, 1) : ϕ(0) = ϕ(1) = 0

}
= W 1,2

0 (0, 1)

se skalárńım součinem (3.4) a odpov́ıdaj́ıćı normou (3.5).

Necht’ x0 ∈ (0, 1). Definujme operátor B : H → H předpisem

〈Bu, v〉 = −
∫ 1

x0

u−(x)v(x) dx pro všechna v ∈ H. (3.19)

Analogicky jako v předchoźıch př́ıpadech ukážeme, že B je t́ımto dobře definován. Pro

libovolné pevné u ∈ H označme

Bu(v) = −
∫ 1

x0

u−(x)v(x) dx ∀v ∈ H.

Zřejmě plat́ı, že Bu je lineárńı funkcionál na prostoru H. Užit́ım Hölderovy nerovnosti a

základńıch vlastnost́ı Lebesgueova integrálu dále dostáváme

|Bu(v)| =
∣∣∣∣−∫ 1

x0

u−(x)v(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

x0

∣∣u−(x)v(x)
∣∣ dx

≤
(∫ 1

x0

|u−(x)|2 dx

)1/2(∫ 1

x0

|v(x)|2 dx

)1/2

≤
(∫ 1

x0

|u(x)|2 dx

)1/2(∫ 1

x0

|v(x)|2 dx

)1/2

≤
(∫ 1

0

|u(x)|2 dx

)1/2(∫ 1

0

|v(x)|2 dx

)1/2

= ‖u‖L2(0,1) ‖v‖L2(0,1) .

Ze spojitého vnořeńı prostoru H do L2(0, 1) následně plyne, že

|Bu(v)| ≤ ‖u‖ ‖v‖ ,

tedy funkcionál Bu je omezený a d́ıky linearitě také spojitý. Podle Rieszovy věty o

reprezentaci je tak prvek Bu pro každé u ∈ H jednoznačně definován jako reprezentant

funkcionálu Bu.

Věta 3.14 Operátor B definovaný v (3.19) je nelineárńı, pozitivně homogenńı a pozi-

tivńı operátor na prostoru H.

Důkaz. Pro libovolné t ≥ 0 a u ∈ H plat́ı

〈B(tu), v〉 =−
∫ 1

x0

(tu(x))−v(x) dx = −
∫ 1

x0

tu−(x)v(x) dx

=− t
∫ 1

x0

u−(x)v(x) dx = t 〈Bu, v〉 = 〈tBu, v〉 ∀v ∈ H.
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Odtud je B(tu) = tBu, tedy B je pozitivně homogenńı. Uvedená rovnost však zřejmě

neplat́ı např́ıklad pro t < 0 a funkci u, která je záporná na (x0, 1), proto B neńı lineárńı.

Jelikož

−u−(x)u(x) =

 0 pro u(x) ≥ 0

−(−u(x))u(x) = u2(x) > 0 pro u(x) < 0 ,

je pro všechna u ∈ H

〈Bu, u〉 = −
∫ 1

x0

u−(x)u(x) dx =

∫ 1

x0

(
−u−(x)u(x)

)
dx ≥ 0 ,

nebot’ integrál z nezáporné funkce je rovněž nezáporný. T́ım je dokázána pozitivita

operátoru B. �

Operátorovou rovnici (3.7) můžeme vzhledem k definici operátor̊u A a B zapsat v

integrálńım tvaru∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx− λ
∫ 1

0

u(x)v(x) dx− τ
∫ 1

x0

u−(x)v(x) dx = 0 ∀v ∈ H,

resp. ∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx−
∫ 1

0

(
λu(x) + τχ[x0,1](x)u−(x)

)
v(x) dx = 0 ∀v ∈ H, (3.20)

kde funkce χ[x0,1](x) je charakteristická funkce intervalu [x0, 1], tj.

χ[x0,1](x) =

 1 pro x ∈ [x0, 1]

0 pro x ∈ [0, x0) .

Skákaj́ıćı nelinearita se v tomto př́ıpadě objevuje v integrandu integrálńı identity.

Poznámka 3.15 Charakteristická funkce χ[x0,1](x) je spojitá ve všech bodech intervalu

[0, 1] kromě bodu x = x0. Pokud je funkce u spojitá na [0, 1], je i funkce u− spojitá

na [0, 1]. Odtud vyplývá, že funkce χ[x0,1](x)u−(x) je spojitá ve všech bodech intervalu

[0, 1] kromě bodu x = x0. Speciálně, je spojitá na intervalech [0, x0) a (x0, 1]. V bodě

x = x0 ji lze spojitě dodefinovat zleva, resp. zprava, tak, aby byla spojitá na uzavřených

intervalech [0, x0] a [x0, 1].

Věta 3.16 Pro funkci u ∈ H splňuj́ıćı integrálńı identitu (3.20) plat́ı:

(i) u ∈ C1([0, 1]) ∩ C2([0, x0]) ∩ C2([x0, 1]) ,
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(ii) funkce u splňuje diferenciálńı rovnici

u′′(x) + λu(x) + τχ[x0,1](x)u−(x) = 0 na (0, 1) \ {x0} , (3.21)

(iii) funkce u splňuje okrajové podmı́nky

u(0) = u(1) = 0 , (3.22)

a přechodovou podmı́nku

u′′(x0−)− u′′(x0+) = τu−(x0) , (3.23)

(iv) je-li τ = 0 nebo u(x0) ≥ 0, potom u ∈ C2([0, 1]) a plat́ı

u′′(x) + λu(x) + τχ[x0,1](x)u−(x) = 0 na (0, 1) , (3.24)

tj. rovnice z (3.21) je splněna pro všechna x ∈ (0, 1).

Důkaz. Necht’ u ∈ H je řešeńım rovnice (3.20). Ze spojitého vnořeńı prostoru H do pro-

storu C([0, 1]) ihned plyne, že funkce u je spojitá na intervalu [0, 1]. Splněńı okrajových

podmı́nek (3.22) je zřejmé z definice prostoru H = W 1,2
0 (0, 1).

Dále ukážeme platnost tvrzeńı (iv). Rovnice (3.20) je vlastně (2.8) s

a = 0 , b = 1 ,

f(x) = λu(x) + τχ[x0,1](x)u−(x) .

Zvoĺıme-li dále ϕ(x) = 0 pro x ∈ [0, 1], lze funkci u nahĺıžet dle Definice 2.57 jako slabé

řešeńı okrajové úlohy (2.4), (2.5), kde c0 = c1 = 0. Je-li τ = 0 nebo u(x0) ≥ 0, tj.

u−(x0) = 0, je funkce τχ[x0,1](x)u−(x) spojitá na celém intervalu [0, 1]. Plat́ı totiž

lim
x→x0−

τχ[x0,1](x)u−(x) = 0 ,

lim
x→x0+

τχ[x0,1](x)u−(x) = τu−(x0) = 0 .

Je proto spojitá i funkce f a z Věty 2.58 dostáváme, že u je dokonce klasickým řešeńım

této úlohy, tedy patř́ı do prostoru C2([0, 1]) a splňuje rovnici (3.24). T́ım je tvrzeńı (iv)

dokázáno.

V obecném př́ıpadě je funkce τχ[x0,1](x)u−(x) (a tedy funkce f) spojitá pouze na

intervalech [0, x0], [x0, 1], kde hodnoty v bodě x0 chápeme jako spojitě dodefinované
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limitou zleva, resp. zprava. Analogickou úvahu jako výše tak nyńı provedeme na těchto

intervalech. Volbou testovaćıch funkćı z prostoru

H1 = {v ∈ H : v(x) = 0 pro všechna x ∈ [x0, 1]} ⊂ H,

který lze ztotožnit s prostorem W 1,2
0 (0, x0), dostáváme, že funkce u splňuje∫ x0

0

u′(x)v′(x) dx− λ
∫ x0

0

u(x)v(x) dx = 0 ∀v ∈ H1 ,

což je (2.8) s

a = 0 , b = x0 , f(x) = λu(x) pro x ∈ [0, x0] .

Funkce f je přitom stejná jako v d̊ukazu části (iv) tvrzeńı, uvažujeme ji však pouze na

intervalu [0, x0]. Definujme

c0 = 0 , c1 = u(x0) , ϕ(x) =
c1
x0
x .

Potom u je slabým řešeńım úlohy (2.4), (2.5) s takto zvolenými parametry. Ze spojitosti

funkce f na intervalu [0, x0] a z Věty 2.58 dále plyne, že u je řešeńım klasickým, tj.

u ∈ C2([0, x0]) a u splňuje

u′′(x) + λu(x) = 0 na (0, x0) . (3.25)

Zcela analogicky budeme postupovat na intervalu [x0, 1]. Za prostor testovaćıch funkćı v

rovnici (3.20) zvoĺıme prostor

H2 = {v ∈ H : v(x) = 0 pro všechna x ∈ [0, x0]} ⊂ H,

který lze ztotožnit s prostorem W 1,2
0 (x0, 1), č́ımž tato rovnice přejde do tvaru∫ 1

x0

u′(x)v′(x) dx−
∫ 1

x0

(
λu(x) + τχ[x0,1](x)u−(x)

)
v(x) dx = 0 ∀v ∈ H2 .

Vzhledem k Definici 2.57 je tak funkce u slabým řešeńım úlohy (2.4), (2.5) s

a = x0 , b = 1 , c0 = u(x0) , c1 = 0,

ϕ(x) =
−c0

1− x0
(x− x0) + c0 , f(x) = λu(x) + τχ[x0,1](x)u−(x), x ∈ [x0, 1] ,

a d́ıky spojitosti funkce f na uvažovaném intervalu také řešeńım klasickým (Věta 2.58).

Plat́ı tedy u ∈ C2([x0, 1]) a u splňuje rovnici

u′′ + λu+ τχ[x0,1](x)u−(x) = 0 na (x0, 1) . (3.26)
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Celkem tak máme, že funkce u splňuje rovnici (3.21), což je souhrnný zápis rovnic (3.25),

(3.26), a že u ∈ C([0, 1]) ∩ C2([0, x0]) ∩ C2([x0, 1]). Derivace v krajńıch bodech přitom

chápeme jako jednostranné, tud́ıž se nemusej́ı rovnat.

Abychom nyńı ukázali, že je také u ∈ C1([0, 1]), stač́ı nám vzhledem k předešlému

dokázat pouze existenci prvńı derivace v bodě x = x0. Za t́ımto účelem vynásobme

rovnici (3.21) libovolnou testovaćı funkćı v ∈ H a zintegrujme ji přes intervaly (0, x0) a

(x0, 1). Po sečteńı obou rovnic a provedeńı per-partes v integrálech s u′′ dostáváme

0 =−
∫ x0

0

u′(x)v′(x) dx+ u′(x0−)v(x0)− u′(0)v(0) +

∫ x0

0

λu(x)v(x) dx

−
∫ 1

x0

u′(x)v′(x) dx+ u′(1)v(1)− u′(x0+)v(x0)

+

∫ 1

x0

(
λu(x) + τu−(x)

)
v(x) dx

=−
∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx+ u′(x0−)v(x0)− u′(x0+)v(x0)

+

∫ 1

x0

(
λu(x) + τχ[x0,1](x)u−(x)

)
v(x) dx

=−
∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx+ (u′(x0−)− u′(x0+))v(x0)

+

∫ 1

x0

(
λu(x) + τχ[x0,1](x)u−(x)

)
v(x) dx ,

přičemž hraničńı členy u′(0)v(0) a u′(1)v(1) jsou nulové d́ıky tomu, že v ∈ H. Posledńı

rovnost můžeme přepsat ve tvaru∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx−
∫ 1

x0

(
λu(x) + τχ[x0,1](x)u−(x)

)
v(x) dx = (u′(x0−)− u′(x0+))v(x0) .

Jelikož u ∈ H je dle předpokladu řešeńım (3.20), muśı platit

(u′(x0−)− u′(x0+))v(x0) = 0 .

Zřejmě tedy stač́ı zvolit v tak, aby v(x0) 6= 0, a tvrzeńı (i) je dokázáno.

Konečně přechodovou podmı́nku (3.23) lze ukázat tak, že z rovnice (3.21) vyjádř́ıme

u′′(x) a poté provedeme limitńı přechod pro x→ x0− a x→ x0+. Vzhledem ke spojitosti

funkce u v bodě x = x0 můžeme psát

u′′(x0−) = −λu(x0) ,

u′′(x0+) = −λu(x0)− τu−(x0)

a odečteńım obou jednostranných limit obdrž́ıme požadované. �
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Důsledek 3.17 Pokud je v části (iv) Věty 3.10 parametr τ = 0 nebo u(x) ≥ 0 na celém

intervalu [x0, 1], potom plat́ı u ∈ C2([0, 1]) a u splňuje diferenciálńı rovnici

u′′(x) + λu(x) = 0 na (0, 1) . (3.27)

Poznámka 3.18 Přechodová podmı́nka (3.23) je d́ıky rovnici (3.21) ekvivalentńı s pod-

mı́nkou spojitosti v bodě x = x0, tj.

u(x0−) = u(x0+) .

Věta 3.19 Netriviálńı řešeńı rovnice (3.20) s τ ≥ 0 existuje pouze pro λ > 0.

Důkaz. Tvrzeńı plyne z Vět 3.3 a 3.14. �

Věta 3.20 Funkce u ∈ C1([0, 1]) ∩ C2([0, x0]) ∩ C2([x0, 1]) splňuj́ıćı (3.21), (3.22) je

řešeńım integrálńı rovnice (3.20).

Důkaz. Je zřejmé, že u i u′ jakožto spojité funkce na [0, 1] nálež́ı do L2(0, 1) a tedy

u ∈ W 1,2(0, 1). Z podmı́nky (3.22) pak ihned vyplyvá u ∈ H.

Abychom ukázali, že u splňuje (3.20), budeme postupovat obdobně jako v předpo-

sledńı části d̊ukazu Věty 3.16. Vynásob́ıme rovnici (3.21) libovolnou v ∈ H, zintegrujeme

přes (0, x0) a (x0, 1), integrály sečteme, provedeme per-partes ve členech s u′′. Ve vzniklé

rovnici využijeme toho, že členy s v(0), resp. v(1) jsou nulové, a že funkce u′ je dle

předpokladu spojitá i v bodě x0 a proto u′(x0−)− u′(x0+) = 0. Výsledná rovnice je až

na znaménko (3.20). �

Důsledek 3.21 Je-li u ∈ C2([0, 1]) a τ = 0 nebo u(x0) ≥ 0 a u splňuje rovnici (3.24) s

okrajovými podmı́nkami (3.22), potom je také řešeńım integrálńı rovnice (3.20).

Důkaz. Tvrzeńı plyne z předchoźı věty, protože za současných předpoklad̊u funkce u

patř́ı do prostoru C1([0, 1]) ∩ C2([0, x0]) ∩ C2([x0, 1]) a splňuje (3.21) a (3.22). �
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Kapitola 4

Řešeńı úloh s bodovou překážkou

V předchoźı kapitole jsme pro tři r̊uzné nelineárńı operátory B dokázali kvalitativńı

vlastnosti řešeńı operátorové rovnice (3.1). Nyńı se pokuśıme tato řešeńı naj́ıt. Jako

prvńı prostudujeme úlohy, ve kterých operátor B odpov́ıdá p̊usobeńı jednostranné pružné

překážky v jednom bodě uvažovaného intervalu.

4.1 Překážka v krajńım bodě intervalu

Pro operátor B definovaný v sekci 3.2.1 předpisem (3.6) hledáme řešeńı úlohy

u ∈ H :

∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx− λ
∫ 1

0

u(x)v(x) dx− τu−(1)v(1) = 0 ∀v ∈ H ,

kde τ ≥ 0, H = {u ∈ W 1,2(0, 1) : u(0) = 0}. Podle Vět 3.6, 3.8 je tato úloha ekvivalentńı

s okrajovou úlohou

u′′(x) + λu(x) = 0 , (4.1)

u(0) = 0 , (4.2)

u′(1) = τu−(1) , (4.3)

přičemž hledané řešeńı u má být tř́ıdy C2([0, 1]).

Nejprve vyřeš́ıme př́ıpad τ = 0. Podmı́nka (4.3) má nyńı tvar

u′(1) = 0 . (4.4)

Dostáváme tak úlohu na vlastńı č́ısla z Věty 2.54, která má nekonečně mnoho vlastńıch

č́ısel

λn =
(2n− 1)2π2

4
(4.5)
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a jim odpov́ıdaj́ıćıch vlastńıch funkćı

un(x) = sin
(2n− 1)πx

2
, n ∈ N . (4.6)

Plat́ı, že libovolný nenulový násobek vlastńı funkce je rovněž vlastńı funkćı.

Na obrázku 4.1 jsou vykresleny prvńı tři řešeńı u1, u2, u3 úlohy s překážkou v krajńım

bodě intervalu pro τ = 0.

Obrázek 4.1: Vlastńı funkce u1 (černá), u2 (modrá), u3 (zelená) úlohy pro τ = 0

Řešeńı, která jsme obdrželi, zjevně nejsou překážkou ovlivněna. V bodě x = 1 mohou

nabývat záporných hodnot a přitom zde mı́t nulovou derivaci. Př́ıpad τ = 0 tedy od-

pov́ıdá úloze bez překážky, což plyne již z p̊uvodńı operátorové rovnice. V ńı totiž miźı

nelineárńı člen, který p̊usobeńı překážky modeluje.

Dále uvažujme τ > 0. V podmı́nce (4.3) je nyńı rozhoduj́ıćı hodnota u(1), rozlǐśıme

proto následuj́ıćı př́ıpady.

4.1.1 Řešeńı splňuj́ıćı u(1) ≥ 0

Za předpokladu, že u(1) ≥ 0, dostáváme i pro τ > 0 z (4.3)

u′(1) = 0 .

Máme tedy stejnou úlohu na vlastńı č́ısla jako v př́ıpadě τ = 0, a proto každé řešeńı

požadovaného typu je zároveň řešeńım úlohy bez překážky. Je ovšem třeba dbát přidané

podmı́nky na znaménko u(1).

Jelikož

un(1) = sin
(2n− 1)π

2
= (−1)n+1 6= 0 ∀n ∈ N ,

má smysl hledat pouze řešeńı, pro něž je u(1) > 0. Splněńı této podmı́nky zajist́ıme,

budeme-li pro lichá n uvažovat pouze kladné násobky funkćı un z (4.6), zat́ımco pro n
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sudá pouze záporné. Celkem tedy můžeme řešeńı psát ve tvaru

un(x) = (−1)n+1 sin
(2n− 1)πx

2
, n ∈ N , (4.7)

přičemž pouze kladné násobky těchto funkćı jsou rovněž řešeńı. Př́ıslušná vlastńı č́ısla

jsou stejná jako v úloze bez překážky, tj. λn = (2n− 1)2π2/4.

Všimněme si, že pro τ > 0 je úloha pozitivně homogenńı, což je v souladu s Poznám-

kou 3.4. Nalezená řešeńı nemaj́ı s překážkou žádný kontakt, ta proto neovlivňuje jejich

tvar, jej́ı př́ıtomnost se však projev́ı v omezeńı př́ıpustných násobk̊u.

Na obrázku 4.2 jsou vykresleny vlastńı funkce u1, u2, u3 dané předpisem (4.7), tj.

řešeńı úlohy (4.1), (4.2), (4.3) s τ > 0 splňuj́ıćı u(1) > 0.

Obrázek 4.2: Vlastńı funkce u1 (černá), u2 (modrá), u3 (zelená) úlohy pro τ > 0

4.1.2 Řešeńı splňuj́ıćı u(1) < 0

Hledejme nyńı taková řešeńı úlohy (4.1), (4.2), (4.3), pro která je u(1) < 0. Podmı́nku

(4.3) lze vzhledem k definici záporné části funkce psát jako

u′(1) = −τu(1) . (4.8)

Protože −τu(1) > 0, jsou tato řešeńı v okoĺı krajńıho bodu x = 1 vždy rostoućı. Hodnota

derivace v tomto bodě je přitom t́ım větš́ı, č́ım větš́ı je śıla překážky τ nebo č́ım menš́ı

je hodnota u(1).

Pro (4.1) máme charakteristickou rovnici

r2 + λ = 0 , (4.9)

jej́ıž kořeny jsou

r1,2 = ±
√
−λ . (4.10)
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Podle Věty 3.7 existuje netriviálńı řešeńı pouze pro λ > 0. Oba kořeny jsou tud́ıž ryze

imaginárńı a definujeme-li

β :=
√
λ > 0 , (4.11)

můžeme psát

r1,2 = ±βi .

Fundamentálńı systém řešeńı je tedy FS = {cos βx, sin βx}, což nám dává obecné

řešeńı rovnice (4.1) tvaru

u(x) = A cos βx+B sin βx ,

kde A,B ∈ R jsou libovolně volitelné konstanty. Dosazeńım tohoto řešeńı do okrajové

podmı́nky (4.2) dostáváme

u(0) = A = 0 ,

odkud

u(x) = B sin βx . (4.12)

Z podmı́nky (4.8) je potom

u′(1) = βB cos β = −τB sin β .

Jelikož nás zaj́ımaj́ı pouze netriviálńı řešeńı úlohy, tj. řešeńı s B 6= 0, požadujeme, aby

β cos β = −τ sin β.

Vyděĺıme-li tuto rovnici −τ a členem cos β (ten je nenulový, v opačném př́ıpadě by musel

být nulový i člen sin β, což neńı možné), dostaneme transcendentńı rovnici v proměnné β

− 1

τ
β = tg β . (4.13)

Na levé straně je lineárńı funkce, na pravé straně funkce tangens. Zřejmě tak existuje

posloupnost kořen̊u

0 < β1 < β2 < · · · < βn → +∞

splňuj́ıćı

βn ∈
(π

2
+ (n− 1)π, nπ

)
, n ∈ N (4.14)

(viz též obrázek 4.3). S rostoućım n se nav́ıc kořeny stále v́ıce přibližuj́ı levému krajńımu

bodu př́ıslušného intervalu.
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Obrázek 4.3: Grafické řešeńı rovnice (4.13).

Protože β =
√
λ, v́ıme, že existuje posloupnost vlastńıch č́ısel

0 < λ1 < λ2 < · · · < λn → +∞ ,

λn = β2
n , n ∈ N ,

a př́ıslušných vlastńıch funkćı

un(x) = Bn sin
√
λnx . (4.15)

Znaménko Bn je zde dáno požadavkem un(1) < 0, tedy

Bn sin
√
λn < 0.

To bude vzhledem k (4.14) splněno, pokud

sgnBn = (−1)n .

Řešeńı tedy můžeme psát ve tvaru

un(x) = (−1)n sin
√
λnx , (4.16)

přičemž pouze kladné násobky těchto vlastńıch funkćı jsou vlastńı funkce řešené úlohy.

Na obrázku 4.4 jsou znázorněny vlastńı funkce u1, u2, u3 z (4.16) pro τ = 5, které

odpov́ıdaj́ı vlastńım č́ısl̊um λ1 = 7.02, λ2 = 29.70 a λ3 = 70.39. Pro τ = 50 jsou

prvńı tři vlastńı funkce úlohy znázorněny na obrázku 4.5. Vlastńı č́ısla jsou v tomto

př́ıpadě λ1 = 9.49, λ2 = 37.94 a λ3 = 85.38. Hodnoty byly zjǐstěny numerickým řešeńım

rovnice (4.13).
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Obrázek 4.4: Řešeńı u1 (černá), u2 (modrá), u3 (zelená) pro τ = 5

Obrázek 4.5: Řešeńı u1 (černá), u2 (modrá), u3 (zelená) pro τ = 50

Obrázek 4.6: Funkce u2 pro τ = 5 (modrá), τ = 10 (zelená), τ = 50 (oranžová).

Na obrázku 4.6 jsou pro srovnáńı vykresleny vlastńı funkce u2 pro τ = 5, τ = 10 a

τ = 50. Př́ıslušná vlastńı č́ısla byla uvedena výše, pro τ = 10 je λ2 = 33.18.

Poznámka 4.1 Lze ukázat, že norma (3.5) na prostoru H zohledňuj́ıćı hodnoty derivaćı

je pro řešeńı všech úloh uvažovaných v této práci úměrná hodnotě
√
λ. Konkrétně pro

funkce un z (4.16) je

‖un‖2 =

∫ 1

0

|u′n(x)|2 dx =

∫ 1

0

∣∣∣√λn cos
√
λnx

∣∣∣2 dx =
λn
2
.

Vlastńı č́ısla λn přitom tvoř́ı neomezenou rostoućı posloupnost (jak uvid́ıme dále, toto

je pravda pro všechny studované úlohy). To znamená, že takto vynormované funkce un

by měly s rostoućım n klesaj́ıćı amplitudu.
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Z d̊uvodu přehlednosti jsou funkce na obrázćıch v této práci vykreslovány s amplitu-

dou rovnou jedné, výjimku tvoř́ı pouze grafy řešeńı úlohy se souvislou překážkou. Protože

jsou všechny studované úlohy pozitivně homogenńı, tj. každý kladný násobek řešeńı je

řešeńım, neńı v obrázćıch znázorněna osa y.

Z obrázk̊u 4.4–4.6 je zřejmé, že č́ım větš́ı je hodnota parametru τ , odpov́ıdaj́ıćı śıle

překážky, t́ım v́ıce se pr̊useč́ıky vlastńıch funkćı úlohy bĺıž́ı k hodnotám nulových bod̊u

funkćı

sinnπx , n ∈ N .

Vlastńı funkce úlohy se tedy s rostoućım τ přibližuj́ı tvarem řešeńım Dirichletovy úlohy

na vlastńı č́ısla s homogenńımi okrajovými podmı́nkami. V rovnici (4.13) se pro τ →∞

bĺıž́ı směrnice lineárńı funkce − 1
τ
β k nule a z obrázku 4.3 je patrné, že kořeny βn této

rovnice konverguj́ı k hodnotám nπ, n ∈ N. Pro vlastńı č́ısla potom plat́ı

λn → n2π2 pro τ → +∞ .

Limitńı hodnoty jsou právě vlastńı č́ısla zmı́něné Dirichletovy úlohy. Tu lze nahĺıžet jako

úlohu s pevnou překážkou, která nedovoluje, aby řešeńı v bodě jej́ıho umı́stěńı nabývalo

záporných hodnot.

 0
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Obrázek 4.7: Závislost vlastńıch č́ısel λ na τ . Černě jsou vykresleny souvislé větve

kvadrát̊u kořen̊u rovnice (4.13), tj. λ = λ(τ) = β2(τ), které se nacházej́ı v pásech mezi

vlastńımi č́ısly úloh bez překážky (červeně) a s pevnou překážkou (modře).
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Na obrázku 4.7 je vykresleno prvńıch pět větv́ı vlastńıch č́ısel úlohy (4.1), (4.2), (4.8)

pro τ > 0, jejichž př́ıslušné vlastńı funkce jsou překážkou př́ımo ovlivněny. Červeně jsou

vyznačeny vlastńı č́ısla z (4.5) úlohy (4.1), (4.2), (4.4), jejichž vlastńı funkce překážku

obcházej́ı, modře pak hodnoty n2π2 odpov́ıdaćı vlastńım č́ısl̊um úlohy s pevnou překáž-

kou. Je patrné, že černé křivky vycházej́ı pro τ = 0 z červených a s rostoućım τ se

přibližuj́ı ke křivkám modrým.

4.2 Překážka uvnitř intervalu

Uvažujme nyńı operátor B z (3.12), který odpov́ıdá penalizaci ve vnitřńım bodě intervalu

(0, 1). Úloha je v tomto př́ıpadě dána rovnićı

u ∈ H :

∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx− λ
∫ 1

0

u(x)v(x) dx− τu−(x0)v(x0) = 0 ∀v ∈ H ,

kde τ ≥ 0 a H = W 1,2
0 (0, 1). Abychom našli jej́ı řešeńı, využijeme Větu 3.10, podle které

pro funkci u splňuj́ıćı uvedenou integrálńı rovnici obecně plat́ı

u ∈ C([0, 1]) ∩ C2([0, x0]) ∩ C2([x0, 1]) (4.17)

a u je řešeńım okrajové úlohy

u′′(x) + λu(x) = 0 , x ∈ (0, 1) \ {x0} , (4.18)

u(0) = 0 , (4.19)

u(1) = 0 , (4.20)

u′(x0−)− u′(x0+) = τu−(x0) . (4.21)

Je-li nav́ıc τ = 0 nebo u(x0) ≥ 0, v́ıme podle téže věty, že u ∈ C2([0, 1]) a u splňuje

rovnici z (4.18) na celém intervalu (0, 1). Vzhledem k Větě 3.12 jsou obě úlohy, integrálńı

i diferenciálńı, ekvivalentńı, proto se dále budeme zabývat pouze řešeńım úlohy (4.17)–

(4.21).

4.2.1 Klasická řešeńı

Vyřešme nejprve př́ıpady, ve kterých lze obdržet řešeńı tř́ıdy C2([0, 1]) (dokonce tř́ıdy

C∞([0, 1])). Tyto př́ıpady nastanou pro τ = 0 nebo u(x0) ≥ 0, kdy je rovnice z (4.18)
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splněna i v bodě x = x0. Hledáme tedy řešeńı úlohy na vlastńı č́ısla

u′′(x) + λu(x) = 0 , x ∈ (0, 1)

s okrajovými podmı́nkami (4.19), (4.20), na která př́ıpadně klademe daľśı požadavky.

Podle Věty 2.52 existuje nekonečně mnoho vlastńıch č́ısel λn = n2π2, kterým od-

pov́ıdaj́ı vlastńı funkce

un = sinnπx , n ∈ N . (4.22)

Pro τ = 0 je každá funkce tvaru (4.22) se všemi svými nenulovými násobky řešeńım

naš́ı úlohy, a to nezávisle na hodnotě x0. Tento př́ıpad tak opět odpov́ıdá úloze bez

překážky, resp. úloze s překážkou p̊usob́ıćı na řešeńı nulovou silou.

Je-li τ > 0, mohou být funkce z (4.22) řešeńım pouze tehdy, splňuj́ı-li u(x0) ≥ 0.

Vid́ıme, že umı́stěńı překážky, tj. umı́stěńı bodu x0, je nyńı podstatné. Zřejmě ne všechny

vlastńı funkce Dirichletovy okrajové úlohy nabývaj́ı v tomto bodě nulové hodnoty, pokud

ano, je libovolný nenulový násobek takové funkce opět řešeńım. Každou z vlastńıch

funkćı (4.22), která je v bodě x = x0 nenulová, lze vhodným násobkem
”
naladit“ tak,

aby vyhovovala požadavku u(x0) > 0. Pouze kladné násobky takové funkce jsou hledaná

řešeńı. Př́ıtomnost překážky se tak projevuje v omezeńı co do znaménka vlastńıch funkćı,

ačkoli jinak na řešeńı nep̊usob́ı (ve smyslu ztráty hladkosti).

Obrázek 4.8: Klasická řešeńı u1 (černá), u2 (modrá), u3 (zelená) úlohy s překážkou

umı́stěnou v bodě x0 = 2
3
, τ > 0.

Na obrázku 4.8 jsou pro x0 = 2/3 vykresleny vlastńı funkce u1, u2 a u3 z (4.22).

Prvńı dvě překážku obcházej́ı a pouze jejich kladné násobky jsou řešeńım, třet́ı funkce

se překážky dotýká a tak i jej́ı záporné násobky z̊ustávaj́ı řešeńım.

Dodejme, že je-li x0 racionálńı č́ıslo, tj. tvaru p/q, p, q ∈ N, každá funkce z (4.22)

s n = kq, k ∈ N, procháźı bodem x = x0, a tedy se překážky dotýká. Naopak pro
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x0 iracionálńı žádná t́ımto bodem neprocháźı, dotyk tud́ıž nemůže nastat. V každém

př́ıpadě však plat́ı, že všechna vlastńı č́ısla λn = n2π2 úlohy bez překážky (tj. pro τ = 0)

jsou také vlastńımi č́ısly úlohy s překážkou (pro τ > 0).

4.2.2 Deformovaná řešeńı

Hledejme nyńı taková řešeńı úlohy (4.17)–(4.21) s τ > 0, pro která plat́ı u(x0) < 0. Tato

řešeńı splňuj́ı rovnici (4.18), tj.

u′′(x) + λu(x) = 0

na intervalech (0, x0) a (x0, 1), spolu s okrajovými podmı́nkami (4.19), (4.20) a maj́ı

být podle (4.17) spojitá na celém intervalu (0, 1). Speciálně tedy požadujeme spojitost

v bodě x0, kterou můžeme vyjádřit ve formě podmı́nky

u(x0−) = u(x0+) . (4.23)

Vzhledem k požadavku u(x0) < 0 má přechodová podmı́nka (4.21) v tomto př́ıpadě tvar

u′(x0−)− u′(x0+) = −τu(x0) . (4.24)

Odtud je zřejmé, že hledaná řešeńı nemohou být hladká, jednostranné derivace v bodě x0

se lǐśı o hodnotu −τu(x0) > 0. Z tohoto d̊uvodu je budeme také označovat termı́nem de-

formovaná, abychom odlǐsili jejich kvalitativńı vlastnosti od klasických řešeńı z předchoźı

části.

Protože na obou intervalech (0, x0), (x0, 1) uvažujeme stejnou rovnici, maj́ı i př́ıslušné

charakteristické rovnice stejný tvar

r2 + λ = 0 .

Odtud dostáváme

r2 = −λ

a protože podle Věty 3.11 existuje netriviálńı řešeńı dané úlohy pouze pro λ > 0, jsou

kořeny

r1,2 = ±
√
−λ

ryze imaginárńı komplexně sdružená č́ısla. Označ́ıme-li pro jednoduchost

β :=
√
λ > 0 ,
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můžeme psát

r1,2 = ±βi.

Fundamentálńı systém řešeńı rovnice (4.18) je FS = {cos βx, sin βx}. V tomto tvaru

jej použijeme pro řešeńı na intervalu (0, x0). Na intervalu (x0, 1) zvoĺıme fundamentálńı

systém

FSR = {cos β(1− x), sin β(1− x)},

který je rovněž tvořen lineárně nezávislými řešeńımi rovnice (4.18). Ze součtových vzorc̊u

pro goniometrické funkce je totiž

cos β(1− x) = cos β cosx+ sin β sinx,

sin β(1− x) = sin β cosx− cos β sinx,

což při ztotožněńı prvk̊u FS, FSR se sloupcovými vektory odpov́ıdá lineárńı transformacicos β(1− x)

sin β(1− x)

 =

cos β sin β

sin β − cos β

cos βx

sin βx


a determinant matice této transformace je zjevně nenulový.

Obecné řešeńı rovnice (4.18) je tedy

u(x) =

 uL(x) = A cos βx+B sin βx na (0, x0)

uR(x) = C cos β(1− x) +D sin β(1− x) na (x0, 1)
,

kde A,B,C,D ∈ R jsou libovolně volitelné konstanty. Dosazeńım tohoto řešeńı do okra-

jových podmı́nek (4.19), (4.20) postupně dostáváme

uL(0) = A = 0 ,

uR(1) = C = 0

a v d̊usledku

uL(x) = B sin βx ,

uR(x) = D sin β(1− x) .

Podmı́nka (4.23) vyjadřuje požadavek na spojitost řešeńı v bodě x0. K jej́ımu splněńı je

zapotřeb́ı, aby se v tomto bodě rovnaly funkčńı hodnoty zprava a zleva, tj.

B sin βx0 = D sin β(1− x0) . (4.25)
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Konečně z podmı́nky (4.24) vzhledem k derivaćım

u′L(x) = Bβ cos βx,

u′R(x) = −Dβ cos β(1− x)

dostáváme po dosazeńı

Bβ cos βx0 +Dβ cos β(1− x0) = −τB sin βx0. (4.26)

Rovnice (4.25), (4.26) tvoř́ı soustavu o neznámých B a D. Aby existovalo nenulové řešeńı,

muśı být determinant matice soustavy roven nule, tedy∣∣∣∣∣∣ sin βx0 − sin β(1− x0)

β cos βx0 + τ sin βx0 β cos β(1− x0)

∣∣∣∣∣∣ = 0 .

Vyjádřeńım determinantu a užit́ım součtového vzorce postupně dostaneme

β
(

sin βx0 cos β(1− x0) + cos βx0 sin β(1− x0)
)

+τ sin βx0 sin β(1− x0) = 0

β sin
(
βx0 + β(1− x0)

)
+ τ sin βx0 sin β(1− x0) = 0

β sin β + τ sin βx0 sin β(1− x0) = 0 .

Z posledńı rovnice je

β sin β = −τ sin βx0 sin β(1− x0) (4.27)

a hledáme taková β > 0, pro která nastane rovnost. To odpov́ıdá hledáńı pr̊useč́ık̊u

funkćı

f(β) := β sin β,

g(β) := −τ sin βx0 sin β(1− x0)

na intervalu (0,∞).

Funkce f je spojitá a stř́ıdá znaménko ve svých kořenech β = nπ, n ∈ N. Jej́ı pr̊uběh

je znázorněn na obrázku 4.9. Speciálně je

f(0) = f(π) = f(2π) = 0 , f > 0 na (0, π) , f < 0 na (π, 2π) . (4.28)

Funkce g : (0,∞)→ [−τ, τ ] je spojitá a omezená funkce s množinou nulových bod̊u{
kπ

x0
,

kπ

1− x0
, k ∈ N

}
.
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Obrázek 4.9: Graf funkce f(β) = β sin β.

Vzhledem k tomu, že uvažujeme x0 ∈ (0, 1) a v předpisu funkce g vystupuje součin funkćı

sin βx0 a sin β(1− x0), který je v parametru x0 symetrický v̊uči bodu x = 1/2, můžeme

dále bez újmy na obecnosti předpokládat, že x0 ∈
[
1
2
, 1
)
. Potom je 1− x0 ≤ x0 a tud́ıž

kπ

x0
≤ kπ

1− x0
, k ∈ N ,

přičemž rovnost nastává pouze pro x0 = 1
2
.

Označme nejmenš́ı kladný kořen funkce g ṕısmenem γ. Z výše uvedeného vyplývá,

že

γ =
π

x0

a plat́ı

γ ∈ (π, 2π] . (4.29)

Protože se jedná o prvńı kořen funkce g na (0,∞), je

g < 0 na (0, γ) . (4.30)

Pokud x0 >
1
2
, je γ ∈ (π, 2π). Odtud a z (4.28), (4.30) plyne, že nejmenš́ı kladný pr̊useč́ık

β1 funkćı f a g splňuje

β1 ∈ (π, γ) , (4.31)

viz též obrázek 4.10.

Pro x0 = 1
2

je

g(β) = −τ sin2 β

2
≤ 0 na (0,∞)
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Obrázek 4.10: Pr̊useč́ıky funkćı f a g, tj. kořeny rovnice (4.27) pro x0 = 0.6, τ = 10;

prvńı pr̊useč́ık β1 v intervalu (π, γ)

a γ = 2π je dvojnásobný kořen funkce g. Je tud́ıž

g(2π) = g′(2π) = 0 (4.32)

a g nabývá v bodě β = 2π svého maxima. Funkce g je proto na okoĺı bodu 2π konkávńı.

Oproti tomu je funkce f , pro kterou je rovněž bod β = 2π kořenem, na okoĺı tohoto

bodu ryze rostoućı. Dı́ky (4.28) a (4.30) proto i v tomto př́ıpadě splňuje nejmenš́ı kladný

pr̊useč́ık β1 funkćı f a g (4.31), bod β = 2π je jejich druhým pr̊useč́ıkem, (obrázek 4.11).

Nezávisle na hodnotě x0 jsme tak zjistili, že prvńı kořen β1 se vždy nacháźı v intervalu

(π, γ). Prvńı vlastńı č́ıslo úlohy (4.18)–(4.20), (4.23) a (4.24) s τ > 0 je pak

λ1 = β2
1 ∈

(
π2, 4π2

]
.

Dále plat́ı, že funkce f procháźı body[π
2

+ 2nπ,
π

2
+ 2nπ

]
, resp.

[
3π

2
+ 2nπ,−

(
3π

2
+ 2nπ

)]
, n ∈ N ,

jedná se o body, ve kterých se funkce y = f(β) dotýká př́ımky y = β, resp. př́ımky

y = −β. Jsou to body lokálńıch maxim, resp. minim funkce f . Je zřejmé, že hodnoty

těchto maxim, resp. minim tvoř́ı v absolutńı hodnotě rostoućı posloupnost a pro β > τ

již lež́ı mimo interval [−τ, τ ]. Jelikož je funkce g omezená, protože jej́ı obor hodnot je

podmnožinou [−τ, τ ], existuje m ∈ N tak, že π/2 +mπ > τ a d́ıky spojitosti obou funkćı

46



Obrázek 4.11: Pr̊useč́ıky funkćı f a g, tj. kořeny rovnice (4.27) pro x0 = 0.5, τ = 10;

prvńı pr̊useč́ık β1 v intervalu (π, γ)

tak lež́ı v každém intervalu[
π

2
+ (m+ n)π,

3π

2
+ (m+ n)π

]
, n ∈ N ,

alespoň jeden kořen (4.27). Dokázali jsme tak, že existuje rostoućı posloupnost βn → +∞

pr̊useč́ık̊u funkćı f a g, tedy kořen̊u (4.27). Jejich druhé mocniny tvoř́ı neomezenou

rostoućı posloupnost vlastńıch č́ısel λn úlohy (4.18)–(4.20), (4.23) a (4.24) s τ > 0.

Možné pr̊useč́ıky funkćı f a g na intervalu [2π, π/2 + mπ] nebudeme podrobněji

specifikovat, nebot’ funkce g v závislosti na x0 měńı sv̊uj tvar zp̊usobem, který je pro

tento účel obt́ıžně uchopitelný. Podstatný je fakt, že existuje celá posloupnost těchto

pr̊useč́ık̊u, které pro konkrétńı hodnoty τ a x0 dokážeme numericky naj́ıt.

Pokud je β kořenem (4.27) a plat́ı, že β 6= nπ, n ∈ N, existuje netriviálńı dvojice

koeficient̊u (B,D) 6= (0, 0) — např́ıklad tvaru

(B,D) =

(
B,B

sin βx0
sin β(1− x0)

)
splňuj́ıćı (4.25), (4.26). Dı́ky existenci celé posloupnosti kořen̊u βn rovnice (4.27) v́ıme,

že existuje posloupnost vlastńıch č́ısel úlohy

λn = β2
n , (4.33)
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kterým odpov́ıdaj́ı vlastńı funkce

un(x) =

 Bn sin
√
λnx na (0, x0)

Bn
sin
√
λnx0

sin
√
λn(1−x0)

sin
√
λn(1− x) na (x0, 1) .

(4.34)

Znaménko konstanty Bn 6= 0 je dáno požadavkem

un(x0) < 0 ,

tedy

Bn sin
√
λnx0 < 0 .

Pokud je β = nπ kořenem (4.27) pro nějaké n ∈ N (takové β existuj́ı, právě když je x0

racionálńı), je λn = n2π2 vlastńım č́ıslem a př́ıslušná vlastńı funkce je un(x) = sinnπx.

Ta je ale v bodě x = x0 nulová a nesplňuje tak požadavek u(x0) < 0. Tyto př́ıpady byly

diskutovány v části o klasických řešeńıch.

Na obrázćıch 4.12, resp. 4.13 jsou pro tři r̊uzné hodnoty τ znázorněny funkce u1,

resp. u2 z (4.34) pro překážku umı́stěnou v bodě x0 = 0.6. Numericky nalezené hodnoty

vlastńıch č́ısel jsou λ1 = 16.48, λ2 = 43.03 pro τ = 5, λ1 = 19.98, λ2 = 46.10 pro τ = 10

a λ1 = 26.52, λ2 = 58.67 pro τ = 100.

Všimněme si, že při zvětšuj́ıćım se τ se po vynormováńı zmenšuje amplituda na

jednom z podinterval̊u (x0, 1), resp. (0, x0), a z̊ustavá jednotková na intervalu opačném.

To odpov́ıdá výsledk̊um z [6], kde je tato úloha řešena pro pevnou překážku v x0 – na

jednom z interval̊u (0, x0), (x0, 1) je př́ıslušná vlastńı funkce nulová, na druhém jde o

vlastńı funkci homogenńı Dirichletovy úlohy. Vlastńı č́ısla úlohy s pevnou překážkou jsou

tud́ıž

λLm =
n2π2

x20
, λRn =

n2π2

(1− x0)2
, m, n ∈ N . (4.35)

Na obrázku 4.14 jsou červeně vykresleny hodnoty vlastńıch č́ısel λn = n2π2, kterým

odpov́ıdaj́ı nedeformované vlastńı funkce, které bud’ překážku umı́stěnou v bodě x0 = 0.6

ze správné strany obcházej́ı nebo se j́ı jen dotknou. Černě jsou vyneseny větve vlastńıch

č́ısel z (4.33), tj. větve kvadrát̊u kořen̊u rovnice (4.27). Zeleně jsou pro srovnáńı vyne-

seny ještě hodnoty vlastńıch funkćı úlohy s pevnou překážkou. Obdobně jako v sekci

s překážkou na kraji intervalu je patrné, že černé křivky vycházej́ı vlevo pro τ = 0

z červených a bĺıž́ı se pro rostoućı τ křivkám modrým. Vlastńımu č́ıslu λ = 25π2 ≈ 250

odpov́ıdá vlastńı funkce, která se překážky dotýká, má dva nulové body na intervalu
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Obrázek 4.12: Řešeńı u1 úlohy s překážkou v x0 = 0.6 pro τ = 5 (černá), τ = 10 (zelená),

τ = 100 (oranžová)

Obrázek 4.13: Řešeńı u2 úlohy s překážkou v x0 = 0.6 pro τ = 5 (černá), τ = 10 (modrá),

τ = 100 (oranžová)

(0, 0.6) a jeden na intervalu (0.6, 1). Toto λ je zároveň vlastńım č́ıslem λ5 z (4.33), tedy

β5 = 5π je kořenem (4.27) a př́ıslušná vlastńı funkce je u5 z (4.22). Nav́ıc,

λ5 = λL3 = λR2 .

To je dáno t́ım, že je překážka umı́stěna v racionálńım bodě x0 = 0.6, který rozděluje

interval (0, 1) v poměru 3 : 2. Pokud by x0 bylo iracionálńı č́ıslo, žádná vlastńı č́ısla pro

Dirichletovy úlohy na jednotlivých podintervalech by nikdy nesplynula.
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Obrázek 4.14: Závislost vlastńıch č́ısel λ na τ . Černě jsou vykresleny souvislé větve

vlastńıch č́ısel z (4.33), červeně jsou vyznačeny vlastńı č́ısla λn = n2π2, modře hodnoty

vlastńıch č́ısel z (4.35); x0 = 0.6
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Kapitola 5

Řešeńı úlohy se souvislou překážkou

Hledejme nyńı řešeńı rovnice

u ∈ H :

∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx−
∫ 1

0

(
λu(x) + τχ[x0,1](x)u−(x)

)
v(x) dx = 0 ∀v ∈ H ,

kde τ ≥ 0, x0 ∈ (0, 1) a H = W 1,2
0 (0, 1), tj. operátorové rovnice (3.1) konkretizované

v sekci 3.2.3 pro nelineárńı operátor B, který odpov́ıdá p̊usobeńı jednostranné pružné

překážky na intervalu [x0, 1) ⊂ (0, 1).

Tato řešeńı budeme hledat jakožto řešeńı jistých diferenciálńıch rovnic druhého řádu

s okrajovými a přechodovými podmı́nkami, které jsou s p̊uvodńı úlohou ekvivalentńı.

Naš́ım ćılem bude naj́ıt základńı typy řešeńı, které demonstruj́ı charakteristiky úlohy.

Obecněǰśı tvary řešeńı pak můžeme obdržet rozděleńım problému na d́ılč́ı části, přičemž

řešeńı každé z nich bude odpov́ıdat některému z ńıže uvedených př́ıpad̊u.

Typy řešeńı rozlǐśıme podle deformace a množiny kontaktu s překážkou. Za deformo-

vané řešeńı přitom budeme považovat každé řešeńı, které je maximálně tř́ıdy C2([0, 1]).

V této notaci tak může být i klasické řešeńı deformované, jestliže jeho třet́ı derivace neńı

spojitá na [0, 1]. Množinou kontaktu řešeńı s překážkou rozumı́me množinu

K = {x ∈ (0, 1) : u(x) ≤ 0} ∩ [x0, 1).

Jestliže K = ∅, řešeńı nemá s překážkou kontakt. Pokud je K = {x0}, ř́ıkáme, že řešeńı

se překážky dotýká. Plný kontakt nastává, je-li K = [x0, 1) a u(x) < 0 pro všechna

x ∈ [x0, 1). Množina kontaktu může být rovněž vlastńı část́ı překážky. Potom ji budeme

označovat jako množinu s volnou hranićı. Jako nejjednodušš́ı př́ıpad vyčleńıme souvislou

množinu K = [α, 1), α ∈ (x0, 1).
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5.1 Nedeformovaná řešeńı

Podle Věty 3.16 je řešeńı u uvažované integrálńı rovnice pro τ = 0 nebo u(x0) ≥ 0 tř́ıdy

C2([0, 1]) a splňuje diferenciálńı rovnici

u′′(x) + λu(x) + τχ[x0,1](x)u−(x) = 0 , x ∈ (0, 1) , (5.1)

spolu s okrajovými podmı́nkami

u(0) = 0 , u(1) = 0 . (5.2)

Vzhledem k tomu, jak jsme zavedli pojem deformace, nemuśı uvedená regularita nutně

znamenat, že se jedná o nedeformovaná řešeńı. Přeṕı̌seme-li rovnici výše do tvaru

−u′′(x) = λu(x) + τχ[x0,1](x)u−(x)

a uvědomı́me-li si, že člen s τχ[x0,1](x)u−(x) je za uvedených předpoklad̊u spojitý na

(0, 1), nicméně neńı obecně diferencovatelný (např́ıklad pokud funkce u měńı na intervalu

(x0, 1) znaménko), dojdeme k závěru, že nedeformovaná řešeńı lze obdržet tehdy, je-li

τ = 0 nebo u(x0) ≥ 0 a u(x) > 0 na intervalu (x0, 1).

V obou uvedených př́ıpadech je nelineárńı člen v rovnici (5.1) nulový, dostáváme tak

úlohu na vlastńı č́ısla

u′′(x) + λu(x) = 0 , x ∈ (0, 1) , (5.3)

s Dirichletovými okrajovými podmı́nkami (5.2), která má nekonečně mnoho vlastńıch

č́ısel λn = n2π2 a jim odpov́ıdaj́ıćıch vlastńı funkćı

un(x) = sinnπx , n ∈ N .

Je-li τ = 0, je libovolný násobek vlastńı funkce rovněž vlastńı funkćı. Vid́ıme také,

že nalezená řešeńı jsou tř́ıdy C∞([0, 1]), překážka je nedeformuje. Př́ıpad τ = 0 tak opět

odpov́ıdá úloze bez překážky.

Pro τ > 0 muśı nedeformovaná řešeńı splňovat podmı́nku u(x) > 0 na (x0, 1).

Rozlǐśıme je nyńı podle typu kontaktńı množiny.

5.1.1 Řešeńı bez kontaktu s překážkou

Necht’ τ > 0 a x0 ∈ (0, 1). Hledejme řešeńı úlohy (5.3), (5.2) splňuj́ıćı u(x) > 0 pro

x ∈ [x0, 1). V tomto př́ıpadě je K = ∅ a řešeńı nemaj́ı s překážkou kontakt, jinými
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slovy překážku obcháźı. Zřejmě je podstatné jej́ı umı́stěńı, protože bod x = x0 vystupuje

v přidané podmı́nce. Jelikož je x0 vstupńım parametrem úlohy a může nabývat libo-

volné hodnoty z intervalu (0, 1), zjednoduš́ıme si hledáńı požadovaných řešeńı pomoćı

následuj́ıćı úvahy.

Každé řešeńı této úlohy splňuj́ıćı danou podmı́nku je i řešeńım úlohy bez překážky,

nebot’ rovnice i okrajové podmı́nky z̊ustávaj́ı stejné. Ptejme se tedy, pro jaké hodnoty x0

bude některá z vlastńıch funkćı úlohy bez překážky splňovat podmı́nku kladných hodnot

na intervalu [x0, 1). Funkce

u1(x) = sinπx

spolu se všemi svými kladnými násobky obejde libovolně umı́stěnou překážku, tj. je

řešeńım nezávisle na hodnotě x0. Záporné násobky řešeńım nejsou. Pro x0 ∈ (1
2
, 1) bude

řešeńım také funkce

u2(x) = − sin 2πx ,

stejně jako všechny jej́ı kladné násobky. Podobně pro x0 ∈ (2
3
, 1) dostáváme daľśı řešeńı

u3(x) = sin 3πx

a libovolný kladný násobek tohoto řešeńı je opět řešeńım. Bude-li překážka umı́stěna

např́ıklad na intervalu [0.7, 1), jsou hledaná řešeńı funkce u1, u2, u3. Situace je znázorněná

na obrázku 5.1.

Obrázek 5.1: Funkce u1, u2, u3 obcházej́ıćı překážku umı́stěnou na intervalu [0.7, 1).

Plat́ı tedy, že funkce

un(x) = (−1)n+1 sinnπx , n = 2, 3, 4 . . . , (5.4)

resp. všechny jej́ı kladné násobky, splňuje podmı́nku u(x) > 0 na [x0, 1) za předpokladu,

že

x0 >
n− 1

n
,
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tj. bod x0 se nacháźı za posledńım nulovým bodem funkce un v intervalu (0, 1).

Všimněme si, že pro x0 z intervalu (0, 1
2
] existuje (až na kladný násobek) jediné řešeńı,

a t́ım je funkce u1. Pro x0 ∈ (1
2
, 2
3
] máme již dvě řešeńı u1, u2. Zobecněńım dojdeme k

závěru, že zvětšováńım hodnoty x0 vzr̊ustá počet řešeńı při překročeńı každé z hodnot

n−1
n

, n = 2, 3, 4 . . . , které odpov́ıdaj́ı bod̊um, ve kterých př́ıslušná funkce un naposledy

měńı znaménko. Nyńı tak můžeme provést diskusi řešeńı vzhledem k parametru x0.

Interval (0, 1) lze nahĺıžet jako systém navzájem disjunktńıch interval̊u

In =

(
n− 1

n
,

n

n+ 1

]
, n ∈ N ,

a plat́ı, že je-li x0 ∈ In pro nějaké n ∈ N, existuje (až na kladný násobek) právě n řešeńı

tvaru

uk(x) = (−1)k+1 sin kπx , k = 1, 2, . . . n ,

které nemaj́ı s překážkou žádný kontakt.

Vid́ıme tak, že ačkoli nezálež́ı na śıle překážky τ , nebot’ na řešeńı fakticky nep̊usob́ı,

projev́ı se jej́ı př́ıtomnost omezeńım násobk̊u vlastńıch funkćı úlohy, které jsou stejné

jako pro úlohu bez překážky. Počet i tvar řešeńı je dán hodnotou parametru x0 ∈ (0, 1).

Č́ım větš́ı je tato hodnota, t́ım v́ıce řešeńı dostáváme.

5.1.2 Řešeńı dotýkaj́ıćı se překážky

Zbývá vyřešit př́ıpad, kdy τ > 0, u(x0) = 0 a u(x) > 0 pro x ∈ (x0, 1), tj. kdy K = {x0}.

Řešeńı úlohy (5.3), (5.2) tohoto tvaru se tedy překážky umı́stěné na intervalu [x0, 1),

x0 > 0, dotýkaj́ı.

S využit́ım poznatk̊u z předchoźı části snadno nahlédneme, že funkce

un(x) = (−1)n+1 sinnπx , n = 2, 3, 4 . . . ,

spolu se všemi svými kladnými násobky má v bodě x0 dotyk s překážkou, jesliže plat́ı

x0 =
n− 1

n
,

tj. krajńı bod překážky splývá s bodem, ve kterém daná funkce naposledy měńı znamén-

ko. Protože funkce

u1(x) = sinπx ,
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Obrázek 5.2: Funkce u4 dotýkaj́ıćı se překážky s krajńım bodem x0 = 3
4
.

uvažujeme-li pouze jej́ı kladné násobky, nabývá na intervalu (0, 1) pouze kladných hod-

not, nemůže zřejmě vyhovovat požadavku u(x0) = 0.

Označme P množinu

P =

{
n− 1

n
, n = 2, 3, 4 . . .

}
.

Je-li x0 ∈ P pro nějaké n = 2, 3, 4 . . . , jsou hledaná řešeńı všechny kladné násobky funkce

un(x) = (−1)n+1 sinnπx .

Jestliže x0 ∈ (0, 1) \ P , řešeńı požadovaného typu neexistuje.

5.2 Deformovaná řešeńı

Řešeńı integrálńı rovnice, která jsme doposud našli, byla vždy tř́ıdy C∞([0, 1]). To je

zřejmě speciálńı př́ıpad. Podle Věty 3.16 totiž pro řešeńı u uvažované integrálńı rovnice

obecně plat́ı

u ∈ C1([0, 1]) ∩ C2([0, x0]) ∩ C2([x0, 1])

a pro τ > 0 je pouze při splněńı podmı́nky u(x0) ≥ 0 řešeńı tř́ıdy C2 na celém intervalu

[0, 1]. Dále je podle téže věty u řešeńım diferenciálńı rovnice

u′′(x) + λu(x) + τχ[x0,1](x)u−(x) = 0 na (0, 1) \ {x0} , (5.5)

kde τ > 0, s okrajovými podmı́nkami

u(0) = 0 , (5.6)

u(1) = 0 . (5.7)
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Protože v bodě x0 nemuśı existovat druhá derivace, je tento bod z intervalu (0, 1) expli-

citně vyloučen. Vlastně tak máme dvě rovnice

u′′(x) + λu(x) = 0 na (0, x0) , (5.8)

u′′(x) + λu(x) + τu−(x) = 0 na (x0, 1) (5.9)

propojené navzájem přechodovými podmı́nkami

u(x0−) = u(x0+) , (5.10)

u′(x0−) = u′(x0+) , (5.11)

nebot’ řešeńı u má být na [0, 1] hladké.

Konečně připomeňme podmı́nku

u′′(x0−)− u′′(x0+) = τu−(x0) ,

rovněž vystupuj́ıćı ve Větě 3.16. Podle Poznámky 3.18 je tato podmı́nka ekvivalentńı s

podmı́nkou spojitosti v bodě x0, proto ji při výpočtech nebudeme použ́ıvat. Přesto ji

zde však nyńı uvád́ıme, protože je z ńı, na rozd́ıl od podmı́nky spojitosti, vidět závislost

velikosti zlomu druhé derivace na hodnotě τ .

Řešeńı integrálńı rovnice (3.20) tedy budeme hledat jakožto řešeńı úlohy dané di-

ferenciálńı rovnićı (5.5), resp. rovnicemi (5.8), (5.9), které splňuje okrajové podmı́nky

(5.6), (5.7) a přechodové podmı́nky (5.10), (5.11). Podle Věty 3.20 jsou totiž obě úlohy

ekvivalentńı. Je-li u(x0) ≥ 0, je rovnice (5.5) splněna na celém intervalu (0, 1) a v́ıme, že

řešeńı je tř́ıdy C2([0, 1]), čehož budeme rovněž využ́ıvat.

Tuto úlohu zřejmě neńı možné řešit, aniž bychom na začátku předpokládali alespoň

přibližný tvar funkce u. Prvńı rozlǐseńı provedeme vzhledem ke znaménku u(x0). Kv̊uli

nelineárńımu členu s u− vystupuj́ıćımu v rovnici je dále podstatný pr̊uběh funkce u na

intervalu (x0, 1). Stř́ıdá-li zde znaménko, dostáváme rovnice

u′′(x) + λu(x) = 0 na M+ ,

resp.

u′′(x) + λu(x)− τu(x) = 0 na M− ,

kde M+, resp. M− jsou takové podmnožiny intervalu (x0, 1), na kterých funkce u nabývá

pouze kladných, resp. záporných hodnot.

Prostudujeme nyńı podrobněji dva nejjednodušš́ı př́ıpady, které povedou vždy na

řešeńı pouze dvou diferenciálńıch rovnic.
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5.2.1 Řešeńı s plným kontaktem s překážkou

Zaměř́ıme se v tuto chv́ıli na řešeńı s kontaktńı množinou K = [x0, 1), tj. na taková, která

jsou na intervalu [x0, 1) záporná. Speciálně pro ně plat́ı u(x0) < 0, a tedy v tomto bodě ne-

maj́ı druhou derivaci. Budeme tak řešit úlohu danou rovnicemi (5.8), (5.9) a podmı́nkami

(5.6), (5.7), (5.10), (5.11), přičemž rovnici (5.9) můžeme d́ıky předpokládanému charak-

teru řešeńı psát ve tvaru

u′′(x) + (λ− τ)u(x) = 0 na (x0, 1) . (5.12)

Kořeny charakteristické rovnice pro (5.8) jsou

r1,2 = ±
√
−λ ,

pro (5.12) potom

R1,2 = ±
√
τ − λ .

Jaké fundamentálńı systémy na př́ıslušných intervalech obdrž́ıme, bude záviset na hod-

notě výraz̊u pod odmocninami. Podle Věty 3.19 existuje netriviálńı řešeńı úlohy pouze

pro λ > 0. Na (0, x0) tak vždy dostáváme fundamentálńı systém

FSL =
{

cos
√
λx, sin

√
λx
}
,

tj. obecné řešeńı

uL(x) = A cos
√
λx+B sin

√
λx , x ∈ [0, x0] ,

kde A,B ∈ R jsou libovolné konstanty. Vzhledem k okrajové podmı́nce (5.6) muśı být

A = 0, odkud

uL(x) = B sin
√
λx , x ∈ [0, x0] , B ∈ R . (5.13)

V př́ıpadě rovnice na intervalu [x0, 1] zálež́ı na znaménku rozd́ılu τ − λ. Rozlǐśıme

nyńı jednotlivé možnosti.

Př́ıpad 0 < λ < τ

Hledejme nejprve vlastńı č́ısla λ ∈ (0, τ). Protože τ −λ > 0, jsou kořeny charakteristické

rovnice pro (5.12) r̊uzná reálná č́ısla. Označ́ıme-li pro jednoduchost

R :=
√
τ − λ ,
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můžeme psát

R1,2 = ±R , R > 0 ,

a FS =
{
eRx, e−Rx

}
. Mı́sto tohoto fundamentálńıho systému použijeme systém

FSR =
{
eR(1−x), e−R(1−x)} ,

který lze źıskat z p̊uvodńıho pomoćı lineárńı transformace

eR(1−x) = eRe−Rx

e−R(1−x) = e−ReRx .

Máme tak obecné řešeńı

uR(x) = CeR(1−x) +De−R(1−x) , x ∈ [x0, 1] , C,D ∈ R ,

jehož dosazeńım do okrajové podmı́nky (5.7) dostáváme, že D = −C, a tedy

uR(x) = C
(
eR(1−x) − e−R(1−x)) , x ∈ [x0, 1] , C ∈ R . (5.14)

Podle podmı́nek (5.10), (5.11) má dále platit

uL(x0) = uR(x0) ,

u′L(x0) = u′R(x0) ,

tj.

B sin
√
λx0 = C

(
eR(1−x0) − e−R(1−x0)

)
,

B
√
λ cos

√
λx0 = −CR

(
eR(1−x0) + e−R(1−x0)

)
,

(5.15)

což je lineárńı soustava dvou rovnic pro dvě neznámé B a C. Ta má netriviálńı řešeńı,

právě když ∣∣∣∣∣∣ sin
√
λx0 −

(
eR(1−x0) − e−R(1−x0)

)
√
λ cos

√
λx0 R

(
eR(1−x0) + e−R(1−x0)

)
∣∣∣∣∣∣ = 0

neboli

R sin
√
λx0

(
eR(1−x0) + e−R(1−x0)

)
+
√
λ cos

√
λx0

(
eR(1−x0) − e−R(1−x0)

)
= 0 . (5.16)

Protože dle předpoklad̊u plat́ı R > 0, λ > 0 a x0, 1 − x0 ∈ (0, 1), je součet i rozd́ıl

exponenciál v závorkách vždy kladný. Nav́ıc, kdyby sin
√
λx0 = 0, pak by z rovnice (5.16)

musel být i cos
√
λx0 = 0, což neńı možné. Proto lze (5.16) ekvivalentně přepsat do tvaru

−
√
λ cotg

√
λx0 =

√
τ − λ coth

(√
τ − λ(1− x0)

)
. (5.17)
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Vlastńı č́ısla λ ∈ (0, τ) jsou kořeny této nelineárńı rovnice. Jedná se o pr̊useč́ıky funkćı

f(λ) = −
√
λ cotg

√
λx0 ,

g(λ) =
√
τ − λ coth

(√
τ − λ(1− x0)

)
.

Funkce f je spojitá a rostoućı na každém souvislém podintervalu svého definičńıho

oboru
∞⋃
k=0

((
kπ

x0

)2

,

(
(k + 1)π

x0

)2
)

a nabývá kladných hodnot na každém intervalu

I+k :=

((
π/2 + kπ

x0

)2

,

(
(k + 1)π

x0

)2
)
, k ∈ N ∪ {0},

přičemž

f

((
π/2 + kπ

x0

)2
)

= 0 , lim
λ→((k+1)π/x0)2−

f(λ) = +∞ , k ∈ N ∪ {0},

tedy f zobraźı každý interval I+k , k ∈ N∪{0}, spojitě a vzájemně jednoznačně na interval

(0,+∞).

Funkce g(λ) je spojitá, kladná a klesaj́ıćı na svém definičńım oboru D(g) = (0, τ) a

lze ukázat, že

lim
λ→τ−

g(λ) =
1

1− x0
.

Odtud vyplývá, že v každém intervalu I+k , k ∈ N∪{0}, který celý lež́ı v (0, τ), se nacháźı

právě jeden kořen rovnice (5.17).

Zabývejme se nyńı otázkou, kdy existuje alespoň jeden kořen této rovnice, tj. kdy se

funkce f a g protnou alespoň v jednom bodě. K tomu muśı být splněna podmı́nka

τ > τmin ,

kde τmin je nejmenš́ı kladný kořen rovnice

−
√
τcotg

√
τx0 =

1

1− x0
. (5.18)

Je-li toto splněno, mohou existovat i daľśı kořeny v intervalech I+k , k ∈ N, a to právě

když

τ > τmin,k ,

kde τmin,k je kořen rovnice (5.18) na intervalu I+k . Situace je pro x0 = 0.6 a čtyři r̊uzné

hodnoty parametru τ znázorněna na obrázku 5.3.
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Obrázek 5.3: Funkce f – černá; funkce g – červeně pro τ = 8, modře pro τ = 50, oranžově

pro τ = 100 a zeleně pro τ = 200; x0 = 0.6

Zjistili jsme tedy, že pro τ > τmin, kde hodnota τmin záviśı na x0, existuje alespoň

jeden kořen uvažované nelineárńı rovnice (5.17), tedy alespoň jedno kladné vlastńı č́ıslo

naš́ı úlohy splňuj́ıćı λ < τ . Je-li nav́ıc τ ∈ (τmin,k, τmin,k+1) pro nějaké k ∈ N ∪ {0}, kde

τmin,0 = τmin, obdrž́ıme právě k + 1 vlastńıch č́ısel. Ty označ́ıme λn, n = 1, . . . , k + 1 a

bude platit, že λn ∈ I+n−1.

Vyjádř́ıme-li C pomoćı prvńı rovnice z (5.15) jako

C = B
sin
√
λx0

e
√
τ−λ(1−x0) − e−

√
τ−λ(1−x0)

= B
2 sin

√
λx0

sinh
(√

τ − λ(1− x0)
) ,

jsou pak pro daná x0 a τ vlastńı funkce un odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λn

un(x) =

 Bn sin
√
λnx , x ∈ [0, x0] ,

Bn
sin
√
λnx0

sinh (
√
τ−λ(1−x0))

sinh
(√

τ − λ(1− x)
)
, x ∈ [x0, 1] .

(5.19)

Znaménko koeficientu Bn je přitom dáno vztahem

Bn sin
√
λnx0 < 0 .

Protože x0 ∈ (0, 1) a funkce sinh je pro kladné hodnoty argumentu kladná, maj́ı všechny

funkce un požadovaný profil, tj. neměńı [x0, 1) znaménko a mmnožinou kontaktu je celý

tento interval.

Na obrázku 5.4 jsou pro překážku umı́stěnou na intervalu [0.6, 1) vykresleny vlastńı

funkce u1 dané předpisem (5.19) pro tři r̊uzné hodnoty parametru τ , konkrétně pro
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τ = 15, τ = 50 a τ = 100. Numerickým řešeńım rovnice (5.17) jsme obdrželi vlastńı č́ısla

λ1 = 13.5, λ1 = 17.59 a λ1 = 19.94 odpov́ıdaj́ıćı (v tomto pořad́ı) uvedeným hodnotám τ .

Pro τ = 100 existuje ještě jedno vlastńı č́ıslo splňuj́ıćı λ < τ , a to λ2 = 76.24.

Odpov́ıdaj́ıćı vlastńı funkce u2 je spolu s prvńı vlastńı funkćı u1 znázorněna na obrázku

5.5. Pro τ = 15 a τ = 50 vyhovuje této podmı́nce pouze prvńı vlastńı č́ıslo.

Obrázek 5.4: Prvńı vlastńı funkce u1 úlohy pro τ = 15 (černá), τ = 50 (modrá) a τ = 100

(zelená); x0 = 0.6

Obrázek 5.5: Vlastńı funkce u1 (černá), u2 (zelená) úlohy s τ = 100 a x0 = 0.6

Př́ıpad λ = τ

V této části budeme vlastně hledat speciálńı hodnoty parametru τ , pro které je λ = τ

vlastńım č́ıslem úlohy (5.6)–(5.12). V daľśım tak budeme neznámou označovat τ , nikoli λ.

Charakteristická rovnice pro (5.12) má za předpokladu λ = τ dvojnásobný kořen

R = 0. Na pravém podintervalu tak můžeme zvolit fundamentálńı systém

FSR = {1, 1− x} ,

kde funkce 1, 1−x jsou lineárně nezávislá řešeńı rovnice (5.12). Dostáváme tedy obecné
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řešeńı

uR(x) = C(1− x) +D , x ∈ [x0, 1] ,

přičemž C,D ∈ R jsou libovolně volitelné konstanty. Má-li uR splňovat okrajovou pod-

mı́nku (5.7), muśı být zřejmě D = 0, č́ımž se předpis zjednoduš́ı na

uR(x) = C(1− x) , x ∈ [x0, 1] , C ∈ R .

Dosazeńım tohoto řešeńı do podmı́nek (5.10), (5.11) (připomeňme, že na intervalu [0, x0]

stále uvažujeme obecné řešeńı (5.13)), obdrž́ıme pro neznámé koeficienty B, C systém

rovnic

B sin
√
τx0 = C(1− x0) ,

B
√
τ cos

√
τx0 = −C .

(5.20)

Netriviálńı řešeńı (B,C) 6= (0, 0) existuje tehdy a jen tehdy, je-li determinant soustavy

roven nule, tj. plat́ı-li

sin
√
τx0 + (1− x0)

√
τ cos

√
τx0 = 0 . (5.21)

Vzhledem k předpokladu sin
√
τx0 < 0 je z rovnice výše cos

√
τx0 6= 0, můžeme ji tedy

t́ımto členem vydělit a ekvivalentně psát

tg
√
τx0 = −(1− x0)

√
τ , (5.22)

resp. při označeńı β =
√
τ

tgβx0 = −(1− x0)β .

Na levé straně je funkce tangens v proměnné β s periodou π
x0

, na pravé straně je klesaj́ıćı

lineárńı funkce v téže proměnné, která procháźı počátkem a je záporná pro β > 0.

Existuje tud́ıž posloupnost kladných kořen̊u této rovnice

βk ∈
(
π

2x0
+ (k − 1)

π

x0
,
π

x0
+ (k − 1)

π

x0

)
=

((
k − 1

2

)
π

x0
,
kπ

x0

)
, k ∈ N ,

resp. kořen̊u (5.22)

τk ∈

(((
k − 1

2

)
π

x0

)2

,

(
kπ

x0

)2
)
, k ∈ N .

Je-li pro dané x0 ∈ (0, 1) a pro nějaké k přirozené τ = τk, existuje vlastńı č́ıslo λ = τk.

Vyjádř́ıme-li konstantu C z prvńı rovnice (5.20), je př́ıslušná vlastńı funkce

u(x) =

 B sin
√
τkx , x ∈ [0, x0] ,

B
sin
√
τkx0

1−x0 (1− x) , x ∈ [x0, 1] .
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Znaménko koeficientu B je opět dáno požadavkem

B sin
√
τkx0 < 0 .

Dı́ky tomu snadno nahlédneme, že na intervalu [x0, 1) je toto řešeńı u vždy záporné, má

tedy s překážkou plný kontakt.

Pro x0 = 0.6 jsme numericky nalezli prvńı dva kořeny τ1 = 13.14, τ2 = 69.55 ne-

lineárńı rovnice (5.22), tj. hodnoty parametru τ , pro které existuje vlastńı č́ıslo úlohy

λ = τ . Př́ıslušné vlastńı funkce jsou vykresleny na obrázku 5.6.

Obrázek 5.6: Vlastńı funkce úlohy s τ = 13.14, resp. s τ = 69.55 odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu

č́ıslu λ = τ = 13.14 (černá), resp. λ = τ = 69.55 (modrá); x0 = 0.6

Př́ıpad λ > τ

Zabývejme se nyńı hledáńım vlastńıch č́ısel uvažované úlohy (5.6)–(5.12), pro která plat́ı

λ > τ . Kořeny charakteristické rovnice pro (5.12) jsou v tomto př́ıpadě komplexně

sdružená ryze imaginárńı č́ısla

R1,2 = ±
√
τ − λ = ±i

√
λ− τ .

Můžeme tedy (podobně jako v sekci 4.2.2) zvolit na intervalu [x0, 1] fundamentálńı systém

FSR =
{

cos
(√

λ− τ(1− x)
)
, sin

(√
λ− τ(1− x)

)}
,

který dává obecné řešeńı tvaru

uR(x) = C cos
(√

λ− τ(1− x)
)

+D sin
(√

λ− τ(1− x)
)
, x ∈ [x0, 1] ,

pro nějaké konstanty C,D ∈ R. Z podmı́nky (5.7) je

uR(1) = C = 0 ,

63



odkud

uR(x) = D sin
(√

λ− τ(1− x)
)
, x ∈ [x0, 1] , D ∈ R .

Dosad́ıme-li nyńı funkci uR danou t́ımto předpisem spolu s funkćı uL z (5.13) do podmı́nek

(5.10), (5.11), dostaneme soustavu

B sin
√
λx0 = D sin

(√
λ− τ(1− x0)

)
,

B
√
λ cos

√
λx0 = −D

√
λ− τ cos

(√
λ− τ(1− x0)

) (5.23)

pro neznámé koeficienty B a D. Tento systém má netriviálńı řešeńı tehdy a jen tehdy,

je-li ∣∣∣∣∣∣ sin
√
λx0 − sin

(√
λ− τ(1− x0)

)
√
λ cos

√
λx0

√
λ− τ cos

(√
λ− τ(1− x0)

)
∣∣∣∣∣∣ = 0 ,

tj.

√
λ− τ sin

√
λx0 cos

(√
λ− τ(1− x0)

)
+
√
λ cos

√
λx0 sin

(√
λ− τ(1− x0)

)
= 0 .

Dı́ky předpoklad̊um sin
√
λx0 < 0 a sin

(√
λ− τ(1− x0)

)
< 0 (hledané řešeńı muśı být

v bodě x0 záporné, jestliže má mı́t s překážkou plný kontakt) můžeme tuto rovnici

ekvivalentně zapsat jako

−
√
λ cotg

√
λx0 =

√
λ− τ cotg

(√
λ− τ(1− x0)

)
. (5.24)

Na levé straně je stejná funkce f jako v (5.17), jej́ıž vlastnosti byly popsány v části o

vlastńıch č́ıslech λ < τ , na pravé straně je funkce

h(λ) =
√
λ− τ cotg

(√
λ− τ(1− x0)

)
.

Podobně jako funkce f je i h spojitá, avšak klesaj́ıćı na každém souvislém podintervalu

Jk,τ :=

((
kπ

1− x0

)2

+ τ,

(
(k + 1)π

1− x0

)2

+ τ

)
, k ∈ N ∪ {0} .

svého definičńıho oboru a plat́ı pro ni

lim
λ→τ+

h(λ) =
1

1− x0
> 0 , lim

λ→(π/(1−x0))2+τ−
h(λ) = −∞ ,

lim
λ→(kπ/(1−x0))2+τ+

h(λ) = +∞ , lim
λ→((k+1)π/(1−x0))2+τ−

h(λ) = −∞ , k ∈ N .

Jelikož plat́ı

lim
λ→0+

f(λ) = − 1

x0
< 0 , lim

λ→(π/x0)2−

f(λ) = +∞ ,
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lim
λ→(kπ/x0)2+

f(λ) = −∞ , lim
λ→((k+1)π/x0)2−

f(λ) = +∞ , k ∈ N,

muśı na každém intervalu Jk,τ , k ∈ N, i na každém intervalu

Ik :=

((
kπ

x0

)2

,

(
(k + 1)π

x0

)2
)
, k ∈ N ,

takovém, že

Ik ⊂ (τ,+∞) ,

existovat alespoň jeden pr̊useč́ık funkćı f a h, tedy kořen rovnice (5.24). Pr̊useč́ıky mohou

přitom existovat i na intervalu J0,τ , resp. na Ik takovém, že Ik 6⊂ (τ,+∞). Na obrázku

5.7 je situace znázorněna pro x0 = 0.6, τ = 100.

Obrázek 5.7: Kořeny rovnice (5.24) pro x0 = 0.6, τ = 100 jako pr̊useč́ıky funkćı f(λ)

(černá, asymptoty (kπ/x0)
2, k = 0, 1, 2, ...) a h(λ) (červená, asymptoty (kπ/(1−x0))2+τ ,

k = 0, 1, 2, ...). Prvńı pr̊useč́ık se v tomto př́ıpadě nacháźı na intervalu J0,τ .

Vyjádř́ıme-li D z prvńı rovnice v (5.23) jako

D = B
sin
√
λx0

sin
(√

λ− τ(1− x0)
) ,

dostaneme př́ıslušná řešeńı rovnice (5.12)

u(x) =

 B sin
√
λx , x ∈ [0, x0],

B sin
√
λx0

sin (
√
λ−τ(1−x0))

sin
(√

λ− τ(1− x)
)
, x ∈ [x0, 1] .
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Aby tyto funkce byly také řešeńım (5.9), tj. byly to vlastńı funkce naš́ı úlohy, muśı platit

B sin
√
λx0 < 0

a

u(x) = uR(x) < 0 na (x0, 1) .

Prvńı podmı́nka zajist́ı, aby u(x0) < 0, druhá, aby kontaktńı množinou byl interval

[x0, 1). To znamená, že

sin
(√

λ− τ(1− x)
)

nesmı́ měnit na [x0, 1) znaménko, což ovšem vyžaduje, aby kořeny rovnice (5.24) splňo-

valy nav́ıc

λ− τ <
(

π

1− x0

)2

,

kde (π/(1−x0))2 je podle Věty 2.53 nejmenš́ı vlastńı č́ıslo Dirichletovy úlohy na intervalu

(x0, 1). To je zajǐstěno pouze pro kořeny z intervalu J0,τ , tj. pouze pro pr̊useč́ıky funkce

f s prvńı větv́ı funkce h (těch může být v́ıc než jeden, ale také nemuśı pro daná τ a x0

existovat v̊ubec).

Obrázek 5.8: Vlastńı funkce u úlohy pro τ = 15 (černá), τ = 50 (modrá), τ = 100

(zelená) odpov́ıdaj́ıćı vlastńım č́ısl̊um λ > τ ; x0 = 0.6

Na obrázku 5.8 jsou pro tři r̊uzné hodnoty parametru τ vykresleny vlastńı funkce

úlohy, které maj́ı s překážkou plný kontakt a odpov́ıdaj́ı vlastńım č́ısl̊um λ > τ . Překážka

je zde umı́stěna na intervalu [0.6, 1). Numerickým řešeńım rovnice (5.24) byly nalezeny

tyto konkrétńı hodnoty: λ = 46.99 pro τ = 15, λ = 63.14 pro τ = 50 a λ = 141.65 pro

τ = 100.
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Všimněme si, že ve všech znázorněných př́ıpadech se p̊usobeńı překážky na řešeńı

projevuje zmenšováńım jeho křivosti na intervalu [x0, 1).

Jak bylo uvedeno výše, může se v základńım intervalu J0,τ nacházet v́ıce kořen̊u

rovnice (5.24), tj. vlastńıch č́ısel splňuj́ıćıch λ > τ . To nastává např́ıklad pro τ = 50,

kdy uvedené podmı́nce vyhovuj́ı č́ısla λ = 63.14 a λ = 110.77. Př́ıslušné vlastńı funkce

jsou na obrázku 5.9.

Obrázek 5.9: Vlastńı funkce u úlohy pro τ = 50 odpov́ıdaj́ıćı vlastńım č́ısl̊um λ = 63.14

(černě), λ = 110.77 (zeleně, u(x0) = −0.04); x0 = 0.6

Na obrázku 5.10 jsou pro pevně zvolenou překážku na intervalu [0.6, 1) znázorněny

souvislé větve vlastńıch č́ısel v závislosti na parametru τ . Jednotlivé větve zač́ınaj́ı na

př́ımce λ = τ + (π/(1− x0))2 a pro τ → +∞ konverguj́ı hodnoty λ(τ) podél k-té větve

(poč́ıtáno odspodu) k hodnotě

λ =

(
kπ

x0

)2

(viz též obrázek 5.3), což je k-té vlastńı č́ıslo pro Dirichletovu okrajovou úlohu na inter-

valu (0, x0). Na obrázku 5.11 je totéž znázorněno pro překážku umı́stěnou na [0.7, 1).

5.2.2 Úloha s volnou hranićı

Hledejme nyńı řešeńı rovnice (5.5) s okrajovými podmı́nkami (5.6), (5.7) takové, že

u > 0 na [x0, α) , u < 0 na (α, 1) (5.25)

pro nějaké α ∈ (x0, 1), 0 < x0 < 1, tj. řešeńı, jehož kontaktńı množinou je množina s

volnou hranićı K = [α, 1). Volná hranice znamená, že hodnota α neńı předem známa.
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Obrázek 5.10: Závislost λ na τ . Souvislé větve vlastńıch č́ısel úlohy (5.6)–(5.12) černě,

zeleně př́ımka λ = τ , modře λ = τ + (π/(1− x0))2; x0 = 0.6.
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Obrázek 5.11: Závislost λ na τ . Souvislé větve vlastńıch č́ısel úlohy (5.6)–(5.12) černě,

zeleně př́ımka λ = τ , modře λ = τ + (π/(1− x0))2; x0 = 0.7.

Protože funkce u má být spojitá na [0, 1], plyne z (5.25)

u(α) = 0 . (5.26)

Dále je u(x0) > 0, a tedy podle Věty 3.16 u splňuje rovnici (5.5) na celém intervalu (0, 1)

a je tř́ıdy C2([0, 1]).
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Dı́ky požadovanému profilu je u řešeńım rovnic

u′′(x) + λu(x) = 0 na (0, α) , (5.27)

u′′(x) + (λ− τ)u(x) = 0 na (α, 1) . (5.28)

S ohledem na (5.26) a okrajové podmı́nky (5.6), (5.7) tak vlastně dostáváme dvě Dirichle-

tovy úlohy na vlastńı č́ısla s homogenńımi okrajovými podmı́nkami, jednu na intervalu

(0, α) s vlastńım č́ıslem λ, druhou na (α, 1) s vlastńım č́ıslem (λ− τ). Př́ıslušné vlastńı

funkce označ́ıme jako uL pro rovnici (5.27) a uR pro (5.28). Dı́ky C2 hladkosti řešeńı

v́ıme, že muśı platit

u′L(α) = u′R(α) . (5.29)

Spojitost druhé derivace v bodě α pak ihned vyplývá z obou rovnic (5.27), (5.28) a

z (5.26). Nav́ıc je odtud

u′′L(α) = 0 = u′′R(α) ,

tj. bod x = α je pro funkci u inflexńım bodem.

Vzhledem k požadavku (5.25) nás na obou intervalech zaj́ımaj́ı pouze netriviálńı

řešeńı a protože uR nesmı́ měnit znaménko, jedná se o prvńı vlastńı funkci dané okrajové

úlohy. Podle Vět 2.52 a 2.53 je tedy

uL(x) = B sin nπx
α

na (0, α) ,

uR(x) = D sin π(1−x)
1−α na (α, 1) ,

kde n ∈ N a B,D ∈ R jsou libovolně volitelné konstanty takové, že B 6= 0, D < 0. Pro

parametry α, λ a τ přitom plat́ı

√
λ =

nπ

α
,

√
λ− τ =

π

1− α
. (5.30)

Dosazeńım uL, uR do podmı́nky (5.29) obdrž́ıme

B
nπ

α
cos

nπα

α
= −D π

1− α
cos

π(1− α)

1− α
,

neboli

B
nπ

α
(−1)n = D

π

1− α
,

odkud

D = (−1)nB
n(1− α)

α
.
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Tento vztah lze d́ıky (5.30) psát ve tvaru

D = (−1)nB

√
λ√

λ− τ
.

Protože uvažujeme pouze hodnoty τ > 0, je odtud mj. zřejmé, že

|D| > |B| .

Za účelem nalezeńı hodnot λ a α vyjádř́ıme z rovnic v (5.30) λ a porovnáńım obdrž́ıme

n2π2

α2
=

π2

(1− α)2
+ τ . (5.31)

Funkce nπ2

α2 a π2

(1−α)2 jsou vzhledem k proměnné α na intervalu (0, 1) pro n = 1 v̊uči sobě

symetrické podle osy α = 0.5, prvńı je pro libovolné n ∈ N funkce klesaj́ıćı, druhá ros-

toućı. Parametr τ zp̊usob́ı posunut́ı druhé funkce nahoru, monotonii neovlivńı. Existuje

tedy pro každé n ∈ N právě jeden kořen αn ∈ (0, 1) rovnice (5.31). Vlastńı č́ısla jsou pak

λn =
n2π2

α2
n

a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı funkce

un(x) =

 Bn sin nπx
αn

na (0, αn) ,

(−1)nBn
1−αn

αn
sin π(1−x)

1−αn
na (αn, 1)

(5.32)

pro libovolné Bn splňuj́ıćı

Bnu
′(αn) = Bn cosnπ = Bn(−1)n < 0 ,

nebot’ vzhledem k (5.25) má být řešeńı v bodě α klesaj́ıćı. Dále muśı platit

αn > x0 (5.33)

a

λn <

(
π

αn − x0

)2

. (5.34)

Druhý požadavek vyjadřuje skutečnost, že λn muśı být menš́ı než nejmenš́ı vlastńı č́ıslo

Dirichletovy úlohy na intervalu (x0, αn), jinak by na tomto intervalu nebyla splněna

podmı́nka un(x) > 0.

Pro libovolnou kladnou hodnotu parametru τ se pr̊useč́ık funkćı na levé a pravé straně

rovnice (5.31) pro n = 1 nacháźı v intervalu
(
0, 1

2

)
, což vyplývá z výše popsaného tvaru

těchto funkćı. Je-li x0 ≥ 1
2
, nemůže tak být α1 volnou hranićı úlohy.
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Na obrázćıch 5.12 a 5.13 jsou vykresleny funkce un dané předpisem (5.32) pro n =

1, 2, 3, 4, 5 s τ = 20 a x0 = 0.6. Odpov́ıdaj́ıćı hodnoty λ a α jsou λ1 = 51.31, α1 = 0.43,

λ2 = 96.29, α2 = 0.64, λ3 = 163.29, α3 = 0.73, λ4 = 250.94, α4 = 0.79, λ5 = 358.76,

α5 = 0.82. Požadavky (5.33) a (5.34) jsou splněny pouze pro n = 2, 3, 4, tedy pouze

funkce u2, u3 a u4 jsou řešeńım naš́ı úlohy. Funkce u1 nesplňuje podmı́nku (5.33) a

funkce u5 podmı́nku (5.34).

Obrázek 5.12: Řešeńı úlohy (5.26)–(5.29) pro τ = 20; n = 2 zeleně, n = 3 modře, n = 4

červeně; x0 = 0.6

Obrázek 5.13: Funkce dané předpisem (5.32) pro n = 1 (fialově) a n = 5 (černě), které

nejsou řešeńım úlohy (5.26)–(5.29) s τ = 20 a x0 = 0.6

Pro x0 = 0.6 je na obrázku 5.14 znázorněna závislost vlastńıch č́ısel úlohy (5.26)–

(5.29) na parametru τ . Jak na tomto parametru záviśı hodnota α, určuj́ıćı množinu

kontaktu řešeńı s překážkou, znázorňuje obrázek 5.15. Vyneseny jsou v obou př́ıpadech

pouze ty body, které splňuj́ı požadavky (5.33) a (5.34). Tytéž závislosti pro x0 = 0.4

jsou vykresleny na obrázćıch 5.16, 5.17.
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Obrázek 5.14: Závislost λ na τ . Souvislé větve vlastńıch č́ısel úlohy (5.26)–(5.29); n = 2

zeleně, n = 3 modře, n = 4 červeně, n = 5 černě; x0 = 0.6.
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Obrázek 5.15: Závislost α na τ . Větve krajńıch bod̊u množiny kontaktu vlastńıch funkćı

úlohy (5.26)–(5.29) tvaru (5.32); n = 2 zeleně, n = 3 modře, n = 4 červeně, n = 5 černě;

x0 = 0.6.

V této části jsme se zabývali hledáńım řešeńı, jejichž množina kontaktu s překážkou

je souvislý interval [α, 1). Přestože se jedná o řešeńı se spojitou druhou derivaćı, nejsou

již tř́ıdy C3([0, 1]), tedy překážka je deformuje. To je d̊usledkem nediferencovatelnosti

členu se skákaj́ıćı nelinearitou v rovnici (5.5), o čemž bylo pojednáno v úvodu sekce 5.1.

Řešeńı se složitěǰśı množinou kontaktu lze źıskat kombinaćı postup̊u pro řešeńı s
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Obrázek 5.16: Závislost λ na τ . Souvislé větve vlastńıch č́ısel úlohy (5.26)–(5.29); n = 1

fialově, n = 2 zeleně, n = 3 modře; x0 = 0.4.
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Obrázek 5.17: Závislost α na τ . Větve krajńıch bod̊u množiny kontaktu vlastńıch funkćı

úlohy (5.26)–(5.29) tvaru (5.32); n = 1 fialově, n = 2 zeleně, n = 3 modře; x0 = 0.4.

plným kontaktem a pro úlohu s volnou hranićı. Pokud by funkce u stř́ıdala na inter-

valu (x0, 1) znaménko častěji než v uvažovaném př́ıpadě, dostaneme několik Dirichle-

tových úloh s homogenńımi okrajovými podmı́nkami, které má tato funkce splňovat. V

přechodových bodech muśı mı́t přitom spojitou druhou derivaci. Pokud by nav́ıc hledané

řešeńı mělo být záporné v bodě x0, je třeba zohlednit podmı́nky (5.10), (5.11).
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Kapitola 6

Závěr

V práci jsme studovali okrajové úlohy na vlastńı č́ısla se skákaj́ıćı nelinearitou danou

funkćı záporná část, která modeluje jednostrannou pružnou překážku. Postupně jsme

rozlǐsili úlohy s bodovou a souvislou překážkou a popsali řešeńı v závislosti na parametru

τ , který odpov́ıdá śıle překážky. Ve všech uvažovaných př́ıpadech byla řešeńı dvoj́ıho

typu. Prvńı typ představuj́ı ta, která jsou zároveň řešeńım úlohy bez překážky, tj. pro

τ = 0. Řešeńı druhého typu jsou pak překážkou ovlivněna a existuj́ı pouze pro τ > 0.

V př́ıpadě překážky umı́stěné v krajńım bodě intervalu jsme ukázali, že pro libo-

volnou hodnotu parametru τ ≥ 0 existuje nekonečně mnoho kladných vlastńıch č́ısel

a jim př́ıslušných vlastńıch funkćı, které jsou vždy tř́ıdy C∞. Bodová překážka uvnitř

intervalu oproti tomu může zp̊usobit zlom v prvńı derivaci vlastńıch funkćı, které tak na

uvažovaném intervalu z̊ustávaj́ı pouze spojité. I pro tento př́ıpad jsme ukázali, že exis-

tuje shora neomezená posloupnost kladných vlastńıch č́ısel, a to při libovolném umı́stěńı

překážky v rámci intervalu.

Pro souvislou překážku je úloha obecně velmi složitá. Proto jsme se v práci zaměřili

pouze na hledáńı řešeńı s předem danými charakteristikami. Řešeńı, která překážku

obcháźı nebo se j́ı dotýkaj́ı, jsou tř́ıdy C∞, existuje jich ale (až na kladný násobek)

pouze omezený počet, daný umı́stěńım levého krajńıho bodu překážky. Řešeńı s plným

kontaktem maj́ı zlom v druhé derivaci v krajńım bodě překážky a je jich také (až na

kladný násobek) konečně mnoho. Dále existuj́ı deformovaná řešeńı tř́ıdy C2, která nemaj́ı

spojitou třet́ı derivaci. Ta hledáme jako řešeńı úlohy s volnou hranićı.

Konkrétńı vlastńı č́ısla deformovaných řešeńı byla hledána numericky, nebot’ se ve

všech př́ıpadech jednalo o kořeny jistých transcendentńıch rovnic. Analytickým rozborem

74



rovnic jsme je dokázali alespoň přibližně lokalizovat, respektive ukázat, že existuj́ı. Pro

vybraná umı́stěńı překážky jsme pak popsali jejich závislost na parametru τ .

Úlohy s pružnou bodovou překážkou představuj́ı jakýsi přechod mezi lineárńı úlohou

bez překážky a úlohou s překážkou pevnou, která nedovoluje řešeńı nabývat záporných

hodnot. Souvislá překážka zmenšuje konvexitu vlastńıch funkćı na intervalu, kde p̊usob́ı.

Předmětem daľśıho studia by mohlo být např́ıklad podrobněǰśı zkoumáńı závislosti

vlastńıch funkćı na poloze překážky, které bylo v práci diskutováno pouze částečně.

Přirozeně se nab́ıźı také zobecněńı pro úlohy čtvrtého řádu, které nosńık modeluj́ı lépe,

př́ıpadně přidáńı diferencovatelné nelinearity.
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No. 4, 389–411.

[7] TRENCH, William, F. Elementary Differential Equations with Boundary Value Pro-

blems [online]. Faculty Authored and Edited Books & CDs. 9., 2013 [cit. 2018-11-11].
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