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1. Uvod

Matematika na stfednich Skoldch byva Casto vniména jako naro¢ny a ne piilis oblibeny pfedmét,
coz se mi potvrdilo nejen pii mé pedagogické praxi. Studenti pokladaji otazky typu: ,,K cemu
mi matematika v Zivoté vlastné bude, kdyz chci studovat jazyky? Setkala jsem se nejednou
také s ndzorem, Ze je v dneSni dobé plné techniky zbytecné se ucit matematiku, nebot’ nim
prece vSechno dokdze spocitat pocitac. Matematika vSak neni izolovanou védou, nybrz na-
chdzi své Siroké uplatnéni napfi¢ mnohymi védnimi, lékafskymi, technickymi i ekonomickymi
obory, a jeji pfinos v téchto védach je Casto zcela kliCovy. Troufdm si tvrdit, Ze mnozi ze

stfedoskolskych studentt si tento fakt viibec neuvédomuji.

Mné znamé ucebnice matematiky bohuzel nenabizi uciteliim a studentiim dostatek zajimavych
aplikaci matematiky, ktery by zdlraziovaly jeji vyznam, a omezuji se pouze na notoricky

znamé predevsim fyzikdlni dlohy na napft. polocas rozpadu, silu plisobici na té€leso apod.

Biologie se u studentli naopak t&$i pomérné velké oblibé mozna pravé proto, Ze si jeji pii-
tomnost a vyuZitelnost vSude kolem nés dokaZzi studenti dobfe predstavit (napf. v 1€kafstvi).
V biologii a ji ptibuznych 1ékaiskych védach lze najit nékolik zajimavych aplikaci stfedo-
Skolské matematiky. Pro¢ tedy nepropojit tyto dvé védni discipliny a nepokusit se vzbudit

ve studentech zdjem pro matematiku pomoci aplikaci z biologie a 1ékatstvi?

Ve své diplomové préici propojuji obory biologii a matematiku, které studuji jako dvou-aprobaci
pro ucitelstvi na stfedni Skole. Cilem této prace je poskytnout ucitelim stfednich skol navod,
jak studenttim ukdzat vyuZitelnost a nezbytnost matematiky, a zdrovein jim pfibliZit vybrané
problematické kapitoly matematiky (podminénou pravdépodobnost, exponencidlni a logarit-
mickou funkci, matematickou logiku, binomickou vétu a binomické rozdéleni). DalSim cilem
préace je také nabidnout ucitelim matematiky i biologie zajimavé naméty, jak obohatit vyuku,

zaujmout a motivovat studenty.

Kazdou vybranou aplikaci reprezentuje samostatna kapitola, kterd obsahuje stru¢né vysvétleni
teoretického matematického 1 biologického zakladu, nésleduje predstaveni principu samotné
aplikace demonstrované na feSenych a vysvétlenych piikladech. Velkou vyhodou aplikaci
je, ze je lze vyuzit jak v hodindch matematiky, tak i v hodindch biologie. Soucasti prace je také

piiloha obsahujici ndvrhy pracovnich listd s autorskym feSenim, které slouZi jako inspirace pro



ucitele a nabizi dalsi ulohy k dané problematice.

Kapitoly jsou napsany tak, aby je mohli vyuzit také ucitelé matematiky, ktefi nemaji jako
druhou aprobaci biologii, a naopak. Text 1ze ovSem také vyuZzit k samostudiu napf. pro na-
dané studenty. Je pouze na uvaZeni kazdého ucitele, v jakém rozsahu a obtiZnosti aplikaci
ve svych hodindch vyuZije, a zda-li ji zafadi do béZné vyuky, nebo ji predstavi jen vybrané
skupiné pfirodovédné nadanych studentti, napf. v rdmci vybérového seminére.

Jednotlivé aplikace byly vybrdny s ohledem na jejich naro¢nost tak, aby stfedoSkolsti studenti
méli potiebny aparat matematiky i biologie a zaroveii aby mohly slouzit jako inspirace ucitelim
pro rozsiteni bézné vyuky, popt. demonstraci vyucovanych teoretickych poznatki.

V préci jsou pouzity jak priklady s redlnymi prevzatymi udaji, tak i pfiklady s hypotetickymi

vlastnimi udaji. Zdroj realnych udajt je vzdy v piikladu uveden.



2. Aplikace podminéné pravdépodobnosti
v lékarské diagnostice

Klicova slova: Podminénd pravdépodobnost, Bayestv vzorec, 1ékaiskd diagnostika, diagnos-

ticky test, specificita, senzitivita, prevalence.

Piedpoklad: Znalost zakladd teorie pravdépodobnosti (viz napt.: POLAK, Josef. Piehled
stredoskolské matematiky. 10. vydéani. Praha: Prometheus, 2015. ISBN 978-80-7196-458-2, s.
326 — 343).

V této kapitole se dozvite:
e Co je to diagnosticky test a kde se s nim miliZeme setkat.

e Co je to podminéna pravdépodobnost a jak se pocita. Jaky ma tvar Bayestv vzorec a jak

jej lze upravit pomoci véty o uplné pravdépodobnosti.

e Jaci jsou ukazatelé spravnosti diagnostického testu. Co je to specificita a senzitivita. Jak

se provadi statistické vyhodnocovani spravnosti diagnostického testu.

e Co je to prevalence a jak jeji velikost souvisi s kvalitou diagnostického testu.

Pouzité znaceni:

A B jevy A, B

ANB prunik jeva A, B

AUB sjednoceni jevi A, B
P(A) pravdépodobnost jevu A
A opacny jev k jevu A

2.1 Motivace

Podminéna pravdépodobnost a Bayesiiv vzorec nachazi své vyuZziti mj. v populacnich etiolo-
gickych studil’clﬂ a v nékterych matematickych modelech diagnostického, terapeutického ¢i
prognostického 1ékarského rozhodovani. Pouziva se tedy v pripadech, kdy je potieba vyhod-

notit kvalitu screeningového nebo diagnostického testu.

22
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Tato kapitola se zabyvé nejbéZné&jsi aplikaci podminéné pravdépodobnosti a Bayesova vzorce
v lékafstvi — coz je pravé statistické vyhodnocovani spravnosti diagnostickych testti. Diagnos-
tické testy jsou specidlni 1ékafské metody pomdhajici s ur¢itou pravdépodobnosti zjistit, zda
pacient m4, resp. nemad, zjiStovanou nemoc nebo urcitou latku v téle.

Diagnosticky test miiZe predstavovat nejen urcitou laboratorni metodu jako je histologické
vySetteni, ale 1 napf. ultrazvukové vySetfeni nebo zatézovy kardiotest. Mezi diagnostické testy
patii také testy volné zakoupitelné v 1ékdrné — t€hotensky test, test na alkohol nebo test potra-

vinové intolerance. Na trhu existuje takovychto riznych testi nepfeberné mnozstvi (viz napf.

www.prozdravi.cz/diagnosticke-testy]). Od diagnostickych testl je vyZadovana predevsim jed-

noduchost, pfijatelna cena, snadnd a rychld proveditelnost, ale také neSkodnost a bezbolestnost.

Téma prezentované v této kapitole jsem zpracovala v ¢lanku s ndzvem Aplikace podminéné
pravdépodobnosti v 1ékaiské diagnostice, ktery vySel ve sborniku konference UZiti pocitaci

ve vyuce matematiky 2017. Clanek je uvedeny v celém rozsahu v piloze price nebo je také

dostupny na adrese |http://home.pf.jcu.cz/~upvm/201°//wp-content/uploads/2018/02/Sbornik |
UPVM _2017.pdfl

2.2 Teorie podminéné pravdépodobnosti
Nez si objasnime princip vyhodnocovani kvality diagnostického testu, pfipomeneme si ne-
zbytné znalosti z teorie podminéné pravdépodobnosti.

S podminénou pravdépodobnosti souvisi pojem nezavislost jevd. Dva jevy jsou navzdjem
nezavislé, jestlize pravdépodobnost nastani jednoho z nich nezdvisi na tom, zda-li druhy jev

nastal nebo nenastal.

Véta 2.2.1. ([4], s. 15) [Nezavislé jevy.] Jsou-li A, B dva nezavislé jevy, pak pro pravde-

podobnost jejich soucasného nastani plati

P(ANB) = P(A) - P(B). 2.1)

Cislo P(A) oznatuje pravdépodobnost jevu A vzhledem k pevné danému souboru zakladnich
podminek, po jejichZ uskute¢néni nastane jev A s pravdépodobnosti P(A). Pokud k témto

zékladnim podminkdm pfipojime je$t€ dalsi podminku, Ze nastane jev B, tedy P(B) > 0,
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muzZeme pak hledat pravdépodobnost jevu A za této podminky. Takovéto pravdépodobnosti

fikdme podminénd pravdépodobnost.m

Definice 2.2.1. ([4], s. 14)[Podminéna pravdépodobnost.] Podminénou pravdépodobnost

jevu A vzhledem k jevu B ozna¢ime P(A|B) a definujeme ji nasledovné:

P(ANB)

P(AIB) = — 5

, P(B) > 0. (2.2)

Uvedme si ilustrativni piiklad. M&me dva rizné jevy A a B, jev A znadi, Ze je urCity pacient
uréen jako pozitivni a jev B znadi, Ze pacient skute¢né trpi danou nemoci. P(A) je pravdépo-
dobnost, Ze je pacient uréen jako pozitivni, P(B) je pravdépodobnost, Ze pacient skute¢né trpi
nemoci. Podminéna pravdépodobnost, Ze je pacient urcen jako pozitivni za predpokladu, Ze je
skutecné nemocny by se spocitala jako P(A|B), kde P(B) > 0, dle vzorce a pravdépo-
dobnost, Ze je pacient urcen jako pozitivni za predpokladu, Ze nemocny neni by se dle stejného
vzorce spocitala jako P(A|B’), kde P(B’) > 0ajev B’ (pacient neni nemocny) je jev opaény
kjevu B, tj. P(B')=1— P(B).

Jsou-li jevy A, B nezavislé, pak dosazenim rovnosti (2.1]) do vzorce pro vypocet podminéné
pravdépodobnosti (2.2) ziskdme:
P(AnB) P(A)P(B)

P(A|B) = B~ P(B) = P(A).

Plati tedy, Ze podminénd pravdépodobnost vzhledem k nezavislému jevu se rovnd nepodminéné
pravdépodobnosti. =

Ze vzorce pro podminénou pravdépodobnost si vyjadiime P(A N B) nasledujicim zpu-
sobem:

P(AN B) = P(A|B)P(B). 2.3)

Pokud budeme chtit vyjadfit pravdépodobnost jevu B za podminky nastoupeni jevu A, zaméni-

me ve vzorci pro podminénou pravdépodobnost (2.2) jevy A a B

P(B|A) = %, P(A) > 0. 2.4)
Rovnost (2.3) dosadime do vzorce (2.4))
pioiay = PR

¢imz jsme ziskali tzv. Bayestv vzorec pro dvojici jevu, ktery udava, jak podminéna pravdé-

podobnost néjakého jevu souvisi s inverzni podminénou pravdépodobnostl’.lSJ
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Véta 2.2.2. ([3]], s. 31)[Bayesuv vzorec.] M&jme dva ndhodné jevy A a B s pravdépodobnostmi
P(A)a P(B), P(A) > 0, potom plati

P(A|B)P(B)

P(BIA) = =50

(2.5)
kde P(A|B) je podminéna pravdépodobnost jevu A za predpokladu, Ze nastal jev B.

Véta 2.2.3. ([3], s. 29)[O tdplné pravdépodobnosti.] Necht B, C jsou dva jevy, které se
navzdjem vylucuji, pfi¢emz jeden z nich nutné nastivd. Potom pro libovolny jev A plati

A= (AN B)U(ANC) apravdépodobnost P(A) lze vyjadfit vztahem

P(A) = P(B)P(A|B) + P(C)P(A|C). (2.6)

Bayesiv vzorec lb lze dale upravit dosazenim vzorce i do jmenovatele za P (A):[5J

PAIB)P(B) _ P(A[B)P(B)

P(A) ~ P(B)P(A|B) + P(C)P(A|C)’ 2.7)

P(B|A) =

2.3 Lékarska diagnostika

Princip statistického vyhodnocovani diagnostickych testu
Kazdy diagnosticky test ma dva mozné vysledky, které nazyvame:

e pozitivni vysledek, ozn. AT,

e negativni vysledek, ozn. A,

jedna se vlastné o dvojici opacnych a tedy i navzdjem neslucitelnych jevi.
Dale je dtlezita také skute¢nd pritomnost nemoci, tedy skutecnost, jestli je dand osoba opravdu

nemocnd, nebo neni nemocnd. Opét jsou to dva opacné navzajem neslucitelné jevy:

e nemoc je pfitomna, ozn. H ™,

e nemoc nenf p¥itomna, ozn. F~."%!

Diagnostické schopnosti testu jsou pfi vyhodnocovani provérovéany proti skuteCnému stavu
testovanych osob, kde se proti sobé srovnavaji pravé pozitivni (resp. negativni) vysledky

testu a prokazatelné zjiSténd pritomnost (resp. nepfitomnost) nemoci nebo latky. Pro takovéto

6



vyhodnocovani je zavedeno nékolik ukazatelli spravnosti (validity) predstavujicich Ciselné
ohodnoceni testu ve vztahu k jeho chybovosti. Pfedstavime si ¢tyfi nejzakladné;si z nich. 4!

Prvni dva ukazatele spravnosti diagnostickych testl jsou tzv. senzitivita testu (schopnost testu
rozpoznat nemocné osoby) a specificita testu (schopnost testu rozpoznat osoby bez nemoci).

Tyto ukazatele definujeme pomoci podminéné pravdépodobnosti:

e senzitivita testu je pravdépodobnost, Ze test bude pozitivni, kdyZ je osoba skutecné

nemocn, tj. P(A1T|H™),

e specificita testu je pravdépodobnost, Ze test bude negativni, kdyZ je osoba zdrava, tj.

P(A-|H).12

S pojmy senzitivita a specificita se 1ze bézné setkat v piibalovém letdku u volné zakoupitelnych
testll, nebo v popisu testu v internetové 1ékarné. Proto je dobré na tento fakt studenty upozornit
nejlépe ukdzkou napft. ptibalového letdku, aby si uvédomili prakticky vyznam této aplikace.

Druhé dva ukazatele spravnosti diagnostickych testl jsou tzv. prediktivni hodnoty, které stejné

jako predchozi ukazatele definujeme pomoci podminéné pravdépodobnosti:

e prediktivni hodnota pozitivniho testu je pravdépodobnost, Ze osoba skute¢né je ne-

mocnd, kdyZ test vyjde pozitivni, tj. P(HT|A™),

e prediktivni hodnota negativniho testu je pravdépodobnost, Ze osoba skute¢né neni

nemocnd, kdyZ test vyjde negativni, tj. P(H~ |A*).[2J

Tabulka (2.1)) objasiiuje, jak lze ze zjisténych dat spocitat hodnoty zminénych ukazatelt sprav-
nosti (jednd se vlastné o vypocitani podminéné pravdépodobnosti na zdkladé danych jevi —

vysledkd testu, a skuteéné ovéfené piitomnosti nemoci):

Tabulka 2.1: Obecnd tabulka zjisténych hodnot diagnostického testu (upraveno podle [1]).

. ovéieni pritomnosti nemoci / latky
yysledekitestu pritomna (H*) nepritomna (H) celiceam
pozitivai (A7) a b atb
negativni (A°) c d c+d
celkem atc b+d atb+c+d

Z tabulky (2.1) je zfejmé, Ze a je poCet lidi s pozitivnim vysledkem testu, u nichZ je nemoc

pritomna, b je pocet lidi s pozitivnim vysledkem, u nichzZ je nemoc nepfitomna, ¢ je pocet lidi
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s negativnim vysledkem, u nichZ je nemoc pfitomna a d je pocet lidi s negativnim vysledkem,
u nichZ je nemoc nepfitomna.

Hodnoty ukazatelli v procentech se poté urcuji pomoci podminéné pravdépodobnosti jako:

d
P(A|HY) = —2— 100, P(A"|H") = —— - 100
(AT[H") = —2 100, P(A"[H") = - 100,
d
P(H*|AY) = —2—.100, P(H|A") = —— -100. &
(A" = 100, P(H71A7) = ——
Jako dalsi ukazatel 1ze pro zajimavost zminit jesté tzv. celkovou spravnost S, ktera se definuje
___etd
S a+bte+d

V nasledujicim jednoduchém piikladu si ukdZzeme urceni ukazatell spravnosti diagnostickych

testu.

Priklad 2.3.1. Vypocitejte senzitivitu, specificitu a prediktivni hodnoty hypotetického testu na

zjisténi rakoviny na zdkladné hodnot uvedenych v tabulce (2.2).

Tabulka 2.2: ZjiSténé hodnoty hypotetického testu na urceni rakoviny.

. ovéreni pritomnosti rakoviny
vysledek testu pritomna (H”) nepritomna (H) celkem
pozitivni (A%) 47 4 51
negativni (4A°) 5 38 43
celkem 52 42 94

Jev A" znali, Ze ndhodné vybrany pacient ma pozitivni test na rakovinu a opaény jev A~
7e osoba md negativni test na rakovinu. Jev H™' znali, Ze je rakovina u pacienta skute¢né
pfitomna a opacny jev H—, Ze je rakovina nepfitomna. Urcete, zda je test presny (za presny
test zde povazujte test s hodnotami ukazateld vys$$imi nez 80 %).

Resen:

Z tabulky nejprve vypocitdme senzitivitu a specificitu testu:

A7 38
P(AYHY) = 2100 =90,4%,  P(A"[H") = 2100 = 90,5 %,

poté prediktivni hodnotu pozitivniho a negativniho testu:

A7 38
P(HYAY) = -7 -100=92,2%,  P(H™|A7) = 75 -100=88,4%.

Vidime, Ze dany test je pomérné kvalitni a presny, nebot’ se hodnoty ukazatelti pohybuji nad
80 %. Pravdépodobnost, Ze je pacient skute¢né nemocny, kdyZ mu test vyjde pozitivni, je

dokonce 92,2 %.



Senzitivita a specificita jsou pfedev§im populacni ukazatele, protoZe se zjiStuji na zédkladé€ zna-
losti skute¢né pfitomnosti (resp. nepfitomnosti) onemocnéni u urcitého souboru lidi. Zajimaji
zejména lékare, ktef je pak mohou pouZit pro porovnani diagnostické spravnosti dvou riznych
testli. U konkrétniho pacienta, ktery pfijde do ordinace s vysledky testu, skute¢nou piitomnost
(resp. nepfitomnost) nemoci 1ékaf neznd. Pro pacienty jsou zajimavéjsi ukazatele prediktivni
hodnoty, které vychazeji z urcitého vysledku jejich testu, a které v piipadé, Ze jejich vlastni
test vySel pozitivné (resp. negativné), urcuji s jakou pravdépodobnosti danou nemoc skute¢né
maji (resp. nemaji). 2]

Stejné tak jako v jinych statistickych metodach, i u té€chto testli zvysuje jejich kvalitu dostatecnd
velikost experimentédlniho vzorku (tj. velikost souboru testovanych lidi). Pokud by byl tento
soubor maly, poroste pravdépodobnost, Ze néktefi specificti pacienti nebudou zachyceni a od-
hady specificity a senzitivity budou zkreslené. Mezni hodnoty senzitivity a specificity uréujici,
zda je dany test kvalitni, resp. kvalitné;sSi nez jiné testy, které jsou aktudlné dostupné, se urcuji
obtizng. Zavisi totiZ na mife poznani dané oblasti a na dosazitelné spravnosti dostupnych testd

—nékdy jsou pro nds hodnoty nad 60 % ,,vyhrou®, zatimco v jiné oblasti se tyto hodnoty bliZi

ke 100 %12

V dal$im piikladu budeme porovnavat dva t€hotenské testy. Téhotenské testy funguji na prin-
cipu zjiSténi piitomnosti hormonu gonadotropinu v moci nebo v krvi. Gonadotropin za¢ind byt
produkovédn zarodkem placenty v momenté oplodnéni. S vyvinem placenty jeho koncentrace

v moci ¢i krvi v prvnich tydnech po otéhotnéni vyrazné stoupd téméf kazdym dnem.

Priklad 2.3.2. Dva hypotetické t€hotenské testy — Mimicheck a Pregnus —na svém obalu tvrdi,
7e jsou nejlep$im voln& dostupnym t&hotenskym testem. Ukolem je uréit, ktery z nich je lepsi
(. spocitat a porovnat ukazatele spravnosti).

K dispozici jsou vysledky obou téchto testi a vysledky ovéfeni t€hotenstvi, které byly zjistova-
ny na stejném souboru 200 Zen (z toho 66 Zen bylo 1€karskym vySetfenim ovéfeno jako skute¢né

téhotnych), zanesenych v tabulce (2.3)):



v V2

Tabulka 2.3: Zjisténé hodnoty pro Mimicheck a Pregnus.

vysledek testu ovéieni skutecného téhotenstvi
Mimicheck t¢hotnd (H*) nent téhotnd (H*) Gl
pozitivni (4*) 63 4 67
negativni (A) 3 130 133
celkem 66 134 200
vysledek testu ovéreni skutecného téhotenstvi Ik
Pregnus t¢hotnd (H*) nent téhotnd (H*) cefiem
pozitivni (A7) 60 2 62
negativni (A7) 6 132 138
celkem 66 134 200

Resent:
Nejdiive vyhodnotime Mimicheck:
63
e senzitivita ... P(AT|H™) = o 100 = 95,5 %

130

 specificita .. P(A[H™) = 72 100 = 97,0 %
e prediktivni hodnota pozitivniho testu ... P(HT|AT) = g -100 =94,0 %
e prediktivni hodnota negativniho testu ... P(H~|A™) = % -100=97,7%
Poté vyhodnotime Pregnus:
e senzitivita ... P(AT|H") = % -100 =90,9 %
e specificita ... P(A~|H-) % 100 = 98,5 %
e prediktivni hodnota pozitivniho testu ... P(H|AT) = 2—(2) -100 = 96,8 %
e prediktivni hodnota negativniho testu ... P(H |A™) = % -100 =95,7%

Porovnanim obou testu zjiStujeme, Ze oba testy vykazuji vysoké pravdépodobnosti nad 90 %
a jsou tedy oba pomérné kvalitnl’ Mimicheck ma vysS$i senzitivitu, coZ znamena, Ze s vEétsi
pravdépodobnosti rozpoznd skutecné téhotné Zeny. Pregnus ma o néco vétsi specificitu a je
tedy v porovnini s Mimicheckem citlivéjsi na vylouceni Zen, které nejsou téhotné. Navic
Pregnus vykazuje vétsi pravdépodobnost (96, 8 %), Ze je Zena skutecné t€hotna, kdyZ test vyjde

pozitivni, coZ je vétSinou hledisko, které nejvice zajima pravé Zeny provadéjici téhotenské testy.

2Ve skute¢nosti pifbalové letdky téhotenskych testl uvadéji az 100 % hodnoty senzitivity a specificity.

V zadan{ tohoto piikladu byly hodnoty zdmérn€ sniZeny, aby bylo mozné testy porovnat.
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Vliv prevalence na prediktivni hodnoty testu

Prediktivni hodnoty pozitivniho a negativniho testu mj. tizce souvisi s prevalenci urcité sledo-
vané nemoci (nebo obecné néjakého defektu) v dané populaci. V urcitém ¢asovém okamziku
lze prevalenci vyjadfit jako procento pacientd se sledovanou nemoci uréené ze vSech osob
v dané populaci.lz]

Jak moc mohou prediktivni hodnoty zdviset na velikosti prevalence si ukdZeme na feSeném
ptikladu se zdmérn€ vybranymi dvéma populacemi s extrémné rozdilnymi po¢ty nemocnych
jedinch.

Nez se zacneme zabyvat piikladem, musime si vyjadfit prediktivni hodnoty pomoci preva-
lence. Ozna¢me prevalenci jako P(H™), tj. pravdépodobnost, Ze urlitd osoba je skute¢né
nemocnd (v dany okamzik a v dané populaci) a plati 1 — P(H") = P(H~), kde P(H") je

pravdépodobnost, Ze urcitd osoba neni nemocna.

Prediktivni hodnoty si nyni vyjddiime pomoci upraveného Bayesova vzorce (2.7) s uplnou
pravdépodobnosti a pomoci hodnot senzitivity a speciﬁcity:IZJ
P(ATIHT)P(HT)
(AT[HT)P(H*) + P(A*|H™)P(H~)’
P(A"|H™)P(H")
(A=[H7)P(H™) + P(A-|H*)P(H*)

PHYA) =

PHTJA) =

Piiklad 2.3.3. Ukolem je urit a porovnat pozitivni a negativni prediktivni hodnoty hypote-
tického testu na zjisténi HIV pozitivity, u kterého je vyrobcem garantovédna senzitivita 98 %
a specificita 99 % pro populaci Lesotha, kde se k 1. 1. 2017 vyskytuje 25 % HIV pozitiv-
nich a poté pro populaci Ceské republiky, kde se k 1. 1. 2017 vyskytuje pouze 0,03 % HIV
pozitivnfchE]

Nejprve budeme uvazovat populaci Lesotha s relativné vysokou prevalenci HIV pozitivity:

o P(H)=0,25:

0,98-0,25

P(HT|A") = 2 = 0,970

(H7A7) 0,98-0,25+ (1—0,99)- (1 —0,25)
0,99-(1—0,25

P(H|A™) = .99 (1 — 0,25) = 0,993

T 0,99 (1—-0,25)+ (1 —0,98)-0,25

3Jednd se o zaokrouhlené hodnoty pievzaté z redlnych statistik — pro CR ze Stitniho zdravot-

ntho ustavu: |http://www.szu.cz/tema/prevence/zprava-o-vyskytu-a-sireni-hiv-aids-za-rok-2017, pro Lesotho

z lhttp://www.unalds.org/en/reglonscountnes/countmes/lesotho}
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A poté populaci Ceské republiky s relativné nizkou prevalenci HIV pozitivity:

o P(H*)=0,0003:

0,98 - 0,0003

P(HT|AT) = = = 0,029

(H7]AT) 0,98 -0,0003 + (1 —0,99) - (1 — 0,0003)
0,99 - (1 — 0,0003)

P(H |A™) = =0,999.
(H7]47) 0,99 - (1 — 0,0003) + (1 — 0,98) -0,0003

Je patrné, Ze v populaci s relativné vysokou prevalenci HIV pozitivity ma kvalitni test vysokou
pozitivni i negativni prediktivni hodnotu, tj. osoby s pozitivnim (resp. negativnim) testem maji
vysokou pravdépodobnost, Ze jsou skutecné HIV pozitivni (resp. negativni).

Ovsem v populaci s nizkou prevalenci HIV pozitivity, ma kvalitni test sice vysokou negativni
prediktivni hodnotu — na 99,9 % jsou osoby s negativnim vysledkem testu opravdu HIV
negativni, ale relativné nizkou pozitivni prediktivni hodnotu — pouze na 2,9 % jsou osoby
s pozitivnim testem skutecné HIV pozitivni.

Kvalita testu dand vysokou senzitivitou a specificitou je tedy velice relativni a hodné zéleZi na

velikosti prevalence uvaZzované nemoci v této populaci.
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2.4 Pracovni list

Téma: Aplikace podminéné pravdépodobnosti v Iékarské diagnostice

Jméno a trida: Datum:

Priklad ¢. 1 Hypoteticky drogovy test D7 slouzi pro kvalitativni stanoveni drogovych me-
tabolittl v lidské moci. Jedna z testem detekovanych latek je THC (Tetrahydrocannabinol, coZ
je hlavni psychoaktivni liatka nachédzejici se v konopi, mj. pochdzi z drog marihuana a hasis).
Detekéni mez uvedend vyrobcem je pro THC-kannabinol, 11-nor-8-THC-9-COOH a 11-nor-
9-THC-COOH je 50 ng/ml. Vyrobce uddva 92,8 % specificitu a 95 % senzitivitu.

Vysvétli pomoci pravdépodobnosti, co znamena specificita a senzitivita na tomto konkrétnim

diagnostickém testu:

Na zdklad€ udanych hodnot senzitivity a specificity rozhodni, zda je mozné test pokladat za

kvalitni a pfesny:

Priklad ¢. 2 Hypoteticky samodiagnosticky test potravinové intolerance AlergSeeker je vel-
mi jednoduchy a rychly. Testovaci podlozka s nanesenymi potravinovymi extrakty béhem
40 minut ukdZe, na kterou z potravin ma ¢lovék vytvorené protilatky (tj. je alergicky). Staci
k tomu pouze mala kapicka krve ze Spicky prstu, kterd se rozpusti v roztoku. Tak Ize identifiko-
vat pfitomnost protildtek na jednu ¢i vice potravin v zédvislosti na vyskytu modfe zbarvenych
bodu na reakéni podloZce. Mezi testované potraviny patii obiloviny, lusténiny, ofechy, maso
aryby, zelenina a ovoce, vejce, kravské mléko aj.

V nasledujici tabulce jsou uvedeny zjiSténé hodnoty pro testovdni pfitomnosti protildtek na
laktézu v kravském mléce a na gluten (lepek) v obilovindch. Obé testovani byla provedena na

souboru 300 lidi:
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vysledek testu ovéieni skute¢né intolerance Ik
(laktéza) prit. protildatek (H*) | nepfi. protildtek (H") cefiem
pozitivni (A*) 44 1 45
negativni (A’) 1 254 255
celkem 45 255 300
vysledek testu ovéreni skutecné intolerance Ik
(lepek) prit. protildtek (H*) | nepi. protildtek (H") cefem
pozitivni (A*) 19 0 19
negativni (A7) 2 279 281
celkem 21 279 300

Vypocitej vSechny ukazatele spravnosti u obou testovani a porovnej prediktivni hodnotu pozi-

tivniho testu (pravdépodobnost, Ze osoba je skutecné alergicka, kdyZ test vyjde pozitivni) pii

zjiStovani pfitomnosti protilatek na kravské mléko a na lepek.
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Priklad €. 3 'V nasledujici tabulce jsou uvedeny Ctyfi neinvazivni zatéZové kardiotesty, cozZ
jsou testy ¢innosti srdce. Neinvazivni znamend, Ze se pii jejich provddéni nezasahuje dovnitf

organismu. Doplii chybéjici data v tabulce a na zdklad€ senzitivity a specificity porovnej kvalitu

téchto testu.

i pocet ——_— ] senzitivita specificita
druh testu D ienia zjisténé hodnoty (%) (%)
, ovefeni pfitomnosti nemoci
vysledek testu o7 e T I
1. zatéfova EKG 11671 pritomna (H”) nepritomna (I) 71,2
pozitivni (A7) 2345
negativini (4) 1047 5790
, ovéfeni piitomnosti nemoci
vysledek testu = T > =
2. zatéiovy SPECT 3343 ’ pritomna (H) nepritomna (H)
) pozitivni (A7) 1024 641
negativni (47) 433 1245
weledek test ovéfeni piitomnosti nemoci
3 ZateZova o - pritomna (H') nepritonma (H) 742
: ardi " 4] b - o
echokardiografie pozitivai (A7) 360
negativni (4) 59 224
) wsledek testu ovéfeni piitomnosti nemoci
4 zatéZova magneticka R B piitomna (H") nepritomma (H) 90,2 85,2
LEZONNCE pozitivni (A") 294
negativni (47) 271
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Reseni pracovniho listu:

Piiklad €. 1 Senzitivita drogového testu 95 % znamend pravdépodobnost 0, 95, Ze tento test
bude pozitivni, kdyZ m4 osoba provadéjici test skuteéné v téle takové mnozstvi THC, které je
test schopny detekovat. Specificita drogového testu 92, 8 % znamend pravdépodobnost 0, 928,
Ze tento test bude negativni, kdyZ neméa osoba provadéjici test v téle Zddné mnozstvi THC nebo

kdyZz ma4 v téle niz8§i mnozstvi THC, nezZ je test schopny detekovat.

Na zdklad€ hodnot senzitivity a specificity, které jsou vyssi nez 90 %, lze usoudit, Ze je test

relativné kvalitni a presny.

Priklad ¢.2 Intolerance laktézy: P(AT|H) =97,8 %, P(A"|H~) =99,6 %, P(H|A")
= 97,8 %, P(H-|A™) = 99,6 %.

Intolerance lepku: P(AT|H*) = 90,5 %, P(A"|H™) =
P(H|A™) =99,3 %.

100 %, P(H*|A") = 100 %,

Test vykazuje u zjiStovani intolerance laktézy i lepku vysoké hodnoty. Prediktivni hodnota

pozitivniho testu je vySsi u zjiStovani alergie na lepek (100 %).

Priklad ¢. 3 Hodnoty lze snadno dopocitat z definic senzitivity a specificity.

pocet ceven g senzitivita specificita
druh testu o zjisténé hodnoty (%) (%)
. ovéfeni piitomnosti nemoci
vysledek testu — - -
1. zatéiova EKG 11671 pritomna (H) nepritomna (H) 70,4 71,2
pozitivai (47) 2489 2345
negativni (4) 1047 5790
. ovefeni pfitomnosti nemoci
vysledek testu — — -
2.| zitézovy SPECT 3343 pritomna (H') nepritomna (H) 70,3 66
pozitivai (47) 1024 641
negativai (1) 433 1245
. ovéfeni piitomnosti nemoci
3 zatéZova 721 vysledek testu piitomna (HY) nepritomna (H) 85.9 742
’ echokardiografie itivil (A* i >
8 pozitivai (47) 360 78
negativai (1) 59 224
. ovéfeni piitomnosti nemoci
4. zitéZovi magneticka 644 Vysledek testu piitomna (HY) nepritomna (H) 90,2 85,2
LEAUTENIEE porzitivni (4%) 294 47
negativni (47) 32 271

Jako nejméné kvalitni zatézovy kardiotest se jevi SPECT, naopak jako nejvice kvalitni se jevi

magneticka rezonance.
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2.5 Realizovana vyuka

Dne 23. 2. 2018 jsem odu¢ila na Gymnaziu Jirovcova v Ceskych Bud&jovicich dvé vyucovaci
hodiny na téma Aplikace podminéné pravdépodobnosti v 1ékaiské diagnostice. Vyuka probéhla
v 7. ro¢niku osmiletého cyklu a byla pojata jako opakovani podminéné pravdépodobnosti
a obohaceni uciva o zajimavou aplikaci z 1ékafstvi. Jedna se o tfidu s matematicky nadanymi
studenty, nebot’ primér tiidy ze zndmek z matematiky na poslednim vysvédceni byl 1, 76.

Ve tiid¢ bylo v dobé mé vyuky piitomno 29 studenti.

Studenti byli pozadédni o vyplnéni kratkého anonymniho dotazniku, ktery zjiStoval vztah stu-
dentli k matematice a souvislost zndmek a obliby matematiky, k piikladiim na aplikace mate-
matiky v jinych oborech, jejich ndzor na oduc¢enou dvouhodinovku a také na povinnou maturitu
z matematiky. Dotaznik se sklddal ze dvou ¢4sti — prvni ¢4st studenti vyplnili pred zacatkem
vyuky, druhou po jejim skoneni. Dotaznik vypadal nasledovné:

1. Eist

es w2

1. Bavi té matematika, popi. néktera jeji ¢ast?

ANO - SPISE ANO - SPISE NE - NE

2. Jakou jsi mél(a) znamku z matematiky na poslednim vysvédceni?

1-2-3-4-5

3. Pocitate v matematice piiklady na vyuziti matematiky ve fyzice, technice, ... ?

ANO - SPISE ANO - SPISE NE - NE

4. Uvital(a) bys vice prikladi na vyuziti matematiky v prirodnich védach nebo v technice?

ANO — SPISE ANO — SPISE NE - NE

2. ¢ast

1. Prisla ti vyucovaci hodina na téma Aplikace podminéné pravdépodobnosti v 1ékarské diagnostice
zajimava?

ANO - SPISE ANO - SPISE NE - NE

2. Pomohl ti vyklad a priklady v této hodiné pochopit podminénou pravdépodobnost?

ANO - SPISE ANO - SPISE NE - NE

3. Uvital(a) bys vice takovych hodin, které by se vénovaly vyuziti matematiky v prirodnich védach?

ANO - SPISE ANO - SPISE NE - NE

4. Jaky je tviij ndzor na povinnou maturitu z matematiky? (oteviend odpovéd)
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Osnova vyuky byla nésledujici:

e vyplnéni 1. ¢dsti dotazniku, rozdéni pracovniho listu (viz podkapitola 2.4)), pfedstaveni

cili vyuky,

e vysvétleni pojmu 1ékarska diagnéza, diagnostika, test; predstaveni vybranych diagnos-

tickych testt a jejich principu,
e zopakovéni vzorce pro podminénou pravdépodobnost,

e vysvétleni principu lékarské diagnostiky — jevy v lékafské diagnostice, ukazatele sprav-

nosti, spole¢né vyfeseni vzorového piikladu na tabuli (viz Pfiklad [2.3.T)),

e zopakovéni vzorce pro dplnou pravdépodobnost, Bayesova vzorce a jeho odvozeni,

Bayesova vzorce s uplnou pravdépodobnosti,

e vysvétleni pojmu prevalence, spole¢né vyteSeni vzorového pifikladu demonstrujiciho

vliv prevalence na prediktivni hodnoty testu (viz Piiklad [2.3.3),

e spolecné vypracovani 1. prikladu z pracovniho listu a zadani zbylych dvou priklada

za dobrovolny doméci tkol,

e vyplnéni 2. ¢asti dotazniku.

Zpracovana data z dotazniku

U prvni otazky mne velmi mile piekvapilo, Ze 66 % studentti uvedlo, Ze je matematika, popt.
nékterd jeji ¢ast, bavi nebo spiSe bavi. Coz je ponékud opacnd situace, nez se kterou jsem se

doposud setkala.

Bavi té matematika, popf. néktera jeji ¢ast?

SPISE ANO
42%
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Fakt, Ze je v této tfidé mnoho studentli se zdlibou v matematice, podporuje druhy graf, ktery
ukazuje procentudlni skladbu znamek z matematiky na poslednim vysvédceni. Celkovy primér
tiidy z té€chto znamek byl 1, 76. Téméf polovina studentti dostala znamku 1 a vice jak tfetina
studentli znamku 2. Lze tedy studenty této tiidy prdvem povazovat za matematicky nadané.
Neni asi zddnym prekvapenim, Ze ti studenti, ktefi z matematiky na vysvédceni méli 3 nebo 4
uvedli, Ze je matematika nebavi nebo spiSe nebavi. Zajimavy je vSak poznatek, Ze dva studenti,

ktefi uvedli, Ze je matematika nebavi nebo spiSe nebavi, z ni méli na vysvédceni 1.

Jakou jsi mél(a) znamku z matematiky
na poslednim vysvédceni?

znamka 2
35%

Dalsi dvé otazky zjistovaly, jestli se studenti domnivaji, Ze pocitaji dostatek piikladd na vyuziti
matematiky v pfirodnich védach a technice, a jestli by uvitali vice takovych piikladi. Ze vSech
dotazovanych se 41 % domniv4, Ze pocitaji dostatek takovych piikladti a 59 % si naopak mysli,
ze téchto prikladii mnoho nepocitaji.

Pocitate v matematice priklady na vyuziti
matematiky ve fyzice, technice, ... ?

SPIiSE ANO

34%

Dle uvedenych odpovédi by 48 % studentti ocenilo vice piikladi na vyuZiti matematiky

v pifrodnich védéch a technice, ov§em 52 % o vice takovych piikladd nestoji.
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Uvital(a) bys vice pfikladl na vyuZiti matematiky
v pfirodnich védach nebo v technice?

SPIiSE ANO
31%

Pfijemnym zji$té€nim pro mne bylo, Ze 76 % studenti zhodnotilo moji ,,dvouhodinovku* jako
zajimavou, ¢i spiSe zajimavou, a Zddny ze studenti neuvedl, Ze by ho vyklad vyloZené nezaujal.
Doufam, Ze studenti odpovidali zcela upfimné a ze neodpovidali kladn€ jen proto, aby mne

potésili.

P¥isla ti vyucovaci hodina na téma Aplikace podminéné
pravdépodobnosti v Iékarské diagnostice zajimava?

SPISE ANO
41%

Zajem studenti o problematiku diagnostickych testd byl vidét pfedevsim, kdyz jsem jim
ukazovala fotografie nékterych zajimavych diagnostickych testd, popisovala k ¢emu slouZi,
jaky je princip jejich provadéni a fungovéni. Také je velmi zaujala ukdzka pfibalového letdku
jednoho doméciho diagnostického testu, ktery demonstroval fakt, Ze se s uvedenymi pojmy
z 1ékaiské diagnostiky mohou setkat v béZném Zivoté.

Vyuka byla zaméfend na opakovani podminéné pravdépodobnosti, kterou méli studenti jiz
probranou a tedy by ji méli jiZ rozumét, proto mne nijak neprekvapilo, Ze téméf polovina
dotazovanych uvedla, Ze jim predstaveni aplikace podminéné pravdépodobnosti v 1ékatské
diagnostice nepomohlo problematiku podminéné pravdépodobnosti pochopit. Druhd polovina

ovSem naopak uvedla, Ze jim mdj vyklad k jejimu pochopeni pomohl. Potésujici je fakt, Ze tak
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odpovédéli prave 3 studenti se znamkou z matematiky hor$i nez 2.

Pomohl ti vyklad a priklady v této hodiné pochopit
podminénou pravdépodobnost?

SPISE ANO
41%

Velmi mne poté&Silo také zjisténi, Ze 76 % dotazovanych by uvitalo nebo spiSe uvitalo vice
takovychto hodin. Jsem rdda, Ze moje snaha o propojeni matematiky a biologie byla tspé&Sna

a Ze se studentlim mtj vyklad libil.

Uvital(a) bys vice takovych hodin, které by se
vénovaly vyuZiti matematiky v pfirodnich védach?

SPISE NE
10%

SPISE ANO
45%

V posledni (oteviené) otdzce jsem zjiStovala ndzor studentli na povinnou maturitu z matematiky.
62 % bylo proti a 38 % bylo pro povinnou maturitu. Zde vétSinou ti studenti, ktef{ byli proti
povinné maturit¢ z matematiky, argumentovali, Ze ne kazdy se chce po maturité vénovat
matematice a Ze ve spousté zaméstnani neni matematika potieba, a proto se jim zda zbytecné,
aby museli vSichni skladat povinné maturitni zkousku z matematiky. Uvedli, Ze je dileZité,
aby se kazdy zaméfil na predméty, které jej zajimaji a je v nich dobry. Podle nich je spravné,
aby byla maturita z matematiky volitelnd. Nékterym studentim povinnd maturita nevadi, ale
doddvali, Ze by méla mit nastavenou vyss$i trovenl. Nékteti studenti, ktefi byli pro povinnou
maturitu, napsali, Ze je matematika uzitecnd v Zivoté kazdého, nebot’ ma Siroké uplatnéni,

a proto by z ni méla byt maturita povinna.
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Jaky je tvQj nazor na povinnou maturitu
z matematiky?

Nasledujici tabulka ukazuje Cetnosti jednotlivych odpovédi na dané otazky z obou ¢asti dotaz-

niku:
Tabulka 2.4: Cetnosti jednotlivych odpovédi na otdzky z obou &asti dotazniku.
Cetnosti jednotlivych odpovédi z dotazniku
odpovidi cast 1 cast 2
otazka 1 | otazka 2 | otazka 3 | otazka 4 | otazka 1 | otazka 2 | otazka 3 | otazka 4
ANO 7 2 5 10 4 9
SPISE ANO 12 10 9 12 12 13
SPISE NE 5 9 5 9 3
NE 5 10 0
znamka 1 14
znamka 2 10
znamka 3
znamka 4 2
znamka 5
PRO 11
PROTI 18
celkem 29 29 29 29 29 29 29 29

V posledni tabulce je uveden piehled vSech dotaznikl (oznacenych ¢islem) a odpovédi na
jednotlivé otazky. Lze si tedy napfiklad vSimnout, jak se zménil nazor studentti na piiklady
demonstrujici aplikace matematiky v pfirodnich védach, technice apod. Celkem 8 dotazova-
nych v 4. otdzce 1. ¢asti dotazniku uvedli, Ze by neuvitali (resp. spiSe neuvitali) vice takovych
piikladt, avsak po oducené dvouhodinovce ve 3. otazce 2. ¢asti dotazniku odpoveédéli, Ze by
uvitali (resp. spiSe uvitali) vice takovychto hodin, které by se vénovali aplikacim matematiky

v pfirodnich védéch.
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Tabulka 2.5: Prehled odpovédi u jednotlivych dotaznikii.

Zislo dotaznikn sl )
otazkal |otazka 2| otazka3 otazka 4 otazka 1 otazka 2 otazka3 | otazka 4
1 ANO 2 SPISE ANO ANO ANO ANO ANO PROTI
2 SPISE ANO 1 ANO ANO SPISENE | SPISENE | SPISEANO| PRO
3 NE 2 SPISE ANO ANO SPISE ANO | SPISE NE ANO PRO
4 SPISE ANO 1 NE NE ANO SPISENE | SPISENE | PROTI
5 SPISE ANO 1 NE NE SPISE NE NE ANO PROTI
6 ANO 2 SPISE ANO | SPISE NE ANO ANO ANO PROTI
7 SPISE ANO 1 SPISE NE | SPISE ANO | SPISE ANO ANO ANO PROTI
8 ANO 1 SPISE NE | SPISE ANO | SPISE ANO | SPISE ANO ANO PROTI
9 SPISE ANO 1 SPISENE | SPISENE ANO ANO SPISE ANO | PROTI
10 NE 2 SPISE NE | SPISE ANO | SPISE ANO | SPISENE | SPISE ANO | PROTI
11 SPISE ANO 2 SPISE NE | SPISE ANO | SPISE ANO | SPISE ANO | SPISEANO| PRO
12 SPISE ANO 1 SPISE ANO ANO SPISE ANO | SPISE ANO ANO PROTI
13 SPISE NE 2 SPISE ANO | SPISENE | SPISENE |SPISE ANO | SPISEANO| PRO
14 SPISE ANO 1 SPISE NE | SPISE ANO ANO SPISENE | SPISE ANO| PROTI
15 SPISE NE 1 NE NE SPISENE | SPISENE | SPISENE | PROTI
16 NE 1 NE NE SPISE NE NE NE PROTI
17 SPISE NE 3 SPISE ANO | SPISE NE | SPISE ANO | SPISE ANO | SPISE ANO | PROTI
18 ANO 1 SPISE ANO | SPISE ANO ANO SPISE ANO | SPISEANO| PRO
19 SPISE NE 3 ANO NE ANO SPISE ANO NE PROTI
20 SPISE ANO 2 NE NE SPISE ANO | SPISE ANO NE PROTI
21 NE 4 SPISE ANO NE SPISE ANO | SPISE ANO | SPISE ANO | PROTI
22 SPISE ANO 2 NE NE SPISE ANO | SPISE ANO NE PRO
23 ANO 1 SPISE ANO ANO ANO SPISE ANO | SPISEANO| PRO
24 ANO 1 SPISE NE NE SPISENE | SPISENE | SPISEANO| PROTI
25 SPISE ANO 2 NE SPISE ANO | SPISE ANO | SPISENE | SPISEANO| PRO
26 NE 3 NE SPISE ANO ANO SPISE ANO ANO PRO
27 SPISE ANO 2 SPISENE | SPISENE | SPISENE NE SPISENE | PRO
28 ANO 1 SPISE NE | SPISE ANO ANO SPISENE | SPISEANO| PRO
29 SPISE NE 4 SPISE ANO NE SPISE ANO NE ANO PROTI

Na zavér bych chtéla dodat, Ze jsem byla velmi spokojend s reakcemi student na mij vyklad
a 7Ze doufam v to, Ze predstaveni diagnostickych testl a principu ovéfovani jejich spravnosti

jim bude v Zivoté uZite¢né.
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3. Aplikace exponencialni funkce
v populacni ekologii

Klicova slova: Populace, populacni dynamika, exponencidlni a logaritmickd funkce,

exponencidlni rast, exponencidlné rostouci populace.

Predpoklad: Zikladni znalost funkci, jejich vlastnosti, funkce inverzni, exponencidlni,
logaritmickd (viz napt.: POLAK, Josef. Piehled stiedoskolské matematiky. 10. vydéni. Praha:
Prometheus, 2015. ISBN 978-80-7196-458-2, od s. 130).

V této kapitole se dozvite:

e Co je to populaéni dynamika, ¢im jsou populace limitovany, za jakych podminek roste

populace exponencidlné€ a jaké jsou piiklady exponencidlné rostoucich populaci.

e Jak je definovdna exponencidlni a logaritmickd funkce, jaké jsou jejich zdkladni

vlastnosti a grafy.

e Jak Ize exponencidlni rist matematicky modelovat pro riizné typy populaci a jak miiZzeme

urcit velikost populace za urcity cCas.

e Kde mimo populacni ekologii Ize v biologii uplatnit exponencidlni rist.

Pouzité znaceni:

K nosnd kapacita prostiredi

f(x), f(x) funkce f, inverzni funkce k funkci f

Dy, Hy defini¢ni obor funkce f, obor hodnot funkce f
N velikost populace

Q@ konec¢na rastova rychlost

n koeficient natality

m koeficient mortality

r relativni velikost zmény

f(x), df(z) derivace funkce f podle proménné x
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3.1 Motivace

Populaci chipejme jako soubor jedincl stejného druhu vyskytujici se na urcitém misté
v konkrétnim okam¥iku. !

Jedna se tedy napiiklad o populaci obyvatel Ceské republiky v roce 2017 nebo také o populaci
bakterii Escherichia coli ve stievni mikrofléfe pana X. ke dni 27. 6. 2018.

Populacemi, zménami jejich hustoty, strukturou apod. se zabyvad populacni ekologie
(demekologie). Jakékoli zmény poctu jedincli v populaci se oznaCuji jako dynamika
populace. Nejvice je populacni dynamika ovliviiovdna natalitou (produkci mléddat),
mortalitou (imrtnosti jedinci) a migracemi — imigraci a emigraci (tj. presuny jedinct
doaz populace).lSJ

VSse, co je organismy spotfebovavdno za ucelem ristu, rozmnozovani a zachovani Zivota,
se oznacuje jako zdroje (napf. potrava, Zivotni prostor, voda, Ziviny). O zdroje, kterych neni
nikdy dostatek pro vSechny, organismy mezi sebou soupefi (kompetituji). Kompetice o zdroje
miZze mit na populaci negativni limitujici vliv. Mlze dojit ke sniZeni hustoty populace,
¢i dokonce k jejimu vymirani. o)

Naptiklad v diisledku nedostatku stromovych hnizdnich dutin v uréitém lese mize dojit k nizs{
reprodukeci a nasledné ke sniZeni poctu jedincti populace sykor modfinek (Cyanistes caeruleus)
tohoto lesa.

Takovéto limitujici negativni vlivy urcuji tzv. nosnou kapacitu prostiedi (neboli mez
unosnosti), tedy maximalni udrZitelnou velikost populace, ktera se miize na daném tzemi
s dostupnymi zdroji uZivit, aniZ by doSlo ke sniZeni uZivnosti této populace v budoucnosti.
Nosnou kapacitu prostied oznadujeme zpravidla K. 12!

Studie B. Pengra z roku 2012 ,,One Planet, How Many People?* shrnula 65 riznych odhadu
maximalni udrzitelné velikosti lidské populace. NejcastéjSi odhad byl okolo 8 miliard, coz
je Cislo, kterého lidskd populace dosdhne béhem 10 let. Mezi dals$i uvedené odhady ovSem
pati{ také &sla jako 2 miliardy nebo 1024 miliard.lLV!

Nepocetné atidké populace mohou riist v prostiedi bez kompetice zprvu velmi rychle. Tento rist
nazyvime exponencialni ruast populace (viz obr. [3.1). Jeho rustovd kiivka
je ve tvaru pismene ,,J*. S dramatickym nardstem populacni hustoty se zvySuji také naroky
na zdroje, kterych stile ubyva. Nédsledkem toho se za¢ina projevovat vnitrodruhovd kompetice

(tj. soupefeni mezi jedinci téhoz druhuﬂ a v jejim disledku se rust populace zpomaluje.

I pfirozen& dochazi také ke kompetici mezi jedinci riizného druhu, tu zde ale uvazovat nebudeme

26



Natalita se priblizuje k mortalité, a populace tak nabude své nosné kapacity. Efekt kompetice

exponencidlni ristovou kiivku deformuje do tvaru ,,S*, tento typ ristu populace oznaujeme

jako logisticky rust (viz obr. a jeho ristovou kiivku jako S-kiivku. 18]

Ny
>

exponencialni rist ¢ +  Jogisticky rust

* +
e +
e T
+
o ¥

Obrazek 3.1: Exponencidlni a logisticky rast v diskrétnim piipadé (tj. uréitych ¢asovych

okamzicich). Cas oznacen ¢, pocatecni velikost populace Ny, velikost populace v ¢ase ¢ ozna-

¢ena NV, a nosnd kapacita prostredi /.

Exponencidlné mohou rist napiiklad populace nového (invazivniho) druhu zavleceného nebo

umyslné vysazeného (introdukovaného) napi. na ostrov; déile populace bakteridlnich

a virovych infekci (napf. mor ve stfedovéku, virus SARS) nebo rizné v laboratornich

podminkéch péstované populace. VZdy se jednd o populace, které nejsou nijak limitovany

(predace, nemoci,...) a maji dostatek pro Zivot dileZitych zdroji.

Z historie zndmymi piiklady exponencidlniho rlistu jsou:

e expanze severoamerické ondatry (Ondatra zibethicus), kterou v roce 1905 vysadil

na svém panstvi v Dobfisi u Prahy kniZe Mansfeld, ptivodné ¢itala populace 5 kusi,

béhem 22 let se ovSem rozsitila do celé stiedni Evropy,

e expanze krélika divokého (Oryctolagus cuniculus) introdukovaného po roce 1859 v jizni

Austrélii, kde se jeho populace rozsitila o 130 km kazdy rok,

e populace bazanta (Phasianus) introdukovand v roce 1937 na ostrové Protection
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v americkém staté Washington, kterd vzrostla béhem pouhych 5 let ze 2 samci a 6 samic

na 1325 jedincy,

e populace prasete divokého (Sus scrofa) v Ceské republice béhem poslednich 50 let, jejiz
ro¢ni nartst je primérné okolo 11 % (v roce 1950 uloveno 148 jedinct v roce 2004 pies

120 tisic jedinca!). ol

Jednou z metod studia popula¢ni dynamiky je matematické modelovani. Matematické
modelovani je védeckd disciplina umoziujici srozumitelné popsat pomoci matematického
jazyka chovéni urcitého studovaného systému. Do matematického modelu se udmyslné
zahrnuji dalezité faktory vnéjsi reality a ty méné dileZité se zanedbavaji. Model umoziuje
odhalit podstatné vztahy mezi prvky systému, pifipadné predikovat chovédni systému
v budoucnosti. Mezi nejzédkladnéjSi matematické modely populaéni dynamiky patii
exponencialni model (nazyvan také model populacniho ristu nezavislého na hustoté nebo
Malthusiv model), logisticky model (nazyvan také Verhulstiv model), Rickerav model,

a Leslieho model zohlediiujici na rozdil od predchozich modell vékovou strukturu. ol

Vice o zminénych populac¢nich modelech viz [9] od s. 87.

Shrnuti: Populace tedy roste exponencidlné pouze v pro ni pfiznivych podminkach, kdy
je vseho dostatek (Zivin, hostitell, potravy, prostoru, ukrytt...). Kazda populace vSak musi
byt né¢im omezovéna, bud pravé zdroji, nebo je nékym ¢i né¢im devastovana, napf. poZirdna
predatorem, odnasena vodou, spalovdna pozary, hubena ¢lovékem apod. Exponencidlni rtst
je vzdy docasny, diive ¢i pozdéji prestava populace prosperovat a rist se zpomaluje az dosahne

nosné kapacity prostiedi.

3.2 Exponencialni a logaritmicka funkce
Nez si prestavime exponencidlni riist populace, zopakujeme si nékolik nejdilezitéjSich
poznatkd o exponencidlni funkci a k ni inverzni logaritmické funkci.

Definice 3.2.1. ([L1], s. 125)[Exponencialni funkce.] Exponencialni funkce o zdkladu a ma
predpis
f(z) = a”, (3.1)

kdex € R,a € RTaa # 1.
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Obrazek 3.2: Graf exponencidlni funkce y = a” pro rozdilné hodnoty zakladu a.

Z grafu exponencidlni funkce (viz obr. [3.2) 1ze vy¢ist nékteré duleZité vlastnosti této funkce:
e graf funkce prochdzi bodem [0; 1], nebot a® = 1,
e jeji defini¢ni obor je Dy = R a obor hodnot Hy = (0, 00),
e je-lijeji zaklad a > 1, je rostouci a je-1i 0 < a < 1, je klesajici,
e je prostd a zdola omezena nulou na celém svém defini¢nim oboru.

Definice 3.2.2. ([11]], s. 134)[Logaritmicka funkce.] Logaritmicka funkce o zdkladu a je funkce,

kterd je inverzni k exponencidlni funkci f(z) = a* a m4 tvar

[ (z) = log, =, (3.2)
kdex >0,a € Rt aa # 1.

Poznamka 3.2.1. Je-li specidlné ve vzorci (3.1) (resp. (3.2)) a = e, tj. zdklad a je roven
konstanté¢ e =~ 2,718281 nazyvané Eulerovo cislo, oznacujeme exponencidlni (resp.

logaritmickou) funkci jako pfirozena exponencidlni (resp. pfirozend logaritmickd) funkce.
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, a®,0<a<1
’ log,z,a >1

4 4 log,z,0<a<1

Obrazek 3.3: Graf exponencidlni funkce a k ni inverzni logaritmické funkce — vlevo proa > 1,

vpravo pro 0 < a < 1.

Nésledujici vlastnosti logaritmické funkce vyplyvaji ze skuteCnosti, Ze logaritmickd funkce

je inverzni k funkci exponencidlni (viz obr. [3.3)):
e graf funkce prochdzi bodem [1; 0],
e jeji defini¢ni obor je Dy-1 = Hy = (0,00) , a obor hodnot H;-1 = Dy =R,
e je-lijeji zaklad a > 1, je rostouci a je-1i 0 < a < 1, je klesajici,
e je prostd a neni omezena.

Za ptipomenuti stoji také skutecnost, Ze grafy funkce a k ni pfislu$né inverzni funkce jsou vzdy

soumérné podle osy y = x (viz obr.[3.3).

Definice 3.2.3. ([11]], s. 139)[Logaritmus.] Logaritmus ¢isla y o zdkladu a je takové ¢islo =z,

pro které plati a* = y:

log, y = x , pravé kdyz a® = y.

Plati nésledujici vztahy:
1. log,a =1, log, 1 =0,
2. log, 2" =n-log, z, n € R

3. log, (zy) =log, x +1log, y, log, () =log, = —log, y.
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Chceme-li formalné najit inverzni funkci k exponencidlni funkci, musime vlastné vyjadrit
x, coZ udélame tak, Ze exponencidlni funkci zlogaritmujeme a upravime podle vySe uvedenych

vztahu:

T

y=a /log,
log, y = log, a*
log, y =x-log, a

log, y ==

Priklad 3.2.1. Urcete exponent z, je-li 6* = 216.

216 = 6" / logg
logs 216 = logg 6*
logg 216 = xlogg 6

logs 216 = x = x = 3, protoZe 6° = 216

3.3 Exponenciilné rostouci populace

Model populace s neprrekryvajicimi se generacemi

Nejprve uvazujme populaci s neprekryvajicimi se generacemi mnozici se pouze v urcité
sezoné, typicky nékteré druhy hmyzu nebo jednoleté rostliny. Jako piiklad uvedme motyly,
ktefi v 1ét€ nakladou vajicka a dospélci po rozmnoZeni rychle umiraji. Z vajicek se poté
vylihnou housenky, které se na podzim zakukli. Kukly pfeziji zimu, na jafe se z nich vylihnou
dospéli motyli a cyklus se opakuje.

Pokud se jednd o jedince s oddélenym pohlavim, zahrnujeme do modelu pouze pocty samic a
sami¢ich mladat (samce zanedbdvame).

Oznacéme:

t ... Cas, typicky sezéna (dale napf. rok, den, hodina),

Nj ... pocet jedincii v nulté sezéné (pocatecni velikost populace),

N; ... velikost populace v sezéné ¢,
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Ny ... velikost populace v pfisti sezoné

« ... tzv. kone¢na rustova rychlost, ktera udava, kolik dospély jedinec zplodi novych jedincd,
kteff se dozijf piisti sezény a plodi.?!
Sledujeme-li pocet dospélct kazdy rok, potom pocet jedincti prvni v sezoné bude

N1 = N()O[,

v druhé sezéné pak
NQ = NlOé = N()Oé2,
atd. Obecné po t sezénach ziskdme vztah

N, = Noa. (3.3)

Je zfejmé, Ze « je konstanta a neni zavislad na Case, velikosti populace, ani jinych faktorech.

Obecny vztah pro pocet jedincti v sezéné ¢ + 1 je tvaru
Nt-i—l = NtOZ. (34)

Z predchoziho vzorce vidime, Ze zdvislost populacni velikosti N na Case je exponencidlni.
Prirtistek v za danou sez6nu ziskdme snadno jako

Ny
a=— (3.5)

Tento typ diskrétnitho populacniho rdstu (jedinci se mnoZzi pouze v urcité sezéné) se také
oznacuje jako geometrick;".[9J

Je zfejmé, Ze rovnice popisuje geometrickou posloupnost {NN;} s kvocientem «
a je vzorec pro vypocet kvocientu ze dvou po sobé jdoucich cleni geometrické
posloupnosti.

Pokud je o > 1, feSeni (3.3) vede na exponencialni rust, pokud je naopak 0 < o < 1, jednd

se o exponencialni vymirani. Pro o« = 1 zlstava pocet jedinct v populaci konstantni.

Priklad 3.3.1. Jednoletka osivka jarni (Erophila verna) je drobnd, bile kvetouct jarni bylinka.
MnoZi se vyhradné semeny, kterych jedna rostlina mtiZze vyprodukovat az 1000. Mohou klicit
od jara az do podzimu, ale dokazi i nékolik let lezet v piidé a cekat na vhodny okamiikﬂ

Uvazujte hypotetickou situaci: Jedna osivka dd vznik 20 sementiim, ze kterych dal$i rok
vyrostou nové rozmnozovani schopné rostliny (ostatni semena vzdy zahynou napt. nasled-

kem extrémné studenych zim). Nebot se jednd o jednoleté rostliny, dospélé osivky vzdy pred

%informace pfevzaty z: https://cs.wikipedia.org/wiki/Osivka_jarni
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zimou zahynou, takZe nedochdzi k prekryvu generaci. V populaci je v nulté sezdéné

100 jedinci. Pfedpokladejte exponencidlni rist.
1. Urcete konecnou rastovou rychlost a.

2. Vypocitejte, kolik jedincli v populaci bude po roce, po dvou letech a po péti letech.
ReSeni:

1. Dle uvedenych tdajt je v = 20, protoZe jedna osivka za sezénu vyprodukuje 20 jedinct

v dal$im roce schopnych rozmnoZovéni.

2. Poroce bude v populaci N; = 20N, = 20 - 100 = 2 000 jedincti, po dvou letech to bude
Ny = 202Ny = 400 - 100 = 40 000 jedincii. Po péti letech bude mit populace osivky
Ny = 20° Ny = 20° - 100 = 3, 2 - 10® jedincd.

Priklad 3.3.2. Martind¢ hrusiovy (Saturnia pyri) je nejvétsi evropsky motyl vyskytujici
se mimo jiné také na jizni Moravé. Dospéli jedinci maji zakrnély sosdk, a proto nemuiZou
piijimat potravu. Zivot dosp&lcti trvajici jen n&kolik dni m4 jediné poslani — rozmnoZit se

Kazda samicka martind¢e dané hypotetické populace naklade v sezoné mnoho vajicek, ale
pouze « vajicek prezije do dalsi sezony, kdy se opét rozmnoZi. Dospélec po nakladeni vajicek

rychle umira. Opét predpokladejte exponencidlni rust.
1. Urcete koeficient a.

2. Dopliite chybéjici idaje v nésledujici tabulce (/V oznacuje pocty samic v danych sez6-

nach).

No Ny N, N Ny
17 150 840350 | ... 288240 050

3informace pfevzaty z: https://cs.wikipedia.org/wiki/Martinacoviti
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Resent:
1. Koeficient o ur¢ime z velikosti populaci Ny a N4 zanesenych v tabulce:

N 4
N4:N2a2:»a:,/ﬁ4: 80350:\/49:7.
2

17150

Zjistili jsme, Ze o = 7.

2. Nyni jiZ snadno vypocitdme chybéjici udaje v tabulce:

N, 17150
Noy=Nga® = Ny=—2=—"""" =350,
a? 49

Ny = Noa = 350 - 7 = 2 450,
N3 = Noa® = 350 - 7° = 120 050.
Jako posledni uréime, za kolik sezén bude mit populace martindce 288 240 050 je-

dinct. Uplatnime postup z Pfikladu kde jsme také zjiStovali pfislusny exponent.

Obé strany rovnice N; = Nya! nejprve vyd€lime Ny, poté zlogaritmujeme a upravime

nasledovné:
N
No
288 240 050 ot
350
823543 = T7¢

log, 823 543 = ¢

=7

Populace dosdhne velikosti 288 240 050 jedinch za 7 sezén. Vyplnénd tabulka tedy

vypada nasledovné:

NO Nl N2 N3 N4 N7
350 2450 17 150 120 050 | 840 350 | ... 288240050

Model populace s prekryvajicimi se generacemi a s jednorazovym roz-
mnozovanim

Nyni uvazujme populace s prekryvajicimi se generacemi a s jednorazovym rozmnozZova-

nim. UvaZujeme v tomto piipadé pouze samice a jejich s¢itani provadime vzdy tésné pied tim,
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nez samice rodi. Pfikladem mohou byt zajici mnoZici se v dubnu. Zména velikosti populace
je ovlivnéna pouze poctem nové narozenych a zemfelych samic, ostatn{ vlivy zanedbame.
Oznacme:

N; ... pocet samic zjiStény tésné pred rozmnozenim v Case ¢,

n > 0 ... koeficient natality (poCet sami¢ich mlddat na jednu dosp€lou plodnou samici, ktefi se
doziji pfistiho jara — tj. primérny pocet narozenych mladat x pravdépodobnost jejich preZiti),

v

jara do druhého)

Plati tedy, Ze pocet samic v nasledujicim roce bude rovny poc¢tu dospélych samic v pfitomném
roce spolu s nové narozenymi Zivotaschopnymi samicemi a bez dospélych samic, které nepfeziji

do nasledujictho roku: 12!
Niy1 = Ny +nNy — mNy = Ny(1 +n —m).

Oznalme 1 +n — m = «, ¢imZ ziskdme opét klasickou, ndm jiZ zndmou, rovnici

exponencidlniho rtstu s ristovym koeficientem « :
Nt+1 = Nt(l +n— TTL) = NtOé. (36)

Nt = N()Oét.

Jestlize n > m (tj. podil nové narozenych pievysSuje podil zemfelych jedinct za jednotku
Casu), populace exponencidlné roste, je-li naopak n < m, pak populace exponencilné vymira.

Pro n = m je velikost populace konstantni.

Priklad 3.3.3. Zajic polni (Lepus europaeus) zije mimo obdobi pafeni samotarsky a obhajuje
si své teritorium. V dobé péreni (honcovdni), které zacind v tinoru a trva az do srpna nebo
z4afi, se zajici sdruzuji v malé hloucky. Zpozorujeme-li na poli za sebou pobihat nékolik zajici,
prvni z nich je ¥ijnd zajecka, kterou prondsleduje skupina zajicti. Rodi se obvykle 2 — 5 mlddat
a to nékolikrat do roka, obvykle vSak do druhého roku prezivaji pouze 2 — 4 mléd’ataﬂ

Uvazujte hypotetickou expanzivni populaci zajict, kterym se podaii rozmnoZit pouze jednou

do roka.

1. KaZzdé zajecici se narodi v jedné sezoéné v priméru 3 malé zajeCice a imrtnost samic

béhem roku je 55 %. V sezéné 0 Citd populace 25 zajecic. Rozhodnéte, jestli populace

“*informace prevzaty z: https://cs.wikipedia.org/wiki/Zajic_polni
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exponencidlné roste, nebo exponencidlné vymira a spocitejte, jakd bude velikost populace

za 3 roky.

2. Nyni uvazujte moznost, Ze v dané populaci ndsledné propukla tularémie — bakteridlni
onemocnéni zajict a hlodavcil prenasené klistaty. Porodnost samic po tietim roce klesla
na 0,5 mlddata za rok a umrtnost se zvySuje na 85 %. Rozhodnéte, jestli populace
roste, nebo exponencidlné vymird a spocitejte, jaka bude velikost populace na konci

ndasledujiciho (tj. ¢tvrtého) roku.
Reseni:

1. Nejprve ur¢ime koeficient a; = 1 + 3 — 0,55 = 3,45. Protoze a; > 1, populace
zajich exponencidlné roste. Nyni zjistime velikost populace za 3 roky: N3 = Ny =

=25-3,45% =1 027.

2. Nejprve opét uré¢ime koeficient oy = 1 4+ 0,5 — 0,85 = 0,65. ProtoZze 0 < ay < 1,
populace exponencidlné vymird. Nyni zjistime velikost populace nakazené tularémii
ndsledujici rok: Ny = N3ap = 1027 - 0,65 = 668. Tularémii infikovana populace bude

na konci ¢tvrtého roku ¢itat jen 668 samic.

Model populace s pirekryvajicimi se generacemi a kontinualnim prirust-
kem

Nakonec uvazujme populace s piekryvajicimi se generacemi a s kontinualnim piirastkem.
Rist je sice také exponencidlni, ale odvozeni je v tomto piipadé slozitéjsi (béhem jedné sezony
se samice kontinualné rodi i umiraji; samice, které umrely na zac¢itku Casového useku, potom
uZ nerodi).

Tato situace se fesi tak, Ze se zkracuje uvazovany Casovy usek az do podoby diferencidlni

rovnice{
PO _x ) —mve) (3.7)

kde N(t) je ndm nezndma funkce predstavujici pocet jedincti populace (velikost populace)

AN (1)
dt

v Case t, n je natalita a m je mortalita. Zlomek znadi derivaci funkce N (t) podle

SDiferencidlni rovnice jsou rovnice obsahujici neznamou funkci jedné nezavislé proménné a jeji derivace.
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proménné ¢, tj. N'(t), a vyjadfuje zm&nu velikosti populace v ¢ase. Polozime-li v rovnici (3.7)

r = n — m, obdrzime diferencidlni rovnici
N'(t) =rN(t), (3.8)

kde 7 je (relativni) velikost zmény. ")

Opét plati, Ze je-li n > m, populace exponencidlné roste, je-li naopak n < m, pak populace
exponencidlné vymird, a pro n = m je velikost populace v ¢ase neménna.

Diferencialni rovnici (3.8)) vyfesime tzv. metodou separace proménnych, kdy nejdiive preve-
deme funkce nezavislé proménné na jednu stranu a zavislé proménné na druhou stranu rovnice,

a ndsledn& obé strany rovnice zintegrujeme [’
N'(t) =rN(t) /: N(t)
Y- )
[0 4 [
/ ﬁdN(t) —r / at

In|N(@)|=rt+ K /e

‘N(t)| — ert+K

N(t) =€ - N(0),

kde K, N(0) jsou libovolné redlné konstanty. Spravnost feSeni 1ze ovéfit jeho zderivovanim:
N'(t) = (N(0)e™) = rN(0)e™ = rN(t).

Resenim rovnice (3.8 je tedy opét rovnice exponencidlniho ristu
N(t) = N(0) - €™, 3.9

kde r = n—ma N(0) je pocétecni velikost populace, kterou musime nezbytné zndt, abychom
mohli ur¢it velikost populace N (t). Zlogaritmovanim obou stran rovnice (3.9) ziskame vztah

pro vypocet rustové rychlosti r:9

=

t)
©

InN(t)—InN(0) In
r = =
t

~+=

®Na stednich §kol4ch se studenti obvykle nesetkajf s diferencidlnimi rovnicemi a jejich feSenim, proto nema
smysl se zde jimi detailngji zabyvat. Vyfeseni rovnice (3.8) pomoci integrace 1ze vSak zadat matematicky nadanym

studentdm napf. jako samostudium.
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Priklad 3.3.4. V Indii byla v roce 2017 natalita 19 narozeni na 1 000 obyvatel a mortalita 7,3
umrti na 1 000 obyvatel. Velikost populace Indie byla v témze roce 1 281 935 911

1. Urcete rustovou rychlost dané populace (predpokladejte kontinualni pfirastek).

2. Za jak dlouho dosahne populace Indie 1,5 miliardy (pfi zachovani konstantni ristové

rychlosti)?

3. Vjakém roce se populace Indie zdvojndsobi (pii zachovani konstantni riistové rychlosti)?

Reseni:

1. Nejprve je nutné si vyjadfit natalitu a mortalitu v promile: n = 0,019 rok™!
am = 0,0073 rok—'. Nyni uZz miiZeme vypocitat ristovou rychlost: r = n —m =

= 0,019 — 0,0073 = 0, 0117.

2. Zndame pocite¢ni velikost populace N(0) = 1,28 miliardy, rdstovou rychlost
r = 0,0117 a vyslednou velikost N(¢) = 1,5 v nezndmém <ase, ktery mame zjistit.
K vypoctu pouZzijeme vzorec N(t) = N(0)e™. Obé strany této rovnice vydélime N (0)

a postupujeme nasledovné:

N(t) _ ert

N(0)

175 0,0117¢
20 0, 1
1,28 © /In
1,5

In —— =0,0117¢
DT og 0,0117

)

t = 13,6.
Populace Indie dosdhne velikosti 1,5 miliardy pfiblizné za 13 let a 7 mésic.

3. Zndme pocateni velikost populace N(0) = 1,28, rustovou rychlost » = 0,0117
a vyslednou velikost N(t) = 2N (0) = 2,56 miliardy v nezndmém Case, ktery mame

zjistit. Opét pouZijeme vzorec N(t) = N(0)e™, do kterého dosadime N (t) = 2N(0),

7data prevzata z: https://www.indexmundi.com/india/demographics_profile.html
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a upravujeme ndsledovné:

2N (0) = N(0)e"™ /: N(0)

9 — (00117t /In
In2=0,0117¢
In2
= =~ 59 24
0,0117 ’

Populace Indie dosdhne dvojnasobné velikosti 1,5 miliardy priblizné v roce 2076 (vycha-

zime z pocate¢niho roku 2017).

Nosna kapacita prostredi

V podkapitole Motivace jiz byl vysvétlen pojem nosna kapacita prostiedi /. Nosna
kapacita je vlastné jeden konkrétni pocet jedinci K dané populace, ke kterému se od urci-
tého mezniho okamziku t blizi (popf. kolem kterého kolisaji) vSechny velikosti populace
Nit1, Nito, Nits, ..., as Casem se tato hodnota /K neméni. Ndzorné viz obr. 3.1} Nosnou kapa-

citu Ize tedy priblizné ucit jako aritmeticky primér z t€chto hodnot N, 1, Nyio, Nyi3, ..., Nyin.

Priklad 3.3.5. Na jisty maly ostrivek byl jako ,.Cerny pasazér” obchodni lodi ¢lovékem
nevédomé zavlecen kontinudlné se mnoZici druh hlodavce — krysa obecnd (Rattus rattus).
Pocétecni velikost populace byla 7 jedincii. Tomuto invazivnimu druhu se na ostrové, kde mél
malo pfirozenych nepratel a spoustu prostoru, velmi dafilo, proto pocet jedinci jeho druhu

rychle stoupal. Zjisténé velikosti populace v jednotlivych letech jsou zaneseny v ndsledujici

tabulce a grafuf]

N@) || 7|14 31|67 |75|77|80|79|83|80|80|79 |81 |82]|81|78]380

1. Pokuste se z hodnot v tabulce a pomoci grafu (obr. 3.4) odhadnout nosnou kapacitu

ostrova K pro danou krysi populaci.

2. Predpokladejte, Ze béhem prvnich patndcti let rostla populace exponencidlné, na zdkladé

tohoto predpokladu urcete ptibliznou rychlost ristu r v prvnich 15 letech.

8jednd se o vlastni piiklad
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Obrazek 3.4: Graf ukazujici zavislost velikosti populace invazivni krysy na Case.

Reseni:

1. Ztabulky i grafu je patrné, Ze pfiblizn€ od 21. roku hodnoty N (¢) kolisaji mezi hodnotami
77 a 83. Nosnou kapacitu K tedy uréime priblizné jako aritmeticky primér z hodnot

N(21), N(22), ..., N(32):

T7T+804+79+834+80+80+79+81+82+81+78+80
12 N

K —

80.
V tomto konkrétnim piipadé je K pfiblizné 80 jedinct.

2. Z udaja v tabulce vime, Ze se z pocatecni velikosti populace zvysila velikost populace
za 5 let na 14 jedincd, za 10 let uz méla 31 jedinct a po 15 letech 67 jedincti. Hodnoty

postupné zaddme do vzorce (3.9) a zlogaritmovanim obou stran vypo¢itime koeficienty

T

In Y& 14

N(5) = N(0)e™ =1 = —% — T =0 138,
In X010 31

N(10) = N(0)e!"* = ry = — % = —T 0,149,
In %(105)) 67

N(15) = N(0)e'®"s = = —T 2,151

(15) () =r B 5 , 151,

Ristova rychlost dané populace byla v prvnich 15 letech pfiblizn€ mezi 0,14 az 0,15.
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3.4 Pracovni list

Téma: Aplikace exponencidlni funkce v populacni ekologii

Jméno a tfida: Datum:

Priklad ¢.1 Studujeme invazivni druh slunécka vychodniho (Harmonia axyridis) zavlecené-
ho z vychodni Asie do Evropy. Slunécka se reprodukuji pouze jednou ro¢né a hynou ihned
po nakladeni vajicek. Z vajicek se vylihne larva, kterd se méni v kuklu, ta poté precka zimuﬂ
Z vylihnutych vaji¢ek nakladenych jednou samickou pfeZije do dalsi sezény primérné 15
novych reprodukce schopnych samicek. Na jednom hostitelském stromé, kde se slunécka
Zivi mSicemi, bylo na pocatku méteni zjiSténo 6 samicek slunécek. Zanedbejte vliv nemoci

i predatorti na velikost populace a predpokladejte exponencialni rist.

1. Na zdkladé zadani rozhodnéte, o jaky model exponencidlné rostouci populace se jedna
(generace se prekryvaji / nepfekryvaji; rozmnozovani je jednordzové / kontinualni). Své

rozhodnuti zdivodnéte.

2. Urcete rustovou rychlost populace slunécek a vypocitejte, kolik bude mit tato populace

v, s

samicek piisti rok a za 4 roky.

%informace prevzaty z: https://cs.wikipedia.org/wiki/Sluné¢ko_vychodni
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Priklad ¢. 2 Africky stat Mali se fadi k lidskym populacim s nejvétsi natalitou na svéte,
v roce 2017 to bylo 43,9 na 1 000 obyvatel. Mortalita v t¢émzZe roce byla 9,8 na 1 000 obyvatel

a pocet obyvatel pfiblizné 17,9 milionﬁEy]

1. Na zaklad¢€ zadani rozhodnéte, o jaky model populace s exponencidlnim ristem se jedna
(generace se prekryvaji / nepfekryvaji; rozmnozovéani je jednorazové / kontinualni). Své

rozhodnuti zdivodnéte.

2. Urcete rtistovou rychlost populace Mali a vypocitejte, za kolik let se velikost populace

ztrojnasobi.

10data ptevzata z: https://www.indexmundi.com/mali/demographics_profile.html
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Priklad ¢. 3 M¢jme hypotetickou populaci prvoka trepky velké (Paramecium caudatum)
péstované v laboratornich podminkach, kde se rozmnoZi pouze nepohlavné pficnym délenim
jednou za 8 hodin. Dospély jedinec tedy Zije 1 po rozmnoZeni. Trepka velkd se béZné nachdzi
v organicky zneciSténych vodach celého svéta. Jednd se o nejvétsi z rodu trepek o délce

0,17 - 0,35 mm a je pozorovatelnd i pouhym okemE]

1. Predpokladejte exponencidlni rist. Na zaklad€ zadani rozhodnéte, o jaky model exponen-
cialné rostouci populace se jedna (generace se prekryvaji / neprekryvaji; rozmnozovani

je jednordzové / kontinudln{). Své rozhodnuti zdivodnéte.

s 2

2. Urcete rastovou rychlost populace. Dopliite chybéjici udaje v tabulce, které zapomnél

doplnit védec prof. Emil Roztrzity provadéjici experiment s laboratorné péstovanymi

trepkami:
hodiny 0 8 16 24 48 72
pocet jedincu 9 170

informace prevzaty z: https://cs.wikipedia.org/wiki/Trepka_velkd
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Bonusovy priklad: V nasledujici tabulce a grafu jsou zaneseny ddaje o poctu jedincti lidské

svétové populace v letech 200 — 2018 (v miliardéch)E]

rok 200 | 600 | 800 | 1000 | 1200 | 1400 | 1500 | 1800 | 1900
populace | 0,19 | 0,2 | 0,22 | 0,28 | 0,36 | 0,35 | 0,45 1 1,6

rok 1950 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 2000 | 2010 | 2018
populace | 2,55 | 334 | 3,7 | 446 | 533 | 6,15 | 6,96 | 7,63

Svétova populace (v miliardach)
w
—

/

"

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1300 2000 2200
Roky
Obrazek 3.5: Graf vyvoje svétové populace v letech 200 — 2018 (v miliardach), vytvoren dle

udaju z predchozi tabulky.

1. Na zaklad¢ udaju v tabulce a grafu vyvoje svétové populace rozhodnéte, zda je mozné

pokladat rist svétové populace za exponencidlni. Své rozhodnuti zdivodnéte.

2. Predpokladejte nyni (nezdvisle na pfedchozich zjisténich), ze lidskd svétova populace
roste v poslednich letech exponencidlné. Pokuste se odhadnout, kolik lidi by v tomto
piipadé bylo na svété v roce 2020, 2050 a 2100. K vypoctu ristové rychlosti pouZijte
data z let 2010 a 2018.

12data ptevzany z: http://www.worldometers.info/world-population/#pastfuture
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ReSeni pracovniho listu:

Priklad ¢. 1:

1. Model s nepiekryvajicimi se generacemi a jednordzovym rozmnozenim (dospélci po vy-

kladeni umiraji a reprodukuji se jednou za rok).

2. Ze zadani vime, Ze rustovd rychlost « je 15 (protoZze do dalsi sezény piezije pravé
15 novych reprodukce schopnych samicek). Pristi rok bude mit populace N; = 6-15 = 90
samicek a za 4 roky N, = 6 - 15 = 303 750 samicek.

Priklad é. 2:

1. Model s ptekryvajicimi se generacemi a kontinudlnim rozmnoZovanim (lidé se rodi

po cely rok a Zeny pfirozené ihned po porodu neumiraji).

2. Ristova rychlost je 7 = n — m = 0,0439 — 0,0098 = 0,0341 (natalitu a mortalitu
je tfeba si vyjadiit v promile!). K dal$§imu vypoctu pouZijeme vzorec N(t) = N(0)e"™.
Ze zadani vime, Ze plati N (0)e®%34 = 3N (0) = %934 =3 = ¢ = 32,2. Populace

Mali se ztrojndsobi priblizné za 32 let.

Priklad ¢. 3:

1. Model s prekryvajicimi se generacemi a jednordzovym rozmnoZzenim (po rozmnoZeni
trepka zpravidla neumird a mnoZi se jednou za urcitou stale stejnou dobu, konkrétné

po 8 hodinéch).

o ~ . 5 _ Ni _
2. Rustovd rychlost je a” = 32 = o = 9

o/ 110 =~ 1 8. P¥i vypoctu chybgjicich hodnot

v tabulce dosazujeme do vzorce N; = Nya' :

hodiny 0 8 16 24 48 72
pocet jedincu || 5 9 16 29 170 992
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Bonusovy priklad:

1. Obecné plati, Ze populace roste exponencidlné, pokud riist neni omezen negativni zavis-
losti na hustoté populace (tj. po¢tem jedincii na urcitou jednotku plochy). V disledku
toho jsou parametry rastu (natalita, mortalita, ristova rychlost) konstantni. Neni-li tedy
dana populace omezovana ani nedostatkem zdroju, ani predatory nebo katastrofami, 1ze
jeji rist pokladat za exponencidlni. Dafi-1i se naopak populaci konstantné stdle Spatné

bez ohledu na hustotu populace, dochazi k exponencidlnimu poklesu.

Podivejme se nyni na udaje o lidské populaci v zadani — od po¢atku novovéku ziejmé
natalita prevaZzuje nad mortalitou a velikost populace neustdle roste. AvSak je nutné
podotknout, Ze rlistova rychlost neni v pribéhu lidské historie konstantni, a dokonce
v pribéhu poslednich desitek let dochéazi k jejimu postupnému zpomalovani. Proto rdst
lidské populace z dlouhodobého hlediska nevyhovuje exponencidlnimu ristu. Pokud
ale budeme chtit modelovat rist lidské populace a predikovat jeho vyvoj v budoucnu,

muzZeme rust lidské populace v poslednich letech povazovat za exponencidlni.

2. Budeme predpokladat, Ze populace roste a bude riist exponencidlné s pfibliznou riistovou

rychlosti
1 N(2018) I 7:63
N(2010) 6,96 ~
= = = (,0115,
8 8

coz je ro¢ni rdstova rychlost v poslednich 8 letech. PouZijeme nyni rovnici
N(t) = N(0)e™. Za predpokladu zachovéni ristové rychlosti » = 0,0115 by v roce
2020 bylo na Zemi priblizné

N(2020) = 7,63e"0M52 =~ 7,81
miliard lidi, v roce 2050 ptiblizné
N (2050) = 7, 632011932 =~ 11 (2
miliard lidi a v roce 2100 by to pak bylo pfiblizné
N(2100) = 7,63e"0M15%2 =~ 19 59
miliard 1id{ .
Jedna se vSak pouze o hrubé odhady, nebot jak jizZ bylo zminéno, rast lidské populace

neni v pribéhu let konstantni a navic nebylo zatim pfesné urceno, jaka je nosna kapacita

prostiedi a kdy ji nase populace dosdhne.
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3.5 Realizovana vyuka

Dne 14. 6. 2018 jsem oducila na Gymnaziu Jirovcova v Ceskych Bud&jovicich v 2. roéniku
ctyfletého cyklu vyucovaci hodinu na téma Aplikace exponencidlni funkce v populacéni
ekologii. Vyuka byla pojata jako opakovani exponencialni a logaritmické funkce a také jako
obohaceni uciva o zajimavou aplikaci. Ve tfidé bylo v dobé mé vyuky pfitomno 29 studentd,

primér znamek studentli z matematiky na poslednim vysvédceni byl 2, 41.

Studenti byli stejné jako u predchozi oducené kapitoly pozadani o vyplnéni kratkého anonym-
niho dotazniku zjiStujiciho jejich vztah k matematice a souvislost znamek a obliby matematiky,
jejich ndzor na oduc¢enou hodinu a také na povinnou maturitu z matematiky aj. Dotaznik se skla-
dal ze dvou ¢4sti — prvni ¢ast studenti vyplnili pfed za¢atkem vyuky, druhou po jejim skoncent,
a vypadal nasledovné:
1. cast
1. Bavi té matematika, popr. néktera jeji c¢ast?
ANO - SPISE ANO - SPISE NE - NE
2. Jakou jsi mél(a) znamku z matematiky na poslednim vysvédceni?
1-2-3-4-5
3. Poditate v matematice piiklady na vyuziti matematiky ve fyzice, technice, ... ?
ANO - SPISE ANO - SPISE NE - NE
4. Uvital(a) bys vice pfikladi na vyuziti matematiky v p¥irodnich védach nebo v technice?

ANO - SPISE ANO - SPISE NE - NE

1. Prisla ti vyucovaci hodina na téma Aplikace exponencialni funkce v populacni ekologii zajimava?
ANO - SPISE ANO - SPISE NE - NE

2. Pomohl ti vyklad a priklady v této hodiné pochopit exponencialni funkci?
ANO - SPISE ANO - SPISE NE — NE

3. Uvital(a) bys vice takovych hodin, které by se vénovaly vyuziti matematiky v prirodnich védach?
ANO - SPISE ANO - SPISE NE — NE

4. Jaky je tviij ndzor na povinnou maturitu z matematiky? (oteviend odpovéd)
Osnova vyuky byla nasledujici:
e vyplnéni 1. ¢asti dotazniku, predstaveni cilti moji diplomové prace a vyuky,
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vysvétleni zékladnich pojmt: populace, populaéni ekologie, populaéni dynamika, zdroje,

kompetice o zdroje, nosnd kapacita prostiedi, exponencidlni a logisticky riist populace,

strucné zopakovani exponencidlni a logaritmické funkce, kdy je dana funkce rostouci

a kdy klesajici,

predstaveni dvou jednoduchych populacnich modelii s exponencidlnim ristem (model
s neprekryvajicimi se generacemi a jednordzovym rozmnoZenim a model s prekryva-
jicimi se generacemi a kontinudlnim rozmnoZovéanim), vysvétleni znaceni, zdkladnich

vlastnosti a pfedvedeni piikladu ke kazdému modelu (piiklady [3.3.2]a[3.3.4),

diskuze na téma rastu lidské populace, porodnosti v rozvojovych a rozvinutych zemich,
vyplnéni 2. ¢asti dotazniku a diskuze na téma povinnd maturita z matematiky (vztahujici

se k posledni otdzce z dotazniku),

studentim byl dodate¢né poskytnut upraveny pracovni list s feSenim.

Zpracovana data z dotazniku

Prvni otazka zjiStovala oblibenost matematiky u studentti. Ukazalo se, Ze celkem 66 % studentti

bavi nebo spiSe bavi matematika, coz je shodou okolnosti stejnd hodnota jako u téze otazky

v dotazniku k predchozi kapitole. Opét mne zjisténi mile prekvapilo.

Bavi té matematika, popfr. néktera jeji ¢ast?
NE 3%

SPISE ANO
38%

Odpovédi studentd v tomto a predchozim dotazniku se naopak velmi liSily u druhé otazky

tykajici se jejich zndmky z matematiky na poslednim vysvédceni. NejcetnéjSi znamka ve tiidé

je 3 s vyskytem 45 %, na druhém misté poté 1 s 31 %, nasleduje 4 s 14 %, nejméné bylo dvojek

—pouze 10 %, coz odpovida 3 studentim. Primér zndmek ve tfidé€ ¢inil 2,41. VSichni studenti,

ktefi dostali zndmku 4, odpovédéli, Ze je matematika nebavi nebo spiSe nebavi, u ,trojkait‘
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uz ale byly odpovédi riznorodé€jsi, nebot’ 7 z 13 odpovédélo, Ze je matematika spiSe bavi.

Matematika bavi 7 z 9 ,,jednickaii*, jednoho spise bavi a jednoho spiSe nebavi.

Jakou jsi mél(a) znamku z matematiky
na poslednim vysvédceni?

znamka 4
14%

znamka 2
10%

Nésledujici otdzka zjiStovala, zda studenti ve vyuce pocitaji piiklady na aplikaci matematiky.
Vysledek byl velmi uspokojivy — 76 % uvedlo, Ze ano nebo spiSe ano. Jen 3 % (tj. jeden
student) se domniva, Ze ne.

Pocitate v matematice ptiklady na vyuziti
matematiky ve fyzice, technice, ... ?

NE 3%

SPISE ANO
62%

I'tak se ale ukazalo, Ze 55 % dotazovanych by uvitalo nebo spise uvitalo vice prikladl na vyuziti

matematiky v pfirodnich védach a technice.
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Uvital(a) bys vice pFikladu na vyuZiti matematiky
v pfirodnich védach nebo v technice?

SPIiSE ANO
24%

Druhd ¢ast dotazniku se tykala nazoru studentd na mnou oducenou hodinu. Celkem 35 %
dotazovanych shledalo moji hodinu jako zajimavou a 38 % jako spiSe zajimavou, pouze 3 %
(coz odpovida jednomu studentovi) priSla hodina nezajimava. Hodnoceni hodiny mne velmi
potésilo.

Prisla ti vyu€ovaci hodina na téma Aplikace
exponencidlni funkce v populaéni ekologii

zajimava?
NE 3%

SPISE ANO
38%

Celkem 62 % dotazovanych miij vyklad a priklady pomohly nebo spiSe pomohly pochopit jiz
probiranou exponencidlni funkci (pokud ov§em dotazovani odpovidali upfimné). Mezi témito

62 % byli i 3 ze 4 ,,Ctyfkaii®, coZ mne mile pfekvapilo.
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Pomohl ti vyklad a ptiklady v této hodiné pochopit
exponencialni funkci?

NE 7%

SPISE ANO
48%

Predposledni otdzka zjiStovala, zda by studenti uvitali vice takovychto hodin, které by je sezna-
mily s vyuZitim matematiky na poli pfirodnich véd. Odpovédi byly v 70 % kladné, tj. ano nebo
spiSe ano, a pouze jeden student by vice takovych hodin neuvital.

Uvital(a) bys vice takovych hodin, které by se

vénovaly vyuziti matematiky v p¥irodnich védach?
NE 4%

SPISE ANO
33%

Posledni otdzka byla stejné jako u predeSlého dotazniku oteviend a tykala se ndzoru stu-
dentli na povinnou stitni maturitu z matematiky. Nebylo snadné jejich odpovédi striktné
roztfadit do dvou skupin: ,,PRO* a ,,PROTI, nebot’ jen mélokdo byl vyhranéné pro, resp.
proti povinné maturité. VétSina odpovédi byla bud’ pro maturitu, ale ne pro stejnou troven
na vSech typech $kol, nebo proti maturité v soucasné podobé. Jeden z dotazovanych na otazku
neodpovédél vibec. Uvedené argumenty byly dosti podobné jako u dotazniku ke kapitole

Aplikace podminéné pravdépodobnosti v 1ékarské diagnostice.
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Jaky je tviij nazor na povinnou maturitu
z matematiky?

Nasledujici tabulka ukazuje Cetnosti jednotlivych odpovédi na dané otazky z obou ¢asti dotaz-

niku:
Obrizek 3.6: Cetnosti jednotlivych odpovédi na otizky z obou &sti dotazniku.
Cetnosti jednotlivych odpovédi
odpovédi Cast 1 cast 2
otdzka 1 | otazka 2 ‘ otdzka 3 ‘ otdzka 4 | otdzka 1 ‘ otdzka 2 ‘ otazka 3 | otazka 4

ANO 8 X 4 9 13 4 10 X
SPISE ANO 11 X 18 7 11 14 9 X
SPISE NE 9 X 6 9 4 9 7 X
NE 1 X 1 4 1 2 1 X
znamka 1 X 9 X X X X X X
znamka 2 X 3 X X X X X X
znamka 3 X 13 X X X X X X
znamka 4 X 4 X X X X X X
znamka 5 X 0 X X X X X X
PRO X X X X X X X 11
PROTI X X X X X X X 17
celkem 29 29 29 29 29 29 27 28

V posledni tabulce je uveden pirehled vSech dotaznikli (oznacenych cislem) a odpovédi
na jednotlivé otdzky. Lze si tedy napiiklad vSimnout vztahu mezi znamkou a oblibou

matematiky (otdzky 1 a 2 v 1. ¢4sti dotazniku).

52



Obrazek 3.7: Prehled odpovédi u jednotlivych dotaznik.

cisle cast 1 cast 2
dotazniku otazka 1 otazka 2 otazka 3 otazka 4 otazka 1 otazka 2 otazka 3 otazka 4

1 ANO 1 SPISE ANQ | SPISE ANO ANO SPISE ANO | SPISE ANO PROTI
2 SPISE NE 4 NE NE SPISE ANO ANO SPISE NE PROTI
3 ANO 1 SPISE NE NE SPISE NE NE NE PROTI
4 SPISE ANC 3 SPISE NE | SPISE ANO NE SPISE NE | SPISE ENO PROTI
5 SPISE ANO 2 SPISE NE ANO SPISE ANO | SPISE ANO ANO PRO
6 SPISE NE 3 SPISE NE | SPISE ANO | SPISE NE | SPISE ANO | SPISE NE PROTI
7 SPISE ANO 3 SPISE ANO ANO SPISE ANO ANO ANO PRO
8 ANO 1 SPISE ANO | SPISE ANO ANO SPISE ANO ANO PRO
9 ANO 1 SPISE ANC ANO ANO SPISE NE ANO PROTI
10 SPISE NE 4 SPISE ANOQ | SPISE NE | SPISE ANO | SPISE ANO | SPISE ANO PROTI
11 SPISE ANO 2 SPISE ANO | SPISE NE ANO ANO SPISE NE PRO
12 SPISE NE 3 SPISE ANO | SPISENE | SPISENE | SPISENE | SPISE NE PROTI
13 ANO 1 SPISE ANO ANO ANO ANO ANO PROTI
14 ANO 1 ANO ANO ANO SPISE NE | SPISE ANO PRO
15 SPISE ANO 3 SPISE ANO | SPISE NE ANO SPISE ANO ANO PRO
16 ANO 3 SPISE ANQ | SPISE ANO ANO SPISE ANO | SPISE ANO PROTI
17 NE 4 SPISE ANO | SPISE NE | SPISENE | SPISEME | SPISE NE PROTI
18 SPISE ANO 3 SPISE ANO | SPISE ANO | SPISE ANO | SPISE ANO | PISE NE PRO
19 SPISE ANO 3 SPISE ANQ | SPISE NE | SPISE ANO | SPISE NE | SPISE ANO PROTI
20 SPISE ANO 3 SPISE ANO | SPISE NE | SPISE ANO | SPISENE | SPISE NE PROTI
21 SPISE NE 3 SPISE ANO ANO ANO SPISE ANO | SPISE ANO PRO
22 SPISE NE 1 ANO ANO ANO SPISE ANO | SPISE ANO PROTI
23 SPISE ANO 3 SPISE ANO NE SPISE ANO NE SPISE ANO PROTI
24 ANO 1 ANO NE SPISE ANC | SPISE NE | SPISE NE PROTI
25 SPISE ANC 1 SPISE NE | SPISE ANO | SPISE ANO | SPISE NE ANO PRO
26 SPISE NE 4 SPISE NE ANO SPISE ANO | SPISE ANO ANO -

27 SPISE NE 3 SPISE ANO | SPISE NE ANO SPISE ANO | SPISE ANO PRO
28 SPISE NE 3 ANO SPISE NE ANO SPISE ANO ANO PRO
29 SPISE ANO 2 SPISE ANO ANO ANO SPISE ANO ANO PROTI
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4. Aplikace logickych funkeci pri
matematickém modelovani neuronu

Klicova slova: Matematicky model neuronu, logicky neuron, model umélé nervové sité,

biologicky neuron, logicka funkce.

Piedpoklad: Znalost zdkladi vyrokové logiky (viz napf.: POLAK, Josef. Piehled stedo-
skolské matematiky. 10. vydani. Praha: Prometheus, 2015. ISBN 978-80-7196-458-2,
s.9—17).

V této kapitole se dozvite:

e Jaka je stavba a funkce biologického neuronu.

Co je to matematicky model nervové sit€¢ a umély neuron, kde vSude se tyto modely

vyuZzivaji.

Co je to logicka funkce a jak je mozZné ji graficky reprezentovat.

Co je to McCullochtv-Pittstiv logicky neuron, jak funguje a jak se graficky zndzortuje.

Jak se matematicky model neuronu lisi od biologického neuronu a jaké jsou jeho vyhody.

Pouzité znaceni:

E ={z,y} mnoZina F, jejiz prvky jsou z,y
rekl x je prvkem mnoziny £
E?’=ExFE kartézskd mocnina mnoZiny £
flzy, 2o, ..., ) funkce f proménnych xq, zo, ..., x,
T negace prvku z

&) operace exkluzivni soucet

A operace konjunkce

\% operace disjunkce

= operace implikace

& operace ekvivalence

|X| mohutnost (pocet prvkd) mnoziny X
X =Y zobrazeni z mnoZiny X do mnoZiny Y
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Y prahovy koeficient

€ vnitini potencidl

4.1 Motivace

Biologicky neuron

Nervova soustava fidi a koordinuje ¢innost vSech casti Zivého organismu, zdroven zprostfed-
kovéva propojeni mezi jeho vnéjSim a vnitfnim prostfedim. Zmény vnitiniho nebo vnéjsiho
prostiedi ve formé fyzikdlnich nebo chemickych sil se nazyvaji podnéty. Podnét podrazdi
urcity receptor (soucdst smyslového orgdnu) a dé tak vznik nervovému vzruchu, ktery se Sifi
dostfedivymi vlakny nervli do centrdlni nervové soustavy (michy a mozku), kde dochdzi k je-
jich shromazdovani, zpracovéani a vyhodnocovéni. Nasledné vzruch pokracuje po odstfedivych
vldknech smérem od centrdlni nervové soustavy k vykonnému organu (svalu nebo Zlaze), ktery
provede reakci organismu na podrazdéni (napf. ziZeni zornice po podraZdéni oka svétlem). 4
Zakladni stavebni a funk¢ni jednotkou nervové soustavy je nervova buiika (neuron). V téle
se nachézi kolem 100 miliard (10'") vysoce specializovanych neurond, v mozku je jich pfiblizné
desetina. Vzdjemnym propojenim neuronii vznikaji nervové provazce, v centrdlni nervové

soustavé dokonce neurony vytvéreji komplikovanou prostorovou nervovou sit2 1)

Obrézek 4.1: Schéma nervové buiiky (pfevzato z [16]): 1 — bunécéné télo s jaddrem, 2 — dendrity,

3 —axon a 4 — nervova zakonceni.
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Bunécné télo neuronu predstavuje jakési ustedi, do kterého jsou vedeny impulzy po dostie-
divych vldknech z ostatnich neuronti nebo smyslovych bunék. Tato kratkd pocetna vlakna
nazyvame dendrity. Dlouhé odstfedivé vldkno axon (neurit) poté vede vzruch smérem od téla
neuronu. Konec axonu se mnohondsobné vétvi a dotyk4 se dalSich nervovych bunék nebo vy-
konnych organii. Neuron ma zpravidla pouze jeden axon a miiZze dosahovat délky az jednoho
metru. Neurony si mezi sebou piedavaji vzruchy chemickou cestou pomoci tzv. neurotransmi-
terd (pfenasecl). Po neuronech se vzruchy §ifi v podobé elektrického akéniho potencidlu,
jehoZ zdrojem jsou rozdilné koncentrace iontd (resp. jimi nesené rozdilné naboje) vné a uvnitf
bunécné membrany. Rychlost Sifeni vzrucht je v nervové soustavé rozdilnd a mize dosahovat

az rychlosti pres 100 m - s~1.1)

Model neuronové sité a umély neuron

Matematicky model neuronové sité je vypocetni model vyuZivany v umélé inteligenciﬂ
vytvoreny na zdklad€ chovéni biologické neuronové sité. Tyto sité slouzi k distribuovanému
paralelnimu zpracovani dat. Umél4 neuronova sit’ vznika seskupenim a vzdgjemnym propoje-
nim umélych (formalnich) neuront majicich libovolny pocet vstupt a jediny vystup; jejich
vzorem v chovani je biologicky neuron. Formdlni neurony si mezi sebou pfedavaji signaly
a transformuji je tzv. pfenosovymi funkcemi. /!

Neuronové sit' dokaZe v aktivnim rezimu realizovat poZadovanou funkci. V urc¢itém smyslu se
tedy jednd o univerzdlnim vypocetni prostiedek jako napt. klasicky pocitac. VSe, co spocita
klasicky pocita¢, dokdZe spocitat také neuronova sit’. Jeji vyhodou a zaroven odliSnosti oproti
klasickému pocitaci je schopnost udit se a zobecniovat (generalizovat), coZ je zaroven typic-
kou vlastnosti lidské inteligence.[17J

Modely neuronovych siti nachdzi uplatnéni vSude tam, kde nelze pouzit klasické pocitace —
nejcastéji se jedna o praktické problémy, kdy ndm neni znam jejich algoritmus nebo je jejich
analyticky popis pro pocitac prilis slozity. To vSak neznamenad, Ze by tyto modely mohly poci-
tace zcela nahradit, nebot’ pfi mechanickych a jednoduSe analyticky popsatelnych vypoctech

pocitace co se tyce rychlosti a pfesnosti bezkonkurenéné vitézi. L8l

'Umél4 inteligence je obor informatiky zabyvajici se tvorbou strojii vykazujicich znidmky inteligentniho

chovani.
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e rozpoznavani obrazcu (napf. pii rozpozndvani naskenovaného psaného nebo tisténého

textu)

¢ transformace signalu (napf. systém NETtalk slouZici pro pfevod anglicky psaného textu

na mluveny signdl)

e predikce a pripadné nasledné rozhodovani (napt. meteorologické predpovédi, vyvoj
cen akcii na burze, spotieba elektrické energie)

e Fizeni slozitych zarizeni v dynamicky se ménicich podminkach (neuronové sité napf.

umoZziuji autopilotu se ucit kopirovanim techniky pilotdZe letce nebo fidice)
e komprese dat (napi. pro prenos televizniho signalu, telekomunikaci)
e analyza signalu (napi. EKG, EEG)l18J
e prohlubovani znalosti o fungovani nervovych soustav Zivych organismu

e expertni systémy (systém EXPSYS v energetice a 1ékatstvi, napt. v 1€kaiské aplikaci
jsou vstupem do neuronové sité zakddované piiznaky urcitych onemocnéni a vysledky

vySetfeni, jejim vystupem je doporucend lééba)[”]

4.2 Logické funkce a jejich grafické znazornéni

Diive neZ se zaCneme zabyvat vlastnim logickym neuronem a matematickym modelem neu-
ronu, je potieba znat nékolik zdkladnich poznatkli z matematické logiky — zejména logické

funkce, jejich vlastnosti a grafické reprezentace.
Nejprve si uvedme definici dvouhodnotové logické funkce:

Definice 4.2.1. ([19], s. 35) [Logicka funkce.] Necht £? = {0, 1}. Pak funkce f(z1, 2o, ..., T,,)
definovand zobrazenim f : E? x E? x ... x E* — E? se nazyva logickd funkce n promén-
nych (nebo také Booleova funkce n proménnych). MnoZinu vSech takovych funkci budeme

oznacovat Ps.

Proménné x4, x,, ..., x, funkce f nabyvajici pouze hodnot 0 a 1 budeme oznacovat jako logické
proménné. Kazda logicka funkce s n proménnymi pfifadi n-tici nul a jednic¢ek hodnotu nula

anebo jedna.
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Definice 4.2.2. ([20], s. 30) [Pravdivostni ohodnoceni.] Pravdivostnim ohodnocenim logic-
kych proménnych rozumime jakékoliv pfifazeni hodnoty O (,,nepravda*) anebo 1 (,,pravda®)

kazdé z téchto logickych proménnych.

Véta 4.2.1. ([19], s. 18) Necht' X a Y jsou dvé kone¢né mnoziny takové, Ze | X| = ka|Y| =n
(tedy mnoZina X je k-prvkovd a mnoZina Y n-prvkovd). Pak pocet v§ech moZnych zobrazeni

f: X =Y jeroven nt.

Véta 4.2.2. ([19], s. 35) Pocet vSech logickych funkci z mnoZiny P, zdvisejicich na n pro-

ménnych, je roven 22",

Diikaz: Mame-li logickou funkci s n proménnymi f(x1, x2, ..., x,), pak je poCet vSech riznych n—tic
proménnych, resp. pocet vSech riznych hodnot funkce, roven poctu vSech variaci n-té tiidy ze dvou
prvki s opakovanim. Z kombinatoriky vime, Ze pro pocet viech t&chto variaci plati V! (2) = 2™. Logicka
funkce f je dle Definice zobrazenim mnoZiny, kterd ma 2" prvkd do mnoZiny obsahujici pravé 2

prvky (pro kazdou n-tici proménnych jsou 2 moZzné funk¢ni hodnoty). Pocet vSech takovychto zobrazeni

je podle Véty roven 22", [

Logické funkce lze zaddvat bud’ tabulkou pravdivestnich hodnot nebo analyticky. Tabulka
pravdivostnich hodnot je prakticky a prehledny zptsob, jak snadno urcit vS§echny mozné

hodnoty logické funkce.

Tabulka 4.1: Tabulka pravdivostnich hodnot logické funkce f(z1, zs, ..., ;) S n proménnymi.

T | e | Tt | T || f(T1y ey Tty )
0ol..] oo £(0,...,0,0)
ol..| o |1 £(0,..,0,1)
ol 1 |1 £(0,..,1,1)
L1 | F(1,.01,1)

Prvnich n sloupcti tabulky piislusi jednomu ohodnoceni ntice logickych proménnych x 1, xo, ..., z,,.
V poslednim sloupci tabulky se nachdzi pravdivostni hodnota p¥islusné funkce f (1, ..., ©,_1, T)
pfi tomto ohodnoceni n—tice proménnych.

Obecné tabulka pravdivostnich hodnot logické funkce s n proménnymi ma 2" fadka a alespon

n + 1 sloupct (pokud zépis n€jak nezjednodusime). 120
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Priklad 4.2.1. Jako piiklad si uvedme logickou funkci dvou proménnych x,y s ndzvem

exkluzivni soucet, nebo také nonekvivalence. Jeji analyticky pfedpis je tvaru:

flz,y) =rdy=(xAY)V(TAy), v,y €{0,1}.

Tabulkou pravdivostnich hodnot bychom tuto funkci zadali nasledovné:

x|y || flz,y)
11 0
110 1
0|1 1
0[0]| o

Nékterymi konkrétnimi typy logickych funkci se budeme zabyvat pozdé;ji.

Urcité jste si vS§imli v predchozich piikladech, Ze logické funkce jsou tvofeny logickymi pro-
ménnymi, které jsou spojeny logickymi operacemi, dobfe zndmymi ze zdkladti matematické
logiky. V ptedchozich prikladech se konkrétné vyskytovaly operace negace, konjunkce a dis-
junkce. Tyto operace a také operaci implikace budeme nadale potiebovat.

Logické operace maji urcitou prioritu, kterd udava, v jakém potadi jsou jednotlivé logické
operace provadény. Vyhodnocovani vyrazu se provadi klasicky zleva doprava. Pravidlo priority
operaci je nasledujici — negace, konjunkce, disjunkce. Poradi vyhodnocovani operaci 1ze zménit
prostfednictvim zdvorek. Pravdivost téchto operaci vyplyne z pravdivosti logickych funkci,

které si nyni predstavime.

Logicka funkce byla v ivodu podkapitoly definovdna obecné pro n proménnych (viz Definice
4.2.1)). Pro nasi potiebu nyni postaci ukdzat negaci — logickou funkci jedné proménné a tyto

funkce dvou proménnych — konjunkci, disjunkci a implikaci:

1. negace, je takova funkce, jejiZ pravdivostni hodnota se rovnd opacné pravdivostni hod-

noté vstupni proménné a jejiz predpis je f1(x) = T, resp. fi(z) = -,

2. konjunkce (logicky soucin, ,,a*) je takova funkce, kterd nabyva pravdivostni hodnoty
1, pravé kdyz obé vstupni pravdivostni hodnoty proménnych maji sou¢asné hodnotu 1,

piedpis konjunkce mé tvar fo(z,y) =z Ay,
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3. disjunkce (logicky soucet, ,,nebo*) je takova funkce, kterd nabyva pravdivostni hodnoty
1, pravé kdyz alespon jedna ze vstupnich pravdivostnich hodnot proménnych nabyva

hodnoty 1, jeji predpis je f3(z,y) = = V v,

4. implikace (,,jestlize..., pak®) je takova funkce, kterd nabyva pravdivostni hodnoty 1
ve vSech pifipadech kromé pripadu, kdy vstupni pravdivostni hodnota prvni proménné

je 1 a druhé 0, jeji predpis je fi(z,y) = = =y,

kde z,y € {0,1}. 19
Snadno Ize urcit v§echny pravdivostni hodnoty téchto funkci pouZitim tabulky pravdivostnich

hodnot:

Tabulka 4.2: Tabulka pravdivostnich hodnot negace, konjunkce, disjunkce a implikace.

Y| h=T|fa=zNy| fs=aVy|fai=zr=y
11 0 1 1 1
1[0 0 0 1 0
0|1 1 0 1 1
00 1 0 0 1

Logické funkce lze také zndzoriiovat graficky. Grafické reprezentace logickych funkci se na-

zyvaji logické ¢leny nebo také logicka hradla.

Logicka hradla pro funkce negace, konjunkce a disjunkce vypadaji nasledovné:

1

) X 1 —f

2) X & —x/\y
y

3) X e 1 xvy
y—

Obréazek 4.2: Logicka hradla pro 1) negaci, 2) konjunkci a 3) disjunkci. (Podle [21], s. 220).
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vvvvvv

logickych obvodi (viz schéma[4.3)).

X, —— Lombinatni
ombinacni
logicky f (xl’ ’xn)
i obved
X, m—
vstupni signaly vystupni signal

Obrézek 4.3: Schéma kombinac¢niho logického obvodu.

Vv,

Kombina¢ni logické obvody jsou specidlnim piipadem obecnéjsich logickych obvodii. Predsta-
vuji fyzikdlni realizace logickych funkci, které pretvari vstupni signdly v jeden vystupni signdl
podle zadané Cinnosti daného zatizeni. VSechny tyto signdly nabyvaji pouze hodnot 0 (sig-
nal neprochdzi zafizenim) a 1 (signdl prochdzi zafizenim). Vystupni signdly kombinacnich
obvodu jsou jednoznacné uréeny kombinaci soucasné puasobicich vstupnich signald. Kazdy

takovyto kombina¢ni obvod ma n vstupti, pravé jeden vystup a predstavuje logickou funkci

from— 2 2l

Priklad 4.2.2. Pokud bychom chtéli zakreslit logickou funkci f(z,y) = (x A y) V T pomoci

hradel, kombinacni logicky obvod reprezentujici tuto funkci by mohl vypadat napt. takto:

X — & X/\y
y _
1 p— (X A Y)V X
1 X
X —

Obrazek 4.4: Kombinacni obvod pro funkei f(z,y) = (z Ay) V T.

Poznamka 4.2.1. Z logickych funkci miZeme jejich spojovanim vytvéiet logické formule.
Prikladem logické formule je napf. funkce f v pfedchozim piikladé€, ktera vznikla spojenim

funkce konjunkce f; = x A y anegace f, = T pomoci logické operace disjunkce.

62



4.3 Matematicky model neuronu

Uvodem pér slov k historii neurovypodti:

Zaklady oboru neuronovych siti polozili v roce 1943 Warren McCulloch a Walter Pitts svou
praci ,,A logical calculus of the ideas immanent to nervous activity“, ve které prezentovali
velmi jednoduchy matematicky model neuronu. McCulloch a Pitts uvedli, Ze nejjednodussi
neuronové sité mohou spocitat jakoukoliv aritmetickou nebo logickou funkci. Jejich prace
v budoucnosti inspirovala mnohé badatele. 19!

Logicky neuron (McCullochiv-Pittstiv logicky neuron), zdkladni jednotka McCullochovych
a Pittsovych neuronovych siti, vlastné predstavuje vypocetni jednotku, kterd ma dva stavy
(j. je bindrni) — stav 1 (ozn. ,,aktivni*) nebo O (ozn. ,,neaktivni*‘), a proto ji lze vyloZit jako
relll7J

Logicky neuron, jehoZ struktura je schematicky znazornénd na obr.[4.5] je mozné si v jeho nej-
jednodussi podobé predstavit jako zafizeni s nékolika vstupy (modelujicimi dendrity) a jednim
vystupem (modelujicim axon), ktery se vS§ak muze ddle rozvétvovat a byt nasledné zapojen
do vétsiho ¢i mensiho poctu dalSich neuronii. Vstupy se schematicky zakresluji jako spoj-

nice s Sipkami sméfujicimi k symbolu t€la neuronu a vystup se zakresluje pomoci spojnic

vychézejicich z téla neuronu. 122]
dendrity - vstupy
. xl .
excitaéni vstupy .
Xm f(xj geeey xn)
>
o Xm+1——1
inhibi¢ni vstupy X, . = axon - vystup

télo neuronu

Obrazek 4.5: Nejbéznéjsi schéma McCullochova a Pittsova neuronu s prahem . (Upraveno

podle [17], s. 18.)

%jednoduché elektrické zafizeni slouZici ke spindni signdlu
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Dendriticky systém logického neuronu zahrnuje vstupy dvojiho druhu:

1. excitacni — zesilujici odezvu (na obr. 4.5|reprezentovany bindrnimi proménnymi 1, ...,

Tm),

2. inhibi¢ni — zeslabujici (na obr. @.5| reprezentovany proménnymi x,, 1, ..., x,, a 0znaco-

vany kolmou ¢arkou pres spojnici).ll7J

Té€lo neuronu je charakterizovano prahovym Koeficientem neboli prahem (ozn. ¥), ktery
je vzdy vétsi nebo roven nule. Jednd se o minimdlni pocet aktivnich excitacnich vstupi (vstupt
s jednotkovou aktivitou), které uvedou v aktivni stav cely logicky neuron — na vystupu neuronu
se tedy objevi signa’ll.[22J

Vnitini potencial (ozn. £) neuronu je definovan jako rozdil mezi sumou excitacnich vstupti

a sumou inhibi¢nich vstupﬁ:l17J

E=>m— Y @ (4.1)
=1

j=m+1

Hodnota vnitiniho potencialu £ po dosazeni prahové hodnoty ¢ indukuje vystup (stav aktivity)

logického neuronu (ozn. f(xy, ..., x,)) modelujici elektricky impuls axonu. 18!

Plati tedy, Ze neuron je
e aktivni, tzn. f(z1,...,x,) = 1, jestlize £ > 7,
e neaktivni, tzn. f(xq,...,z,) = 0, jestlize £ < V.

Zjisténi vystupu neuronu pomoci piredchozich zjisténi demonstruje nasledujici priklad:

Priklad 4.3.1. Mé&jme neuron s tfemi excitaénimi vstupy x1, xo, x3 a dvéma inhibi¢nimi vstupy

x4, T5. Jeho prahovy koeficient 1) je 1. Rozhodnéte, zda-li bude neuron aktivni, kdyZz
.z =12=0,23=1,24=1,25 =07
2. 01 =020 =1,23=0,24 = 0,25 = 17

Reseni:
1. Ano, bude aktivni, nebot’ dosazenim do vzorce ziskame: ¢ = 1 atedy £ > 9.

2. Ne, nebude aktivni, nebot’ dosazenim do vzorce (4.1) ziskdme: £ = 0 a tedy £ < 9.
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McCulloch a Pitts ve své praci poukdzali na fakt, Ze logické neurony tak, jak je zavedli, mohou
jednoznacné predstavovat nékteré logické funkceE] Proto se dfive pfedpokladalo, Ze na stej-
ném principu funguje i lidsky mozek. Nyni jiz pfi souasné urovni poznani vime, Ze by tako-
véto chovani pii obrovském po&tu mozkovych neurond (10'°) a spoji mezi nimi (minimélng

101 - 10'°) bylo neredlné a mozek byl piilis t&zkopadny. 22

Logicky neuron je tedy zjednoduSenym idealizovanym modelem skute¢ného biologického
neuronu, za coZz miZe byt pravem kritizovan odborniky z fad biologii a neurofyziologt. Zacho-
vava si vSak podstatné charakteristické vlastnosti biologického neuronu a zanedbéva ty nepod-
statné. Pravé jednoduchost logického neuronu je jeho obrovskou vyhodou, nebot umoziuje
analyzovat nervovou sit, coZ by bylo v pfipadé zahrnuti mnozstvi fyziologickych hledisek
velmi slozité. Casto je zcela nezbytné si redlny svét zjednodugovat, abychom jej dokézali

modelovat a podrobovat anal}’lze.[22J

Vratme se ale k mySlence propojeni logického neuronu a logickych funkeci, které se dodnes
vyuZziva na poli matematického modelovani. Obecné logické neurony pro implementaci logic-

kych funkci negace, disjunkce, konjunkce a implikace vypadaji nédsledovng: 22!

e Negaci predstavuje logicky neuron s jednim inhibiénim vstupem, jednim vystupem

a prahovou hodnotou ¥} = 0. Neuron je aktivni, pokud je jeho inhibi¢n{ vstup neaktivni.

Obrazek 4.6: Logicky neuron reprezentujici negaci.

e Konjunkci dvou proménnych piedstavuje logicky neuron s dvéma excitacnimi vstupy,
jednim vystupem a prahovou hodnotou ¢ = 2. Tento neuron je aktivni, pokud jsou oba

jeho excitaéni vstupy aktivni.

3Jednd se o tzv. linedrné separabilni funkce — napf. negace, konjunkce, disjunkce a implikace. Linedrné

separabilni neni napf. funkce exkluzivni soucet uvedend v Piikladu @
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Obrazek 4.7: Logicky neuron reprezentujici konjunkeci.

e Disjunkci dvou proménnych predstavuje logicky neuron s dvéma excitacnimi vstupy,
jednim vystupem a prahovou hodnotou ¥/ = 1. Tento neuron je aktivni, pokud je aspon

jeden z jeho excita¢nich vstupi aktivni.

Obrazek 4.8: Logicky neuron reprezentujici disjunkci.

e Implikaci dvou proménnych predstavuje logicky neuron s jednim excitacnim vstupem,
jednim inhibi¢nim vstupem a prahovou hodnotou ¢ = 0. Neuron je aktivni ve vSech
pfipadech kromé piipadu, kdy je jeho inhibi¢ni vstup aktivni a excita¢ni vstup neaktivni.
Vystup tohoto neuronu lze charakterizovat také funkci f = T V y, kde z,y € {0,1},

kterd je ekvivalentni s funkci implikace.

xX=y

Obrazek 4.9: Logicky neuron reprezentujici implikaci.

Prahovou hodnotu Ize tedy matematicky vyjadrit jako minimalni pocet proménnych s pravdi-

vostni hodnotou 1, ktery je potfebny pro to, aby funkéni hodnota logické funkce byla 1.
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Ptedchozi zjisténi si ndzorné ukdZeme na fesSenych piikladech:

Priklad 4.3.2. Pro logicky neuron, kde x,y € {0, 1}, urete:

1. Kolik ma excita¢nich a inhibi¢nich vstupa?
2. Jaka je jeho prahova hodnota?
3. Za jakych podminek je tento neuron aktivni?
4. Jakou logickou funkci dvou proménnych neuron reprezentuje?
Reseni:
1. Tento neuron mé jeden excitacni a jeden inhibi¢ni vstup, coZ je zfejmé ze zaddni.
2. Prahovou hodnotu ¥ = 1 lze také ihned vyc¢ist ze zadani.

3. Rozhodujeme-li o aktivité neuronu, miZeme vyuZit porovnani vnitiniho potenciélu a pra-
hové hodnoty. Navic z hodnoty prahového koeficientu vime, Ze potfebujeme aktivni
excitaéni vstup. Neuron bude aktivni, kdyz £ > 1J, coZ se stane pouze v piipadé, pokud

bude aktivni jeho excita¢ni vstup a neaktivni inhibi¢ni vstup, viz ndzorna tabulka:

zly| & || flz,y) stav
11} 0 0 neaktivni
110 1 1 aktivni
0O(1] -1 0 neaktivni
0[(0] O 0 neaktivni

4. Z ptedchozi tabulky je patrné, Ze funkce bude mit na vystupu pravdivostni hodnotu 1
pouze pokud z = 1 a y = 0, a tedy Ze neuron reprezentuje logickou funkci f(x,y) =

r Ay, kde x,y € {0,1}.
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Priklad 4.3.3. Pro logicky neuron, kde z,y € {0, 1}, urete:

1. Kolik mé excitacnich a inhibi¢nich vstupi? Jak4 je jeho prahova hodnota?
2. Zajakych podminek je tento neuron aktivni?
3. Jakou logickou funkci dvou proménnych neuron reprezentuje?

Reseni:

1. Tento neuron mé dva excita¢ni vstupy a nemd Zadny inhibi¢ni vstup. Prahové hodnota

tohoto neuronu je ¢ = 0.

2. V tomto pripadé¢ lze na zdkladé prahové hodnoty snadno rovnou rozhodnout, Ze neuron
bude aktivni ve vSech pﬁ’padechﬂ Vypoctem a pomoci tabulky ovéfime, Ze plati & > o

pro vSechna z, y:

x|y || flz,y) stav

11112 1 aktivni

1101 1 aktivni

0|11 1 aktivni

0/01]0 1 aktivni

3. Logicka funkce, kterou tento neuron reprezentuje lze vyjadfit jako f(x,y) = 1,
Vo, y € {0,1}.
Poznamka 4.3.1. Logickou funkci, kterd je vzdy pravdivd, t. f(z,y) = 1,

Vz,y € {0,1} (viz Piiklad 4.3.3), nazyvame tautologie. Naopak logickou funkci, kterd je
vzdy nepravdiva f(z,y) = 0, Vx,y € {0, 1} nazyvame kontradikce.

“Neuron, ktery je aktivni i v piipadé, kdyZ nenf aktivni Zadny z jeho vstupii, se nazyva spont4nné aktivni. 122)
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Priklad 4.3.4. Pro logicky neuron, kde x,y, z € {0, 1}, urete:

a =
™~

1. Za jakych podminek je tento neuron aktivni?

2. Jakou logickou funkci tff proménnych neuron reprezentuje? Funkci zadejte tabulkou

1 analyticky.
Reseni:

1. Prahova hodnota neuronu je ¥ = 1 a vSechny jeho vstupy jsou excitacni, coZ nam
usnadiiuje praci. Aniz bychom porovndvali ¢ a ¥, miizeme proto rovnou fici, Ze neuron

aktivni, pokud bude aktivni alespori jeden z jeho vstupii.

2. Vytvorime si pfisluSnou tabulku:

z|y|z| flz,y2)
1111 1
11110 1
110]1 1
0[1]1 1
11010 1
0,110 1
0101 1
0/0]0 0

Funkce zadand analyticky md tvar: f(z,y,2) =x VyV z,kde z,y,z € {0, 1}.
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Priklad 4.3.5. Zakreslete neuron, ktery ma ¢tyfi excitaéni vstupy z1, x5, x3, 4 € {0, 1} ajehoz
prahova hodnota je ¢ = 4. Urcete za jakych podminek bude aktivni a jakou logickou funkci

¢tyf proménnych tento neuron reprezentuje.

Reseni:

Neuron bude na zédkladé své prahové hodnoty aktivni pouze v piipad€, pokud budou aktivni
vSechny jeho vstupy. Je ziejmé, Ze se jednd o funkci f(x1, o, x3,14) = 21 A 22 A x3 A 14, kde

X1, T2, T3, T4 € {0, 1}
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4.4 Pracovni list

Téma: Aplikace logickych funkci pii matematickém modelovani neuronu

Jméno a tfida: Datum:

Priklad ¢. 1 Doplii do schématu logického neuronu tyto jeho ¢asti: axon (vystup), dendrity

(vstupy), excitacni vstupy, inhibi¢ni vstupy, t€lo neuronu; a vyznac prahovy koeficient .

Piiklad ¢&. 2 Skrtni nehodici se pojmy v textu o logickém neuronu:

Logicky neuron Ize interpretovat jako jednoduché elektrické zatizeni majici nékolik vstupii/jeden
vstup a nékolik vystupii/jeden vystup. Prah neboli prahovy koeficient je minimdlni/maximdlni
pocet aktivnich vstupii potfebnych k uvedeni neuronu do aktivniho/neaktivniho stavu. Hlavni
nevyhodou/vyhodou modelu logického neuronu oproti biologickému neuronu je jeho jednodu-

chost, ktera umozriuje/znemoZzriuje jeho efektivni analyzu.

Priklad ¢. 3

1. Zakresli logicky neuron, ktery mé jeden excitacni vstup z, jeden inhibi¢ni vstup y, kde

z,y € {0, 1}, a jehoZ prahova hodnota je ¥ = 0.

2. Ur¢i, za jakych podminek bude tento neuron aktivni a jakou funkci na vystupu reprezen-

tuje.

71



Priklad €. 4 Za jakych podminek bude logicky neuron na nasledujicim obrdzku aktivni?
Jaka logickd funkce tif proménnych z,y,z € {0,1} je na vystupu f reprezentovdna timto

neuronem, kde ¢ = 3?

Priklad ¢. 5 Za jakych podminek bude logicky neuron na ndsledujicim obrdzku aktivni?
Jakou logickou funkci tff proménnych x, y, z € {0, 1} tento neuron na vystupu f reprezentuje,

kdyz 9 = 17 Postaci, kdyz funkci zadas tabulkou.

N =
\"
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ReSeni pracovniho listu:

Priklad ¢. 1 Doplnéné schéma logického neuronu vypada nasledovné

dendrity - vstupy

X
excitacéni vstupy 1
Xm f(X) 5000y X)
>
Xm1

inhibiéni vstupy axon - vystup

n

télo neuronu

Piiklad ¢ 2 Skrtd se: jeden vstup, n&kolik vystupd, maximdlni, neaktivniho, nevyhodou,

znemoZziuje.

Piiklad ¢. 3

1. Schéma daného neuronu je tvaru

y=>x

2. Vystup f bude aktivni, ve vSech piipadech kromé piipadu, kdy je jeho excitaéni vstup
aktivni a inhibi¢ni vstup neaktivni. Funkce na vystupu je tvaru f =2 Vy =y = =z,

kde z,y € {0,1}:

x|y | flz,y)
1)1 1
110 1
01 0
00 1
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Priklad ¢. 4 Vystup f bude aktivni, kdyZ bude platit & > 1J, coZ nastane pouze v pii-
padé, pokud budou aktivni v§echny jeho tfi vstupy. Pfislusna logickd funkce je potom tvaru

flzyy,2) =z ANyAzkdez,y,z € {0,1}:

zly|z|&| flay2)
111 1]3 1
1102 0
11012 0
O(1]1]2 0
11001 0
O0(1]0(1 0
0(0]1]|1 0
0/0[0]0 0

Priklad ¢. 5 Vystup f bude aktivni, kdyZ bude platit £ > . Tato situace nastane, pokud
budou aktivni bud oba excita¢ni vstupy soucasné, nebo bude aktivni alesponl jeden z nich
a soucasné neaktivni inhibi¢ni vstup. Funkce md tvar f(z,y,z) = (x Ay) V [(z V y) A Z], kde

x,y,z € {0,1}:

zly|z| & | flzy2)
1111 1
1(1]0]2 1
110(1]O0 0
O(1(1(0 0
11001 1
O(1(0|1 1
0(0]1]-1 0
0(0j0|O 0
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5. Aplikace binomické véty a binomického

rozdéleni v genetice

Klicova slova: Binomicka véta, binomické rozdéleni, populacni genetika, Hardy-Weinbergova

rovnovaha.

Pi-edpoklad: Znalost zdkladi kombinatoriky (viz napt.: POLAK, Josef. Prehled stiedoskolské
matematiky. 10. vydani. Praha: Prometheus, 2015. ISBN 978-80-7196-458-2, s. 312 — 324)
a znalost zdkladnich genetickych pojmt — dédi¢nost, gen, alela, genotyp, fenotyp, St€pny
pomér, Mendelovy zdkony (viz napf.: SMARDA, Jan. Genetika pro gymndzia. Praha: Fortuna,
2003. ISBN 80-7168-851-7, s. 20 — 33).

V této kapitole se dozvite:

e Co je kombinacni ¢islo a jaké jsou jeho vlastnosti. Co je binomicka véta a binomické

rozdéleni.

e Jak Ize snadno pomoci binomické véty a binomického rozdéleni zjistit pravdépodobnost

narozenfi urc¢itého poctu chlapcti a divek v jedné rodiné.

e Co je to panmiktickd populace, jaky je princip Hardy-Weinbergova zdkona a jak se urcuje

frekvence alel a genotypt v populaci v Hardy-Weinbergové rovnovaze.

Pouzité znaceni:

(Z) kombinacni ¢&islo, teme ,,n nad &

n! faktorial ¢isla n

P(X) pravdépodobnost jevu X

A dominantni alela A

a recesivni alela a

P frekvence dominantni alely A v populaci
q frekvence recesivni alely a v populaci

5.1 Motivace

Ze stfedoskolské matematiky si kazdy jist€ pamatuje zndmé vzorecky (a+0)? = a® 4 2ab+ b?

a(a+0b)® = a4 3ab + 3ab® & b, které se odvozuji z binomické véty. Aplikace binomické
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véty vSak nespolivd pouze ve zjisténi urcitého rozvoje (a £ b)" nebo jeho k—tého ¢lenu,
nybrz nachéazi své vyuziti v mnohych odvétvich, napt. ve fyzice, v informatice, architekture,
ekonomii, meteorologii, ale také v genetice.

V této kapitole si ukdzeme, jak za pomoci binomické véty, binomického rozvoje a Pascalova
trojihelniku snadno uréime pravdépodobnost narozeni k chlapci a m dévcat v rodiné, ktera
ma (k + m) déti.

Dile si ukdZeme, jak zjistime frekvenci urcité alely, genotypu nebo fenotypu v populacich,
v nichZ je zachovidna Hardy-Weinbergova rovnovéha, napt. jak vypocitat, kolik procent lidi

v dané populaci je prenaseCem mutantni alely zpisobujici urcité onemocnéni.

5.2 Binomicka véta a binomické rozdéleni

Definice 5.2.1 ([23]], s. 27). [Kombinaéni ¢islo.] Kombinacni &islo (}),kde k,n € Noan > k,

n n!
@ IO SRY

je takové cislo, pro které plati

Kombinacni ¢islo (Z) udava pocet kombinaci, tedy pocet zplisobd, jak vybrat k-prvkovou

podmnozinu z n-prvkové mnoZziny (k,n € No).[23J
Kombinacni ¢isla maji tyto vlastnosti:
n n 0 1 n n n n + n n+1
g g et =N = —
0 n 0 T\ T \n—k k) \k k+1 k+1)’
(5.2)
kde k,n € Nyan > k. 129
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Tyto uvedené vlastnosti kombinacnich ¢isel je mozno ilustrovat na tzv. Pascalové trojihel-

niku:
0 (o)
1 (o) ()
: (o) (%) ()
3 (o) (7) () (s)
4 (o) () (2) (s) (s
5 (©) ;) () () () (5)

Po vyc¢isleni kombinaénich ¢isel obdrzime:

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

Y 1 5 10 10 5 1

n 1 n n 1

Nyni si jiZ miZeme zavést binomickou vétu:

Véta 5.2.1 ([23]], s. 68). Pro vSechna redlna ¢isla a, b a kazdé pfirozené ¢islo n plati

(at+b)m=3" (Z) A"k (5.3)

k=0

kde kombinacéni ¢islo

se nazyva binomicky koeficient.

Binomickou vétu si dokdZeme dvéma zplisoby — nejprve provedeme kombinatoricky dikaz

a poté diikaz pomoci matematické indukce.
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Kombinatoricky diikkaz binomické véty

Budeme vychézet z rovnosti
(@ +b)" = (a+b)(a+D)..(a+b),
kde vyraz (a + b) ndsobime mezi sebou n-krdt, kde a,b € Ran € Nj..

Myslenku dikazu si nejdfive ukazeme pro n = 3:

e Mdme-li vybrat a z kazdého &initele (a + b) ze soudinu (a + b)3, ziskdme a3. Vybér lze

uskute¢nit pravé jednim zptisobem.

e Vybereme-li b z libovolného jednoho Einitele (a + b), ziskdme b, a a ze zbyvajicich dvou
Ciniteld, ziskdme 2. Pocet riiznych zpiisobd, jak vybrat jedno b z 3 &initeld je (3) = 3,
zatimco a? miZeme vybrat pouze jednim zpisobem. Proto vyraz obsahujici b ma tvar

3a2b.

e Vybereme-li b z jakychkoli dvou Ciniteld (a + b), ziskdme b%, a a ze zbyvajiciho Cinitele,

v % 3

ziskdme a. Pocet riznych zpiisobi, jak vybrat b* z tif ¢initeld je () = 3, zatimco a

miZeme vybrat pouze jednim zplisobem. Proto vyraz obsahujici b*> ma tvar 3ab?.

e Vybereme-li b ze viech tif Ciniteldl (a + b), obdrzime b®. Vybér lze uskute&nit pravé

jednim zptisobem.

Tedy plati

3
k=0

Nyni mySlenku zobecnime pro n:

e Vybereme-li a z kazdého Cinitele (a+b), obdrzime a™, coz mtizeme provést pravé jednim

zpusobem.

e Vybereme-li b z libovolného jednoho Cinitele (a + b) a a ze zbyvajicich (n — 1) Cinitelt

(a + b). PoCet riznych zpisobi, jak vybrat jedno b z n Ciniteld je (1), zatimco a lze

1

vybrat pravé jednim zptisobem. Proto vyraz obsahujici b ma tvar (71‘) a™1b.
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e Vybereme-li b z jakychkoli dvou Ciniteld (a+b) a a ze zbyvajicich (n — 2) ¢initeld. Podet

n

riznych zpisobd, jak vybrat b% z n Ciniteld je (7

), zatimco a lze vybrat pravé jednim

zplisobem. Proto vyraz obsahujici b m4 tvar (g) a™2b2.

e Vybereme-li b z libovolnych ¢ ¢initeld (a + b), kde i € N, a a ze zbyvajicich (n — )
Ciniteld. Pocet riznych zplsobi, jak vybrat b° z n &initeld je (:‘) zatimco a muzeme

vybrat pravé jednim zpisobem. Proto vyraz obsahujici b" ma tvar (7)a" "

e Vybereme-li b z kazdého Cinitele (a + b) a tak obdrZime 0", coZ 1ze provést pravé jednim

zpusobem.
Tedy plati
(a+b)"=a"+ (n) a” b4+ (n) a4+ < " )ab”l +b"
1 1 n—1
(a+b)" = (Z) a" bk, (4], 5. 14)
k=0

Dikaz binomické véty matematickou indukci

Yy,

1. Nejprve ovéfime platnost pro n = 0:

0

(a+0)° =1, kzzo (2) a'kpk = (g) =1 = (a+0)°=>)_ (2) a’kpk,

0
k=0
Pro n = 0 tedy rovnost plati.

2. Pro indukéni krok budeme predpokléadat, Ze véta plati pro exponent ¢. DokdZeme, Ze plati
také pron =1 + 1:
(a+ )" = (a +b)(a+b)' = (a+b) (Z) aikpk
k=0
Chceme dokdazat rovnost
Y i1 .
U\ ik L\ kg
(a+0b) (k)a b —Z( 5 )a b,
k=0 k=0
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proto budeme levou stranu rovnosti upravovat tak, abychom ziskali tvar na pravé strané.

Vyuzijeme pfitom platnost vztahi (5.2)).

L (i kb (T i1 AW A T\ o150 T\ i1,
(a+b)§<k)a b _(O)a +<O>ab+(1)ab+(1)a b +(2>a b*+
+ ...+ ( ! )ab’#— (Z,)abi + (Z_)b“rl =

1—1 7 )

N O O\ 1 ' N
_ (! a4 L+ atb + L+ NI Z"_‘ abl & Z pitl —
0 1 2 1 7
1\ 4+ 1\ . A A + 1 ; L+ 1Y)
1+ a4 L+ atb - L+ NI 1"? abl & l.'i” pitl —
0 1 2 7 1+ 1
i+l .
<Z + 1) giti—kpk
k )
k=0

coZ je tvar, ktery jsme chtéli ziskat. Tim jsme dokdzali platnost binomické véty pro vSechna

nGNO.

Definice 5.2.2 ([23]], s. 116). [Binomické rozdéleni.] Méjme n nezavislych pokust, z nichz
kazdy skonéi bud zdarem s pravdépodobnosti p, nebo nezdarem s pravdépodobnosti ¢, kde
q = 1 — p. Potom pravdépodobnost jevu Ay, Ze pravé k pokust bude zdafilych, je

Pl = (

n

k)pkq"_k, k=0,1,2,... n. (5.4)

Je ziejmé, Ze vyrazy (})p"q"* jsou soucdsti rozvoje (p + ¢)" binomické véty. Jevy ,,pravé

k pokusii bude zdafilych* se pro & = 0,1, ...,n navzdjem vylucuji (nebot’ jsou nezavislé)

a jeden z nich vzdy nastava. Jejich sjednoceni je proto jisty jev a tedy

n n n n—1 n n
q + pq + ...+ pr=1,
0 1 n

coz také vyplyva z binomické véty, nebot' p+¢q = p+(1—p) = 1, aproto také plati (p+¢)" = 1.
Pravdépodobnosti P(A) ze vzorce (5.4) tvoii Binomické rozdéleni, neboli Bernoulliovo

schéma.

o

Ukazme si, jak se vzorec (5.4) pro pravdépodobnosti tvofici binomické rozdéleni odvozuje.

Odvozeni vzorce pro binomické rozdéleni

Né4hodny pokus mé dva mozné vysledky (zdar, nezdar) s pravdépodobnostmi p (zdar), g (ne-

zdar). Provedeme jej n—krat po sobé tak, Ze jednotlivé pokusy jsou navzijem nezavislé.
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Urc¢ime pravdépodobnost moznosti:

1. VS8echny dil¢i pokusy skonéi zdarem.
2. Nejdiive k pokusii skon¢i zdarem a zbyvajici pokusy skonéi nezdarem.

3. Z n provedenych pokusi skonéi libovolnych k zdarem.

Jedna se o nezavislé pokusy, proto budeme pfi sjednocovani pravdépodobnosti dil¢i jevi jejich

pravdépodobnosti nisobit.

1. Pro vysledek vSechny pokusy skonéi zdarem 7 - 7 - Z - ... - Z, budeme ndsobit pravdépo-

dobnosti n nezavislych pokusi se shodnou pravdépodobnosti p:

7

P=p-p-p-...-p-p=p".

2. Pro vysledek nejdiive k pokust skon¢i zdarem a zbyvajici pokusy nezdarem 7 - 7 -...- Z -
N-N-...- N, nasobime k—krat pravdépodobnost zdaru p a (n — k) —krat pravdépodobnost
q nezdaru:
P, = _ .k _n—k
2=pp--rPq-q-...oq=pqg .
3. Pro vysledek z n provedenych pokust skonci libovolnych k zdarem, ndm stacéi libovolny
vysledek, ktery vznikne pferovnanim vysledku z bodu 2., tj. vSechny dil¢i pokusy maji

pravdépodobnost p*¢"~*. Zbyva zjistit, kolik takovych pravdépodobnosti je:

e Vytvaiime neusporddané n-tice z k a (n — k) prvka, dostadvame
n! _(n
El-(n—k)!  \k

e Nebo se Ize stejného vysledku dobrat myslenkou, Ze vybirdme z n umisténi % ta-

moZnosti.
kovych, kdy bude vysledkem zdar: obdrzime
n
k
Ve vysledku tedy (})-krdt ndsobime pravd&podobnost p*g™ ", tj.

n
Py = k _n—k
3 (k})p q 9

Odvodili jsme vzorec pro pravdépodobnosti P tvofici binomické rozdéleni (5.4).

moznosti.

kde £k =0,1,...,n.
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5.3 Pravdépodobnost narozeného potomstva urcité skladby
pohlavi v jedné rodiné

Nyni si objasnime, jak 1ze snadno pomoci binomické véty nebo binomického rozdéleni urcit
pravdépodobnost narozeni potomstva urcité skladby pohlavi narozenych déti v jedné rodiné.

Princip vypoctu si ukdZeme rovnou na feSeném prikladu.

Priklad 5.3.1. Jaka je pravdépodobnost, Ze se v jedné rodin€ narodi v libovolném potadi dva
chlapci a dvé divky (dalsi déti uz rodi¢e mit nebudou)?

Reseni:

Pravdépodobnost narozeni divky je P(d) = % a pravdépodobnost narozeni chlapce je také

P(ch) = 1. Vypotteme priklad vice rznymi zpiisoby:

1. Logicky (kombinatoricky) — vypiSeme si vS§echny mozZnosti sloZeni pohlavi 4 déti pro

2 chlapce a 2 divky a jejich pravdépodobnosti, které nakonec secteme:

1 1 1 1 1
P - - .-.-.Z —
(ch,ch,d,d) 5 5 T

1
P(ch,d,d,ch) = 16

1
P(ch,d,ch,d) = —
<C7 7C7 ) 16

1
P(d,ch,d,ch) = 16

1
P(d,d,ch,ch) = —
(7 7C 7C) 16

1
P(d,d,ch,ch) = 16

Existuje tedy 6 moZnosti (potadi), jak se ze 4 déti mtizou narodit 2 chlapci a 2 divky. Cel-

kové pravdépodobnost narozeni 2 chlapcti a 2 divek v libovolném potadi je P(2ch, 2d) =

=6 _3
16~ 8

Tento zpisob je ale zbyte¢né zdlouhavy.

2. Pomoci binomické véty — do vzorce pro binomickou vétu (5.4) dosadime za n pocet déti
v rodiné€, a bude reprezentovat pravdépodobnost narozeni chlapce a b pravdépodobnost
narozeni divky. Binomickou vétu pro pfisluSny fdd rozvineme a vybereme ten ¢len

rozvoje, jehoZ mocniny odpovidaji danému sloZeni potomstva:
(a+0b)* = a* + 4a”b + 6a%b? + 4ab® + b*
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Soucet (a + b) znamena ,,narodi se chlapec s pravdépodobnosti a nebo se narodi divka
s pravdépodobnosti b*“. Rozvoj binomické véty pro n = 4 ndm tedy reprezentuje vSechny
mozné pravdépodobnosti riiznych skladeb pohlavi u 4 déti. Pravdépodobnost narozeni
2 divek a 2 chlapct reprezentuje prostiedni ¢len 6?0, Tedy plati P(2ch, 2d) = 6ab? =
6 (1 (1= g =4

I tento zplisob mize byt zdlouhavy, zvlast€ pokud je potomkl v rodiné vice. Poté

je vhodné vyuzit ¢ast Pascalova trojuhelniku

n =20 1

n=1 1 1

n = 1 2 1
n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1

diky kterému nemusime rozvijet binomickou vétu a rychle zjistime ptislusny koeficient,
ze kterého odvodime cely ¢len 6ab?. Existuje viak jesté lepsi postup, ktery se pouZziva

v genetice nejcastéji.

. Pomoci binomického rozdéleni — do vzorce dosadime za n opét celkovy pocet déti
v rodiné, p bude reprezentovat pravdépodobnost narozeni chlapce a ¢ pravdépodobnost
narozeni divky, k je poCet chlapcti a (n — k) je pocet divek. Pro¢ tomu tak je? Jednd
se totiz o n nezdvislych pokust, kdy se bud’ s pravdépodobnosti % narodi chlapec, nebo
s pravdépodobnosti (1 — %) dl’vka Pravdépodobnost narozeni dvou chlapct a dvou

divek v této rodiné je tedy:

4\ /1N?/1\* 4 11 6 3
rea=(5)(3) (3) =2 11715+

Priklad 5.3.2. Jaka je pravdépodobnost, Ze se v jedné rodin€ narodi v libovolném potadi jeden

chlapec a tfi divky (dal$i déti uz rodice mit nebudou)? K vypoctu pouZijte binomickou vétu

1 binomické rozdéleni.

Tyto pravdépodobnosti jsou ovsem zaokrouhlené. Z dlouhodobych statistik vyplyvd, Ze se s o néco V&tsi

pravdépodobnosti (pfiblizné o 15 setin) rodi chlapci. Viz napt.: webové stranky Ceského statistického tifadu

[https://www.czso.cz/csu/czso/4-obyvatelstvo-] tabulka 4-10. Bylo tomu tak vZdy a to z divodu toho, Ze jsou

Yo
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4\ 1\ [1\° N 1

P(1ch,3d) = —ll=z) =4-(=) =~

s = (1) (G) (2) =+ () -
Pravdépodobnost narozeni jednoho chlapce a tif divek v této rodin€ je T

Priklad 5.3.3. Jaka je pravdépodobnost, Ze ze Sesti déti narozenych v jedné rodiné€ budou ¢tyfi

chlapci a dvé divky? Urcete v procentech.
Reseni:

6\ (1\'/1\* 6 [1\'/1)\* 15
P:(2) (5) <§) :4!-2!'(5) (5) =1~ 234 %.

Pravdépodobnost narozeni Sesti déti ve sloZeni Ctyfi chlapci a dvé divky je pfiblizné 23, 4 %.

Priklad 5.3.4. Jaka je pravdépodobnost, Ze se v jedné rodiné za sebou narodi ¢tyfi chlapci?

Urcete v procentech.

Reseni:

4 1\*/1\? 4! N /1\° 1
P:(4> (5) (5> :4!-01'(5) (5) =5 ¥ 6.25%

Pravdépodobnost narozeni ¢tyf déti ve slozeni sami chlapci je priblizné 6, 25 %.

U tohoto typu aplikace se setkdvame nejCastéji s ilohami na pocty narozenych divek a chlapct,
kde je pravdépodobnost poceti kazdého pohlavi % Stejny princip vypoctu lze vSak uplatnit
i na podobnych genetickych piikladech, kde je pravdépodobnost jind. UkdZeme si na vzorovém

prikladu:
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Priklad 5.3.5. Jaka je pravdépodobnost, Ze po zkiiZeni dvou heterozygott (tj. jedinci s odlis-
nymi alelami téhoz genu) Aa x Aa, kde A je dominantni alela pro ¢ervenou barvu kvétu

a a recesivni alela pro bilou barvu kvétu, ziskdme osm Cervenych a tfi bilé kvéty?

MV s

M Uplatnénim 2. Mendelova zdkona o kiiZeni heterozygott (viz [27], s. 43 — 44) ziskdame
fenotypovy $t€pny pomér potomki 3 : 1, tedy s pravdépodobnosti 75 % vznikne rostlina
s ¢ervenym kvétem (AA nebo Aa) a s pravdépodobnosti 25 % s bilym kvétem (aa). Proto
ma vzorec pro hledanou pravdépodobnost tvar

11! 3\® /1\°

Dan4 skladba potomstva vznikne s pfibliznou pravdépodobnosti 25, 8 %.

5.4 Hardy-Weinbergova rovnovaha ve velké panmiktické
populaci

Populacni genetika je odvétvi genetiky zkoumajici dédi¢nost a proménlivost populaci, tj. sku-
pin jedincd téhoZ druhu, ktefi jsou navzdjem propojeni piibuzenskymi vztahy vzniklymi
mj. vzajemnym ki{zenim. 2>}

Panmikticka populace je takova populace, uvnitf niZ se mtze jakdkoliv samic¢i gameta (va-
jicko) spojit se stejnou pravdépodobnosti s kazdou samc¢i gametou (spermii), tedy dochazi
k nahodnému oplozeni (tzv. panmixii).l25J

Model je zamérné zjednodusSeni sloZité reality, kdy se zanedbaji nepodstatné faktory a zacho-
vaji naopak ty podstatné, aby bylo mozné model zkoumat. Faktory populacni genetiky jsou
napf. velikost populace, zptisob oplozeni, mutace, migrace a piirodni vybér. Kvalita modelu
zavisi samoziejmée na tom, jak se moc bliZi idedlu. V populacni genetice se Casto pouZziva
matematicky model, coz je abstraktni model, ktery pomoci matematickych Vztahfﬂ popisuje
chovani zkoumané soustavy nebo procesu.126J

Hardy-Weinberguv (HW) model genotypovych Cetnosti pfi ndhodném oplozeni umozZiuje
v populaci urcit genotypové Cetnosti pro gen se dvéma alelami. Pfedpoklady pro vytvoreni
tohoto matematického modelu jsou nésledujici: organismy jsou diploidniﬂ a rozmnoZuji se po-

hlavnég, jejich oplozeni je ndhodné, generace se neprekryvaji, jednd se o velkou populaci,

2Takovymi vztahy jsou nejéastéji rizné typy rovnic, jejich soustav nebo funkce.
3Tj. vSechny jejich somatické butiky maji dvé sady autozomdlnich chromozomi.
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migraci a mutaci Ize zanedbat, na alely nepiisobi pfirodni vybér. 120!

V populaci spliujici tyto uvedené predpoklady plati tzv. Hardy-Weinbergtv zakon:

Hardy-Weinbergav zikon o genetické rovnovéze pro velkou panmiktickou populaci fika,

Ze frekvence jednotlivych alel v panmiktické populaci zlistava konstantni, tj.
p+q=1, (5.5)

kde p je frekvence dominantni alely ozn. A, ¢ frekvence recesivni alely ozn. a. Po jedné

generaci ndhodného oplozeni ziskdvame v populaci
(p+q)* =p* +2pg +¢* = 1 (= 100 %), (5.6)

kde p? je frekvence dominantniho homozygota AA, 2pq je frekvence heterozygota Aa, ¢

je frekvence recesivniho homozygota aa. 21

Odvozeni H-W zdkona lze najit napft. v [25] s. 351 — 356.

Pokud by doslo k vychyleni frekvence genotypl ze své stability, ustdli se novd rovnovaha
v nasledujici generaci. Tento jednoduchy matematicky model se dobfe pouZiva pii vyzkumu

genofondi riznych populaci, lidskou populaci nevyjl’maje.[27J

1

iqz Aa 2pq &pz
0.8

0.6 \ /
N
02 y

p—-0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
g—1 09 08 07 06 05 04 03 02 01 O

Obrazek 5.1: Hardy-Weinberglv princip pro dvé alely. Na ose z je frekvence alel, na ose y

frekvence genotypu. (Prevzato z: [28]])

Velikou vyhodou u populace v genetické rovnovaze je, Ze miZzeme frekvence alel a genotypt

urcit pouze na zdkladé zndmé frekvence jednoho genotypu (nejcastéji recesivniho homozygota).
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vz

Na nasledujicich pfikladech si objasnime H-W princip. Nejprve si ukdZzeme nejjednodussi
piiklad, kdy se z frekvence recesivnich homozygoti pomoci vzorce (5.6) snadno ur¢i frekvence

obou alel a zbyvajicich genotypt.

Piiklad 5.4.1. V rozsdhlé panmiktické populaci bylo zjisténo 9 % recesivnich homozygotd

aa. Zjistéte v této populaci:
a) frekvenci obou alel pfislusného genu,
b) frekvenci dominantnich homozygott,
c¢) frekvenci heterozygott.
Reseni:
a) frekvence recesivniho homozygota aa ... ¢> = 0,09

frekvence recesivni alely a ... ¢ = v/¢*> = /0,09 = 0,3 = 30 %

frekvence dominantnialely A ...p=1—-¢=1-0,3=0,7=70%
b) frekvence dominantnich homozygoti AA ... p?> = 0,72 = 0,49 = 49 %
c¢) frekvence heterozygoti Aa ... 2pg =2-0,7-0,3=0,42=42%

Zkouska: p® + 2pq + ¢*> = 0,49+ 0,42+ 0,09 = 1.

Frekvence dominantni alely je 70 %, frekvence recesivni alely je 30 %. Frekvence dominantnich

homozygoti je 49 %. Frekvence heterozygoti je 42 %.

Priklad 5.4.2. Cysticka fibrosa je recesivni choroba vazana na autozomy (nepohlavni chromo-
zomyﬂ ktera se projevuje chronickym onemocnénim dychacich plic. Cystickd fibr6za v nasi

populaci postihuje jednoho z 2 500 jedinct (1 : 2 500). Kolik je mezi nami pfenaéeéﬁ?E]

Reseni:
Recesivni choroba vdzand na autozomy je takovd choroba, kde gen pro danou nemoc lezi
na autozomu a zarovei je podminéna recesivni alelou a, kterd zapficiniuje onemocnéni, vliv

dominantni alely A vSak zcela potlaci jeji icinek. Proto dany jedinec s jednou recesivni alelou

4V jadfe kazdé nasi t&lni buiiky je 23 parti chromozomii — z toho 22 pérti jsou autozomy a jeden pér jsou

pohlavni chromozomy, tzv. gonozomy, u muze XY, u Zeny XX.
Sinformace prevzaty z: https://cs.wikipedia.org/wiki/Cystickd_fibréza

87



a jednou dominantni (heterozygot) je zdravy, recesivni alelu ov§em prendsi do dalSich generaci,
proto jej oznacujeme jako ,,pfenasec*. U Clovéka se projevi nemoc pouze v pripade, Ze jsou

obé jeho alely v genu pro cystickou fibrézu recesivni. Existuji tedy moZnosti:

genotyp fenotyp
AA zdravy jedinec
Aa zdravy jedinec, ale pienasec
aa nemocny jedinec

1
e frekvence aa ... 1: 2500 ... ¢*> = ——

2500
e frekvencea ... ¢ = ﬁ = %
o frekvence A...p=1—¢q= %
e frekvence Aa ... 2pg = 2 - % . % ~ % .. 1:25

Zkouska: p? + 2pq + ¢ = (%)2 + o+ 5 = 1
Z. 25 1idi je jeden prenasec cystické fibrozy (1 : 25).

Piiklad 5.4.3. V populaci Ceské republiky je 84 % obyvatel Rh pozitivnich (Rh*) a 16 %
obyvatel je Rh negativnich (Rh™). Rh-faktor je autozomaln¢ dominantni. Jedna se o krevné
skupinovy systém, podobné jako krevni skupiny A, B, AB a (. Urcete Cetnost alely (A) pro

Rh faktor a Cetnosti vSech genotypﬁﬁ]

Reseni:
Rh-faktor je autozomdlné dominantni, coZ znamend, Ze sledovany gen pro Rh-faktor lezi

na autozomech a zaroven ze jedinec s alespoil jednou dominantni alelou A bude Rh pozitivni

(Rh™):

genotyp | fenotyp

AA Rh™
Aa Rh™
aa Rh™

®informace prevzaty z: https://cs.wikipedia.org/wiki/Krevni_skupinafRhesus_(Rh)_faktor
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frekvence aa ... ¢> = 16 % = 0, 16

frekvence a ... ¢ = /0,16 = 0,4 =40 %

frekvence A..p=1—-¢=0,6=60%

frekvence AA ... p> = 0,62 = 0,36 = 36 %

frekvence Aa ... 2pg =2-0,6-0,4 = 48 %

Zkouska: p? + 2pq + ¢*> = 0,36 + 0,48 + 0,16 = 1
Cetnost alely pro Rh-faktor je 60 %. Cetnost jednotlivych genotypt je: dominantni homozygot

36 %, heterozygot 48 %, recesivni homozygot 16 %.

Priklad 5.4.4. Rostlinu Stirovnik rtizkaty (Lotus corniculatus) chrani kyanogenni glykosid
pfed hmyzimi $ktdci a dokonce i pfed pasoucim se dobytkem. Tento glykosid je pfitomen,
pokud se v genotypu rostliny vyskytuje alespoil jedna dominantni alela. Zkoumana populace
Stirovniku se skladd z 77 rostlin, které maji kyanogenni glykosid a 56 rostlin, které ho nemaj.

Jaka je frekvence dominantni alely, kterd zptsobuje pfitomnost kyanogenniho glykosidu, v této
populaci‘.ﬂ

Reseni:

Danou dominantni alelu ozna¢me opét A. Vime, Ze je celkem v populaci 133 rostlin, z toho 77
ma glykosid (genotyp AA nebo Aa) a 56 nema glykosid (genotyp aa).

26

2 _ Y
133

e frekvence aa ... q ~ 0,42
e frekvencea ...q =+/0,42 =~ 0,65
e frekvence A...p=1—-¢=0,35=35%

Zkouska: p? + 2pg + ¢> = (0,35)2 +2-0,65-0,35 + 0,42 = 1

Frekvence dané dominantni alely v populaci Stirovniku rizkatého je ptiblizné 35 %.

7informace prevzaty z: https://cs.wikipedia.org/wiki/Stirovnik _rizkaty
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5.5 Pracovni list

Téma: Aplikace binomické véty a binomického rozdéleni v genetice

Jméno a tfida: Datum:

Priklad 1: Jakd je pravdépodobnost, Ze ze tif déti narozenych v jedné rodiné budou dva

chlapci a jedna divka? Vypocitej pomoci binomické véty i binomického rozdéleni.

Priklad 2: Jaka je pravdépodobnost, Ze ze sedmi déti narozenych v jedné rodiné budou tfi

chlapci a ¢tyfi divky? Urci v procentech.

Vv s

Piiklad 3: 'V nejznaméj$im romanu anglické spisovatelky Jane Austenové s naizvem Pycha
a predsudek méla pani Bennetova pét dcer, které se snazila za kazdou cenu a co nejvyhodné;ji
provdat. Dalsi déti neméla. Jaka je pravdépodobnost, Ze se v jedné rodin€ narodi po sobé pét

dcer?

Piiklad ¢. 4 'V rozsihlé panmiktické populaci bylo zjisténo 16 % recesivnich homozygota.

Zjisti v této populaci
a) frekvenci obou alel ptisluSného genu,

b) frekvenci dominantnich homozygot,
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c¢) frekvenci heterozygott.

Priklad ¢. 5 Fenylketonurie, porucha metabolismu aminokyseliny fenylalaninu, je autozo-
malné recesivni choroba, kterd se v na$i populaci vyskytuje priblizné u jednoho z 10 000

jedinct . Kolik je mezi nami pfenaéeéﬁ

Priklad ¢. 6 Tay-Sachsova choroba je autozomalné recesivni porucha. Jedna se o velmi
vzacnou metabolickou chorobu. Mezi Zidy ASkenazi (sttedoevropska Zidovska vétev) je nemoc
pritomna u jednoho ¢lovéka z 3600. Pokud se populace ASkenazi paruje ndhodné pro Tay-Sachs

gen, jakou Cast populace tvori prenaSeci a jakou Cast zdravi jedinci nepfenaéeéi‘.ﬂ

8informace prevzaty z: https://cs.wikipedia.org/wiki/Fenylketonurie
%informace prevzaty z: https://www.wikiskripta.eu/w/Tay-Sachsova_choroba
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Reseni pracovniho listu:

Priklad 1: Vypocet podle

1. binomické véty (a + b)", kde n = 3 a a = b = 3: pro nds vyhovujici ¢len rozvoje
binomické véty, do kterého dosadime pravdépodobnost narozeni danych pohlavi, je

3a’b, tedy plati P = 3 (%)2 13,

2. binomického rozdgleni (I)pFq" ¥, kden =3,p=q=1, k=2 P=(3) (1)1 =

oolw

Pravdépodobnost narozeni dvou chlapct a jedné divky v dané roding je %.

Priklad 2: PouZijeme vzorec pro binomické rozdéleni (Z) pPq"*, kden = 7,k = 3 a

p=gq=1 Tedy (] (%)3 (%)4 = -2 =~ 27,3 %. Pravdépodobnost narozeni tff chlapcii a Styf

divek v dané rodiné je pfiblizné 27, 3 %.

Piiklad 3: Opét pouzijeme vzorec pro binomické rozdéleni (Z) pkg"*, kden =5,k =0
ap =g =1 Potom () (%)5 (%)0 = o ~ 3,13 %. Pravdépodobnost narozeni péti divek

v rodiné Bennetovych je pfiblizné 3, 13 %.

Priklad 4: VyuZijeme Hardy-Weinbergova zdkona o konstantni frekvenci alel v panmiktické
populaci: p+q = 1a(p+¢q)* = 1. Tedy plati ¢ = /0,16 = 0,4 = 40 %, potomp = 1 —q =
= 1-0,4=0,6=60%, p*>=0,36 =236 %a2pg = 0,48 = 48 % . a) Frekvence alel
je 40 % a 60 %. b) Frekvence dominantnich homozygoti je 36 %. c¢) Frekvence heterozygotd
je 48 %.

Priklad 5: Vyuzijeme opét Hardy-Weinbergova zdkona. Frekvence 1 z 10 000 znamena, Ze

2 1 _ /1 1 _ _ 99 99 . 1
frekvence ¢ = 10000 = 9 = \/ 10000 — 105’ p—l—q—matedy 2pq = 000~ =5

Priblizné kazdy 50. ¢lovék v nasi populaci je pfenasecem fenylketonurie.

Priiklad 6: Vyuzijeme opét Hardy-Weinbergova zakona. Frekvence 1 z 3600 znamen4, Ze

frekvence > = 5 = ¢ = \/ga5 =g P =1 —q =2 = p* = 350 ~ 96,7 % a tedy
2pq = % ~ 3, 3 %. Frekvence pienasece Tay-Sachsovy choroba je v dané populaci pfiblizné

3,3 %. Frekvence zdravého ¢lovéka neprenasece je priblizné 96, 7 %.
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6. Zaver

Cilem moji diplomové prace bylo propojit vybrané ¢asti dvou stiedoSkolskych predmétd —
matematiky a biologie, a vytvofit tak inspirativni popft. studijni materidl pro ucitele biologie,
ktefi jako druhou aprobaci nestudovali matematiku, ucitelim matematiky, ktefi nestudovali
biologii, a studentiim stiednich Skol. Zarovei jsem si kladla za cil poukazat na Siroké vyuziti

matematiky v biologii a Iékarstvi.
Vybrala jsem tyto Ctyfi Casti:

1. podminénou pravdépodobnost a jeji vyuZziti pfi ovéfovani kvality 1€katskych diagnostic-

kych testt,
2. aplikaci exponencialni funkce ve vybranych populacnich modelech,
3. uplatnéni logickych funkei pfi matematickém modelovani neuronu,

4. vyuziti binomické véty a binomického rozdéleni v genetice.

Pro kazdou z téchto aplikaci jsem zpracovala matematicky a biologicky teoreticky zdklad, pfi-
pravila komentované piiklady a vytvorila pracovni listy pro studenty vCetné autorskych feSeni.
Prvni dvé aplikace jsem otestovala ve vyuce stfedoSkolské matematiky. VEtSinu uvedenych

pfikladu jsem sama vymyslela.

Prvni aplikaci z diplomové prace jsem také predstavila na matematické konferenci UZiti
pocitacl ve vyuce matematiky 2017 a zpracovala ve ¢lanku s nazvem Aplikace podminéné

pravdépodobnosti v 1ékatské diagnostice. Clanek vysel ve sborniku této konference a je v celém

rozsahu k nalezeni v pfiloze diplomové prace nebo na adresehttp://home.pt.jcu.cz/~upvm/201°7/

wp-content/uploads ornik_ _ .p

Prvni dvé kapitoly véetné pracovnich listli jsem otestovala v praxi oduc¢enim v hodinach
stfedoskolské matematiky. Studenty jsem také pozddala o vyplnéni kratkych dotazniku, které
mi slouZily jako zpétna reflexe. Tyto dotazniky a jejich vyhodnoceni spolu s popisem prub&hu

oducenych hodin jsou k nalezeni na konci danych kapitol.

Piinos diplomové prace shleddvam predevsim v moznosti ukdzat studentim stfednich $kol

uzké propojeni matematiky a biologie, a tudiZ 1 vyznam matematiky na poli pfirodnich véd.
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Dale také v podan{ inspirace stfedoskolskym ucitelim matematiky a biologie, jak by mohli své

hodiny obohatit a zaujmout studenty pro dané téma.

K napsani diplomové prace byl pouZit sazeci systém I&TEX, pro vykresleni grafii pak programy

GeoGebra a MS Excel.
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A. Clanek ze sborniku konference Uziti
pocitacu ve vyuce matematiky 2017

APLIKACE PODMINENE PRAVDEPODOBNOSTI V
LEKARSKE DIAGNOSTICE

Bc. Lucie Studena

Ustav matematiky a biomatematiky, P¥F, Jihoesk4 univerzita v Ceskych

Budéjovicich

Abstrakt: Clanek se vénuje aplikaci podminéné pravdépodobnosti a Bayesova vzorce v 1é-
karské diagnostice. Na né€kolika piikladech je ukdzéano, jak se statisticky ovéfuje spravnost
diagnostickych testil a je objasnéno, jaky vyznam ma specificita a senzitivita 1€karského testu.
Toto praktické vyuziti teorie pravdépodobnosti v 1ékaistvi miZe byt uplatnéno jak ve vyuce

matematiky, tak ve vyuce biologie.

Klic¢ova slova: podminéna pravdépodobnost, Bayesiv vzorec, 1ékarska diagnostika, diagnos-

ticky test

Application of conditional probability in medical diagnostics

Abstract: The paper deals with the application of conditional probability in medical diagnos-
tics. The statistical verification of diagnostic tests accuracy is illustrated with a few examples
and it clarifies the meaning of the sensitivity and the specificity of medical tests. This practical
application of probability theory can be effectively utilized in the teaching of mathematics and

of biology.

Key words: conditional probability, Bayes’ formula, medical diagnostics, diagnostic test



A.1 Uvod

Podminéna pravdépodobnost a Bayesiiv vzorec nachazi své uplatnéni v populacnich etiologic-
kych studiich (studiich o pfi¢inach a piivodech nemoci) a v nékterych matematickych mode-
lech diagnostického, terapeutického ¢i prognostického l1ékatského rozhodovéni, napft. tedy v
pfipadech, kdy je potieba statisticky vyhodnotit kvalitu 1ékafského diagnostického testu. Sta-

tistickym vyhodnocovanim lékaiskych diagnostickych testd se zabyva lékarska diagnostika.

Tématem tohoto ¢lanku je pravé aplikace podminéné pravdépodobnosti v 1ékarské diagnostice.
Jedna se v podstaté o jednu z kapitol moji diplomové prace Aplikace matematickych znalosti
pfi vyuce biologie, v niZ propojuji oba obory, které studuji, ve snaze demonstrovat Siroké

uplatnéni a diileZitost matematického aparatu na poli biologie a 1ékatstvi.

Cilem tohoto ¢lanku je pfedev$im poskytnout ucitelim stiednich $kol ndvod jak studentim
priblizit teorii podminéné pravdépodobnosti a Bayestiv vzorec pomoci zajimavé aplikace; déle
jak studentiim ukazat dtlezitost teorie podminéné pravdépodobnosti v 1€karstvi; a v neposledni
fadé také jak obohatit vyuku a zaujmout studenty pomoci vysvétleni principu vyhodnocovéni

diagnostickych testl na zajimavych piikladech z béZného Zivota.

Ctenéf se do¢te mnohé o diagnostickych testech (jaké jsou druhy testd, kde se s nimi miZeme
setkat, na jakych principech urcité testy funguji apod.), o jejich ukazatelich spravnosti, zejm.
senzitivité a specificité, o principu statistického testovani diagnostickych testd, o vlivu preva-

lence na vysledek diagnostického testu aj.

Vyhodou této aplikace je jeji vyuZitelnost jak pii vyuce stfedoskolské matematiky, tak i pii
vyuce stfedoskolské biologie. Ucitelé matematiky mohou prostfednictvim aplikace studentim
ukdzat praktické vyuziti ponékud neoblibeného a ¢asto opomijeného tématu podminéné pravdé-
podobnosti. U¢itelé biologie maji moZnost studenty seznamit s diagnostickymi testy, coZ jsou
sice znalosti nad rdmec béZzné vyuky, avS§ak mohou byt pro studenty zajimavym zpestfenim.
Setkat se v b&Zném Zivoté s riznymi diagnostickymi testy, at’ uz s témi zakoupitelnymi v
1ékarné (t€hotensky test, test na alkohol, test na jiSténi mnozstvi vitaminu B, v téle apod.),
nebo u Iékare (napf. jaterni test na pritomnost fibrézy, zatézové kardio testy apod.), totiZ neni

nijak nevSedni.

Je pouze na uvdzeni kazdého ucitele, v jakém rozsahu a obtiZnosti aplikaci ve svych hodinach

vyuzije a zda-li ji zatfadi do béZzné vyuky, nebo ji predstavi jen vybrané skupiné prirodovédné
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nadanych zakd, napf. v rdmci semindfe. Ucitelé se také mohou nechat inspirovat pfiloZzenym
ndvrhem pracovniho listu se zajimavymi piiklady, diky kterym si studenti procvi¢i ziskané
znalosti o diagnostickych testech a naudi se také orientovat v jednoduchych tabulkdch. K

usnadnéni vypocti hodnot ze zadanych tabulek 1ze také vyuZzit MS Exel.

A.2 Podminéna pravdépodobnost a Bayesuv vzorec

Nez si objasnime princip vyhodnocovéni kvality diagnostického testu, pfipomeneme si ne-

zbytné znalosti z teorie podminéné pravdépodobnosti.

»Podminénd pravdépodobnost znaci, Ze k pravdépodobnosti nastdni urcitého jevu priddme

jeste néjakou podminku.

Cislo P(A) zna&i pravdépodobnost jevu A vzhledem k pevné danému souboru zdkladnich
podminek, po jejichZ uskuteénéni (provedeni ndhodného pokusu) nastane jev A s pravdépo-
dobnosti P(A). Pokud k t€émto zdkladnim podminkdm pfipojime jesté dalsi podminku, Ze
napt. nastal jev B (P(B) > 0), nékteré pravdépodobnosti se stanou jistymi (napf. jev B),
nékteré nemoznymi (napt. kazdy jev neslucitelny s 1) a ostatni jevy o¢ekdvdme se zménénymi

pravdépodobnostmi. Témto pravdépodobnostem fikdme podminéné pravdépodobnosti. 13,

Definice A.2.1. ([4], s. 14)[Podminéna pravdépodobnost.] Podminénou pravdépodobnost
jevu A vzhledem k jevu B oznac¢ime P(A|B) a definujeme ji jako:

P(ANB)

P(AIB) = —5r

, P(B) >0, (A.1)

Uvedme si ndsledujici pfiklad. Mé&jme dva rizné jevy A a B, jev A znadi, Ze je urCity pacient
urCen jako pozitivni a jev B znadi, Ze pacient skute¢né trpi danou nemoci. P(A) je pravdé-
podobnost, Ze je pacient uren jako pozitivni, P(B) je pravdépodobnost, Ze pacient skute¢né
trpi nemoci. Podminéna pravdépodobnost, Ze je pacient urcen jako pozitivni za predpokladu,
Ze je skutecné nemocny by se spocitala jako P(A|B), kde P(B) > 0, dle vzorce a
pravdépodobnost, Ze je pacient urcen jako pozitivni za predpokladu, Ze nemocny neni by se
dle stejného vzorce spocitala jako P(A|B’), kde P(B’) > 0 ajev B’ (pacient neni nemocny)

je jev opacny k jevu B, a tedy plati P(B’') =1— P(B).
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S podminénou pravdépodobnosti souvisi pojem nezdvislost jevi, tzn. Ze nastani jednoho jevu

nema vliv na nastani nebo nenastani druhého jevu.

Véta A.2.1. ([4], s. 15)[Véta o nasobeni pravdépodobnosti.] Necht' A, B jsou dva nezavislé

jevy, pak pro pravdépodobnost jejich sou¢asného nastani plati

P(ANB) = P(A) - P(B). (A.2)

Jsou-li tedy jevy A, B nezavislé, pak dosazenim rovnosti (A.2) do vzorce pro vypocet podmi-

néné pravdépodobnosti (A1) ziskdme:

Pl = T8 - POPE)  pa)

Plati tedy, Ze podminénd pravdépodobnost vzhledem k nezavislému jevu se rovnd nepodminéné
pravdépodobnosti. 4

Ze vzorce pro podminénou pravdépodobnost si vyjadiime P(A N B) nésledujicim zpi-
sobem:

P(ANB) = P(A|B)P(B). (A3)

Pokud budeme chtit vyjadfit pravdépodobnost jevu B za podminky nastoupeni jevu A, zaméni-

me ve vzorci pro podminénou pravdépodobnost (A.1) jevy Aa B

P(ANnB
P(B|A) = %, P(A) > 0. (A4)
Rovnost (2.3) dosadime do vzorce (A.4)
Poia) = I Py > 08

¢imz jsme ziskali tzv. Bayesuv vzorec pro dvojici jevd, ktery uddva jak podminénd pravdé-

podobnost néjakého jevu souvisi s opa¢nou podminénou pravdépodobnosti.

Véta A.2.2. ([3]], s. 31)[Bayesuv vzorec.] Méjme dva ndhodné jevy A a B s pravdépodobnostmi
P(A)a P(B), P(B) > 0, potom plati

P(A[B)P(B)

P(BIA) = = pr

(A.5)
kde P(A|B) je podminéna pravdépodobnost jevu A za predpokladu, Ze nastal jev B.
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Véta A.2.3. ([3]], s. 29)[O dpIné pravdépodobnosti.] Necht' B, C' jsou dva jevy, které se
navzdjem vylucuji, pfi¢emzZ jeden z nich nutné nastavd. Potom pro libovolny jev A plati

A= ANBUANC, pak pravdépodobnost P(A) lze vyjadiit

P(A) = P(B)P(A|B) + P(C)P(A|C). (A.6)

Bayestv vzorec (A.9) lze déle upravit dosazenim vzorce (A.6) do jmenovatele za P(A):

A[B)P(B) _ P(A[B)P(B) 5
P(A) P(B)P(A|B) + P(C)P(A|C)

pBla) = 2L (A7)

A.3 Lékarska diagnostika

A.3.1 Princip statistického vyhodnocovani diagnostickych testi

V tvodu ¢lanku jsme se dozvédéli, Ze podminénd pravdépodobnost se v 1€kafstvi uplatiiuje pii
statistickém vyhodnocovani spravnosti diagnostickych testu. Diagnosticky test je vlastné
urcitd specidlni metoda pomadhajici s urcitou pravdépodobnosti zjistit, zda pacient m4, resp.

nemad, zjiStovanou nemoc nebo urcitou latku v téle.

Test v 1ékatské diagnostice mize piedstavovat nejen urcitou laboratorni metodu, napf. histo-
logické vySetfeni, ale 1 napft. ultrazvukové vySetfeni. Mezi diagnostické testy patii také testy
volné zakoupitelné v 1ékdrné jako napt. t€hotensky test nebo test potravinové intolerance. Na

trhu existuje takovychto riznych testi nepieberné mnoZzstvi

(viz napt. www.prozdravi.cz/diagnosticke-testy).

Pozadavky na diagnostické testy jsou, aby byly jednoduché, snadno a rychle proveditelné,

finan¢né pfili§ nendkladné a také neSkodné a bezbolestné. 121

Nyni si ukdzeme, jak se provadi statistické vyhodnocovani spravnosti diagnostického testu a

co vSe je k tomu potieba znat.

Kazdy diagnosticky test md dva mozné vysledky, jednd se vlastné o dvojici opacnych a tedy i

navzajem neslucitelnych jevi. Nazyvame je:
e pozitivni vysledek, ozn. A™,

¢ negativni vysledek, ozn. A~



Dale je dulezitd také skute¢nd pfitomnost nemoci, coZ jsou opét dva opa¢né navzajem neslu-

c¢itelné jevy nazyvané:

e nemoc je pritomna, ozn. H*,

e nemoc nenf p¥itomna, ozn. H—. 12!

Diagnostické schopnosti testu jsou pii vyhodnocovani provérovany proti skuteCnému stavu
testovanych osob, kde se proti sobé srovnavaji pravé pozitivni (resp. negativni) vysledky
testu a prokazatelné zjiSténd pritomnost (resp. nepiitomnost) nemoci nebo latky. Pro takovéto
vyhodnocovani je zavedeno nékolik ukazatelii spravnosti (validity) pfedstavujicich Ciselné

ohodnoceni testu ve vztahu k jeho chybovosti. Piedstavime si Ctyfi nejzakladnéj$i z nich. 12l

Prvni dva ukazatele spravnosti diagnostickych testd jsou tzv. senzitivita testu (schopnost testu
rozpoznat nemocné osoby) a specificita testu (schopnost testu rozpoznat osoby bez nemoci).

Tyto ukazatele definujeme pomoci podminéné pravdépodobnosti:

e senzitivita testu je pravdépodobnost, Ze test bude pozitivni, kdyZ je osoba skute¢né

nemocna, tj. P(AT|H™"),

e specificita testu je pravdépodobnost, Ze test bude negativni, kdyZ je osoba zdrava, tj.

P(A-|H™). 12

S pojmy senzitivita a specificita se miZete bézné setkat v pfibalovém letdku u volné zakoupi-
telnych testl, nebo v popisu testu v internetové lékarné
Druhé dva ukazatele spravnosti diagnostickych testl jsou tzv. prediktivni hodnoty, které stejné

jako predchozi ukazatele definujeme pomoci podminéné pravdépodobnosti:

e prediktivni hodnota pozitivniho testu je pravdépodobnost, Ze osoba skute¢né je ne-

mocnd, kdyZ test vyjde pozitivni, tj. P(HT|A"),

o prediktivni hodnota negativniho testu je pravdépodobnost, Ze osoba skutecné neni

nemocnd, kdyz test vyjde negativni, tj. P(H~|A™). 12l

Tabulka (A.I) objasiiuje, jak lze ze zjiSt€nych dat spocitat hodnotu zminénych ukazateli
spravnosti (jedna se vlastné o vypocitani podminéné pravdépodobnosti na zaklad€ danych jeva

— vysledkd testu, a skute¢né ovéfené piitomnosti nemoci):
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ovéieni pritomnosti nemoci / latky

yysledekaestu pritomna (H*) nepritomna (H) gl

pozitivai (A7) a b atb

negativni (A°) c d c+d
celkem atc b+d atb+c+d

Tab. A.1: Obecna tabulka zjiSténych hodnot diagnostického testu.

Z tabulky (A1) je zfejmé, Ze a je pocCet lidi s pozitivnim vysledkem testu, u nichZ je nemoc
pritomna, b je pocet lidi s negativnim vysledkem, u nichz je nemoc nepiitomna, c je pocet lidi
s negativnim vysledkem, u nichZ je nemoc pfitomna a d je pocet lidi s pozitivnim vysledkem,

u nichZ je nemoc nepfitomna.

Hodnoty ukazateld v procentech se poté urcuji pomoci podminéné pravdépodobnosti jako:

P(ATH) = 2 100,

a-+c

d
P(AT|H) = —— 1
(ATJH) = 5100,
P(H*|AY) = -2 . 100
(H7 A7) = 100,
P 1A =~ 1001

c+d '

V nésledujicim jednoduchém piikladu si ukazeme ur¢eni ukazatelli spravnosti diagnostickych

testu.

Priklad A.3.1. Vypoditejte senzitivitu, specificitu a prediktivni hodnoty hypotetického testu
na zjis$téni rakoviny na zdkladné hodnot uvedenych v tabulce (??). Jev A" znadi, Ze ndhodné
vybrany pacient je pozitivni na rakovinu a opacny jev A~, Ze osoba je negativni na rakovinu.
Jev H" znadli, Ze je rakovina u pacienta skute¢né pfitomna a opaény jev H~, Ze je rakovina
nepritomna. Urcete, zda je test pfesny (jako presny test zde budeme povazovat test s hodnotami
vy$§imi nez 80 %).

Resent:

Z tabulky (A.2) nejprve vypocitime senzitivitu a specificitu testu:

4
P(AY|HY) = 5—; -100=90,4%,  P(A"|H™) = % -100 = 90,5 %,

poté hodnotu pozitivniho a negativniho testu:

4
P(HY|AY) = 5—I 100 =92,2%,  P(H |A) = i—i -100 = 88,4 %.
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. ovéreni pritomnosti rakovin
vysledek testu pFitomna (I]-)F) nepfitt)nzntty(H') celkem
pozitivni (4*) 47 4 51
negativni (A) S 38 43
celkem 52 42 94

Tab. A.2: ZjiSténé hodnoty hypotetického testu na urceni rakoviny.

Vidime, Ze dany test je pomérné kvalitni a piesny, nebot’ se hodnoty ukazateli pohybuji nad
80 %. Pravdépodobnost, Ze je pacient skute¢né nemocny, kdyZ mu test vyjde pozitivni, je

dokonce 92,2 %.

Senzitivita a specificita jsou predevs§im populacni ukazatele, protoZe se zjistuji na zdkladé zna-
losti skute¢né piitomnosti (resp. nepfitomnosti) onemocnéni u urcitého souboru lidi. Zajimaji
zejména lékare, ktef je pak mohou pouzit pro porovnani diagnostické spravnosti dvou riznych
testdl. U konkrétniho pacienta, ktery piijde do ordinace s vysledky testu, skute¢nou pfitomnost

(resp. nepritomnost) nemoci lékaf nezna. 121

Pro pacienty jsou zajimavéjsi ukazatele prediktivni hodnoty, které vychdzeji z urcitého vysledku
jejich testu, a které v pripadé, Ze jejich vlastni test vySel pozitivné (resp. negativné), urcuji s

jakou pravdépodobnosti danou nemoc skute¢né maji (resp. nemaji). 12l

Stejné tak jako v jinych statistickych metodach, i u té€chto testti zvysuje jejich kvalitu dostate¢na
velikost experimentédlniho vzorku (tj. velikost souboru testovanych lidi). Pokud by byl tento
soubor maly, poroste pravdépodobnost, Ze néktefi specificti pacienti nebudou zachyceni a

odhady specificity a senzitivity budou zkreslené. 121

Mezni hodnoty senzitivity a specificity urCujici, zda je dany test kvalitni, resp. kvalitnéjsi nez
jiné testy, které jsou aktudlné dostupné, se urcuji obtiZné. Zavisi totiZ na mife pozndni dané
oblasti a na dosazitelné spravnosti dostupnych testd. V nékteré oblasti mohou byt hodnoty nad
60 % vitdzstvim, v jiné se diagnostika bliZ{ v obou ukazatelich hodnot& 100 %. 4

V dal$im piikladu budeme porovnavat dva t€hotenské testy. Téhotenské testy funguji na prin-
cipu zjiSténi pritomnosti hormonu gonadotropinu v mo¢i nebo v krevnim séru. Gonadotropin
je produkovan burikami vyvijejici se placenty a jeho koncentrace v moci ¢i krvi v prvnich

tydnech po otéhotnéni vyrazné stoupd témét kazdym dnem.
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Priklad A.3.2. Dva hypotetické téhotenské testy — Mimicheck a Pregnus — na svém obalu
tvrdi, Ze jsou nejlep$im voln& dostupnym t&hotenskym testem. Ukolem je urdit, ktery z nich je
lepsi (). spocitat a porovnat ukazatele spravnosti).

K dispozici jsou vysledky obou téchto testll a vysledky ovéfeni t€hotenstvi, které byly zjisto-
vany na stejném souboru 200 Zen (z toho 66 Zen bylo 1ékaiskym vySetfenim ovéfeno jako

skute¢né t€hotnych), zanesenych v tabulkdch (A.3):

vysledek testu ovéreni skutecného téhotenstvi celkem
Mimicheck tehotnd (H*) nenti t¢hotnd (H")
pozitivai (A*) 63 4 67
negativni (4) 3 130 133
celkem 66 134 200
vysledek testu ovéieni skutecného téhotenstvi Ik
Pregnus tehotnd (H*) nent t¢hotnd (H") cefiem
pozitivni (A*) 60 2 62
negativni (A) 6 132 138
celkem 66 134 200

Tab. A.3: ZjiSténé hodnoty pro Mimicheck a Pregnus.

Reseni:

Nejdiive vyhodnotime Mimitest:

63
e senzitivita ... P(AT|HT) = e 100 = 95,5 %

130
e specificita... P(A"|H™) = Tl 100 =97 %

63
e prediktivni hodnota pozitivniho testu ... P(HT|A1) = & 100 =94 %

130
e prediktivni hodnota negativniho testu ... P(H~|A™) = — - 100 =97,7 %

133

Poté vyhodnotime Pregnus:

60
e senzitivita ... P(AT|HT) = i 100 = 90,9 %
o R 132 )
e specificita... P(A"|H™) = 51 100 =98,5 %
e, . 60 .
e prediktivni hodnota pozitivniho testu ... P(H1|AT) = 5 100 = 96,8 %
e . A 132 .
e prediktivni hodnota negativniho testu ... P(H|A™) = Tl 100 =95,7 %
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Porovndnim obou testl zjiStujeme, Ze oba testy vykazuji vysoké pravdépodobnosti a jsou
tedy oba pomérné kvalitni. Mimitest ma o néco vySs§i senzitivitu, to znamend, Ze s Vetsi
pravdépodobnosti rozpozna skute¢né téhotné Zeny. Pregnus ma zase o 1,5 % specificitu, coz
znamend, Ze je o néco citlivéjs$i na vylouceni Zen, které nejsou téhotné. Navic Mimitest vykazuje

vétsi pravdépodobnost, Ze je Zena skute¢né téhotnd, kdyZ test vyjde pozitivni, coz je vétSinou

hledisko, které nejvice zajima pravé Zeny provadéjici t€hotenské testy.

Pozndmka: Ve skutecnosti piibalové letdky téhotenskych testii uvddéji az 100 % hodnoty sen-
zitivity a specificity. V zaddni predchoziho prikladu byly hodnoty zdmérné sniZeny, aby bylo

moZné testy porovnat.

A.3.2 Vliv prevalence na prediktivni hodnoty testu

Prediktivni hodnoty pozitivniho a negativniho testu mj. izce souvisi s prevalenc urcité sledo-
vané nemoci (nebo obecné néjakého defektu) v dané populaci. V urcitém casovém okamziku,
lze prevalenci vyjadfit jako procento pacientli se sledovanou nemoci urcené ze vSech osob v

dané populaci. 12l

Jak moc mohou prediktivni hodnoty zédviset na velikosti prevalence si ukdZeme na feSeném
prikladu se zdmérné vybranymi dvéma populacemi s extrémné rozdilnymi po¢ty nemocnych
jedinct.

Nez se za¢neme zabyvat piikladem, musime si vyjadrit prediktivni hodnoty pomoci prevalence.
Ozname prevalenci jako P(H ™), tj. pravdépodobnost, Ze ur¢itd osoba je skute¢né nemocnd (v
dany okamzZik a v dané populaci)aplati 1 — P(H ") = P(H ), kde P(H ") je pravdépodobnost,
Ze urcitd osoba neni nemocnd. Prediktivni hodnoty si nyni vyjddiime pomoci upraveného
Bayesova vzorce s tplnou pravdépodobnosti a pomoci hodnot senzitivity a specificity :

PAT|HT)P(HT)
(A*[HF)P(H*) + P(A*[H=)P(H~)’

P(HY|AT) = -

P(A™|H™)P(H™)
(AZ[H=)P(H™) + P(A~|HT)P(H*)

P(HT|AT) = 5

Piiklad A.3.3. Ukolem je uréit a porovnat pozitivni a negativni prediktivni hodnoty hypote-

tického testu na zjisténi HIV pozitivity, u kterého je vyrobcem garantovdna senzitivita 98 %

'Prevalence je pocet existujicich nemoci &i zdravotnich problémi ve vybrané populaci k urcitému datu.



a specificita 99 % pro populaci Lesotha, kde se k 1. 1. 2017 vyskytuje 25 % HIV pozitiv-
nich a poté pro populaci Ceské republiky, kde se k 1. 1. 2017 vyskytuje pouze 0,03 % HIV
pozitivnich.

Reseni:

Nejprve budeme uvazovat populaci Lesotha s relativné vysokou prevalenci HIV pozitivity:

o P(H")=0,25:

0,98-0,25

P(H"|AY) = 2 = 0,970

(HT]AT) 0,98-0,25+ (1—0,99)-(1—0,25)
e 0,99 (1—0,25) .

P(H A7) = = 0,993

(H7]47) 0,99-(1—0,25)+ (1—0,98)-0,25

A poté populaci Ceské republiky s relativné nizkou prevalenci HIV poxzitivity:

e P(H*) =0,0003:

P(HHA) = 0,98 - 0,0003 - 002
0,98 - 0,0003 + (1 —0,99) - (1 — 0, 0003)
L 0,99 (1 — 0,0003) .
P(H|A7) = =0,999.
(H7]47) 0,99 (1 —0,0003) + (1 —0,98)-0,0003

Je patrné, Ze v populaci s relativné vysokou prevalenci HIV pozitivity m4 kvalitni test vysokou
pozitivni i negativni prediktivni hodnotu, tj. osoby s pozitivnim (resp. negativnim) testem maji

vysokou pravdépodobnost, Ze jsou skute¢né HIV pozitivni (resp. negativni).

Ovsem v populaci s nizkou prevalenci HIV pozitivity, mé kvalitn{ test sice vysokou negativni
prediktivni hodnotu — na 99,9 % jsou osoby s negativnim vysledkem testu opravdu HIV
negativni, ale relativné€ nizkou pozitivni prediktivni hodnotu — pouze na 2,9 % jsou osoby s

pozitivnim testem skute¢né HIV pozitivni.

Kvalita testu dand vysokou senzitivitou a specificitou je tedy velice relativni a hodné zalezi na

velikosti prevalence uvazované nemoci v této populaci.
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A.4 Navrh pracovniho listu

Téma: Podminéna pravdépodobnost v 1ékarské diagnostice

Jméno a tfida: Datum:

Priklad ¢. 1 Hypoteticky drogovy test D7 slouzi pro kvalitativni stanoveni drogovych me-
tabolitti v lidské moci. Jedna z testem detekovanych latek je THC (Tetrahydrocannabinol,
coz je hlavni psychoaktivni litka nachazejici se v konopi, mj. pochdzi z drog marihuana a
hasis). Detekéni mez uvedend vyrobcem je pro THC-kannabinol, 11-nor-8-THC-9-COOH a
11-nor-9-THC-COOH je 50 ng/ml. Vyrobce uddva 92,8 % specificitu a 95 % senzitivitu.

Vysvétli pomoci pravdépodobnosti, co znamena specificita a senzitivita na tomto konkrét-

nim diagnostickém testu: ........... ... ...

Na zakladé udanych hodnot senzitivity a specificity rozhodni, zda je mozné test pokladat

za kvalitni a Presny: . .......... .. i

Priklad ¢. 2 Hypoteticky samodiagnosticky test potravinové intolerance AlergSeeker je vel-
mi jednoduchy a rychly. Testovaci polozka s nanesenymi potravinovymi extrakty béhem 40
minut ukaZe, na kterou z potravin ma ¢lovék vytvorené protilatky (tj. je alergicky). Staci k
tomu pouze mald kapicka krve ze SpiCky prstu, kterd se rozpusti v roztoku. Tak Ize identifikovat
pritomnost protilatek na jednu ¢i vice potravin v zavislosti na vyskytu modfe zbarvenych bodia
na reakéni podloZce. Mezi testované potraviny patii obiloviny, luSténiny, ofechy, maso a
ryby, zelenina a ovoce, vejce, kravské mléko aj. V nasledujici tabulce jsou uvedeny zjiSténé
hodnoty pro testovani pfitomnosti protilatek na laktézu v kravském mléce a na gluten (lepek)

v obilovindch. Obé testovani byla provedena na souboru 300 lidi.
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vysledek testu ovéieni skute¢né intolerance Ik
(Iaktéza) piit. protildtek (H') | nept. protilitek (H) cefem
pozitivni (A*) 44 1 45
negativni (A7) 1 254 255
celkem 45 255 300
vysledek testu ovéreni skutené intolerance Ik
(lepek) prit. protildtek (H*) | nepi. protildtek (H*) cefem
pozitivni (A*) 19 0 19
negativni (A>) 2 279 281
celkem 21 279 300

Vypocditej vSechny ukazatele spravnosti u obou testovani a porovnej prediktivni hod-
notu pozitivniho testu (pravdépodobnost, Ze osoba je skutec¢né alergicka, kdyz test vyjde
pozitivni) pri zjiStovani pritomnosti protilatek na kravské mléko a na lepek.

Priklad €. 3 'V nasledujici tabulce jsou uvedeny Ctyfi neinvazivni zatéZové kardiotesty, coz
jsou testy ¢innosti srdce. Neinvazivni znamend, Ze se pii jejich provadéni nezasahuje dovnitf
organismu. Doplil chybéjici data v tabulce a na zakladé senzitivity a specificity porovnej

kvalitu téchto testu.
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N pocet e ) senzitivita specificita
druh testu Dithtn zjistéené hodnoty (%) (%)
. ovéfeni piitomnosti nemoci
vysledek testu = I — T
1. zatéiova EKG 11671 pritomna (H”) nepr zromn_cr (H) 71,2
pozitivai (A7) 2345
negativni (47) 1047 5790
. ovéieni pfitomnosti nemoci
vysledek testu = = = z
2. zaté¥ovy SPECT 3343 ? ‘ pritomna (H”) nepritomna (H)
pozitivii (47) 1024 641
negativni (47) 433 1245
wsledek tost ovéreni piitomnosti nemoci
3. zatez?\'a e pritomna (H') nepritomma (H) 74,2
echokardiografie pozitivai (A7) 360
negativni (47) 59 224
) vosledek testu overeni pritomnosti nemoci
4 zatéZova magneticka o7 S pritomna (H”) nepritomma (H) 90.2 852
. - P — 4 D, &
[CZOIHIICE pozitivni (A7) 294
negativni (A7) 271
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A.5 Autorské resSeni pracovniho listu

Piiklad ¢. 1 Senzitivita drogového testu 92, 8 % znamena pravdépodobnost 0, 928, Ze tento
test bude pozitivni, kdyZ ma osoba provadéjici test skutecné v téle takové mnozstvi THC, které
je test schopny detekovat. Specificita drogového testu 95 % znamend pravdépodobnost 0, 95,
Ze tento test bude negativni, kdyZ nema osoba provadéjici test v té€le Zzidné mnozstvi THC nebo

kdyz ma v téle niz§i mnozstvi THC, nez je test schopny detekovat.

Na zdklad€ hodnot senzitivity a specificity, které jsou vyssi nez 90 %, lze usoudit, Ze je test

relativné kvalitni a presny.

Priklad ¢. 2 Intolerance laktézy: P(AT|H") =97,8 %, P(A~|H~) =99,6 %, P(H"|A")
= 97,8 %, P(H~|A™) = 99,6 %.

Intolerance lepku: P(AT|H') = 90,5 %, P(A"|H™) =
P(H |A) =99,3 %.

100 %, P(H*|A*) = 100 %,

Test vykazuje u zjiStovani intolerance laktézy i lepku vysoké hodnoty. Prediktivni hodnota

pozitivniho testu je vySSi u zjiStovani alergie na lepek (100 %).

Priklad ¢. 3 Hodnoty lze snadno dopocitat z definic senzitivity a specificity.

) pocet sy : senzitivita specificita
druh testu s zjisténé hodnoty (%) (%)
wsledek testu ovéfeni piitomnosti nemoci
1 zaté¥ova EKG 11671 2 S piitomna (H') mepfz’ramn_a (H) 70,4 71,2
pozitivni (A7) 2489 2345
negativit (47) 1047 5790
Wledek testu ovéieni piitomnosti nemoci
2. zatéiovy SPECT 3343 o7 it piitomna (H') nepi'i tomna (H) 70,3 66
pozitivni (A7) 1024 641
negativni (47) 433 1245
ledek testu ovefeni piitomnosti nemoci
3 zatezova 721 o7 e pritomna (H') neptitomna (H') 86 742
N ardi > = - =
echokardiografie pozitivai (47) 360 78
negativnt (4°) 59 224
L L wsledek testu ovéieni piitomnosti nemoci
4 zatéZova magneticka 644 L N piitomna (H') nepritorma (H') 90.2 852
. o P "= ~y <
rezonance pozitivni (A7) 294 47
negativnt (4°) 32 271

Jako nejméné kvalitni zat€zovy kardiotest se jevi SPECT, naopak jako nejvice kvalitni se jevi

magnetickd rezonance.
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A.6 Zavér

V tvodu ¢tendr zjistil predevsim to, Ze podminéna pravdépodobnost ma Siroké uplatnéni v
1ékatské diagnostice a Ze aplikace podminéné pravdépodobnosti pii ovéfovani diagnostickych
testli Ize vhodné pouZzit jak v hodindch stiedoskolské matematiky, tak i biologie.

V druhé casti ¢lanku se Ctendf stru¢né sezndmil s teorii podminéné pravdépodobnosti a s
Bayesovym vzorcem.

V tieti ¢asti bylo Ctendfi nejprve vysvétleno, co je to diagnosticky test, jaké jsou jeho ukazatele
spravnosti a na feSenych piikladech mu byl pfedstaven princip vyhodnocovani téchto testt.
Poté se dozvédél, Ze senzitivita a specificita jsou charakteristiky samotného diagnostického
testu, ale prediktivni hodnoty jsou velmi ovlivnény prevalenci — tj. tim, jak ¢asto se nemoc
vyskytuje v populaci v ur¢itém okamziku, coz bylo demonstrovdno na poslednim piikladu této
¢asti.

Posledni ¢ast s ndvrhem pracovniho listu a jeho feSenim ndm nabidla ¢tenéti dalsi dlohy pro

procvi¢eni dané problematiky.

K napsani ¢lanku byl pouZzit sdzeci systém I£TEX.
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