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Abstrakt

Bakalá°ská práce se zabývá °e²ením matematických her ur£ených pro ºáky druhého

stupn¥ základních ²kol (v£etn¥ slovních a geometrických her a her na odebírání

p°edm¥t·). Jejím cílem bylo nalezení vít¥zných strategií hrá£· a jejich srozumitelné

vysv¥tlení. Sou£ástí práce jsou i obrázky znázor¬ující vít¥zné tahy v jednotlivých

hrách.

Abstract

The bachelor thesis is concerned with solutions of mathematical games intended

for students of upper primary school (including verbal and geometric games and ga-

mes focused on withdrawing objects). Its aim was �nding winning strategies of pla-

yers and their understandable explanation. The thesis also contains illustrations

of winning moves in particular games.
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1 Úvod

Cílem této bakalá°ské práce je p°edstavit £tená°·m výb¥r matematických her, se

zvlá²tním d·razem na hry kombinatorické. Mým zám¥rem je uvést n¥kolik skupin her

nejr·zn¥j²ích typ·, z nichº u kaºdé jednotlivé uvedu krom¥ zadání a pravidel i postup

k nalezení vít¥zné strategie a její podrobné rozpracování. Jedná se o matematické

hry, které jsou podle mého názoru vhodné pro vyuºití na druhém stupni základních

²kol nebo gymnázií jako dopln¥k v hodinách matematiky. Z této práce mohou £erpat

inspiraci nejen u£itelé matematiky, ale i dosp¥lí £tená°i, kte°í se zajímají o logické

matematické hry.

První kapitola práce se zabývá obecnou teorií matematických her. De�nujeme

si, co je to hra, a p°edstavíme si její základní funkce. Podíváme se, jak na teorii her

z hlediska matematiky nahlíºejí r·zní auto°i, vysv¥tlíme si, jak vypadá kombinato-

rická hra, a uvedeme n¥které základní pojmy z teorie her.

Ve druhé kapitole se budeme v¥novat dv¥ma slovním hrám, které nejsou p°íli²

obtíºné a nepot°ebujeme k nim ºádné pom·cky. Trvají pom¥rn¥ krátce, jsou vhodné

pro získání pozornosti d¥tí (nap°. na za£átku hodiny).

Nejobsáhlej²í t°etí kapitola obsahuje hry s odebíráním p°edm¥t·, mezi n¥º pat°í

celá °ada zajímavých kombinatorických her. Uvedeme si zde hry od jednodu²²ích

aº po sloºit¥j²í. U v²ech her detailn¥ rozpracujeme jejich vít¥zné strategie, které

jsou snáze pochopitelné i díky p°iloºeným obrázk·m.

Následující kapitola se v¥nuje geometrickým hrám. Do této kapitoly jsou za°azeny

dv¥ hry, které se hrají na £tvere£kových hracích polích.

V poslední kapitole na £tená°e £eká op¥t jiná hra, která tematicky nespadá

do ºádné z p°edchozích kapitol. Jedná se o nenáro£nou hru zaloºenou na p°e²kr-

távání kole£ek v °ad¥.

Obrázky do této práce byly vytvo°eny v programech CorelDRAW a GeoGebra

Classic a celá práce je zpracována v popisovacím jazyce LATEX v programu TEXmaker.
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2 Základní pojmy

Nejprve je pot°eba si ujasnit jednotlivé pojmy týkající se teorie her, které se budou

v textu dále vyskytovat. �ekneme si, co je to hra a jaké má funkce, jak vypadá

kombinatorická hra, a také se dozvíme n¥co o strategiích hrá£· a o metodách hledání

t¥chto strategií.

2.1 Hra a její funkce

Hru lze obecn¥ ozna£it jako �soubor seberealiza£ních aktivit jedinc· nebo skupin,

které jsou vázány danými smluvenými pravidly a jejichº primárním zájmem není

materiální zájem £i uºitek� (Vali²ová, Valenta 2011, s. 209). Hru je tedy moºné

chápat jako jakousi formu zábavy mezi n¥kolika hrá£i, kte°í dodrºují pravidla hry.

A jako zábavné mohou slouºit i matematické hry.

Podle Vávrové a kol. (2006, s. 2-3) mají hry £ty°i základní funkce - motiva£ní,

instrumentální, diagnostickou a existenciální. Motiva£ní funkce se u ºák· projevuje

obvykle nejprve v podob¥ vn¥j²í motivace (nap°. radost z rychlej²ího °e²ení, neº bylo

°e²ení spoluhrá£e). Postupn¥ se u ºák· m·ºe objevit i vnit°ní motivace, tj. zájem

o nalezení °e²ení, o nabytí nových dovedností. Instrumentální funkce popisuje získá-

vání zku²eností b¥hem hry a jejich následnou �xaci. Ve chvíli, kdy je ºák schopen

kriticky posoudit, v £em se b¥hem hry jeho schopnosti rozvinuly a kde naopak má

je²t¥ prostor pro zlep²ení, hovo°íme o diagnostické funkci hry. Existenciální funkce

hry se pak vyzna£uje nap°. rozvojem ºákovy osobnosti a tvo°ivosti nebo p°ijmu-

tím nových sociálních norem. Uplatn¥ní v²ech t¥chto funkcí lze pozorovat i u hrá£·

hrajících matematické hry uvedené v této práci.
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2.2 Teorie her, kombinatorické hry

Teorie her z matematického hlediska je podle Gatiala, Hechta a Hejného (1982, s. 3)

�teorií matematických model·, slouºících k hledání optimálních °e²ení v závislosti

od kon�iktních situací.� Kon�iktem se podle nich rozumí �situace, ve které je moºné

zjistit, kdo a jak se v ní ú£astní a jaká je moºná volba postupu.�

Podobn¥ popisuje teorii her i Chvoj (2013, s. 15), podle n¥hoº ji �lze chápat jako

m·stek mezi reálnými kaºdodenními problémy, ve kterých je pot°eba u£init n¥jaké

rozhodnutí, a teoretickou matematikou.� Tato rozhodnutí p°irovnává nap°. ke sporu

dvou sourozenc·, kdo ud¥lá domácí práce. Teorie her se tedy vyskytuje v na²em

b¥ºném ºivot¥ denn¥, v okamºicích, kdy se rozhodujeme pro vhodnou strategii °e²ení

dané situace.

V této práci se budeme v¥novat hlavn¥ kombinatorickým hrám. Pro ty platí,

ºe je obvykle hrají dva hrá£i proti sob¥. Zárove¬ neobsahují ºádné náhodné jevy

a nejsou v nich moºné ani skryté tahy. Hrá£i se v tazích pravideln¥ st°ídají, jejich

tahy jednozna£n¥ ur£ují pravidla hry. Hra kon£í výhrou £i prohrou jednoho z hrá£·,

nebo p°ípadn¥ i remízou. Také platí, ºe kombinatorické hry mají kone£ný po£et tah·.

2.3 Strategie a pozice hrá£·

Nyní je je²t¥ d·leºité si °íci n¥co o strategiích, nebo´ tento pojem se bude v textu

£asto vyskytovat. Skálová (2014, s. 13) popisuje strategii hrá£e jako �soubor rozhod-

nutí, jaké tahy volit v jednotlivých pozicích hry� . Dodává, ºe �p°esn¥ji lze de�novat

strategii jako funkci, která kaºdé moºné pozici p°i°adí tah hrá£e� .

Hra m·ºe dopadnout vít¥zstvím jednoho hrá£e a prohrou druhého, £i naopak.

Také m·ºe skon£it remízou, tzn. ani jeden z hrá£· nebude vít¥z nebo prohráva-

jící. Vít¥zná strategie hrá£e vede k jeho jednozna£nému vít¥zství nad protihrá£em.

Vedle toho existuje je²t¥ pojem neprohrávající strategie hrá£e, která mu zaru£uje,

ºe nad svým soupe°em neprohraje. Hrá£ s takovouto strategií tedy m·ºe pouze re-

mizovat nebo vyhrát.

Pro jednotlivé strategie hrá£· se pak de�nují i jejich pozice v kone£né h°e. Vyhrá-
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vající pozice hrá£e ho dovede k výh°e, naopak hrá£ v prohrávající pozici hru se svým

protihrá£em nutn¥ prohraje, nezm¥ní-li se jejich pozice. Také se rozli²ují neprohráva-

jící a nevyhrávající pozice. Ty hrá£·m podle svého názvu zaru£ují v neprohrávající

pozici remízu nebo výhru, v nevyhrávající pozici remízu nebo prohru.

U v²ech her budeme p°edpokládat racionálnost obou hrá£·, tzn. ºe si vºdy zvolí

takovou strategii, která je v¥dom¥ nedovede k proh°e.

2.4 Hledání vít¥zných strategií

P°i hledání vít¥zných strategií budeme u v¥t²iny her pouºívat zp¥tný rozbor. Bu-

deme postupovat odzadu, tedy od posledního kola hry, kdy si rozebereme, který hrá£

v jakých pozicích vyhrává, a postupn¥ budeme zji²´ovat, jaké tahy t¥mto pozicím

p°edcházely, dokud nedojdeme na úplný za£átek hry k prvním tah·m obou hrá£·.

Tato metoda je intuitivní. V posledním kole bývají hry jednodu²²í neº na za£átku,

a m·ºeme si tak tahy hrá£· snadno p°edstavit.

Krom¥ zp¥tného rozboru vyuºijeme i techniku symetrie. Skálová (2014, s. 19)

pouºívá tuto techniku �ve hrách, které jsou ur£itým zp·sobem symetrické - umoº¬ují

hrá£i kopírovat soupe°ovy tahy� . Základní my²lenku této techniky popisuje slovy

�dokud m·ºe hrát soupe°, mohu i já� .

Abychom ve hrách rozli²ili za£ínajícího a druhého hrá£e, ozna£íme si je - za£í-

najícího hrá£e A a druhého hrá£e B. V n¥kterých kapitolách bude rovn¥º pot°eba

barevné rozli²ení hrá£· v obrázcích, proto se nyní dohodn¥me, ºe pro za£ínajícího

hrá£e A budeme pouºívat vºdy £ervenou barvu a pro druhého hrá£e B zelenou barvu.
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3 Slovní hry

V této kapitole najdeme n¥kolik slovních her, které nejsou p°íli² náro£né na pam¥´

a je moºné je hrát bez jakýchkoli pom·cek.

3.1 Kdo d°ív °ekne 100?

Zadání:

Hrá£ °ekne libovolné p°irozené £íslo od 1 do 10. Druhý hrá£ k tomuto oznáme-

nému £íslu p°i£te dal²í libovolné £íslo od 1 do 10 a oznámí jejich spole£ný sou£et.

Takto se hrá£i pravideln¥ st°ídají. Vyhrává hrá£, který bude mít sou£et 100.

Vít¥zná strategie:

P°i hledání vhodné vít¥zné strategie poºijeme metodu zp¥tného rozboru, budeme

se tedy nejprve zabývat podobou hry v posledním kole. Aby hrá£ A vyhrál a v po-

sledním kole oznámil dosaºený sou£et 100, musí v p°edchozím kole mít sou£et 89.

A´ totiº hrá£ B p°i£te k £íslu 89 jakékoli £íslo od 1 do 10, jeho nejvy²²í sou£et bude

moci být 99, a tak si hrá£ A zajistí je²t¥ jedno moºné £íslo k p°i£tení a tím pádem

i jistotu, ºe zvít¥zí. To nám znázor¬uje obr. 3.1.

Obrázek 3.1: Vyhrávající pozice hrá£e A v posledním kole hry

Kdyby hrá£ A nem¥l sou£et 89, ale nap°. jen 88, uº by nem¥l zaji²t¥nou jistou

výhru. Hrá£ B by totiº mohl k £íslu 88 p°i£íst jen 1, dostal by se na sou£et 89 a sám

by se tak ocitl ve vyhrávající pozici. Tuto moºnost vidíme znázorn¥nou na obr. 3.2.
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Obrázek 3.2: P°íklad prohrávající pozice hrá£e A v posledním kole hry

Z toho je patrné, ºe hrá£Amusí mít v p°edposledním kole sou£et p°esn¥ 89, aby m¥l

zaji²t¥né vít¥zství. Pouºitím tohoto principu musí mít hrá£ A v p°edchozím tahu

sou£et 78, coº je znázorn¥no na obr. 3.3.

Obrázek 3.3: Vyhrávající pozice hrá£e A v p°edposledním kole hry

Je²t¥ p°edtím musí mít hrá£ A sou£et 67, p°edtím 56 atd. V²imn¥me si, ºe vyhrá-

vající pozice sou£t· jsou £leny aritmetické posloupnosti s diferencí 11, coº je o 1 v¥t²í,

neº nejvy²²í moºné £íslo, jaké m·ºeme k protihrá£ovu sou£tu p°i£íst. Dojdeme-li

aº úpln¥ na za£átek hry, v prvním kole musí hrá£ A °íct £íslo 1. Tak si zajistí,

ºe ve svém dal²ím tahu bude moci mít sou£et 12, nebo´ hrá£ B m·ºe oznámit jako

sv·j sou£et v prvním kole nejvý²e £íslo 11. Tuto po£áte£ní vít¥znou strategii za£í-

najícího hrá£e vidíme na obr. 3.4.

Pokud ná² protihrá£ nezná tuto vít¥znou strategii, m·ºeme na ni p°istoupit

aº v n¥kterém z pozd¥j²ích kol hry, aby nebyla od samého po£átku hry tak snadno

odhalitelná. Samoz°ejm¥, ºe pokud hrajeme jako druhý hrá£ a za£ínající hrá£ tuto

strategii nezná, m·ºeme na vít¥znou strategii p°istoupit my. Hru je moºné r·zn¥

obm¥¬ovat.
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Obrázek 3.4: Vyhrávající pozice hrá£e A v prvním kole hry

3.2 Od£ítání prvo£ísel a 1

Zadání:

Dva hrá£i si zvolí n¥jaké p°irozené £íslo, od kterého pak st°ídav¥ ode£ítají libo-

volné prvo£íslo men²í neº jimi zvolené po£áte£ní £íslo, nebo mohou ode£íst £íslo 1.

Vyhraje hrá£, kterému po ode£tení vyjde 0.

Vít¥zná strategie:

Vyzkou²ejme si, jak hra funguje, na n¥kolika nejniº²ích p°irozených £íslech. Kdyby

si hrá£i zvolili jako po£áte£ní £íslo 2, vyhrál by hrá£ B, protoºe hrá£ A by od £ísla 2

mohl ode£íst jedin¥ £íslo 1. Na hrá£e B by zbyla jediná moºnost. Ode£etl by 1

od £ísla 1, £ímº by dosáhl 0, a vyhrál. I kdyby si hrá£i zvolili jako po£áte£ní £íslo 3,

nutn¥ by vyhrál hrá£ B. A´ by totiº hrá£ A ve svém prvním tahu ode£etl od 3

£íslo 2 nebo £íslo 1, hrá£ B by mohl od nyn¥j²ího £ísla ode£íst samo sebe, dostat

se tak na hodnotu 0 a vyhrát. Rovn¥º kdyby si hrá£i zvolili jako po£áte£ní £íslo 4,

byl by za£ínající hrá£ v prohrávající pozici.

Se zvoleným po£áte£ním £íslem 5 v²ak do hry kone£n¥ p°ichází i ²ance na výhru

pro za£ínajícího hrá£e. Zkusme si nyní v²echny první kroky postupu obou hrá£·.

Kdyº hrá£ A od po£áte£ního £ísla 5 ode£te 3, výsledkem bude £íslo 2, od kterého

m·ºe následn¥ druhý hrá£ ode£íst samo sebe, dostat tak 0 a vyhrát. Ode£te-li hrá£ A

od 5 £íslo 2, zbude £íslo 3 a hrá£ B m·ºe takto op¥t vyhrát. Ale pokud hrá£ A ode£te

od 5 £íslo 1, na druhého hrá£e zbude £íslo 4, coº není prvo£íslo a nebude mu tedy

sta£it jeden krok k výh°e jako v p°edchozích p°ípadech. Hrá£ B bude muset od £ísla 4

ode£íst n¥které z £ísel 1, 2 nebo 3. Ani v jednom p°ípad¥ uº ale nevyhraje, nebo´
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poslední krok provede hrá£ A. Zkusme si poslední moºnou verzi hry p°i zvoleném

po£áte£ním £ísle 6. Kdyby hrá£ A ode£etl od 6 £ísla 1, 3 nebo 5, hrá£ B by se vºdy

ocitl ve vyhrávající pozici. Za£ínající hrá£ by vyhrál pouze v p°ípad¥, ode£etl-li

by od 6 £íslo 2. Tak by totiº na hrá£e B zbylo £íslo 4 a o této pozici uº víme,

ºe je prohrávající. Uº z t¥chto n¥kolika málo p°íklad· s malými po£áte£ními £ísly

je z°ejmé, ºe v této h°e má výhodn¥j²í pozici druhý hrá£. Proto se nyní zam¥°me

na nalezení vhodné vít¥zné strategie i pro za£ínajícího hrá£e. Pro která zvolená

po£áte£ní £ísla bude mít ²anci na výhru?

Z p°edchozích p°ípad· víme, ºe hrá£ A byl ve vyhrávající pozici, kdyº po svém

tahu zanechal pro protihrá£e £íslo 4. Kdybychom si vyzkou²eli tahy hrá£· u n¥kolika

dal²ích r·zn¥ zvolených po£áte£ních £ísel v¥t²ích neº v p°edchozích námi rozebraných

p°ípadech, v²imli bychom si, ºe hrá£ B m·ºe vyhrát vºdy, kdyº bude po£áte£ní

zvolené £íslo sudé. U verzí her se zvoleným po£áte£ním £íslem lichým bychom mezi

mnoha moºnostmi, jak by hrá£ B mohl vyhrát, objevili i n¥kolik p°ípad· výherních

pozic pro hrá£e A. Hrá£ A by mohl v hrách s lichým po£áte£ním £íslem vyhrát, pokud

by ve svém prvním tahu od po£áte£ního £ísla ode£etl takové prvo£íslo, aby na jeho

protihrá£e zbylo £íslo 4. Ov²em ne pro v²echna lichá £ísla taková prvo£ísla umoº¬ující

tento postup existují. Obecn¥ m·ºeme °íci, ºe hrá£ A m·ºe vyhrát, zvolí-li si hrá£i

na za£átku hry takové liché £íslo, pro které platí, ºe £íslo o 4 men²í neº toto zvolené

£íslo, je prvo£íslo.
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4 Hry na odebírání p°edm¥t·

V této kapitole si uvedeme kombinatorické hry zaloºené na st°ídavém odebírání p°ed-

m¥t· dv¥ma hrá£i. Jako odebírané p°edm¥ty je moºné pouºít nap°. sirky, kuli£ky,

kameny, fazole £i jiné p°edm¥ty dle libosti.

4.1 Jedenáct sirek

Zadání:

Na stole leºí 11 sirek. Dva hrá£i st°ídav¥ p°i kaºdém tahu odebírají jednu, dv¥

nebo t°i sirky dle svého uváºení. Prohrává hrá£, který odebere poslední sirku.

Vít¥zná strategie:

Pro nalezení vít¥zné strategie bude op¥t výhodné pouºít zp¥tný rozbor. Nej-

prve se budeme v¥novat vhodné strategii pro hrá£e A. Hrá£ A zvít¥zí ve h°e tehdy,

zbude-li na jeho protivníka jedna sirka. Kdyby zbyly sirky dv¥ nebo t°i, je z°ejmé,

ºe by hrá£ A prohrál, nebo´ by m¥l protihrá£ moºnost hrá£i A jednu sirku na stole

po svém tahu nechat. Zbude-li po tahu hrá£e A jedna sirka, znamená to, ºe na stole

byly p°ed tímto tahem dv¥, t°i nebo £ty°i sirky. To si m·ºe hrá£ A zajistit, zanechá-li

ve svém p°edchozím tahu na stole pro hrá£e B sirek p¥t. Tyto moºnosti jsou ilu-

strovány na obr. 4.1. Hrá£ B má na stole p¥t sirek. Lze vid¥t, ºe odebere-li t°i, dv¥

nebo jednu, hrá£ A mu poté stejn¥ zanechá na stole jednu sirku, a tak nad hrá£em B

zvít¥zí.

Nyní se podíváme, co musí t¥mto moºnostem p°edcházet, chce-li hrá£ A po svém

tahu nechat na stole p¥t sirek. To m·ºe za°ídit, pokud mu hrá£ B p°ed jeho tahem

nechá ²est, sedm nebo osm sirek, vezmeme-li v úvahu, ºe hrá£ m·ºe vºdy odebrat

nejvý²e t°i sirky. Aby to bylo moºné, musí je²t¥ p°edtím hrá£ A nechat po svém

tahu pro hrá£e B sirek dev¥t, jak lze vid¥t i na obr. 4.2. Bude-li na stole p°ed tahem

hrá£e B dev¥t sirek, hrá£i A to zajistí vít¥znou pozici, a´ hrá£ B odebere z devíti

sirek libovoln¥ jednu, dv¥ nebo t°i.
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Obrázek 4.1: Prohrávající pozice hrá£e B s 5 sirkami

Za£ínající hrá£ tedy musí ve svém prvním tahu odebrat p°esn¥ dv¥ sirky, aby ne-

chal na stole pro druhého hrá£e dev¥t sirek, a zajistil si tak vít¥znou pozici. S touto

strategií hrá£e A by druhý hrá£ nem¥l moºnost dostat se z prohrávající pozice.

Poda°ilo-li by se mu ale po prvním kole nechat dev¥t sirek pro hrá£e A (kdyby

hrá£ A neznal vít¥znou strategii a odebral z jedenácti sirek jen jednu), hra by se ob-

rátila ve prosp¥ch druhého hrá£e a ten by byl ve vít¥zné pozici.

Obrázek 4.2: Prohrávající pozice hrá£e B s 9 sirkami

Jaká je tedy vít¥zná strategie za£ínajícího hrá£e? Pov²imneme-li si, jaké po£ty si-

rek nechává za£ínající hrá£ na stole po svém tahu, tedy dev¥t, p¥t a poté jednu sirku,

snadno zde shledáme pravidelnost. Tato £ísla jsou v aritmetické posloupnosti s di-

ferencí 4. Hodnota diference není náhodná. Ze zadání víme, ºe hrá£i mají dovoleno

odebírat libovolný po£et sirek, nejvý²e v²ak t°i. Diference aritmetické posloupnosti

je tedy o jedno v¥t²í, neº nejvy²²í moºný odebraný po£et sirek p°i jednom tahu.

�e tato hypotéza skute£n¥ platí, si ukáºeme na obecné verzi této hry.
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4.1.1 Obecná verze hry

Zadání:

Na stole leºí n sirek. Dva hrá£i st°ídav¥ p°i kaºdém tahu odebírají 1 aº p sirek

dle svého uváºení. Prohrává hrá£, který ze stolu odebere poslední sirku.

Vít¥zná strategie:

Pro nalezení vít¥zné strategie za£ínajícího hrá£e budeme op¥t postupovat od-

zadu, tedy od okamºiku odebrání poslední sirky druhým hrá£em. Hrá£ A zvít¥zí,

zanechá-li po svém posledním tahu na stole jednu sirku. V p°edchozím kole mohl

hrá£ B odebrat ze stolu 1 aº p sirek, poté hrá£ A odebral takový po£et sirek, aby

na stole zbyla zmín¥ná jedna poslední sirka. Po£et odebraných sirek hrá£em A se od-

víjel podle toho, kolik odebral v p°edchozím tahu hrá£ B. Aby si hrá£ A zajistil,

ºe po svém posledním tahu na stole zanechá jednu sirku, muselo po jeho p°edchozím

tahu na stole zbýt pro protihrá£e (p + 2) sirek. To lze vid¥t i na obr. 4.3.

Obrázek 4.3: Prohrávající pozice hrá£e B s (p + 2) sirkami

Jaká bude dal²í vít¥zná pozice za£ínajícího hrá£e lze snadno zjistit. Aby zbylo

pro hrá£e B na stole (p + 2) sirek, musí hrá£ A v p°edchozím tahu odebrat takový

po£et sirek, aby dohromady s hrá£em B, který m¥l p°edchozí tah, odebral (p + 1) si-

rek. P°ipo£ítáme-li tento po£et k po£tu sirek (p + 2), dostáváme po£et (2p + 3)

sirky, které musí hrá£ A nechat po svém tahu na stole, aby si zajistil výhru. Po dal²í

takové úvaze je z°ejmé, ºe p°edchozí výherní pozice hrá£e A byly (3p + 4) sirky,

(4p + 5) sirek atd.

Obecn¥ tedy platí, ºe první hrá£ vyhraje, zanechá-li po svém tahu vºdy na stole

sirky v po£tu odpovídajícímu £len·m aritmetické posloupnosti s diferencí (p+ 1) sirka.
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4.2 Hra NIM

Zadání:

Na stole leºí t°i hromádky sirek. První hromádka obsahuje p¥t, druhá ²est a t°etí

sedm sirek. Dva hrá£i st°ídav¥ odebírají 1 aº 3 sirky, p°i£emº odebrané sirky mohou

být p°i jednom tahu jen z jedné hromádky. Prohrává hrá£, na n¥jº zbude na stole

poslední sirka.

Vít¥zná strategie:

Bez ohledu na po°adí hrá£· se zamysleme, jaké pozice v záv¥re£ných kolech

hry jsou pro nás vyhrávající, neboli do jaké pozice chceme dostat svého protihrá£e,

aby prohrál. Pot°ebujeme po svém kole nechat na stole takové rozloºení sirek v hro-

mádkách, aby bylo moºné provést po na²em tahu jen t°i dal²í tahy. Tím hra skon£í ta-

hem na²eho protihrá£e a my vyhrajeme. Nejjednodu²²í moºnost odpovídající tomuto

plánu je nechat po na²em tahu na stole v kaºdé ze t°í hromádek práv¥ 1 sirku. Proti-

hrá£ pak odebere z libovolné hromádky jednu sirku, my poté také jednu a na na²eho

protihrá£e zbude poslední tah, takºe prohraje. Tato pozice je zobrazena na obr. 4.4.

Obrázek 4.4: Prohrávající pozice hrá£e s 1 sirkou v kaºdé hromádce

Jako dal²í moºnost se nabízí nechat po svém tahu na stole jednu hromádku

prázdnou a ve zbylých dvou hromádkách p°esn¥ po 2 sirkách. Protihrá£ m·ºe nyní

z libovolné ze dvou hromádek odebrat jednu nebo dv¥ sirky. My na jeho tah správn¥

zareagujeme a op¥t vyhrajeme. Kdyº ná² protihrá£ odebere z jedné z hromádek

jednu sirku, my z druhé hromádky odebereme dv¥ sirky. Na stole tak zbude jen jedna
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sirka v jedné hromádce, kterou odebere ná² protihrá£, a prohraje. Kdyby v²ak ode-

bral ve svém tahu dv¥ sirky z jedné hromádky, my zareagujeme odebráním jedné

sirky ve druhé hromádce. Tím na²emu protihrá£i op¥t necháme jednu sirku pro jeho

poslední tah a vyhrajeme, jak m·ºeme vid¥t na obr. 4.5.

Obrázek 4.5: Prohrávající pozice hrá£e s dv¥ma hromádkami po 2 sirkách

To ale nejsou v²echny moºnosti, jak si zajistit výhru. Zanecháme-li po svém

tahu op¥t jednu hromádku úpln¥ prázdnou a ve zbylých dvou hromádkách tento-

krát po 3 sirkách, také vyhrajeme. Soupe° m·ºe odebrat z jedné z hromádek 1 sirku.

My pak m·ºeme odebrat z druhé hromádky také 1 sirku. Pak na stole zbudou dv¥

hromádky po 2 sirkách, coº uº víme z p°edchozího rozboru, ºe je pro na²eho proti-

hrá£e jistá prohra. Kdyby ná² soupe° odebral z jedné hromádky 2 sirky, my bychom

mohli z druhé hromádky odebrat v²echny 3 sirky, a tak by na na²eho soupe°e zase

zbyla jen jedna sirka a prohrál by. Ná² soupe° m·ºe odebrat z jedné hromádky

i 3 sirky, v takovém p°ípad¥ zareagujeme odebráním 2 sirek z druhé hromádky,

pro soupe°e necháme na stole jednu poslední sirku a vyhrajeme. Tato pozice je ro-

zebrána na obr. 4.6.

M·ºeme si ale výhru zajistit je²t¥ jednou strategií, zanecháme-li na stole po svém

tahu v jedné hromádce 1 sirku, ve druhé hromádce 2 sirky a ve t°etí hromádce

3 sirky. Nyní existuje více moºností, ale v²echny z nich mohou být nakonec pro na-

²eho soupe°e prohrávající, poda°í-li se nám na jeho tahy správn¥ zareagovat. Budeme

se snaºit reagovat tak, abychom soupe°e dostali do n¥které z vý²e rozebraných pozic.
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Obrázek 4.6: Prohrávající pozice hrá£e s dv¥ma hromádkami po 3 sirkách

Soupe° m·ºe odebrat 1 sirku z první hromádky. My v takovém p°ípad¥ máme moº-

nost odebrat 1 ze t°í sirek ve t°etí hromádce, £ímº na stole pro soupe°e zanecháme

práv¥ dv¥ hromádky po 2 sirkách, coº jak uº víme, je pro nás jistá výhra. Kdyby

soupe° odebral 1 ze dvou sirek ve druhé hromádce, m·ºeme odebrat 2 ze t°í sirek

ve t°etí hromádce a tím nechat na stole v kaºdé ze t°í hromádek práv¥ 1 sirku, soupe°

tak op¥t prohraje. Ná² soupe° se ale m·ºe rozhodnout odebrat 1 ze t°í sirek ve t°etí

hromádce. My pak m·ºeme odebrat 1 sirku v první hromádce, nechat na stole dv¥

hromádky po 2 sirkách a zajistit si tak výhru. Ná² protihrá£ m·ºe ale odebrat i více

neº 1 sirku. T°eba 2 sirky z druhé hromádky. My m·ºeme odebrat v²echny 3 sirky

ze t°etí hromádky a na²emu protihrá£i nechat na stole poslední sirku v první hro-

mádce. Kdyby protihrá£ odebral 2 sirky ze t°í ve t°etí hromádce, mohli bychom

vzít 1 sirku z druhé hromádky a nechat na stole v kaºdé ze t°í hromádek práv¥

1 sirku. Nakonec je²t¥ existuje moºnost, ºe ná² soupe° odebere ve svém tahu ze t°etí

hromádky v²echny 3 sirky. My pak m·ºeme z druhé hromádky odebrat ob¥ 2 sirky

a svému soupe°i op¥t nechat na stole poslední sirku v první hromádce. V²echny tyto

moºnosti m·ºeme vid¥t na obr. 4.7.

Hra NIM se 3 hromádkami je vlastn¥ jen roz²í°ením hry �Jedenáct sirek� . Ob¥

tyto hry mají stejný princip, v kaºdém tahu lze odebrat p°edem ur£ený po£et sirek

a ob¥ hry vyhrává hrá£, který nechá svému soupe°i na stole poslední sirku. Je jen

na nás, kolik hromádek si na stole ze sirek vytvo°íme a jaký nejvy²²í moºný po£et

odebraných sirek si pro na²i hru zavedeme.
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Obrázek 4.7: Prohrávající pozice hrá£e s 1 sirkou v I., 2 sirkami ve II. a 3 sirkami

ve III. hromádce

4.3 Sudá vyhrává

Zadání:

Na stole leºí 27 sirek. Dva hrá£i st°ídav¥ odebírají jednu aº £ty°i sirky dle libosti

a odkládají si je na hromádky. Vyhrává hrá£, který má po skon£ení hry ve své hro-

mádce odebraný sudý po£et sirek.

Vít¥zná strategie:

Pro nalezení vít¥zné strategie za£ínajícího hrá£e pouºijeme op¥t metodu zp¥t-

ného rozboru. P°i jednom tahu je dovoleno odebrat nejvý²e £ty°i sirky. Rozebereme

si nyní situace, kdy na stole z·stane p¥t, ²est a sedm sirek.

Na stole nyní z·stalo p¥t sirek. Hrá£i jiº dvacet dva sirek rozebrali. Nech´ je hrá£B

práv¥ na tahu. Vzhledem k rozebranému po£tu sirek jsou dv¥ moºnosti, kdy mají

hrá£i bu¤ oba lichý po£et sirek, nebo oba sudý po£et sirek. Kdyby m¥li oba hrá£i
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lichý po£et sirek a hrá£ B byl tedy na tahu, zajistil by si hrá£ A jisté vít¥zství,

nebo´ by vºdy docílil toho, ºe na jeho soupe°e by zbyla jedna sirka. Tím by sám

u sebe zachoval sudý po£et sirek, hrá£ B by v²ak skon£il hru s lichým po£tem sirek,

a tak by prohrál. Tuto situaci lze vid¥t znázorn¥nou na obr. 4.8. Pokud by m¥li oba

hrá£i sudý po£et zápalek, m¥l by hrá£ B moºnost z p¥ti sirek na stole odebrat £ty°i,

a tím si tak zajistit vít¥zství, nebo´ na hrá£e A by zbyla jedna sirka a dohromady

by pak m¥l sudý po£et sirek. Hrá£ A by tedy v tomto p°ípad¥ prohrál.

Obrázek 4.8: Prohrávající pozice hrá£e B s lichým po£tem sirek a 5 sirkami na stole

Kdyby na stole z·stalo ²est sirek a dvacet jedna sirek uº by si hrá£i rozebrali,

op¥t by bylo moºné rozd¥lit tento p°ípad na dv¥ moºnosti. U první moºnosti by m¥l

hrá£ A sudý po£et sirek a hrá£ B lichý po£et sirek. Nech´ je na °ad¥ hrá£ B. A´ ode-

bere jednu, dv¥, t°i nebo £ty°i sirky, stejn¥ bude v prohrávající pozici a hrá£ A vy-

hraje, protoºe se mu poda°í si zajistit kone£ný sudý po£et sirek. Tyto moºnosti, kdy

hrá£ A vyhrává se ²esti sirkami na stole, zatímco je na °ad¥ hrá£ B, jsou znázorn¥né

na obr. 4.9. Ale kdyby m¥l hrá£ A lichý a hrá£ B suchý po£et sirek, hrá£ B by mohl

odebrat ze stolu jednu sirku a svého protihrá£e tím dostat do prohrávající pozice

s p¥ti sirkami, která jiº byla znázorn¥na na obr. 4.8.
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Obrázek 4.9: Prohrávající pozice hrá£e B s lichým po£tem sirek a 6 sirkami na stole

Nyní máme situaci, kdy na stole z·stalo sedm sirek, hrá£i si jiº dvacet sirek ro-

zebrali. Op¥t to rozd¥líme na dv¥ situace, kdy mají oba hrá£i sudý a následn¥ oba

hrá£i lichý po£et sirek. Kdyby m¥li oba sudý po£et sirek a hrá£ B by byl na °ad¥,

pro hrá£e A by se jednalo o vít¥znou pozici. A´ by totiº hrá£ B vzal ze stolu ja-

kýkoli po£et sirek, hrá£ A by si dokázal zajistit vít¥zství. Vezme-li hrá£ B ze stolu

jednu sirku, hrá£ A m·ºe také odebrat jednu, a tak po svém tahu zanechat na stole

p¥t sirek a tím dostat hrá£e do prohrávající pozice, kterou uº jsme si popsali vý²e.

Kdyby hrá£ B odebral ze stolu dv¥ sirky, hrá£ A by si pak mohl vzít £ty°i, do-

cílit kone£ného sudého po£tu a tím vyhrát. Stejn¥ tak by tomu mohlo být, kdyby

hrá£ B vzal t°i sirky. U £ty°ech odebraných sirek hrá£em B by byla situace podobná,

hrá£ A by si mohl vzít dv¥ a tím op¥t docílit sudého po£tu sirek, nebo´ pro jeho

protihrá£e by je²t¥ jedna sirka zbyla. V p°ípad¥, ºe by m¥li oba hrá£i lichý po£et

sirek, by si naopak zajistil vít¥znou pozici hrá£ B.

Dal²í situace si m·ºe kaºdý £tená° zkusit rozebrat sám. Brzy bychom zjistili,

ºe se výherní strategie opakují. Uº z t¥chto n¥kolika rozebraných p°ípad· vyplývá,

ºe hrá£ A vyhrává vºdy, má-li jeho protihrá£ lichý po£et sirek. Kdybychom pokra£o-

22



vali ve vypisování jednotlivých p°ípad· dále, do²li bychom k záv¥ru, ºe hrá£ A si za-

jistí výhru, zanechá-li svému soupe°i na stole po£et sirek o jednu men²í neº n¥který

z násobk· ²esti. Kdyº má soupe° sudý po£et sirek, hrá£i A se nabízí moºnost odebrat

tolik sirek, aby na druhého hrá£e zbyl po£et o jednu v¥t²í neº n¥který z násobk·

²esti. Nebyla-li by v daném tahu moºná ani jedna z t¥chto moºností, hrá£ A by m¥l

odebrat alespo¬ takový po£et sirek, aby na hrá£e B zbyl po£et sirek d¥litelný ²esti.

A jaký by m¥l být první tah za£ínajícího hrá£e, aby ho dovedl k vít¥zství?

Zjistíme to s vyuºitím vý²e vypsaných strategií. Pro hrá£e A by bylo nevýhodné

odebrat z dvaceti sedmi sirek jen jednu, nebo´ hrá£ B by pak mohl odebrat dv¥,

na hrá£e A by zbylo dvacet £ty°i sirek a uº by se nemohl dostat na po£et deva-

tenáct, který by byl vít¥zný. Stejn¥ tak by pro n¥ho bylo neºádoucí odebrat t°i

nebo £ty°i sirky, nebo´ i t¥mito zp·soby by se dostal do prohrávající pozice. Jedinou

vhodnou strategií by pro za£ínajícího hrá£e bylo v prvním tahu odebrat dv¥ sirky.

Na jeho protihrá£e by zbylo dvacet p¥t sirek, coº je násobek ²esti zv¥t²ený o jedno,

a to odpovídá výherní strategii.

4.4 Kruh

Zadání:

Dva hrá£i uspo°ádají libovolný po£et stejných p°edm¥t· (nap°. kamen·) do kruhu.

Z kruhu pak st°ídav¥ odebírají jeden nebo dva kameny. V p°ípad¥ dvou kamen·

je moºné odebrat pouze kameny leºící vedle sebe, tzn. takové, mezi kterými není

ºádný jiný dal²í kámen ani mezera. Hru vyhrává hrá£, který odebere poslední ká-

men.

Vít¥zná strategie:

M¥jme nap°íklad 12 stejných kamen·, které jsou uspo°ádány do kruhu. P°ed-

stavme si, jak hra v tomto p°ípad¥ m·ºe vypadat na následujícím p°íkladu. Hrá£ A

se m·ºe rozhodnout ve svém prvním tahu odebrat dva kameny, které leºí vedle sebe,

coº je znázorn¥no na obr. 4.10 jako A-1. Hrá£ B odebere °ekn¥me jen jeden kámen,

coº vidíme na obr. 4.10 znázorn¥né jako B-1. Hrá£ A pak odebere t°eba jeden ká-

men (A-2 ), hrá£ B dva kameny (B-2 ) atd., dokud nezbude poslední jeden nebo dva
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vedle sebe leºící kameny na hrá£e A, který hru vyhraje. Jak by si mohl zajistit

vít¥zství druhý hrá£?

Obrázek 4.10: P°íklad hry s 12 kameny

Hrá£ B m·ºe své tahy p°izp·sobit tomu, jaké tahy provedl hrá£ A. V prvním

kole bude pro hrá£e B výhodné vyuºít poznatky ze st°edové soum¥rnosti. Kameny

jsou uspo°ádány v hracím poli do tvaru kruhu, uprost°ed n¥hoº si m·ºeme p°edstavit

st°ed a ten vyuºít jako st°ed st°edové soum¥rnosti. Odebere-li hrá£ A ve svém prvním

tahu z kruhu jeden kámen, hrá£ B odebere také jeden kámen, leºící ve st°edové sou-

m¥rnosti se vzniklou mezerou po tahu prvního hrá£e, jak vidíme na obr. 4.11 vlevo.

Kdyby hrá£ A odebral ve svém prvním tahu dva kameny, hrá£ B by odebral také

dva kameny, které leºí op¥t ve st°edové soum¥rnosti se vzniklými mezerami po tahu

za£ínajícího hrá£e. Tuto moºnost vidíme na obr. 4.11 vpravo.

Obrázek 4.11: Vyuºití st°edové soum¥rnosti v prvním kole hry

Prohlédneme-li si levou i pravou stranu obr. 4.11 pe£liv¥, moºná si v²imneme,

ºe pouºitím st°edové soum¥rnosti ve svém tahu hrá£ B rozd¥lil hrací pole na dv¥
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stejné hromádky. A to je p°esn¥ ten postup, jakým si hrá£ B zajistí výhru. Poté

uº jen sta£í vºdy správn¥ zareagovat na tah za£ínajícího hrá£e, který kdyº z jedné

hromádky kamen· na hracím poli jeden nebo dva odebere, druhý hrá£ ud¥lá totéº

s odpovídajícími kameny ve druhé hromádce, aby zachoval v kruhu st°edovou sou-

m¥rnost. V takové h°e hrá£ B vºdy vyhraje, aniº by mu mohl hrá£ A n¥jak vít¥zství

p°ekazit. P°íklad takové hry, kdy hrá£ B vyuºije své poznatky st°edové soum¥rnosti

a vyhraje, je zobrazen na obr. 4.12. U jednotlivých kamen· je op¥t barevn¥ vyzna-

£eno, který hrá£ kameny odebral, a napsáno, ve kterém kole hry k tomuto odebrání

do²lo.

Obrázek 4.12: Vít¥zná strategie hrá£e B s vyuºitím st°edové soum¥rnosti

Aby za£ínající hrá£ tak snadno strategii s vyuºitím st°edové soum¥rnosti neod-

halil, m·ºeme ve h°e vyuºít i poznatky z osové soum¥rnosti a ve svých jednotli-

vých tazích ob¥ soum¥rnosti st°ídat. V prvním kole musíme vºdy pouºít st°edovou

soum¥rnost. Tím rozd¥líme kameny v kruhu na dv¥ hromádky a osu soum¥rnosti

si p°edstavíme procházet skrz vzniklá prázdná místa po odebraných kamenech. Nyní

uº m·ºe hrá£ B vyuºívat osovou soum¥rnost. Odebere-li za£ínající hrá£ ve svém tahu

nap°. dva kameny z jedné hromádky, druhý hrá£ odebere z druhé hromádky dva ka-

meny leºící s nimi v osové soum¥rnosti. P°íklad takové hry, kdy druhý hrá£ nejprve

v prvním tahu vyuºije st°edovou soum¥rnost a v následujících tazích pak osovou

soum¥rnost, je zobrazen na obr. 4.13. Vyuºití kombinace poznatk· osové a st°edové

soum¥rnosti funguje jen tehdy, kdyº druhý hrá£ po kaºdém svém tahu opravdu ne-

chává dv¥ hromádky kamen· v kruhu, které vznikly po prvním kole, stejné. Jakmile
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Obrázek 4.13: Vít¥zná strategie hrá£e B s vyuºitím st°edové a osové soum¥rnosti

by se mu stalo, ºe v jedné hromádce by bylo mén¥ nebo více kamen·, neº ve druhé

hromádce, uº by nevyhrál, nebo by pro n¥j bylo velmi obtíºné v p°í²tích tazích svou

chybu napravit. Stejn¥ tak kdyby po tahu druhého hrá£e na stole v jedné hromádce

zbyl sice stejný po£et kamen· jako ve druhé, ale jinak uspo°ádaných, prohrál by.

P°íklad hry, kdy sice druhý hrá£ sv·j první tah provede správn¥, ale ve svém dru-

hém tahu uº ud¥lá chybu, vidíme na obr. 4.14. Po druhém kole vznikly v hracím poli

dv¥ r·zné hromádky. Za£ínající hrá£ vyuºil ve svém dal²ím tahu moºnosti odebrat

dva sousedící kameny a nechat pro svého protihrá£e dva kameny daleko od sebe,

£ímº si pojistil, ºe na n¥j jeden z t¥chto kamen· na hracím poli zbude a jeho proti-

hrá£ B tak prohraje.

Obrázek 4.14: P°íklad chybného tahu druhého hrá£e B a jeho následné prohry

Po£et kamen· na hracím poli m·ºe být i lichý. V takovém p°ípad¥ m·ºe druhý

26



hrá£ také uplatnit p°edchozí vít¥zné strategie, bude-li se op¥t °ídit pravidlem rozd¥-

lení kamen· v kruhu na dv¥ stejné hromádky. Kdyº za£ínající hrá£ odebere ve svém

prvním tahu z kruhu jeden kámen, druhý hrá£ m·ºe zareagovat odebráním dvou ka-

men· tak, aby svým tahem zbylé kameny rozd¥lil na dv¥ stejné hromádky. Odebere-

li za£ínající hrá£ ve svém prvním tahu dva kameny, druhý hrá£ odebere jen jeden

kámen podle stejného pravidla. P°íklad hry s 11 kameny, která skon£í vít¥zstvím

hrá£e B, m·ºeme vid¥t na obr. 4.15.

Obrázek 4.15: Vít¥zná strategie hrá£e B ve h°e s 11 kameny

Tato hra m·ºe ve ²kole poslouºit i jako motivace p°i výuce osové a st°edové

soum¥rnosti, na níº je zaloºená vít¥zná strategie.

27



5 Geometrické hry

V této kapitole se seznámíme s geometrickými hrami, které se hrají na £tvere£kových

hracích polích.

5.1 Obtahování £tverc·

Zadání:

Hrací plochou této hry je pravoúhlý obrazec libovolného tvaru, sloºený ze £tverco-

vých polí£ek. Dva hrá£i st°ídav¥ obtahují tuºkou strany vnit°ních polí£ek. Kaºdým

tahem mohou obtáhnout jednu stranu. Okrajové strany hrací plochy se povaºují

za jiº obtaºené. Kdyº hrá£ obtáhne poslední zbývající stranu £tvere£ku, povaºuje

ho za sv·j, libovoln¥ si ho ozna£í a pokra£uje je²t¥ jedním tahem. Hru vyhrává hrá£,

který zabral více £tvere£k· neº jeho protihrá£.

Vít¥zná strategie:

Tato hra je tím sloºit¥j²í, £ím v¥t²í je zvolená hrací plocha. Proto si nejprve

ukaºme nejjednodu²²í p°ípady.

M¥jme jako hrací plochu £tverec sloºený ze 4 £tvercových polí£ek. První tah pro-

vede hrá£ A obtaºením libovolné vnit°ní strany jednoho ze £tvere£k·. Tím na hrací

plo²e vzniknou dva £tvere£ky se 3 stranami jiº obtaºenými, nebo´ vn¥j²í okraje

povaºujeme za obtaºené od samého po£átku hry. Hrá£i B tak sta£í obtáhnout £tvr-

tou stranu jednoho z t¥chto £tvere£k·. Ten je nyní kompletn¥ obtaºený, hrá£ B

si ho ozna£í jako sv·j a m·ºe pokra£ovat dal²ím tahem. Nyní má v hracím poli

op¥t dva £tvere£ky, u nichº mu sta£í obtáhnout tuºkou zbývající £tvrtou stranu.

Nov¥ vzniklý obtaºený £tvere£ek si zase ozna£í a op¥t pokra£uje dal²ím tahem.

P°i tom obtáhne zbývající stranu mezi dv¥ma £tvere£ky, £ímº získá dva celé ob-

taºené £tvere£ky jedním tahem. Nyní uº jsou v hracím poli v²echny strany obta-

ºené a hrá£ B vyhrál, protoºe má ozna£ené v²echny 4 £tvere£ky. V tomto p°ípad¥,

kdy je hrací pole ve tvaru £tverce o 4 £tvere£cích, vºdy vyhraje druhý hrá£. Tato
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situace je zobrazena na obr. 5.1.

Obrázek 5.1: P°íklad hry na hracím poli se 4 polí£ky

Nyní navý²íme po£et £tvere£k· v hracím poli na 5. Tato situace je op¥t rozebrána

na obr. 5.2. Hrá£ A pravd¥podobn¥ ve svém prvním kroku obtáhne zbývající £tvrtou

stranu p°e£nívajícího £tvere£ku. Ozna£í si vzniklý £tvere£ek za sv·j a provede je²t¥

jeden tah. V tu chvíli se opakuje p°edchozí situace s hracím polem se 4 £tvere£ky.

Hrá£ B obsadí v²echny zbývající 4 £tvere£ky a vyhraje. I pokud by hrá£ A ve svém

prvním tahu obtáhl jinou stranu, hrá£ B by vyhrál. Za£ínající hrá£ tedy na tomto

hracím poli s 5 £tvere£ky vºdy prohraje.

Obrázek 5.2: P°íklad hry na hracím poli s 5 polí£ky

Na hracím poli se 6 polí£ky ve tvaru obdélníku se situace m¥ní. Hrá£ A totiº

hru vºdy vyhraje bez ohledu na sv·j po£áte£ní tah. Hrá£ B sice m·ºe obsadit 2 po-

lí£ka, jenºe ve zbylém £tverci o 4 polí£kách nastává nám uº známá situace, ze které

tentokrát hrá£ A vychází jako vít¥z. Tento p°ípad je op¥t zobrazený na obr. 5.3.

Obrázek 5.3: P°íklad hry na hracím poli se 6 polí£ky ve tvaru obdélníka
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Budeme-li mít hrací pole ve tvaru obdélníka o 8 £tvere£cích, za£ínající hrá£ ne-

vyhraje. M·ºe ale remizovat, a to kdyº ve svém prvním tahu obtáhne jednu ze dvou

prost°edních stran, které rozd¥lují obdélník na dva shodné £tverce se 4 polí£ky.

Druhý hrá£ m·ºe poté obtáhnout libovolnou dal²í stranu, hra ale vºdy skon£í remí-

zou. Hrá£ B obsadí 4 polí£ka ve tvaru £tverce na jedné stran¥ a hrá£ A zbývající

£ty°i polí£ka na druhé stran¥ hrací plochy. Tento postup si m·ºeme prohlédnout

na obr. 5.4. Kdyby v²ak hrá£ A ve svém prvním tahu obtáhl jinou stranu v obdél-

níku, skon£ila by hra ve prosp¥ch druhého hrá£e.

Obrázek 5.4: P°íklad hry na hracím poli s 8 polí£ky ve tvaru obdélníka

Hrací pole v²ak m·ºe mít r·zné tvary. Jedním z nich je tzv. kanál, jehoº dva

p°íklady jsou zobrazeny na obr. 5.5, v£etn¥ toho, jak by hra s takovým hracím

polem mohla vypadat. Kanál m·ºe mít r·znou podobu, vºdy v²ak skon£í výhrou

za£ínajícího hrá£e, nebo´ na druhého se tah v·bec nemusí dostat. Aby hrá£ A vyhrál,

musí svým prvním tahem uzav°ít jedno z krajních polí£ek a pokra£ovat vedlej²ími,

dokud neobsadí v²echna pole.

Obrázek 5.5: P°íklad hry na hracím poli ve tvaru kanálu

Kanál v²ak m·ºe být i propojený. V takovém p°ípad¥ vyhrává vºdy druhý hrá£.

Za£ínající hrá£ totiº svým prvním tahem druhému hrá£i umoºní obsadit v²echna
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polí£ka na hracím poli. Ukázku propojeného kanálu vidíme na obr. 5.6.

Obrázek 5.6: P°íklad hry na hracím poli ve tvaru propojeného kanálu

Nyní jsme si p°edstavili základní jednoduché tvary hrací plochy. Postupy, které

jsme vyuºívali k dosaºení vít¥zství, je pak moºné aplikovat i na sloºit¥j²ích hracích

plochách. Mohli bychom totiº promy²lenými tahy rozd¥lit hrací pole na n¥který

ze základních obrazc·. Poda°í-li se nám, abychom vstoupili do tohoto jednodu²²ího

tvaru s vyhrávající strategií, máme výhru jistou.

Uve¤me si p°íklad hry na hracím poli ve tvaru obdélníka o 12 £tvere£cích, který

vidíme na obr. 5.7. Hrajme jako za£ínající hrá£ (na obrázku £ervené tahy). Pokusíme

se svými tahy, s vyuºitím protihrá£ových tah· (zelen¥) hrací plochu p°etvo°it na ka-

nál, do kterého vstoupíme jako vít¥zové. Hrá£ B, nebude-li znát ºádnou výherní

strategii, bude pravd¥podobn¥ postupovat tak, aby nám svým tahem neumoºnil zís-

kat ºádný £tvere£ek. Proto si bude ve svých tazích nejspí²e vybírat takové strany,

jako na obrázku. Tím nám umoºní z hrací plochy ve t°etím kole utvo°it propo-

jený kanál, v n¥mº jakmile hrá£ B ud¥lá libovolný tah, my v dal²ím kole obsadíme

v²echny £tvere£ky.

Obrázek 5.7: Ukázka vít¥zné strategie hrá£e A
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5.2 Zetka

Zadání:

Dva hrá£i hrají na £tvercové síti o 9 °ádcích a 11 sloupcích. Kaºdý hrá£ má k dis-

pozici ve své barv¥ dostate£né mnoºství zetek, tj. útvar· sloºených z 5 £tvere£k·

ve tvaru písmene Z. Tato zetka hrá£i st°ídav¥ po jednom umís´ují na volná místa

hrací plochy. Zetka lze umístit pouze na neobsazené £tvere£ky, a to tak, aby do sít¥

svými hranami p°esn¥ pasovala. Hrá£i se snaºí svými zetky ohrani£it v hrací síti

n¥jakou volnou plochu, do které se uº ºádné zetko nevejde. V takto ohrani£ené plo²e

si pak ozna£í svým symbolem v²echny £tvere£ky. Hra kon£í v okamºiku, kdy uº není

moºné na hrací plochu vloºit ºádné dal²í zetko. Vyhrává hrá£, který má v hrací plo²e

nejvíce svých symbol·.

Strategie:

Na obr. 5.8 vidíme zobrazená barevn¥ rozli²ená zetka obou hrá£· a v²echny je-

jich moºné polohy umíst¥ní do hrací plochy. Hrajme jako hrá£ A s £ervenou barvou.

Obrázek 5.8: Zetka obou hrá£· a jejich moºné polohy umíst¥ní do hrací plochy

Kdyº si hru zkusíme zahrát, aniº budeme pouºívat n¥jakou promy²lenou strategii,

ale vºdy se budeme rozhodovat jen pro nejvhodn¥j²í tah v daném kole, prohrajeme.

Hrá£ B, pouºívající zetka zelené barvy, obsadí svými symboly více uzav°ených ploch.

P°íklad takové hry vidíme na obr. 5.9. Jako za£ínající hrá£ hru nikdy nevyhrajeme.

M·ºeme v²ak pouºít remizující strategii, £ímº zajistíme, ºe ani druhý hrá£ hru ne-

vyhraje a Zetka skon£í remízou. Taková strategie je zaloºená na dodrºování st°edové
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Obrázek 5.9: P°íklad hry s výhrou hrá£e B

soum¥rnosti. Vyuºijeme toho, ºe hrací plocha má st°ed, nebo´ se skládá z lichého

po£tu °ádk· i sloupc·. V na²em prvním kroku vloºíme libovolnou polohu zetka do-

prost°ed hrací plochy tak, aby byl st°ed hrací plochy zakrytý a tvar byl st°edov¥

soum¥rný, p°i£emº st°edem st°edové soum¥rnosti je prost°ední polí£ko hrací plochy.

Druhý hrá£ pak umístí n¥kam na hrací plochu své zetko. My musíme zareagovat

poloºením zetka ve st°edové soum¥rnosti se st°edem hrací plochy. Takto st°edov¥

soum¥rn¥ s protihrá£ovým provedeme kaºdý následující tah. Poslední tah bude ná-

leºet nám. Hra dopadne remízou, nebo´ my i ná² protihrá£ budeme mít stejný po£et

obsazených £tvere£k·. Takovou variantu hry, která skon£í remízou, máme rozebra-

nou na obr. 5.10.

Obrázek 5.10: P°íklad hry s remízou
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6 Ostatní hry

V této kapitole je uvedena matematická hra, která tematicky nespadá do ºádné

z p°edchozích kategorií.

6.1 T°i v °ad¥

Zadání:

Hru hrají dva hrá£i, kte°í si na papír nakreslí °adu 15 kole£ek. St°ídav¥ pak p°e-

²krtávají vºdy jedno kole£ko. Vyhrává hrá£, který jako první vytvo°í 3 sousedící

p°e²krtnutá kole£ka, bez ohledu na to, kdo p°e²krtl dv¥ p°ede²lá.

Vít¥zná strategie:

Nejprve se zamysleme nad tím, jaké tahy jsou pro nás neºádoucí. P°e²krtneme-

li kole£ko, které leºí vedle jiº p°e²krtnutého kole£ka, prohrajeme, nebo´ protihrá£

bude moci ve svém tahu p°e²krtnout sousedící kole£ko a tím vzniknou t°i sousedí

p°e²krtnutá kole£ka. Podobn¥ tomu bude, p°e²krtneme-li kole£ko ob jedno vzdálené

od jiº p°e²krtnutého kole£ka. Protihrá£ bude moci p°e²krtnout prost°ední kole£ko

a op¥t vyhraje. Tyto prohrávající tahy jsou zobrazeny na obr. 6.1.

Obrázek 6.1: Prohrávající tahy

Pro nás je tedy ºádoucí dostat do prohrávající pozice protihrá£e. Hrajeme-li

jako hrá£ A, bude to snadné, nepromyslí-li si dostate£n¥ druhý hrá£ sv·j první tah.

My m·ºeme sv·j první tah ud¥lat libovolný. Ozna£í-li ná² protihrá£ ve svém prvním

tahu nap°. kole£ko, které je zobrazeno na obrázku, m·ºeme v na²em dal²ím tahu

ozna£it kole£ko leºící o t°i místa v °ad¥ vedle n¥ho. Hrá£ B pak bude také nucen

ozna£it kole£ko leºící o t°i místa vedle n¥kterého z jiº ozna£ených kole£ek, aby nebyl

jeho tah prohrávající. Pro nás v dal²ím kroku existuje je²t¥ jedno takové kole£ko,
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které m·ºeme p°e²krtnout, aby jeho vzdálenost od ostatních jiº p°e²krtnutých ko-

le£ek byla nejmén¥ t°i místa. Na na²eho protihrá£e uº v²ak takové volné kole£ko

nezbude. Dostal se do prohrávající pozice a a´ nyní p°e²krtne jakékoli kole£ko, vy-

hrajeme my. P°íklad takové hry je zobrazen na obr. 6.2.

Obrázek 6.2: Vyhrávající strategie hrá£e A

P°edstavme-si nyní, ºe hrajeme jako druhý hrá£. Budeme-li od za£átku následo-

vat promy²lenou strategii, dovede nás k výh°e. A´ za£ínající hrá£ ve svém prvním

tahu p°e²krtne jakékoli kole£ko, pro nás je výhodné p°e²krtnout kole£ko nacházející

se v °ad¥ o 5 míst dále, neº kole£ko p°e²krtnuté za£ínajícím hrá£em. Mezi t¥mito

dv¥ma p°e²krtnutými kole£ky tak vznikne mezera o 4 volných kole£kách. Tuto situ-

aci máme v obr. 6.3 znázorn¥nou v 1. kole. V té je pro za£ínajícího hrá£e i pro nás

Obrázek 6.3: Vyhrávající strategie hrá£e B

nevýhodné provést n¥jaký ²krt, tím by se totiº takový hrá£ ocitl v prohrávající po-

zici. Za£ínající hrá£ ve svém dal²ím tahu p°e²krtne libovolné kole£ko, samoz°ejm¥

tak, aby hned následn¥ neprohrál, a my m·ºeme zareagovat p°e²krtnutím kole£ka

nacházejícího se o 3 místa vedle, jako je zobrazeno na obrázku. Za£ínajícímu hrá£i

na za£átku 3. kola nezbude nic jiného, neº p°e²krtnout n¥jaké kole£ko nacházející
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se ob jedno od jiº p°e²krtnutého, nebo kole£ko leºící p°ímo vedle jiº p°e²krtnutého.

My pak m·ºeme doplnit chyb¥jící ²krt do t°í v °ad¥ a hru vyhrajeme.
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