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Uvod

Prvni kapitolavyswtluje zékladni pojmy.

Ve druhé kapitoleuvadim vyet zakladnich typ diferencialnich rovnic 1ifadu

rozteSenych vzhledem k derivaci, jako jsou homogemdalini diferenciélni rovnice,
nehomogenni linearni diferencialni rovnice, rovnge separovanymi pramnymi,
linearni, Bernoulliova a dalSi, dale rovniciddu nero#eSenych vzhledem k derivaci -
rovnice nezavisejici na neznamée funkci, Clairau\agrangeova rovnice.

K jednotlivym typim rovnic uvadim i obvykly zisobteSeni.

V kapitole teti se ¥nuji dalsim metodam, které se pouzivajii@Seni diferencialnich

rovnic. Ripojil jsem i rekolik ilustrujicich giklada, které by ndly slouzit k lepsi
nazornosti. Ne vzdy se diferencialni rovnice vysiiypouze v uvedenych zakladnich
tvarech, a to i festo Ze jsou snadnieSitelné, uvadim tedy postup (tzv. metodu
integraniho faktoru), pomoci kterého Iz&které rovnice fevést na rovnici exaktni.

Ctvrta kapitolase zabyv&eSenim autonomnich rovnic a jejich soustav, uvddigtet

typa singularnich boil

Zawrecna, pata kapitolaahrnuje nejvyznan®si uplatréni diferencialnich rovnic i

feSeni uloh, fedkladam vypeet rekolika modelovych situaci z praxeii ejichz reSeni
jsou diferencialni rovnice nepostradatelné. Ciléto tkapitoly bylo vytvéit alespadi

z&kladni pedstavu o tom, kemu se vlasthdiferencialni rovnice pouZzivaiji.
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Kapitola 1. - Zakladni pojmy

Diferencialni rovnice jsou rovnice, ve kterych szmama funkcg(x) vyskytuje spolu
se svymi derivacemi. Obegnze tedy tyto rovnice roziit do skupin podleiadu
nejvyssi derivace, ktera se v nich vyskytuje.

Rekneme tedy, Zdiferencialni rovnice je n-téhoradu, pokud v ni vystupuje derivace
tadun, y", a neexistujek > n, k ¢ N takové, aby derivacg® byla v rovnici také

obsazena.

Obectt je tedy diferencialni rovnice tvarw(y, v, ..., Y") = 0, kdey=y(x) je hledana

funkce. Tato prace je zaiena na diferencialni rovniceihdu.

Definice Nech’ G je neprazdna oblast (tj. otem& a souvisla mnozina) v euklidovském
prostoru R af je realna funkce, ktera je definovana na G. Ravhiaruy = f(x, y), kde

y = dy/dx, se nazyvdiferencialni rovnici 1. adu.

Pozn.1:Euklidovsky prostose v linearni algete obvykle definuje jako kodme

rozmerny unitarni prostor nad mnozinou reélnyéisel.
Proto je na @m definovan skalarni séin.Zavedeme-li v n-roz#Zmém euklidovském
prostoru kartézskou soustavu gadnic, pak vzdalenost d mezetha body X a 'Y o

souradnicich (X, %,...,%),(Y1,Y2,-..,}) j€ uréena vztahem

d= > -y’

Re3enim diferenciélni rovnice rozumime nalezeninéeflinkce jedné reéiné prémmé
y=y(X), ktera je diferencovatelna n&akém intervalu | a splje podminky: X, y(x] e
G ay (X) = f(x, y(x))pro kazdée I.
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Reseni diferencialnich rovni@kime na:
> obecné jako obecnéeSeni oznaujeme takové&eSeni diferencialni rovnice,
které obsahuje libovolnou integrd konstantu. Rradime-Ili kazdé konstant

obecnéhdeSeni uitou ¢iselnou hodnotu, ziskanieSeni partikularni.

> partikularni €asté&éné)- partikularnireSeni j@eSeni diferencialni rovnice, které
ziskame pirazenim utité ciselné hodnoty kazdé integra konstant obecného
reseni.

» sinqularni (vyjime&né)- nekterairesSeni nelze ziskat z obecné&héeni. Takova

feSeni, ktera se vyskytuji pouzedkterych rovnic, pop v rékterych bodech

oboru, oznaujeme jako singularni nebo vyjirf@a.

Pri hledanireSeni dané diferenciélni rovnice obvykle postupejaak, ze ji pomoci
riznych operaciigvadime na novou diferenciélni rovnici. Pokud nooénice sphuje
podminku, Zze kazdé jejieSeni je zarowei feSenim rovnice jvodni a obracef
hovaiime o tzv. ekvivalentnich rovnicich a provedené aupr nazyvame rowz
ekvivalentni. Ekvivalentnost Uprav hraj¢i ghledani feSeni velmi vyznamnou roli.
Aplikaci neekvivalentni Gpravy totiZ e dojit k tomu, Ze nova rovnice ztrati nebo

naopak ziska dal&eSeni oproti rovnicijosodni.

Pri ur¢ovaniieSeni diferenciélni rovnice je tedy jmlia ukit i mnozinu M, na které je
funkcey(x) feSenim.

Ve \&tSing pripadi byva tato mnozina totozna s oboréeseni - funkce(x).

Definice: Neclt [Xo, Yo] je libovolny bod v oblasti G. Uloha &it feSeni rovnice
y = f(x,y), kterd spiuji pasatesni (Cauchyovu) podminky(x)=yo, Se nazyva pateni

(Cauchyova) uloha.

Pozn.2: Proc se podmincey(x)=Yyo 7ika pa‘ateeni podminka? Bvodem je tato
skute'nost: Pomoci diferencialnich rovnicitieme popisovat procesy probihajiciage
a nezavisle progmnax zde ma fyzikalni vyznatasu, nap./eSime problémy, jak budou
probihat procesy popsané pomoci diferencialnicmiov case x > xg, je-li znam stav

Vv tzv.p@atecnimcasovém okamziki x

--6--
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V tomto pipadt se tedy soustdime na hledani takovétieseni diferencialni rovnice
y = f(x,y), které prochazi danym bodemo,[ys] ¢ G. TakovéieSeni viak nemusi
existovat nebo fi¥e nastat situace, kdy danycptgni problém niZze mit vicefeSeni.
Nastane-li takova situace, Ze existtg8eniy pocateiniho problémLy' = f(x,y)

y(X0)=Yo, které neni zuzenim zadného jinéde8eni tohoto problému, nazyvayseplné
reSeni

Existuje-li UplnéieSeni poateniho problému takové, Ze kazdé jiiéSeni tohoto
problému je jeho zUZenim, budeme &tuiikat, Ze dany problém méa pgayedno

feSeni.

Definice V souladu s fedchozim dlenim feSeni na obecné, partikularni a singularni,
pak obecnynfesenim rovnicg = f(x, y) budeme rozust funkci zavisejici na jednom
parametru C takovou, Ze specialni volbou C IzeatiESeni libovolného patesniho

problémuy = f(x, y), y(%) = Yo.

Definice Graf feSeni nazyvame integralmivkou dané diferenciélni rovnice.
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Kapitola 2. - Druhy diferencialnich rovnic

1) Rovnice roteSené vzhledem k derivaci
Pokud jsme schopni vyjéitidiferencialni rovnici F, y, y) = 0, ve tvaru
y=1f(xy) .

pakiikame, Ze rovnice je réeSena vzhledem k nejvyssi derivaci.

1a) Linearni homogenni diferencialni rovnice

Linearni homogenni diferencialni rovnici ozngeme rovnici, kterou v obecném tvaru
lze zapsat jako
y+a(x)y=0 ,
kdea(x) je realna funkce realné prémrmé a je spojita nagjakém intervalud O R.
Jedna se o specialniipad rovnice se separovanymi pramymi

(viz.Kapitola 2,¢ast 1c) ).

Rovnici y'+a(x)y =0 upravime na tvar

7

y _

- =-a(x) , integrujeme a dostaneme vztah

Iny =-fa(x)dx+InC , kde C je integkmi konstanta.

Rovnici upravime na tvar

— [a(x)dx

Iny=Ine +InC , odstranimeifrozeny logaritmus a fizeme napsat

y=ce 18X cop

Toto je obecnéeSeni homogenni rovnice.
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1b) Linearni nehomogenni diferencialni rovnice

Linearni diferencialni rovnici prvnihi@du Ize v obecném tvaru zapsat jako
y+a(x)y =b(x) ,
kdea(x),b(x) jsou spojité funkce.
Tuto rovnici oznaujeme prob(Xx) # Ojako nehomogenni rovnici, linearni diferencialni

rovnici s pravou stranou nebo také uplnou linedif@rencialni rovnici.

Obecnéiedeni diferencialni rovnicey’ +a(Xx)y =b(X) se rovna satiu obecného
teSeni diferencialni rovnicey'=-a(x)y a libovolného partikularnihotedeni
nehomogenni rovnicg +a(x)y =b(x).

Jednou z metod nalezeni obecnéheseni nehomogenni diferencialni rovnice

y+a(X)y =b(X) je metoda variace konstamboli Lagrangeova metoda

ReSeni touto metodou sHva vtom, Ze feSeni nehomogenni rovnice

- [a(x)dx

y+a(x)y=b(x) hledame ve tvaruy=C(X)e tzn. tvar reSeni

predpokladame stejny, jako ¥ipact homogenni rovnice, al€ zde nepedstavuje

konstantu, ale neznamou funkCi(X), kterou utime takovym zpsobem, abyeseni

vyhovovalo nehomogenni rovnici.

Derivujeme vztah
y= C(X)e_Ia(X)dX a dostaneme
y'=C (x)e~ 13008, c(x)[- a(x)]e™ a0 |
Oba vy3e uvedené vztahy dosadime/zay” do rovnice Y +a(X)y =b(X) , kde po
Gpraw obdrzime
C (X)e—ja(x)dx =b(X) , rovnici upravime do tvaru
C'(X) = b(X)eja(X)dX a po integraci ziskame

C(x) = j[b(x)eja(x)dx}dx+ C1 : kdeC1 je integrani konstanta.
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Dosazenim do rovnicy = C(x)e~! 28X gostaneme rovnici
_ [a(x)dx - [a(x)dx
y= {j[b(x)e }dx+ Cl}e :

coz je obecnéeSeni nehomogenni linearni diferencialni rovniemiproradu.

1c) Separovatelné diferencialni rovnice

Separovatelné jsou takové diferencialni rovnid@du , u kterych iizeme separovat
proménné. To znamena, ze lze rozepsatquini funkcif na sodin dvou funkci jedné

promenné, z nichZ jedna ma za prémmoux a druhdy.

UvaZujme obyejnou diferencialni rovnici prvnihi@du, kterou Ize vyjait ve tvaru

y=1f(xy).

Uvedena diferenciélni rovnice pak ziska tvar

Y=goh(y)

V této rovnici oddlime (separujeme) profnné,¢imz dostaneme vztah

dy
—2 = g(x)dx.
) a(x)

Integraci obou stran rovnice ziskame obaesséni, tzn.

dy _
[——=7g(x)dx+C ,
h(y)

kdeC je integr&ni konstanta.
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1d) Homogenni rovnice

Predpokladejme, Ze funkdge spojita na &akem intervalu I.

Jedna se o diferencialni rovnici typi= f(lj
X

Substituciu =% ji ptevedeme na diferencialrovnici s neznamou funkel promgnné

X, ktera jereSitelna metodou separace psomych.

y

Kdyz tedy poloZimel :§ , plati

y=ux+u

a rovnice Y= f(%} se transformuje na rovnici
ux+u="f(u),

V NiZ |ze separovat praimné

.1
u==(f(u)—-u).
X
Je-li 'y teSeni rovnicey'= f(zj sphujici patatetni podminkuy (X)=Yo,
X

1
pak jeu =%fe§en|’m rovnicdd = = ( f (U) — U) sphiujici pasateni podminku
X

y
u(x )==2 aobracea
0 XO
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y

ProtoZe zobrazeni mnoziny viee$eni rovnicey = f[—} na mnozinu vsSecteSeni
X

. e 1 . . .
rovnice U==(f(u)—u) je vzajems jednoznané, dostaneme timto &pobem
X

1 ,
prostednictvim rovnicel = = ( f (U) —U) vSechnaeseni rovnicey = f (X] :
X

X

1e) Rovnice tvaruy’= f(

a><+ﬁy+yj

ax+by+c
Predpokladejme, Ze funkdge spojita na &gakém intervalu I. Plati-li, Z¢y =c =0,

ax+py+y

rovnici y'= f( ax+ Dy +C

, +
J zapiSeme ve tvaryy = f(ax—’ﬁyj :

ax + by

Pokud déle plati, Ze:

a+ﬂ¥
a) ab—ap # 0, Ize rovnici gevést na rovnici homogennf = f X
a+bY
X
a+ﬁ¥
b)ab-aB =0, je rovnicey = f X | tvaru y'= konst.
a+bi

V obou gipadech jiz Ize rovnici bez problémuiegit pomoci fedchozich metod.

> Zamgfme se tedy na situaci, kgfy2+ ¢ 2+ 0. zde mizeme rozlisit dva

piipady:
a)yab-af %0

Pak existuje jedina dvojiadselm, n takova, Ze spiuje podminky
am+ n+y=0, am+bn+c=0

--12--
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PoloZzme tedX=U+ M, y=V + n.

Pak platl'ﬂ= ﬂ arovnici y = f L’BW/ |ze transformovat na rovnici
dx du ax+hby+c
ﬂ = f(—au + ’&/]
du au+bv)’

kterou Ize pevést na rovnici homogenni

ProtoZe zobrazeni definované rovnice@ni+ M+ y =0, am+bn+c=0)

je prosté, dostaneme #eSeni této homogenni rovnice vSechieseni rovnice

. (a'x+ Ly + yj
y=f| 2T
ax+hby+c
byab-af =0
Je-liad =a=0 nebof =b=0, ma rovnicey = f(wj separované
ax+by+c
proménné.
Nechttedya >+ a@2?#0 af 2+b?#0.
Je-li b # 0, pak ze vztahuab-af= 0 plyne a = % a rovnice
y,: f(wj je tvaru
ax+hby+c
 [Baxrby+y
y=f
ax+hby+c

Zavedeme substitud = z(X) = ax+ by, mizeme tedy psat

z+C

y=f
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Derivaci substiténiho vztahu dostanemz=a+hy’.

Dosazenim rovnicey = f v dostavame vztah

Kz+y
zZ+cC

B

j , kde zapisK = Bpfedstavuje konstantu.

Z=a+lby= a+bf(

Tato rovnice je rovnice se separovanymi ponymi pro neznamou funk@i

1f) Bernoulliova rovnice

Bernoulliovou rovnici oznaljeme diferenciélni rovnici, kterou lze zapsat wart

y+a(X)y=b(x)y", kden je konstanta.

1)Pran = 0 prejde Bernoulliova rovnice na nehomogenni lineawmnici.

2)Pran = 1 pak pejde na homogenni linearni rovnici

3)Pron # 0,1 Bernoulliovu rovnici Izeresit tak, Ze ji vydlime y' a zavedeme

substituciz=y ~"*?.

Bernoulliova rovnice pakipjde na linearni diferencialni rovnici pro funkgk), tedy

dz(x)

Ix +(—n+Da(x)z(x) = (-n+1b(X) .
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1g) Exaktni rovnice

Diferenciélni rovnici
p(x, y)dx+q(x,y)dy=0 ,
kde p(x,y), a(x,y) jsou spojité funkce na oblafdi (véetné prvnich derivaci), oziajeme

jako exaktni, jestlize levou stranu lze vyiididako totalni diferencial &aké funkce

F(x,y), kterd se nazyva kmenova funkce.

V takovém pipact plati

dF(x, y) =de+%§’y)dy

Srovnanim pedchozich vztahtedy plati

p(xy) = 0o )
0X

aixy) =29
oy

Ze spojitosti prvych derivaci funkgi(x,y),q(x,y) a jejich vyjadeni pomoci smiSenych

derivaci funkcd=(x,y) vyplyva rovnost parcialnich derivaci funkieé,y), tzn.

9°F(x.y) _ 0p(x.Y)
0yox ay | 0p(x.y) _0q(x.y)
9°F(x,y) _oa(xy)| OY OX
oxoy X

Predchozi vztahigdstavuje podminku exaktnodtné diferencialni rovnice.
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Pti feSeni exaktni diferencialni rovnice vyjdeme ze hizta

F(x,Y) _O0F(xy)
e acxy) Ty

Integraci &chto vztali dostaneme

p(X,y) =

F(xy) =] p(x y)dx+ f (y)
F(x,y)=[ax y)dy+f,(x)

Funkce fi(y) predstavuje integemi konstantu, nelfopii integraci ges x muzeme

povazovaly za konstantni. Podobije tomu prdy(X) ve vztahu k druhé profnné.

Reseni exaktni diferencialni rovnice ziskameerphozich vztahtak, Ze oba integraly
seteme, picemz¢leny, které se vyskytuji v obou integralech zétiome pouze jednou.
Je-li F(x,y) kmenovou funkci fislusného totalniho diferencialu, ma obedegeni

exaktni rovnice tvaF(x,y) =C,Ce R.

2) Rovnice neraeSené vzhledem k derivg@nplicitni rovnice)

Ne vzdy se nam potiaozesit rovnici FK,y,y )=0 vzhledem k derivagi’.

Proto je kkdy vyhodné roesit danou rovnici bdl vzhledem kx neboy.

Tak dostaneme diferencialni rovnice tvaxFf(y,y") nebo y=f(X,y"), jejichz

specialnimi pipady jsou rovnice tvar=f(y") a y=Ff(y").
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2a) Rovnice tvang=f(y’) , y=f(y’)

Zavedeme funkcp = y'= dy :

dx
Zptsobieseni ukazeme na rovnigef(y”).

Po dosazeni zavedené funkce do rovyicé(y’) dostaneme

y = f(p) apo jejim derivovani dle pramnéx

_ s dP dp_ p
= f - - == .
P (P) dx dx f(p)

Toto je rovnice se separovanymi prmymi. Pokud defirini interval funkce

neobsahuje 0, iZemeieSeni napsat ve tvaru

o

P

PostupreSeni rovnicex=f(y")je zcela analogicky.

2b) Clairautova rovnice

Jedna se o rovnicly = Xy +g(Y).

dy_ .

Zavedeme parametp = d_ =y.
X

Pozn.3 K ieeni rovniceiedpokladejme,Ze funkcg ma spojitou derivac (p) na
intervalu J. Dale ne¢tma g(p) v intervalu J druhou derivaci, ktera je od nuigma
pro vSechnd .
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Plati:  Y(X) =Xp+g(p) ., a po derivaci

. dp, .,.dp
= p+X—/+ — .
y=p dx g(p) dx

dy _

Dale dosadime do rovnicgd = d_ =Yy adostaneme
X

_ dp, -/ dP
p—p"'xa("'g(p)a

e d
0=(x+g (P). .
dx
, dp _ -
Musi tedy platltd— =0,nebox=-g(p).
X

dp _

> Dle prvni rovnostplati: — =0 , takzep = C, Ce R a po dosazeni do rovnice

y(X) = xXp+ g(p) , dostaneme obectiédeni

Y(X) =Cx+g(C), kde CeR, je libovolna konstanta.

» Z druhé rovnostdostaneme parametrické vyfédi singularnihdesSeni,

tzn.plati:X = =g () , po dosazeni do rovnicg(X) = Xp+ g(p) dostaneme

y=—pg(p)+9(p). kdep je parametr.

Ke Clairauto¢ diferencialni rovnici vedou mnohé ulohy o¢nédch a o systémech
piimeky = ax + b kde mezi paramet@ a b plati ngjaky vztahb = g(a).
Protozey'=a, dosazenim zal a b do rovnice tohoto systémuiimek dostaneme
diferencialni rovnici

y=xy+g(y),
tj. Clairautovu diferencialni rovnici.

JejimiteSenimi jsou mky daného systému.
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2c) Lagrangeova rovnice

Jedna se o rovnicy = f(y")x + g(y’).
Resime ji zavedenim paramepwa metodou derivovanOzname tedyy = p .

Rovniciy = f(y")x + g(y")mazeme pepsat do tvary = f(p)x + g(p) .

Rovniciy = f(p)x + g(p)derivujeme podle pro&mnéx:

_ < P () 9P

p=T(P)+xI(P) g+ o (P
o ccemy AP
p—f(p)=(xf"(P)+g(P)—-
dx

Reseni rovnicep— T (p) =(xf"(p) + g(p))%) , za redpokladu:
X
a) p-f(p)=0
ag v obecnémifpad, tedy za pedpokladup=f(p) , prechazi rovnice

y = f(p)x + g(p)do rovnice

y = pX + g(p) coz je_Clairautova rovnice

ab) pokud zadame, Zespc, pak
y(X) =cx+C

je singularninfeSenim dané rovnice. Konstagtuuréime dosazenim do dané rovnice:

cx+c=xf(c)+g(c) , po dpra
c=x(f(c)-c)+g(c)

a porévadzf(c) = ¢, jec; = g(c).

--19--
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SingularniteSeni Lagrangeovy rovnice tedy je
y(x) =cx+g(c)

kdec je feSenim rovnic€ = f(C) (je pevnym bodem funkce f).

b) p - f(p}# 0

dostaneme

dx_xt"(p+g(p)_ f(p) ,, 9(p)
dp p-f(p) p-f(p)  pP-f(p)

coz je linearni diferencialni rovnice. Jexli= @(p,C) obecnéeseni této rovnice, pak

x=®(p,c) ., y=f(p)®(p,c)+9(p) .

je parametrickym vyja@énim obecnéhteSeni Lagrangeovy rovnice.
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Kapitola 3. — Metody,zisoby a pikladyfeSeni diferencialnich rovnic

1) Metoda variace konstant

PouZiti této metody je popsanccadsti Kapitola 2. - Druhy diferencialnich rovnic ,

v ramci zisobuieSeni Linearni nehomogenni diferencialni rovnice .

2) Metoda integréniho faktoru

Pri feSeni_exaktni rovnige vZzdy nutné okt podminku exaktnosti.Pokud neni sgia

podminka exaktnosti diferencialni rovnice, tzntipla

op_o0
9.9
dy 0OXx
pak dana rovnice neni exaktni rovniciad@ vSak existovat tzv. integwa (integrujici)
faktor i, kterym vynasobime (neexaktni) rovni&imz ji prevedeme do exaktniho tvaru,

tzn. dostaneme exaktni rovnici

H(X, Y) p(x, y)dx+ u(x, y)a(x, y)dy =0

Podminka exaktnosti m& pak tvar

o(up) _ 0(1a)
oy 0X

Integrani faktor vyhovuje podleithto podminek exaktnosti rovnici

J(x y){ap(x, y) _ 9g(x, y)}zdﬂ(x, y) aﬂg, )

X,
oy 0X 0X P(x.y)

Q(X, y) -

Nalezeni integraniho faktoruu(x,y) z predchozi rovnice je obvykle velmizke.
V mnoha pipadech je vSak mozné nalézt faktgrktery zavisi pouze na pr@mé x

neboy, tzn.u(x) nebou(y).
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Pokud integréni faktoru zavisi pouze ng, pak
op_0q

—= a tedy vyraz M
oy q

, Zavisi pouze na

Integrani faktoru(x) pak utime ze vztahu

op_0oq
=19 Xy
Podobr pokud integréni faktoru zavisi pouze ng, tedyg—’: =0,
op _0q
bude vyraz—ay—pax zaviset pouze na

Integrani faktoru(y) pak utime ze vztahu
op _0q
Injgd = Oy Xy
P

Integra&nim faktorem vynasobime zadanou diferencialni rivai dale postupujeme

jako u exaktni diferencialni rovnice.
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3) Fiklady - vypaty linearnich diferencialnich rovnic

3.1) Separovatelné rovnice

Pt.: Hledameeeni rovnicey v1-x% —y? -1=0
?\/l— x2 =y2+1 , po tprav
X

V1-x2dy=(y? +1dx ,rovnici poclime, upravime a integrujeme :

1 dy= j;dx , a dostaneme vysledek:

(y? +1) 1-x2

]

arctgy = arcsinx+C

t. y=tg(arcsirx +C) , kdeC je integr&ni konstanta.

Pr.: HledamereSeni rovnicey = (2y +1) cotgx , sphujici paateini podminku:
132
4 2

y'=(2y +1) cotgx

dy_ (2y+2) ( cosx/ sinx) , rovnici dale upravime na tvar

dy

=( cosx/ sinx) dx , natvar s integral
2y+1) ( ) graly

11 2dy
2 (2y+))

=[ (cosx/sinx) dx ,po integraci dostaneme
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%In‘ZyHJ = In|sinx|+ In C  kdeC je konstanta,

42y +1=Csinx ,z tohoto plyne obecn&seni

Csinx)%-1
y=( )

5 — po dosazeni gopodminky ;{I—Tj = 1 dostaneme
4

2

. T\ 2
Csin—)“-1
(G

vypositame konsC  — C2=4

2 2

dosadime do obecnéteseni a dostaneme partikulafeseni:

=Czsin2x -1 y:4sin2x -1

2 2

3.2) Linearni homogenni diferenciélni rovnice

Pt.. Mame najiteSeni diferencialni rovnicey': - 5 Y sphujici pazateini
1+x

podminku y(1) = -3.

1., X
—y=- 5 po doplrénim integrah a s malou Upravou iieme psat rovnici
y 1+ X
1 1 2x
[—dy=—=] — druhy integrakesime
y 2 1+Xx

pomoci substitug=1+ X2 — ds=2xdx, doplnime do rovnice a mame tvar
1 1.1 1
[—dy= —Ej—ds , po integraci dostanerl@ y = —Eln s+InC
S

1
Po zgtném dopléni vztahus =1+ X2 obdrzimeln'y = —Eln(1+ x2)+InC |

kde C je integr&ni konstanta.
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Z rovnice odstranimefpozeny logaritmus a dostaneme tvar obecriéBeni

1

V@+x?)

Doplnime péateni podml’nky,tzn.—SZC; —~ C=-3/2 ,

J@+1
-3/2

obdrzime partikularnieSeni y =

N1+ x? |

y=C

a po dosazeni dy =C

1
Y@+ x?)

3.3)Reseni nehomogenni rovnice

Pro vypa@etieSeni nehomogenni rovnice née vypaitamea) homogenni rovnigi
pro vypaet neznamé funkcg(x) (viz. Kapitola 2 ¢ast 1a,1b) a obecnébeseni
budeme poté pdtatb) nehomogenni rovnici

. - s, ’ . rd X
Pr.: Uréeme obecnéeSeni diferencialni rovnicey + 5
x“-1

y=0 ,rovnici upravime do tvaru

y=(x-1sinx.

,  X—3
a) y+
x2—1

x2 -1 x2 -1

y _ [ x=-3]_ 3-X . ..
—_— = , pravou stranu rovnice rozlozime na
y

parcialni zlomky —

— rozklad na parcialni zlomky | A=1

Po vypd@tu ¢lend zlomki A a B vgitateli, rovnici upravime na vztah:

3-x _ 1 2

- - , po doplini integrali ma tvar
2 —
x¢-1 X-1 x+1

Y.
y
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jidy: jidx— ZJLdX , po integraci
y x-1 Xx+1
Iny=In x-1 +InC , odstranimeifrozeny logaritmus a friteme
(x+1p

psat tvar obecnéheseni

Pro vypaet hodnotyC(X) budeme pdebovat znat hodnotly' , tedy derivaci rovnice
obecnehdeseniy :

y= C'(x*-1)+C(B-X)
(x+1)3

b) HodnotuC(X) vypaiteme z nasledujici nehomogenni rovnice:

, X—3

y+ y=(X—=1)sinXx , kam doplnime z&y a Y vztahy, vyp@itané v¢stia)

X -1

=(x-1sinx ,

C’(x2—1)+C(3—x)+(x—3){ x-1
(x+1)3 x? =1| (x+1)?

po jednoduchych Upravach dostaneme

C'=(x+1)’sinx

HodnotuC(X) vypasitdme po integraci vy3e vypivaného vztahu, tedy:

C = [(x+1)?sindx = x* sinxdx+ 2] xsinxdx+ [sinxdx
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Vypocet dikich integrébh:

> sz SinXdX— metoda per partes

substituce— 7
V=SINX - V=—C0OSX

u=x%_ U'=2x ]

2

sz sinxdx=—x“ cosx + 2 xcosxdx

[XCOsX — per partes

_ u=x-u=1
substituce—

V=C0SX - V=SinXx

[Xcosx = Xsinx —[sinxdx= XsinXx + CosX

2 2

[ x? sinxdx=—x* cosx+ 2[ XCOSX = —X* COSX + 2XSinX + 2C0SX

> 2[XSinXdx— metoda per partes

_ u=x-u=1
substituce— | , .
V=SINX - V=—C0OSX

2[ xsinxdx = 2|~ Xcosx + [cosxdx| = = 2xcosx + 2sin x

> [sinxdx— piimy vypaset

[SinXdx=—Co<X

Pro vypaet C jednotlivé vypdtené hodnoty integrélseteme, tzn:
C = [(x+1)?sindx = | x* sinxdx+ 2] xsinxdx+ [sinxdx

C =] (x+1)?sin »dx=—x2 cosx+ 2xsinx+ 2C0Sx — 2XCOSX + 2sinx — CosxX + K
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C =[(x+1)?sinxdx=2(x+1)sinx—(x? +2x-1)cosx+K , K =int. konst.

Obecné&eseni ziskame po dosazeni hodrGtgo obecnéhveseni homogenni rovnice:

x—1
(x+1

y= [2(x+1)sinx—(x2+2x—1)cosx+ K}

Pt.: Re3me diferencialni rovnicy’+2y =4x
a) Y+2y =0, rovnici upravime na tvar

dy _

—==-2Y , integrujeme
dx

d . o,
[—= =—[2dX, po integraci a Upr&wostaneme vztah

Iny=Ine" 2X 4 INC , po odstraéni piirozeného logaritmu obdrzime
y=Ce ? | COR..

b) HodnotuC(X) vypatemez rovnicey = C(x)e™ X

derivujeme a dostaneme
y=Ce 2*+Ce (-2
y ay'doplnime do rovnicg +2y=4xa dostaneme
Ce 2 -2Ce 2* +2Ce™ 2 =4x , po lpra¥
C'e™ 2 = 4x

Vypocet C(X) provedeme metodou per-partes.
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C = [4e¥dx = 2xe?* — [ 2eZ*dx = 2xe™* —e™ + K
C

Vyse vypaitany vztah praC(X) viozime do rovnicey = C(x)e~?* , dostaneme

y = (2xe®* —e® +K)e™Z* apo prav
C

y=Ke™ +2x-1

Pr.: Re3me linearni diferencidlni rovnig'{'—i =eX(l+Xx)

1+x

a) y'—i =0 , upravime na tvar
1+Xx
dy S AN idy= idX , integrujeme
dx 1+x y = 1+x
1. _ : :
[—=dy=]——dx, po integraci dostaneme vztah
1+x

Iny =In(1+x)+InC , kde po Upra¥ piSeme

y=1+x)C ,COR

b) Hodnotu C(X) vypaiteme z nasledujici nehomogenni rovnice

Derivaci y = (1+ X)C ziskame vztah y=C (1+Xx)+C

Vztahy doplnime do rovnic@"—i =eX(+X) , tzn.
1+x
’ C1+x
C@+x)+C —g =eX(L+X) , po jednoduché tprawdostaneme
1+X
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C=eX - integraci ziskame vztah
C=eX*+K , kdeK je integr&ni konstanta.

Obecné&eseni ziskame po dosazeni hodrotgo obecnéheéeseni homogenni rovnice
a obdrzime:

y = L+ x)(* +K)

3.4) Riklad vypaitu exaktni rovnice

F.: UrcemereSeni diferenciélni rovnice

(3¢ + 6xy°)dx + (6¢Y + 4y°)dy = 0

Reseni:
Owetime exaktnost , tzn. musi platit

—=12xy = % =12xy — jedna se o exaktni rovnici.
dy dx

Postup vypotu na zaklad reSeni dvou integréi
j (3x* + 6xy?)dx = x® + 3x%y?
[@x?y+ay’)dy=3xy* +y*

a nyni napiSeme kazdien, ktery nam vysel, pokud se opakuje v obou \dlh,
napiSeme ho jen jednou.

F(x,y)=x3+3x2y2 +y* |

a obecnéeseni jeve tvaru: XS +3x2y% +y4 =C
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3.5) Riklad vypaitu — Bernoulliova rovnice
PE.: Reme rovniciy +Xy = xy3

Vzhledem k tomu, Ze exponenywa praveé stranneni roven 0 ani ¥eSime rovnici

zavedenim substituce = y_n+1 ,

V pripac rovnice Y +Xxy = Xy3 je substituce rovna

1_
7 =
Jeji derivaci podl& dostaneme=2y2y =7z ,
, . . ’ 1.
jednoduchou Upravou upravime ngg = _EZ .
y
] ) Yy X
Po dosazeni substttich vztali do rovnlcey—3 +—2 = X, dostaneme separovatelnou
y= Yy
diferencialni rovnici
1, _ ]
_E Z+XZ=X , upravime na tvar
, , dz _
—=Z=X-XzZ » =Z=X(z-1) —» —— =2xdXx,

po doplrEni integral vztah gepiSeme do tvaru

jd—zl = [2xdX , po integraci upravime
z —

2
In(z-1) =x2+InC — In(z-1) =IneX +InC
2
In(z-1) =InCe* , kde po odstrami piirozeného logaritmu

2 2
2-1=Ce¥ —» 2=Ce* +1 , COR.
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2
Vypocitany vztah z = CeX +1 dosadime do substitucé— =z , adostaneme
y
1 _ ~x2 o
—=Ce” +1 apo lpraw

1

y=—— 1
\/Cex2 +1

3.6) Piklad vypdaitu — rovnice tvarx=f(y’) , y=f(y)

F.: Mameiesit diferencialni rovnici , ktera explicimeobsahuje proémnouX

y=y? +y®.
Rovnice Y = P? + p3je spojita na interval(roo,+00) a pro g0 a p--2/3 ma zde

spojitou nenulovou derivacf " (p) =2p+3p?2.

Lze ji feSit metodou derivace podte

_ o, dp 2 dp
p—2pa+3p dx

2
dx_2p+3p” x:2p+gp2+C, CUR

ParametrickéeSeni je ve tvaru:

y=p?+p? x=2p+§p2+c  kdeCLIR
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3.7) Riklad vypaitu Clairautovy rovnice

2
F.: ReSme diferencialni rovnicy = Xy +4\1+y

Zavedeme parametrp=Yy’ , rovnici p‘epiSeme do tvaru

y=Xp+4y1+ p2 , dale derivujeme podbe¢ a dostaneme

ﬂ =p+ Xd_p+id_p , po Upra¥ a aplikacip=y” , piseme

dx dx 14 p2 dx

Resenia) Y =XC+4W1+ c? , neba z prvni podminky, tznoz% , plyne
volba libovolnéh@=cC , GR.
4p

b) tototeSeni vychazi ze druhé podmipian. 0 = X +
V1+ p2

) ) __ 4p
které upravime na tvarxX = — :
V1+ p2

Po dosazeni do

y=Xp+41+ p2 , dostaneme vztah

4p 0+4 1+p2= 4

y=- /1+p2 /1+p2

--33--
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Vztahy:

4 4
A a4
2

X=- :
1+ p2 1+p

isou parametrickym vyjddnimieSenib).

Pokud vylogime parametp, tzn. :

. 4 .
rovnici Y =————, upravime na tvapp =
1+ p2
] _ 4p —
a doplnime do vztahX = ————— , dostaneme tvaesSeni
1+ p2
X2 +y? =16
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Kapitola 4. Autonomni rovnice a soustavy

Rovnici nebo soustavu rovnic nazveme autonomniljjegeji prava strana explicin
nezavisi na nezavislé prémqmé. Autonomni rovnici prvnihfadu tak nizeme zapsat ve

tvaru
y =1(y),

autonomni linearni rovnice s konst. koeficientytwar y'+ay =b, kdea,be R.

Autonomni soustavu rovnic lIze tedy zapgat= f(y), linearni soustavay'+ y=

obsahuje matici konstantnich koeficiient € R™" i konstantni vektor .

Ve fyzikalnich aplikacich obvykle nezavisle pré&mou x je ¢as. Pojem autonomni
rovnice (systém) je protofipozeny — jde o jevy, ip kterych se stasemx nemeni

podminky jevu, které tuddata ulohy.

Pozn.6 Definujme pojem trajektorigeSeni soustavy rovnic. Zatimco greseni

y: 1> R"je kiivka {(x, u(X), . . ., %(¥) | x € I } v prostoru B, trajektorie je pimét

feSeniy(x) do prostoru hodnateSeni, tzvfazoveho prostorutj. kiivka {(yi(%), . . .,
Yn(X)) € Ry | x € I} v R" Ptitom Sipka oznéujici orientaci kivek popisuje orientaci

pohybuhodnotyteSeni po trajektoriiiprostoucimcasux.

Jestlizey(x) je feSenim autonomni rovnice (soustavy) na intera|i), potom funkce
Ye(X) = y(X — C) je takéreSenim, které je definované na intervalu
(a+c, b+ ). Grafy oboueSeni se liSi 0 posunuti ve & osyx, oke feSeni maji proto

identické trajektorie.
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4.1) Autonomni rovnice prvnitfédu

Autonomni rovnici prvningadu zapisujeme ve tvayi = f(y). Predpokladame, ze
funkcef(y) je definovana a spojitd na mnoZié c R.

Trajektorie konstantnihieSeni je jednobodova mnozZina — degenerovankase

v tomto gipad® mluvime o_singularnimesSeni a singularni trajektarii

Pro tento pipad je uéeni trajektorii a tzv. fazového portréeseni jednoduché.

Singularni trajektorie jsou keny rovnicef(y) = 0. Otewené Us&y mnoziny bod,

v kterych je hodnot&(y) kladnd, tvéi trajektorie rostoucichesSeni; useky, kdef(y) je
zaporna, tvti trajektorie klesajicickeSeni.

Pokud funkcd(y) je navic lipschitzovsk&eSeni je jednoziaé, a proto trajektorie
UplnychteSeni jsou hdito disjunktni nebo totozné.

Pozn.7 Lipschitzovsky spojité zobrazeni, nebo také lipsmhiské zobrazeni, je
zobecrnim spojitého zobrazeni na metrickych prostoresténb je podle vyznamného
némeckého matematika Rudolfa Lipschitze ( 1832-1908unkce je lipschitzovsky
spojita, nebo lipschitzovska, pokud existuje kontst& > 0 tak, Ze pro kazdéy plati

- T(y) <K[x-y

Podivejme se , jak bude vypadegjektorie linearni autonomni rovnicg+ay =b ve

specialnichpripadech, kdy:

a) az0 , b=0
Rovnici y'+ay =b prepiseme do tvary'+ay =0 a upravime na tvar
yl

— =-—a , integrujeme a dostaneme vztah

y
Iny=-ax+InC , po tpra¥

y=Ce &  COR .
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RozliSime dvaippady:
aa) a>0 - singularni trajektorii je poldfmka na intervalu(, «) , orientovana
v zaporném siru sodadnicove osy .
ab) a<O0 - singularni trajektorii je poldfmka na intervalu (0x) , orientovana

v kladném snru sodadnicové osy .

b) a=0 , b0
Rovnici y'+ay =b piepiseme do tvary'=Db, integrujeme a dostaneme vztah

y=bx+C , CIOR.

RozliSime dva fipady:

ba) b>0 - trajektorii je pimka na intervalu-fo, «) , orientovana v kladném
Smeru sodadnicove osy .

bb) b<O0 - trajektorii je pimka na intervalu ¢e, o) , orientovana v zaporném

Smeru sodadnicové osy .

c) a=0 , b=0

Rovnici y'+ay =b piepiseme do tvary'=0 , integrujeme a dostaneme vztah

y =kons. , tzn. vSechn&eseni jsou konstantni a body€ R tvori singularni

trajektorie.



Obycejné diferencialni rovnice fadu

4.2) Autonomni soustava rovnic prvniiadu

Patateini Ulohu pro autonomni soustavu oeyych diferencialnich rovnic prvniho

fadu zapisujeme ve tvaru
y'=f(y) . y(x,) =y, .
kde vektorova funkcé: G — R" je definovana a spoijita v oblagic R" a yo € R".

Ke spojitosti vektorové funkcé, ktera zartuje existencireSeni poatesni ulohy pro

libovolné yO piidame podminku lipschitzovskosti funkteabychom zaiili

jednoznénostiresSeni.
Defini¢ni oborG funkcef(y) (na kterém jé spojita a lipschitzovska) v prostoru hodnot

(fazovém prostoru) se tak rozpada na:

» singularni bod (kriticky bod, stacionarni bod, rovazny bod ) +eSeniy(x) je
konstantnifeSenim soustavy rovnify) = O je jednobodova mnozing.}.

» cyklus (uzavena kivka) —reSeniy(x) je periodické.

» otewena neprotinajici seikka — trajektoriefeSeni pedstavuje prosté zobrazeni
oteweného intervalll = (a, b) (v¢etrg piipadi a = —o0 nebob = «) do fazového

prostoru.

Typy sinqularnich bodi v roviné

Budeme se zabyvat autonomni soustavou dvou rovnic

y =f(y.2) z =g(y,z) .

TrajektoriefeSeni soustavy jsouilky { (y(X), 2X)) € R*| x€ 1} ve dvourozmirném
fazovém prostoru — rovén
Mohu zopakovat,Ze trajektorie jsat typa:

1) body - singularni body

2) uzawené Kivky — cykly

3) neprotinajici sefivky
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Podivame se, jak vypadaji tyto trajektorie lokalRod {/o, Zo), ktery neni singularni,

leZi proto na orientovanéilcce (oblouku, Usgce). V jeho okoli trajektorieipdstavuji

stejreé orientované Kvky.

Jina situace je v okoli singularnich odyto singularni body mohou t¥bsouvislé

mnoziny, nap. trajektorie soustavy y" =@ = 0 jsou singularni body, které vipji

celou rovinu.

Budeme se zabyvat izolovanymi singuitai body, tj. singularnimi body,

které ve svém dostate malém okoli nemaji zadné jiné singularni body. IRone

n¢kolik typua téchto singularnich bad

Izolovany singularni bodyg, 7)) nazveme

1)

2)

3)

stired — pokud kazdym bodem ryziho okolip( Z) prochazi trajektorie
typu uzawené Kivky — cyklus.

uzel — pokud kazdym bodem ryziho okolof Z) prochazi trajektorie
(Y(X), ZX)), x € (—0,0) typu otewené Kivky, jejiz konec (limita prox —
© nebox — —) je singularni bodYp, %), pricemz snérnice te&ny
trajektorie ¢'(x), z' (X)) ma kone&nou limitu.Pokud se bodyy(x), zx))
blizi k bodu Yo , %) pii X—, mluvime o atraktivnim jtahujicim,
piitazlivém) uzlu, pokud naopak body(X), ZX)) se blizi k bodu
(Yo, ) pii X ——o0, tj. pii Xx—oo se vzdaluji, mluvime o repulzivnim
(odpuzujicim, odpudivém) uzlu.

ohnisko — kazdym bodem ryziho okolyd, %) prochazi trajektorie typu
otewené Kivky, jejiz jeden konec (limita pr& — o« nebox — —x) je
singularni bodYj, %), piicemz smdrnice t&€ny feSeni ¥'(x), z'(x)) nema
vlastni limitu (orientovany Uhel &ého vektoru neomezénroste,
pripadre neomezed klesad).Pokud se body(k), z2x)) blizi k bodu Yo,
Zy) pii X — oo, mluvime o atraktivnim (tahujicim, gitazlivém)
ohnisku. Pokud se body(&), Zx)) blizi k bodu Yo, Z) pii X —> —©
(tj. pri x — oo sefeSeni vzdaluje od singularity), mluvime o repulamn

(odpuzujicim, odpudivém) ohnisku.
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4) sedlo- pokud v ryzim okoli bad(Yp, %) existuji jak trajektorie, které se

pri rostoucimx blizi k (Yo, Z), tak trajektorie seiprostoucimx vzdaluji

od WO! Z))

Typy sinqularnich bodi linearni soustavy rovnic v roving

V predchozim odstavci jsme studovali singularni bagl %) v obecné poloze.
Posunutim, tj. transformacf,(d — (v, 2) = (Y — Yo, Z — %), |ze singularni bodyp, Z)

pievest do peatku (Q 0) a studovat chovartesSeni v okoli singularniho bodu, (©).

Dale linearizaci funkdi(y, 2 ag(y, 2 v okoli paatku (Q 0)

#.2~ay+bz, W2)=~cy+dz

pomoci konstant

_of _of _dg _dg
a= a_y (O’O) b - E (O!O) C= a_y (O!O) d - E (O!O) )

Ize typ singularniho boduyq, 7)) nelinearni soustavy studovat pomoigdpzené

soustavy linearnich rovnic

y\_[(abyy
4 cd |\ z
NapiSme charakteristickou rovnici této soustavy

P{)=12-(a+d)]+(ad - cb) = 0.

Snadno odvodime tvrzeni o typtighuSného singularniho bodu.
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Pokud uvaZzujme soustavu linearnich rovnic a jefiomildajici charakteristickou rovnici
P(l) =1%- (a+d)1+ (ad — cb) = Os kaenyA 1, 4 2, pak:

» pokud oba keny jsou realné a kladné,

tj. 0< A1<A2, singularni bod je odpuzujici uzel.

» pokud oba keny jsou realné a zaporné

tj. A1</A2< 0, singularni bod jefitazlivy uzel.

» pokud oba k#eny jsou realné, jeden kladny a druhy zaporny,

tji. A1< 0< A2, singularni bod je sedlo.

» pokud kdeny jsou komplextr sdruzené s kladnou realnowasti,

ti. L12=w iV, (o> 0,v£0), singularni bod je odpuzujici ohnisko.

» pokud kdeny jsou komplexti sdruzené se zapornou realnotasti,

ti. L12=w %V, (0 <0,Vv+0), singularni bod jeifiahujici ohnisko.

» pokud kdeny jsou komplexti sdruzené s nulovou realnouasti,

tji. A12=w iV, (0 = 0,v+#0), singularni bod je #d.
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Kapitola 5. Riklady vyuziti diferencialnich rovnic v praxi

Abychom mohli zkoumat realné situace, ipblujeme je nejdve popsat pomoci
uréitého matematického modelu. Ten se snazime zkonstrtiak, aby jeho chovani co
nejpesrEji odpovidalo vlastnostem zkoumaného objektu. Madely 1ze chapat jako
standard idealizovaného chovani, na jehoZ pozadZeme posuzovat realitu.
Nasledujici matematickad analyza vede k ziskanietetrych disledki. Nyni je teba

ovefit, zda jsou v souladu s praktickymi poznatky.

Je nutné zéraznit, Ze matematicky model je pouzéibpznym popisem realné
skute&nosti (vybirame pouze ¢které vlastnosti zkoumaného objektu, nedokonala
znalost zakonitosti popisujicich chovani realnéhétas nepesné mieni vstupnich
Gdaji, rizné aproximace zjednodusujici skunest).

DalSim problémem je, Ze soustavy diferencialnictinio popisujicich zkoumanou
skut&nost mohou byt velmi sloZité, a proto s& pzboru modelu vyuziva jinych

metod nez jejichiiméreSeni.

5.1) Ristové modely

Ozname x(t) n¢jakou ¢iselnou "miru” velikosti jisté populace daset. Populaci zde
rozumime nejen spalenstvo Zivych organisin nagiklad lidi, ale také souhrn at@m
radioaktivni latky apod. kladem vhodné miry velikosti populacetbe byt pdet
milionu lidi Zijicich na Zemi nebo samotny & gritomnych aton.

Predpokladejme, Zeb(t,x) vyjadtuje miru gidavani jednotek (jedirid k populaci za
jednotkuc¢asu na kazdou jednotku populaceaset pii velikosti populacex. Podobs
nechy d(t,x) zna&i miru, ve které jednotky populace umiraji neba jgai odstraovany.
Budeme pedpokladat, Zeb(t,x), d(t,x) jsou spojité nezdporné funkce a Ze velikost
populacex = x(t) je diferencovatelna funkce. UvaZzujme nyni¢nmn velikosti populace

nac¢asovém intervalu &t + At >, kdeAt je malé.
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Vzhledem k vySe uvedenym podminkam l¥edpokladat, Zze
x(t + At) = x(t) = b(t, x(t))x(t)At — d (t, x(t)) x(t)At . (5.1.1)
VySe uvedeny vztah pélime At a dostavame

X(t +At) — x(t)

~ = b(t, X(©)X() - d ¢, x(£))x(¥) = x@)[b(t, x(1¥)) - d(t, x1))]

Limitnim prechodemAt — 0 ziskame diferencialni rovnici tvaru
dx
— = u(t, X)X
m H(EX)

kde funkceu(t,x )= b(t,x)- d(t,x) se nazyva specificka mirastu.

Po stanoveniiedpoklad kladenych na funkcp(t,x e rovnic% = u(t, x)x

stavd matematickym modelem.

5.2) Model radioaktivniho rozpadu

Nyni si g'edstavme model, kde za populaci povaZzujeme radimdlitomy v jakem
izotopu chemického prvku. Vime, Ze tyto atomy vémsvjade obsahuji dany get
neutrorii (u riiznych izotop daného prvkuiistava paet proton: v jade stejny, mni
se jen pdet neutrom). BéZna mira velikosti této populaceiaset je tedy dana piiem

piitomnych atormi. Ozn&me hoN(t). Radioaktivita je firozeny nebo uile vyvolany

samovolny rozpad atomového jAdra doprovazeny wnisilaradioaktivniho z#ni

Radioaktivni rozpad poskytl prvniikiaz toho, Zze zakonkidici subatomovy ¥ maiji
statisticky charakter.

Vezmime napiklad jako vzorek 1 mg kovového uranu. Ten obsaBife. 132 atomi
238 s velmi dlouhou dobou Zivota. Jadiattto atond existovala od doby, kdy vznikla

— dlouho ped utvd&enim naSi slurmi soustavy.

--43--
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Béhem kazdé sekundy se v naSem vzorku rozpadne pout®gader. B rozpadu
emituje jadrou — Gastice a femdiiuje se n&3*Th.

Ernest Rutheford ( novozélandsky fyzik, 1871-193dokazal, Ze rychlost tohoto
rozpadu je imo Un€rna pa@tu atomi prislusného prvku. V rovnigs.1.1)tedy mame
X(t) =N(t), b(t,x) =0 ad(t,x) =A, kdeA > 0 je tzv. pemeEnova konstanta prvku.

Pokud tedy rovnici
X(t + At)— x(t) = b(t, x(t))x(t)At — d(t, x(t)) x(t) At
upravime na tvar

X(t + AAtz - X(t) — b(t, X(t))X(t) —d (t, X(t)) X(t) = X(t)[b(t, X(t)) -d (t, X(t))] J

zamenime a doplnime vySe zngmé indexy, dostaneme

dN(t) _
dt

N(t)(0O—A) a po Upray mizeme napsat

Statistickou podstatu procesu rozpadiweme tedy vyjait tvrzenim, Ze pro vzorek s

N radioaktivnimi jadry je rychlost rozpad%? a je ungrnal, tzn.

dN _

Dostavame tak diferencialni rovnici se separovargtoimEnnymi:
N'=-AN,
ktera maeseniN(t) = N(O™ |
kde N(0) je paiet radioaktivnich jader ve vzorkudaset = 0 aN(t) je paet zbylych

jader v libovolném néasledujicim okamziku

Nyni se budeme&novat vypd@tu tzv.pol@&asu rozpadu.

Pozn.8: Polaias rozpaduT,,, je doba, za niz setpodni pa@et radioaktivnich jader

daného izotopu snizi na polovinu.
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Pri vypoctu budeme vychézet z rovnidd(t) = N (O)e'At,
N _ -t

kterou upravime na tvam =e

N(t) _
N (0)

S pomoci z#ni definice poldasu rozpadu (vizPozn.8:), kdy plati, Ze

1
2

At

mizeme rovnici upravit na tvaE =e , po doplrni prirozeného logaritmu

dostanemdn% =-Atlne =-At.

“ . 1 . o
Cast je polatasem rozpadf,, , tzn. InE =-AT,,, a po Upraw¥ obdrzime vztah pro

In2
vypocet pol@asu rozpadu: T,,, 27 [S]

Pozn.9: Premgnovou konstantud bud’ zname, nebo ji iizeme pormrné jednoduse

vypositat. M& charakteristickou hodnotu pro kaZdy radionuklieji jednotka je [§.

PouZziti vztahu pro vypet pol@&asu rozpadu si ukazeme na nasledujictékigrech.

Piiklad 5.2.1

Radioaktivni rozpad vzorku j6d@®. Tento radionuklid se velicgasto uZiva v |ékatvi
pro mefeni rychlosti usazovani jodu ve &titné Zlaze. Ngisné, za jak dlouho poklesne
pocet pavodnich jader na polodmi hodnotu — tedy zajiméa nas pé&ds rozpadu.

VétSina znamych radionuklid je radioaktivni, rozpadaji se samowblmychlosti

R= d—N , ktergje primo unerna pd@tu radioaktivnich atonN .

dt

Pozn.9:Rychlost rozpadu R je &ena pétem impuls , které pislusny nuklid vydava,

za 1 sekundu.



Obycejné diferencialni rovnice fadu

ZAvislost rychlosti rozpadu vzorku 128
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Rovnici N(t) = N(0)e™ ( viz.5.2 Model radioaktivniho rozpadu ),

muzZeme upravit , po dosazeni rovnice rychlosti rompath tvar
R(t) = ROE™ .

Doplnime do rovniceijrozeny logaritmusa obdrzime vztah
IR(t) = INR(O) -At .

Ve vySe vyobrazeném grafu je vynesena zavisldtnat , vysledkem je fimka se

smgrnici -1 .

Vztah InR(t) = InR(0) - At upravime a s vyuZzitim hodnot uvedenych ve vySe

vyobrazeném grafu rychlosti rozpadu , vjtéme hodnotul

_InRO)-InR(t) _ 6-0
t 1308(
( do rovnice je dosazetas v sekundach, tzn. 218 min =13080 s ).

A = 4587*10" 4 [sY
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Polatas rozpadu vypiatame snadno dosazenim do rovnice

T,, =In 2/11 - N2 1511

4587104

T,,=In 2% =2518 [min]

MiZeme tedyfici, e aktivita daného vzorkd® poklesne na polowni hodnotu

pocatesniho stavu za cca 25 min.

Piiklad 5.2.2

Méteni vzorku horniny z Nsice na hmotnostnim spektrometru ukazala, Zesppattu
piitomnych (stabilnich) atotnargonu®Ar k poctu (radioaktivnich) atofin drasliku®°K
je 10,3.

Predpokladejme, Ze vSechny argonové atomy vzniklpadem drasliku s palasem

rozpaduT,,, = 1,25.18 roku. Jaké je stahorniny?

Tato otazka je jist velmi zajimava, neboz vysledku Ize s velkou pragplodobnosti
Zjistit st&i slun€&ni soustavy.
Reseni: Jestlize hornina obsahovéla(0) atomi drasliku v ¢ase, kdy se tuda

tuhnutim z roztavené latky, bude&ase analyzy pmt draslikovych atoindan rovnici
Nk = Nk(0) e™

kdet je st&i horniny. Kazdy rozpadly atom drasliku vytit@atom argonu.

V case analyzy je tedy pet argonovych atotn

NAr = NK(O) — NK .

HodnotuNk(0) nemizeme n&fit, vylou¢ime ji proto z vySe uvedenych rovnic .
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Pro vypa&ett vychazime tedy zcthto rovnic:

Nk / € =Ng(0) a Nar + N¢ = Ng(0) , po vyloweni Ng(0) dostaneme

Ny / €= Na, + Nk , upravime na tvar

Nk = (Nar +Ng) €™ — N @' =Na+N¢ — & = (Na/ N¢) + 1.
Doplnime girozeny logaritmus a po Uprawmiazeme psat rovnici
A=In[1+ Nar/Ng) ]

ve které je mozn@omer Np, / N mefit. Vyjadiime-li t z této rovnice a pouZzijeme-li
rovnici vzajemného vztahu pdlasu rozpadu arpmenové konstanty
1
T, =In2=
1/2 /1

pro nahrazemi, dostaneme

t=[T,, IN(L +Na/NQ)J/In 2 = {(1,25.18 )[In(L + 10,3)]}/In 2

t 4,037.18 roka

Podle vysledku rivemetici,Zze slunéni soustava je stara asi 4 miliardy let.

Pozn.10:U mesiénich nebo pozemskych vzdrloylo zjiS€no i mensi sta, ale nikdy

podstatk veétsi.
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Zavwer

Téma diferencialnich rovnic Xadu jsem zvolil proto, abych si vytkib prehled o
zakladnich typech diferencialnich rovnic aigpbech jejichfeSeni, ale také, abych se
dozwdél néco blizsiho o jejich vyuZiti v praxi.

Rozsah prace a slozitogeSenych fkladi v rdmci gislusného typu diferenciélni
rovnice jsem volil tak, aby co nejvhagnilustrovaly zminované metodyeSeni. Proto
jsem se zagtil na piklady zoblasti firodnich d, konkrétg@ na modely
radioaktivniho rozpadu a tovani stéi hornin. Domnivam se, Ze tytaiklady jsou
vhodnym modelem k vystleni zpisobu, jakym lze fevadt realné situace do
matematického jazyka a jak dojit pi@stnictvimieSeni danych diferencialnich rovnic k
velmi zajimavym zagram.

Tyto modely jsou vSak jen nepatrnym zlomkem skugeh moznosti vyuziti
matematickych model popisovanych pomoci diferencialnich rovnic. Difer@lni
rovnice totiz nachézeji své uplam v mnoha oblastech kazdodenniho Zivotaya se

jedna nagiklad o medicinu, ekologii, neb@&decko-technicky rozvoj.
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