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Anotace

Zadani diplomové prace zni matematika a uméni. Obsazné téma jsem z(zila
na téma fraktaly a chaos — zastupce jak matematiky, tak uméni.

V Gvodu prace se zabyvam historickym vyvojem a vznikem fraktala. Uvadim
vyznamné predstavitele. Nejvétsim zastupcem je Benoit Mandelbrot, ktery
vytvoril pracovni listy a cely zivot vénuje studii fraktalt a chaosu. Dal mé praci
smér, neméné podnétd.

V dalsich kapitolach uvadim deleni fraktal spolu s obrazovymi ukazkami.
Nejobsaznéjsi téma tvofi vytvoifeni Modrych pracovnich listd, které byly
vytvoieny se zamérem didaktické pomucky. Listy byly pouzity v praxi a jejich
didakticky vyznam je zminén v zavérec¢nych kapitolach.

Na zavér mé prace uvadim vyhodnoceni pouziti listd v praxi. Zmifuji i
spojeni s ufebnim planem a moznost zafazeni mé prace do Ramcového

vzdélavaciho planu.




Annotation

The assignment of my presented diploma thesis is “The Mathematics and the
Art”. In my particular diploma thesis I have concentrated this very extensive
subject to the fundamental topic — the fractals and chaos — which have their

connections both to the mathematics and the art.

In the opening part I have concerned with the historical overview, the origin and
later progress of fractals. | have mentioned the significant representatives of the
subject. The most outstanding representative is Benoit Mandelbrot, who has
created many practical worksheets and has studied the problems of the fractals
and chaos during all his life. In my diploma thesis and work I have been inspired

and stimulated with his work.

In the following chapters of my diploma thesis I have presented the division of

various kind of the fractals together with the sample illustrations.

The principal part of my diploma thesis was the creation of the “Blue
worksheets”, which have been developed with the respect of the useful
application in didactical practice. The developed worksheets have been utilized

in practice and their didactical significance has been studied.

In the conclusion of my diploma thesis I have presented the evaluation of the
didactical study. I have also mentioned the connection with the standard tutorials
and the possibility of the incorporation of my diploma thesis into the general

tutorial.




Obsah

7 Uvod 1
2. Zrod ,,chaotické védy* 2
2.1, Pojednani o chaosu 4
2.2 Jak matematika popsala chaos 9
A Chaos 10
L Fraktaly 12
3.1. Historie zkoumani fraktali 14
3.2, Déleni fraktala 16
3.2.1. L — systémy 17
3.2.2. Itera¢ni funkéni systémy (IFS) 18
3.2.3. Polynomické fraktaly 24
3.2.4. Nahodné fraktaly 24

4. Fraktaly a ucebni plan 31
4.1. Vznik Modrych pracovnich listi 32
4.2. Modré pracovni listy a jejich vyuziti 33
5. Modré pracovni listy (MPL) 34
5.1. Hlavni cile, pojmy a souvislosti 34
5.2. Navaznost na osnovy (ucebni plan) 34
5.3. Vyznamné pojmy 34
5.4. Matematické pozadi 35
6. Spojeni MPL s ucebnim planem 40
A Strucny pruvodce jednotlivymi kapitolami 41
8. Zhodnoceni vysledku pouziti publikovanych MPL 47
9. Zaver 50
10.  Seznam pouzité literatury 32




1. Uvod

Eukleidovska geometrie, ktera se uci na Skolach, je ve své podstaté velice
jednoducha. U¢i nas par vzoreckl pro nemnoho objekta ¢i tvari a je uz jedno
kolika rozmérnych. Kazdy si dovede predstavit krychli, kruh, ¢tverec a pripadné
je i nakreslit a dokonce narysovat. Stafi Rekové, pomoci ji, popsali Platonsky
svét ideji, staticky a vlastnici onéch par tvart. Presto tvrdili, Ze se tak da popsat
cely svét. Podobné tendence zaznamenavame za téch 2500 let 1 v uméni (obrazy,
hudba — zejména v baroku a klasicismu a to i pfesto, ze vyjadfit miru
determinismu v hudbé je velice tézky ukol a obecnym idealem krasy se vétSinou
stane, maximalné mirné nesymetricky eukleidovsky objekt). Podivejte se ale tak
20 ¢cm nad monitor. Co vidite? To je celkem jedno, ale pokud se divate tieba
z okna skrz zaclony, zkuste si je popsat jako soustavu pllvalct a kiivek. Patrné
se vam to nikdy nepodafi naprosto presné. Kdyz totiz budete zjemnovat
méfitko, uvidite dalsi a dal$i podrobnosti (napf. otfepy na nitich). Musite se
spokojit s aproximaci, ktera je ovSem ztratova. Nakonec se ukazuje, Ze v prirodé
je velice tézké na kazdém kroku nenarazit na fraktélni Gtvar.

K popisu téchto utvart se pouziva fraktdalni geometrie, bez niz by nékteré
pfirodni Ukazy, Gtvary byly nepochopitelné (napi. turbulence). Fraktaly maji
ovSem S§ir$i vyuziti. Predikce (predpovéd’) pocasi je toho nejlepSim dikazem.
Ddle predikce v oblasti, ktera je prirode odlisna, tedy v oblasti ekonomiky.

Hlavnimi tkoly predkladané diplomové prace byly: vytvorit pracovni listy,
podkladé se seznamime se Sierpinskym trojuhelnikem, Pascalovym
trojuhelnikem a dal$imi obrazci, které se souhrnné nazyvaji fraktaly. Ulohy jsou
uréeny pro zéky zakladnich a stfednich $kol, nebot’ na jejich podkladé si sami
zaci uvédomi nekonecno, pracuji s ¢Cisly, procvi¢i si zlomky, a své vlastni
domnénky si mohou ovéfit a dokazat. Pracovni listy jsou urCeny i pro pedagogy,
ktefi budou chtit détem vysvétlit fadu zakonitosti na zakladé Eukleidovskeé
geometrie resp. fraktdalni geometrie. Pro pedagogy, kteti budou chtit v hodinach
matematiky pouzit tviur¢i praci, pii které bude détem nenasilné ,,vnucena®
probirana latka.




2. Zrod “chaotické védy”

Benoit Mandelbrot

se narodil roku 1924 ve Varsave, ale v roce 1936 se prestehoval do Parize a
pozdé&ji do Tully. Studoval na Ecole Normale a Ecole Politechnique, stal se
absolventem polytechniky a doktorem matematickych véd. Pracoval u IBM, kde
se poprvé setkal s fraktaly pfi studiu vyvoje cen baviny a pfi problému
odstrafiovani Sumu pfi datovych prenosech. Cena bavlny byla sice
nepiedvidatelna, ale stejna posloupnost zmén se dala vysledovat v riznych
méfitkach. Podobny problém odhalil i pfi sledovani poruch na
telekomunikaénich linkach. Prvni ¢ernobilé obrazky Mandelbrotovy mnoziny
nastartovaly novou védni disciplinu, ktera se vyviji velice chaoticky a bourlivé.
M-set (anglické jméno) budu podrobnéji diskutovat dale v textu.

V soucasné dobé je ¢lenem American Academy of Arts and Sciences, U.S.
National Academy of Sciences, norské akademie. Kromé Wolffovy ceny za
fyziku v r. 1993 a japonské ceny za rok 2003, obdrzel cetné doktoraty honoris
causa a mnoha vyznamenani, napfiklad Barnardovu, Franklinovu, Steinmetrovu




a Richardsonovu medaili, medaili mésta Patize, ceny Harvey, Humboldt, Honda,
véd a uméni, Berggren, Scott a Procter.

K jeho hlavnim dilim patii kniha Fraktaly: tvar, nahoda a dimenze (1975).
Nositel Nobelovy ceny za fyziku z roku 1993, slavny belgicky matematik,
objevitel tzv. “fraktalni geometrie” (poprvé v roce 1975), autor nespoctu
védeckych praci a mnoha knih, prednasel v Praze v listopadu 1996 jak na
konferenci “Novy prostor pro kulturu a spole¢nost — nové ideje ve védé a
uméni”, tak na matematicko-fyzikalni fakulté.




2.1. Pojednani o chaosu

Pod pojmem chaos si vétSina lidi predstavi néco naprosto neusporadaného,
neorganizované¢ho ¢i amorfniho. OvSem neni chaos jako chaos. Tento text
pojednava o deterministickém chaosu, ktery vychazi z definice — stav, kdy
Jjednoduchy systém ma slozité, ale deterministické chovani. Potiebujeme pouhé
tfi nelinearni diferencidlni rovnice. O tom se jiZ presvédCil Edward Lorenz,
ktery je znam svym Lorenzovym atraktorem — efekt motyliho kiidla.

Obr. 1 Efekt motyliho kiidla

Edward Lorenz vytvofil model pocasi pravé o tfech rovnicich. Byl tak
nepiedvidatelny, Ze jeho kolegové uzavirali sazky, co udéla pristé. Lorenziv
objev byl ndhodny a védci zabyvajici se chaosem museli pfekonat mnoho obtizi
— jejich zavéry si odporovaly s tehdejsim fyzikalnim vnimanim svéta,
naznaCovaly omezeni snahy ¢lovéka ovladnout pfirodu. Byl tu jesté jeden
problém — pro matematiky byly jejich teorie moc fyzikalni a pro fyziky naopak
moc abstraktni.

Stepnem Smale, z kalifornské univerzity v Berkley, se zabyval fazovym
prostorem. Pokousel se jej rizné ohybat a ztoho vznikla Smaleova podkova:
prostor je v jednom misté protazen a ve druhém stlacen. Poté se prostor slozi.

Vznikne utvar podobny podkové. V transformacich pokracujeme a to tak, ze
,uiezeme* nohy podkovy a predstavime si je jako novy fazovy prostor. Piestoze
je Smaleova podkova piili§ matematicky objekt a fyzice redlného svéta ma
daleko, piispél k lepsimu pochopeni pohybu. Smale doufal, Ze takto lze vysvétlit
viechny dynamické systémy, tedy jen pomoci smr$tovani, ohybani a
natahovéni. Podobny zplisob prace s fazovym prostorem si zvalil Hénon. Tepto
astronom se zabyval modelovahith ob&2hé drahy hvézd. Misto toho, aby
opisovaly uhledné elipsy, ziskavaji jejich obézné drahy trojdimenzionalni




charakter. TéZko zakreslit na dvojrozmérny papir trojrozmérnou drahu, a tak
Hénon pouzil podobnou meteoru jako Poincarého vytvareni map. Predstavil si
plochou rovinu na jednom konci galaxie tak, aby ji kazda obéZzna draha protinala
a pak zaznamenal bod, kde k protnuti doslo. Zprvu se body objevovaly jakoby
nahodné, ale po vyneseni desitek bodii se zacinala objevovat vej¢ita kiivka. Tyto
drahy se sice neuzaviraji, ale zdaleka nejsou chaotické a daji se velice dobie
piedvidat. Kdyby skon¢ili u tohoto, tak by tato pasaz neméla co délat na tomto
misté. Ale se svym diplomantem, Carlem Heilesem, pfisli na néco
neocekavaného. Kdyz postupné zvySovali hladinu energie, nejprve se drahy
hladiny, nékteré body sice tvorily pravidelnou kfivku (¢i se dala odhadnout),
jin¢ se ukazaly jako projevy naprostého chaosu. Byl to unikatni pohled na
prechodné stadium mezi fadem a chaosem. Po patnactileté prestavce se Hénon
k problému opét vratil. Soustiedil se jen na geometrickou podstatu véci, a proto
vymeénil diferencialni rovnice za diferencni, nezdvislé na case. Na papir si
nakreslil oval a postupné jej natahoval a prekladal. Zde mame Smaletv princip
podkovy. Pro transformace si vybral dvé jednoduché rovnice:

X=y+1-14<
Y =03x

Takto jednoduchy vypocet lze provadét i na kalkulacce. Hénon vynesl na
graficky displej 5 milionu bodt a co nevidél: nejprve body naskakovaly jakoby
nahodné, ale pak se zdalo, Ze ¢ast kiivky ma tloustku. To byl také jen prechodny
jev, zde se kfivka rozdélila na dve, Ctyfi ¢asti atd. Tento Gtvar je znam jako
Hénontiv atraktor. Muzeme jej stale zvétSovat aniz by se zménila jeho struktura.
Jinymi slovy, je to fraktal.

Dalsi priklad je také z astronomie. Tyka se chlouby Jupitera, jeho velké rudé
skvrny. Odedavna lidé vymysleli teorie, co by to mohlo byt.
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Obr. 2 Jupiterova Velka tmava skvrna

Diky sondé Voyager vime, Ze je to obrovsky uragan. Misto toho, aby jeho
mise zodpovédéla vSechny otazky, pfinesla spoustu novych. Jak se mize udrzet
pohromade, kdyz okolo vznikaji a zanikaji mensi viry. Marcus dospél k zavéru,
ze skvrna je stabilni chaos. Skvrna pfipomina dalsi zdhadu. Tou je turbulence.

Turbulence je néco jako svaty gral fyziky. Zabyvali se ji snad vSichni slavni
fyzikové a o jeji nepochopitelnosti svédéi vyrok Wernera Heisenberga na
smrtelné posteli:* Na Boha budu mit dvé otazky: pro¢ relativita a proc
turbulence®. Fyzika méla do sedmdesatych let teorii turbulence. Jejim autorem
byl rusky fyzik Lev D. Landau. Podle této teorie si miZeme turbulenci
predstavit jako mnoho navzdjem nesouhlasnych rytmi. Nejprve se ma objevit
jeden, ale se zvySujici se rychlosti by mély pribyvat dalsi. Nikdo ji nedokazal
experimentalné potvrdit a také se podle ni nedalo nic spocitat. Pfesto sni
fyzikové mlcky souhlasili. V roce 1973 se ji pokusili potvrdit badatelé Swiney a
Gollub. Vytvorili zafizeni velikosti plechovky na tenisové micky. M¢élo tvar
valce, uvniti kterého se otacel dalsi valec. Jak postupné zvySovali rotacni
energii, objevila se prvni frekvence. S dal§im zvySovanim energie by se mély
objevovat dalsi a dalsi rytmy a mély by vytvofit onu slozitou turbulenci. AZ do
té doby byla Landauova teorie platna. Jak dale zvySovali rychlost, nedokazali
rozlisit dalsi frekvence — misto postupné se objevujicich frekvenci nastal chaos.
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_andauova teorie je tedy chybna. Swiney a Gollub ovsem nedokazali vytvorit
spravnou teorii turbulence. Odlisny experiment provedl napiiklad Libchaber.
['en experimentoval s kapalnym heliem a uzaviel ho v jedné nadobé a tu zezdola
nirné zahtival. Jakmile rozdil teplot dosahl urcité hodnoty, kapalina zalala
oroudit. Kdyz dvé pisatka ovladana teplotnimi sondami zakreslovala graf,
ukazalo se, Ze Cirou nahodou §lo o stejné proudéni, jaké svymi rovnicemi
vyjadiil Lorenz. Libchaber zjistil jeSté slozit€jsi strukturu nez si dokazal
predstavit. Zjistil v grafu mnoho bifurkaci. Neslo viibec predpovidat, co se stane
pristé. Copak je vSechno tak neuspoiadané? Ano, ale kdyz Feigenbaum studoval
bifurkaci (budu dale diskutovat v textu), vybral si zdanlivé jednoduchou rovnici:

X=pir—x)

Tato rovnice je znama jako populacni funkce.
Po vytknuti x, dostaneme rovnici:

X=rx.(l-x)

Parametr r predstavuje rychlost ristu a x je pocet jedincu vyjadreny jako podil souc¢asného
stavu a maximalniho stavu.

Tab. 1
Systém se dostal do rovnovahy. Kdyz, ale parametr inkrementuje, najednou se stane, Ze
systém zacne oscilovat.

Tab. 2

Systém nam zacina oscilovat.




Tomuto jevu se fika bifurkace. Kdyz parametr dale zvySujeme, dostaneme ne
4, ale 8, pak 16 ... bifurkaci. Pro dostatecné velky parametr je graf chaoticky —
piestoze by se perioda méla stale zdvojovat, mizeme v grafu pozorovat i
periodu tii @. To uz pred Fiegenbaumem zjistil May. Fiegenbaum pochopil, Ze
systém skryval neo¢ekavanou pravidelnost — zdvojeni prichazela stale rychleji,
ale konstantnim zrychlenim, vyjadienym cislem 4,669. To uz by sam o sobé
mohl byt objev, ale Feigenbaum zkoumal jesté rovnici

X+ ] =F. Sinlxy

funkce vykazoval stejnou pravidelnost jako jeji jednodussi sestra! To
nedokazala vysvétlit zadna znama matematicka ¢i fyzikalni teorie. Do pfistiho
dne ziskal ¢islo s lepsi presnosti — jeho hodnota je pfiblizné 4,669 201 090. Tento
objev vesel do déjin pod nazvem univerzalita.




2.2. Jak matematika popsala chaos

K dobrému tonu v ,,intelektualni* spolec¢nosti patii fada myslenkovych klisé.
Mezi nejoblibené¢jsi zcela jisté¢ patfi zdiraznéni faktu, ze fec¢nik ¢i dotazany
»hikdy nerozumél matematice®. Ponechme nyni stranou, pro¢ pravé matematice
se dostalo této ,,vysady“: doty¢ny by asi stejné bezstarostné neprezentoval, ze
»hikdy nepochopil, kde je Australie“ nebo ze ,nikdy nerozumél jazyku
ceskému®, byt posledni fakt by, z st fady piislusnik mlad$i generace, znél
velmi vérohodné.

Abychom vsak byli objektivni, je nutno uznat, ze jeden z diivodii zminéného
faktu spo¢iva mnohdy ve zpusobu, jimz je matematika na zakladnich a stfednich
skolach prezentovana. Ne jako pusobivy nastroj vidéni a popisu svéta, ale jako
nezazivna sbirka formulek a postupt: ne jako navod ke kritickému mysleni, ale
biflovani nesrozumitelnych poucek. A tak dochéazi k tomu, Ze misto toho, aby
poznavani matematiky napomahalo propojeni exaktniho a humanitniho vzdélani,
dochazi i na ,univerzitni urovni leckdy k jejich vzajemnému odcizeni. U¢itel
kresleni ¢i de&jepisu pak bohorovné pronasi vySe zmin&nou sentenci o
matematice a ptritom by mél veédeét, ze obrazu v galerii nemize porozumét ten,
kdo nema ani ponéti o perspektivé ¢i kompozici a nevi, co to je zlaty fez nebo Ze
pro pochopeni vyvoje lidstva v 17. stoleti je dulezit¢)si zvrat v lidském mySleni,
ktery znamenalo napiiklad dilo Newtonovo nez znalost data, kdy se stal ruskym
carem Fjodor III.

Toto konstatovani je vSak naprosto symetrické, pokud jde o vzdjemné vztahy
exaktnich a humanitnich véd. Matematiku nemuze dobfe ucit ten, kdo se
v zivoté nezadival na obraz v galerii nebo alespon do knihy o vytvarném umeéni,
matematik nemuze spravné pochopit Eukleidovy Zaklady, docenit jejich velikost
a genialni stavbu, nevi-li nic o Aristotelovi a Platonovi a neumi-li se orientovat
v epochalnim antickém obdobi.

Pokusme se nyni na jednom piikladé z poslednich desetileti dokumentovat,
ze matematika je v tom nejkrasnéj§im slova smyslu dobrodruzstvim poznavani a
7e muze svymi metodami a vysledky zcela zasadné ovlivnit jiné védni discipliny
neocekavanym zplsobem.




2.3. Chaos

V nékterych oblastech je vyuziti matematiky samoziejmé i pro naprostého
aika: mame-li vypocitat objem né&jakého télesa, spocitat troky v bance ¢i ur€it
lobu, za niz doleti raketa k Mésici, je zfejmé, ze vyuzijeme n¢jaké matematicke
vztahy. Nékolikrat v historii védy vSak nastala situace, kdy se matematicke
zakonitosti projevily v oblastech zcela ne¢ekanych. Zkusme si jen predstavit, jak
riekvapujici muselo v 17. stoleti byt, kdyz se v dile Fermata, Pascala a dalSich
zatala formovat teorie pravdépodobnosti a kdyz se ukazalo, ze matematickym
zakonitostem je podrobeno to, co se jiZ svym pojmenovanim zakonitosti vzpira
—a to nahoda.

Od stiedoveéku bylo v podstaté samoziejmé, ze matematika naléza uplatnéni
v pfirodnich védach, predevsim pak ve fyzice. V poslednim stoleti vSak
matematika postupné pronikala i do fady veédnich disciplin, kde se jeji vyuziti
diive zdalo takika vyloucené — do lingvistiky, hudebni teorie, psychologie apod.
Presto vSak existovaly oblasti, kde se zdalo, ze matematické metody jsou
nepouzitelné. Jejich spolecnym jmenovatelem byl jediny pojem: chaos.

Tam, kde zacdina chaos, tam konc¢i klasicka véda. Chaos piedstavoval
nahodnou, nepfedstavitelnou a neptedvidatelnou tvar prirody, vzpirajici se
kauzalit¢ a vSem znamym zakonitostem. Ze Skolnich let si jisté vSichni
vzpominame na Browniiv pohyb. Mikroskopické castecky se trhavé pohybuji
v nepredvidatelnych klickach. Jako by v jejich klikatém pohybu byl jisty fad a
presto je pohyb jednotlivych ¢astecek zcela nepredvidatelny.

Uved'me nyni tii pfiklady navzajem rozdilnych chaotickych jevu, které na
prvni pohled nemaji nic spolecného. Jak se vSak posléze ukazalo, pravé
matematicka teorie nalezla jejich spolecné rysy a umoznila pochopeni alespon
nekterych zakonitosti.

Typickym piikladem chaotického chovani jsou jiZ zminované turbulence,
které predstavuji vazné problémy pro konstruktéry letadel a ponorek, pro lékare
i atomové fyziky.

Pro druhy priklad sdhnéme do zivocisné ftise. Biologové pro zkoumani
popula¢niho vyvoje pracovali (a pracuji) se zjednoduSenym modelem znamym
pod ndzvem ,,dravec a korist“. Je-li dostatek kofisti, dravci se mnozi a kofisti se
zatina nedostavat. Populace dravcu klesa, korist zac¢ind mit piiznive)si
podminky k mnozeni a pribyva ji, na coz dravci reaguji zvySovanim svého stavu
a tak stale dokola. Tyto procesy popisuje tzv. logisticka rovnice. Popisy
jednotlivych situaci se lisi rGznou hodnotou jistého parametru, ktery v této
rovnici vystupuje. Ukazalo se vSak, ze pii nékterych hodnotach tohoto
parametru systému spéji k jistému viceméné stabilnimu stavu, pfi jinych
hodnotach hodnoty populace osciluji mezi nékolika vyznamné odliSnymi
hodnotami a pro nékteré hodnoty se systém chova naprosto chaoticky,
nepredvidatelné. Divody tohoto stavu a néjaké zakonitosti téchto jevu se vSak
nedafilo nalézt.
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Pro tieti priklad se obrat'me k chovani pocasi. Pfedpovéd’ pocasi se po dlouha
staleti pravdépodobné fidila vypozorovanou analogii. Piestoze bylo samoziejmé,
ze je vyvoj pocasi podroben stejnym fyzikalnim zakonitostem jako ostatni
piirodni procesy, bylo chovani pocasi natolik slozité a podrizeno tolika
faktorim, Ze teprve zhruba od poloviny dvacatého stoleti se zacalo pracovat na
modelech jeho vyvoje. Ze je vSak tento vyvoj deterministicky bylo samoziejmé
a tak se zdalo, ze zlepSovani prognoz je jen otazkou dostatecné rychlého
zpracovani dostate¢né piesnych vstupnich udaji. Jak to psal Pierre Simon de
Laplace jiz v 18. stoleti ve svych tvahach o ,,nejvyssi inteligenci® a kauzalnim
vyvoji svéta® Tato inteligence by stejnym zpusobem uchopila pohyby nejvétsich
vesmirnych téles, jako i nejlehcich atomu, nebot’ nic by nebylo ponechdano
nejistoté a budoucnost bychom méli pre ocima stejné jako minulost.

Modely vyvoje pocasi se vyrazné vylepsily, pocitate nam umozuji
v nepredstavitelné kratkém case vypocitat diive netuSené mnozstvi vysledku a
piesto se nam mnohdy opravnéné zda, ze snami pfiroda primo laskuje.
V matematické teorii, ktera se v této souvislosti vyvinula a ktera rozbourala
dFivéjsi naivni predstavy o mozném zpresiovani vysledku, které prinese pouhé
zpiesnovani vstupnich udajt, se ustalil termin efekt motyliho kridla. Obrazné
feCeno: vzlétnuti motyla v povodi Amazonky mutze ve svych dusledcich o tyden
pozdé&ji zpusobit Fadéni uraganu na Floride.
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3. Fraktaly

Uvodem k pochopeni fraktald si nejprve polozme otizku, zda muiZe mit
gjaky geometricky utvar stejny tvar, i kdyz jej prohlizime zblizka. Této
lastnosti se zacalo nedavno ftikat sobépodobnost. Zda se to byt vlastnost
odivna, jenze pravé ona se stala seminkem, znéhoz rozkvetla cela nova
eometrie. Podivna je i pfi pouziti na idealni pfimku ¢i rovinu, coz jsou piiklady
obépodobnosti, které zna téméf kazdy. Kulova plocha naproti tomu
obépodobna neni: prohlizime-li ji zblizka, zda se byt rovinou, z dalky se pak
2vi — jako kazdy ohrani¢eny predmét — jako bod.

Pfed sto lety, v dobé mezi lety 1875 a 1925, si matematici uvédomili
xistenci Ffady kuriozit ¢i monster, Gtvarl, které se zdaly byt nové a jimz
/ piirodé nic neodpovidalo, ba dokonce odporovaly geometrické intuici. Nékteré
» téchto utvart byly sobépodobné a pravé tato vlastnost je dovolovala popsat
1ejjednodussim zpusobem. Mnohem pozd¢ji je Benoit Mandelbrot nazval
Jfraktaly*.

Benoit Mandelbrot se nofil hloubéji a hloubéji do struktury prenosu signalt a
uvédomil si analogii se situaci, kdy se zabyval ekonomickymi aplikacemi a
studoval vyvoj cen na burze. Ceny stfidavé rostly a hlesaly, v kazdém delSim
tseku s ristem cen se v8ak vyskytovaly kratsi useky, kdy cena klesala a naopak.

Oba tyto pripady pfipominaly jistou matematickou strukturu znamou v isté
matematice, tzv. Cantorovo diskontinuum.

Zakladatel teorie mnozin, némecky matematik Georg Cantor, studoval tuto
mnozinu, samoziejmé ze zcela jinych duvodli, na sklonku 19. stoleti.
Diskontinuum vznikne tak, ze se z GseCky o délce 1 vyjme prostredni tretina.
V kazdé ze zbylych dvou usecek se opét vyjme prostiedni tfetina atd. Cantorovo
diskontinuum je mnozina bodu, které ziistanou z pivodni Usecky po provedeni
nekone¢né mnoha popsanych krokt. Tato mnozina mé fadu pozoruhodnych
vlastnosti a pro Mandelbrota se stala odrazovym mistkem pro dalsi Gvahy.

Zhruba ve stejné dobé se B. Mandelbrotovi dostal do rukou c¢lanek jistého
anglického védce z prvni poloviny 20. stoleti, Lewise F. Richardsona, ktery si
povsimnul fady nesrovnalosti v riznych pramenech o délce vzajemné hranice
nékterych evropskych stati. Richardsonovy vysledky Benoita Mandelbrota
inspirovaly k ivaham o délce pobiezi Velké Britanie. Pres zdanlivou banalitu je
v této otazce skryt velky problém: v jistém smyslu je délka tohoto pobrezi
nekoneéna. Jak ji totiz muzeme méfit? Predstavme si, Ze si vezmeme do ruky
metrovou ty¢ a celé pobrezi s ni obejdeme. Naméfena délka je samoziejmé jen
aproximaci skutecné délky, protoze pii kladeni metrové tyCe fadu zakouti a
jinych nepravidelnosti prehlédneme a zanedbame. Pfi méfeni decimetrovou
ty¢kou bychom ziejmé prisli k jinému vysledku. A jaky je vlastné tvar tohoto
pobiezi? Pii pohledu z druzice bychom ziejmé vidéli néco jiného nez pfi chizi a
jesté jinak by to vSe vnimal mravenec, ktery by peclivé obkrouzil kazdy oblazek
a kazdou nerovnost. Pfesto vSak néco blize nespecifikovaného pii zméné
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zustavaji zachovany nékteré rysy prenosu signalt nebo vyvoje cen na burze:
analogickou ,,sobépodobnost™ vSak Ize nalézt ve spousté jinych prikladu, které si
Benoit Mandelbrot zacal vybavovat — zaznam EKG, historické zaznamy o
zaplavach na Nilu, stavba vesmiru, tvar mrakt na obloze aj. Realny svét je
odlisny od svéta klasické eukleidovské geometrie, ktera zkouma usecky, primky,
roviny, koule, jehlany a obdobné plochy a télesa. Mrak v3ak neni koule, blesk se
nesiii po pfimce, hory nejsou kuzele — realny svét je jiny nez svét klasické
geometrie. Jak vSak tuto stavbu svéta popsat?

Vychodiskem se Mandelbrotovi stal v matematice dobie znamy pojem
dimenze. Ctenafi je jisté zfejmé, co rozumime tim, kdyz fikdme, Zze piimka ma
dimenzi 1, rovina dimenzi 2 a prostor, v némz zijeme, ma (alespon doufame)
dimenzi 3. Jaka je vSak dimenze takovych podivnych mnozin, jako je vyse
zminéné Cantorovo diskontinuum? Odpovéd na tuto otazku nabidl jiz na
pocatku 20. stoleti némecky matematik Felix Hausdorff, ktery zavedl pojem
dimenze tak, ze mohla nabyvat i necelo¢iselnych hodnot. Tento Hausdorftuv
pojem Mandelbrotovi umoznil presné matematicky popsat fadu podivuhodnych
struktur, které v prubehu let zkoumal a pro které se vzilo pojmenovani fraktaly.

Fraktalni geometrie se v poslednich tfech desetiletich intenzivné rozvijela a
umoznila popsat fadu struktur, které vzdorovaly klasické matematice. Teorie
fraktall se tak stala jednim z nejvyznamnéjsSich vysledki moderni matematiky
konce 20. stoleti. Obrazky uméle vytvorenych fraktal( jsou navic neobycejné
esteticky pusobivé, a tak se zacaly objevovat na obalkach knih, v kalendarich,
reklamach a jinde, aniz si vibec jejich tvurci a divaci uvédomovali, ze se divaji
na matematické objekty.




1. Historie zkoumani fraktalu

Fraktéalnost je v pfirodé témer pravidlem. Nékdy se dotyka podstatného, jindy
zabyva jen detaily. Tato odvazna a interdisciplindrni teze vyvolava nedivéru
e tieba ji upfesnit a ucinit ,,pfirozenou*. Podstatné zde je, Ze pfimka a rovina
»u dokonale hladké. Zpravidla se vSak véci hodné vzdaluji tomuto idealu:
jsou hladké, nybrz v detailech ¢i v podstatné hrubé.

Pomysleme nyni na soubor zprav, které dostavame od nasich smyslt. Zpravy
| zraku a sluchu, pokladané za velmi jemné, byly nejdfive 1 nejlépe
ozkoumany. To je mozna zpusob, jak fici, ze byly (mluveno velmi relativné!)
coumatelné nejsnadnéji.

Na druhém konci zustaval smysl hladkosti ¢i drsnosti vné véd. Nalezel svétu
-aktické mechaniky, v némz se inzenyfi snazili zbavit tfeni, které se nezdalo
yt mozné zvladnout n&jakym obecnym pojetim. Otazky kladené drsnosti
ebyly hloupé, nybrz nezvladnutelné. Protoze nebylo k dispozici nic lepsiho,
yly odpovédi na tyto otazky vyhybavé a nepiimérené. Pomyslete napiiklad na
ikové nevyhnutelné otazky jako:

,,Jak zméfit pobrezi Bretané?*

,,Jak charakterizovat tvar pobtezi, feky, povodi ¢i hranici vodni nadrze,
at’ uz v kontextu hydrauliky ¢i dynamickych systémua?*

.Jaky tvar ma oblak, plamen ¢i svar?*

Na vSechny tyto otazky dala prvni uspokojivé odpovedi fraktalni geometrie
pokracujici jako geometrie multifraktalni). V kazdém pripadé se tyto odpovedi
rakladaji na prekvapivém pozorovani, ze hrubost je Casto fraktalni. V Cetnych
>fipadech — at’ uz jde o pfirodni jevy nebo o lidské vytvory (burza nebo internet)
- se fraktalni geometrie stava startovaci rampou prvni teorie ,jednoduché*
rubosti. Tato nova geometrie se zrodila z propojeni jisté ezoterické matematiky
s nejhrubsim z nasich smyslu. Trvala, stavala se plodnou, prosazovala se a nikdy
i nechybely problémy k reSeni.

Dila Benoita Mandelbrota nalezla Cetné ¢tenaie ze vSech oblasti a vyvolala
zaplavu rozmanitych a poucnych dopist. V dé&jinach fraktald zistava obdobi
1875 — 1925 vyznamnou etapou.

Fraktdly jsou tvary, u nichz detail reprodukuje ¢ast a ¢ast reprodukuje celek.
Abychom se o tom piesveédcili, pouzivaji se rizné postupy, které zaCinaji
kreslenim hrubych linii néjakého utvaru a pak aplikuji generator vytvarejici stale
mensi detaily. Podstatnd je nekoncici perspektiva. Zjistime vSak, ze jde o
mySslenku bézné znamou teologtim. V zenbudhismu nachazime téma (obnovené
Leibnizem) kapky rosy, v niz je jako v miniatufe obsazena cela replika svéta
véetné kapek rosy a tak do nekone¢na. Tato geologie kapky vody nachazi
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rvénu v Cetnych tibetskych mandalach s jejich Buddhy vSech velikosti a
ichazime ji rovnéz ve Velké viné malire Hokusaie.

Zménime — li kontinent i oblast, nalezneme téma generatoru v Cantové
2smiru (galaxie seskupené do shluki, super-shluku a tak dale donekone¢na), ve
avnych ,.,fontanovych® kresbach Leonarda da Vinci s jejich na sebe kladenymi
yry, v Andélu Gustava Dobrého, udélano z mensich andélt, nemluvé o tvaii
mrti Salvadora Daliho.

A zménime-li jesté jednou kontinent: umélecké tradice cetnych africkych
aroda — jak jsme se nedavno dozveédéli — oplyvaji fraktaly naplnénymi
>mnymi vyznamy.

Piejdu-li k pisemnym zaznamum umélcti, co by mohlo byt jesté krasnéjsi nez
lova Eugéna Delacroixe v dile Swedenborg, ktery ve své teorii prirody tvrdi, Ze
lice sestavaji z mnoha mensich plic, jatra z menSich jater, slezina z menSich
lezin atd. Vétve stromu jsou samy malymi Gplnymi stromy, Glomky skal se
yodobaji skalnim masivim, ¢astecky pudy obrovskym shlukum pudy. Je fada
lalsich analogii. Pta¢i péro je slozeno z miliont per.

Neopeteny dvojnozec se stal clovekem, az kdyz ovladl ohen a vzruSeni, az si
/yzdobil své télo, domov i chram. V prabéhu tisicileti se dekoracni motivy
zijemnovaly. Nékteré — stavby, broze a nahrdelniky — napomohly ke zrodu
seometrie, ktera byla modifikovana Eukleidem a mnohem pozdéji se stala
zasadnim nastrojem mnohych véd.




2. Déleni fraktalu

la zéklad® generovani fraktal rozeznavame nékteré jejich typy:

eraéni funkéni systémy (IFS)

olynomické fraktaly (TEA)
lahodné fraktaly

Obr. 3

Ukéazka jednoho z mnoha fraktald, nazvem:* Tak toto na ulici nenajdete®!




3.2.1. L - Systémy

L - Systémy byly poprvé pouzity botanikem Aristidem Lindenmayerem
(1968) pro simulaci vyvoje mnohobunéénych organismii. Pro L-systémy se
nékdy pouziva oznaceni fraktalni krivky. Pravidla slouzici ke generovani
fraktalu necht’ jsou nazvana parametry. Mnozina vSech parametrti necht se
nazyvaji abecedou piislusného L — systému. Jednotlivé parametry jsou oznaceny
jedineénym symbolem. Pocatecni symbol nebo mnozina symboll, ktery je
zakladem pro generovani fraktalnich kfivek se nazyva axiom (iniciator). Ten
piedstavuje vétSinou velice jednoduchy nefraktalni obrazec, napi. trojuhelnik,
¢tverec, piimka, krychle... . A nyni piikro¢ime ke konstrukei. Pravidlo, které ji
popisuje (transformacni pravidlo) se nazyva L. — pravidlo, ¢i generator. Toto
pravidlo iterativné aplikujeme na vsSechny symboly, které jsou soucasti
iniciatoru. Kazdé stadium konstrukce fraktalu spociva v preméné kazdé
predchazejici linie v prislusnou kopii generatoru. Pro stadium konstrukce
fraktalu pred danou transformaci se pouziva nazev predchiidce (predecessor) a
pro stadium po dané transformaci se pouziva nazev nastupce (successor).

prede-
cCessor d

\\\\\ ’//I N E

N\ M| B .| succes-
SE— N g 18 L
™ \ ( sor
b ™~
“ . H
Obr. 4

Postupem popsanym vysSe vznikd napi. Kochova kFivka. Samoziejmé, Ze
existuje vice druhi L-systémui. Obecna klasifikace L-systémt nebyla dosud
zavedena. Pokusy o ni stale vychazeji z konkrétnich obort, kde jsou L-systémy
pouzivany. Za nejpresnéjsi a nejobecnéjsi metodu jejich tridéni muizeme
povazovat rozdéleni podle zpusobu jejich generovani (tedy klasifikace metod
k tomu pouzitych). Nejhlavnéjsi jsou parametrické L-systémy, kontextové
senzitivni L-systémy (endogenni L- systémy) a L — systémy environmentalné
senzitivni. L-systémy jsou vyuzivany v biologii, geologii a podobnych
piirodnich védach. Jejich plné vyuziti zatim brani nedostatek udaji presné
popisujicich morfologii ptirodnich objektu.

Fiie DNI KNIHOV
fiusova 458, 370 o5 C‘eski:ar\;’? -
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3.2.2. Iteracni funkéni systémy (IFS)

Existuje nékolik metod konstruovani. Prvni je stochasticka cesta. Mame
libovolny pocateéni bod a na néj pouzZijeme sadu transformacnich pravidel.
Jednotlivym pravidlim ovSem pfitadime urcitou pravdépodobnost, tzn. Ze
piislusné pravidlo se vybira nahodou (stochastickou) cestou. Obecné si
vyjadiime jednotliva transformacni pravidla jako funkce wj, wy, w3 ... w,.

Kazdé prifadime pravdépodobnost p;, ps, ps,...pn

Jejich soucet dava 1. Transformace maji afinni povahu tzn.,

R HEH

= -

yi e dly] LS

Novy bod se stava opét po¢atkem pro dalsi transformaci. Vysledek ziskame po
nékolika tisicich iteraci. Tuto chaotickou hru, jak se popsany postup nékdy

nazyva, si ukaZzeme na piikladu Sierpinského trojuhelnika. Pfi jeho vytvareni
staci zavést tfi jednoducha pravidla s tietinovou pravdépodobnosti.

105 it lsadzieo 0]
Wy = . 3 ; p=1/3
+10 T N U 'Y R 1]
31 s 07 ] 0
W»H = . = sl 1/3
| Lo osl L o

x| 5,5 0 X F
ws | |= . + | p=153
- LO 0’ 5 LX« L-I—l

Zde vidime vyvoj nékolika prvnich iteraci a po 10 000 iteracich.
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Dalsi zpusob je na predstaveni mnohem jednodussi. Jedna se o iteracni
metodu. Spociva v tom, ze mame né&jaky zakladni obrazec (trojuhelnik,
Ctverec...) a na néj aplikujeme néjaké geometrické pravidlo. Jako priklad
vezméme opét Sierpinského trojuhelnik. Nejprve tedy mame obecny, nejlépe ale
rovnostranny, rovnoramenny nebo pravouhly trojihelnik. Nyni oznacime stfedy
jeho stran a spojime je useCkou (narysujeme stiedni piicky). Pocatecni
trojihelnik je rozdélen na 4 Casti a my prostiedni vyjmeme. Ziskdme tii
trojuhelniky (kopie toho ptivodniho) a na né aplikujeme stejné pravidlo. Po
dostate¢ném poctu iteraci (nekone¢ném) dostaneme fraktalni Gtvar. Metoda je
trivialni a je nazornéjsi, protoZze uz od pocatku vidime obrysy cile. IFS fraktali
je samoziejmé mnoho, napfiklad Hausdorffova dimenze (D)

Dy=log(3)/log(2)=1,585
jako dalsi piiklady Ize uvést napi. Sierpinského koberecek
Dy = log(8)/log(3) = 1,8928
Cantorovo diskontinuum
Dy = log(2)/log(3) = 0,6309
Hilbertova kiivka
Dy =2

kapradi a spousta dalSich.
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Fraktal typu IFS lze vytvorit velmi mnoho.

Na rozdil od fraktald diskutovanych v pfedchozich dvou oddélenich se
nejedna o polynomické fraktaly. Polynomické fraktaly jsou definovany jednou
rovnici (pravidlem), IFS mohou vznikat na zékladé vice pravidel. Presto se
jedna mnohdy o velice jednoduché utvary. Jejich konstrukce, ktera se provadi
stochastickou cestou, se da obecné popsat tak, ze na néjaky pocatecni bod
aplikujeme transforma¢ni pravidla w,w, .. w, s uritou pravdépodobnosti.
Soudet pravdépodobnosti se rovna 1. Po jedné iteraci ziskame novy pocatecni
bod ¢&i jejich soustavu a iterativné na nich aplikujeme onen soubor pravidel.
Tento zptlisob se nékdy nazyva chaoticka hra. Pro dosazeni kyzeného vysledku
musime provést nékolik tisic iteraci, ale u nékterych fraktall vidime hruby obrys
vysledku, jiz od prvnich iteraci. Pfikladem muze byt, jiz zminéné, Cantorovo
diskontinuum.

Cantorovo diskontinuum

Jedna se patrné o nejjednodussi fraktal vibec a asi pro vas nebude tézké
uhadnout, Ze je to itera¢ni funkéni systém. Vychazi z usecky. Na ni iterativné
aplikujeme jen jedno pravidlo - rozdélime usecku na tfi Casti a vyjmeme tu
prostiedni.

——— Stav po prvnd iteraci

e ———l T

e — . —

s e — fm— Stav po druhé iteraci
- . -_— - - . - - -

Sierpinského trojuhelnik

reprezentant IFS fraktali. Vychozi bod zde piedstavuje trojihelnik (nejlépe
rovnostranny ¢&i  rovnoramenny). MiuzZze se vytvaret nékolika zpisoby,
nejnazorn&jsi je tento: mame tedy trojuhelnik a rozdélime jej na 4 stejné Casti
(podle stiednich pricek). Prostiedni ¢asti vyjmeme. Toto pravidlo aplikujeme na
zbylé 3 trojuhelniky, pak na zbylych 9, 27, 81 (co ptijde asi pak?). Vyhoda této
metody je jak uz jsem uvedl v nazornosti (uz od zacatku vidime stale se
zpresnujici torzo vysledku), ale bohuzel se nejedna o chaotickou hru. Jak na ni?
U trojahelniku mame pochopitelné tii vrcholy 4,B,C a jesté potiebujeme
nadhodné zvoleny bod Z na obvodu trojuhelnika. Od tohoto bodu vedeme
pomyslnou usec¢ku k nahodné zvolenému vrcholu. Usecku nezakreslujeme, ale v
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2jim stiedu zakreslime bod Z. Od ného znovu vedeme usecku k ndhodnému
rcholu a opét zakreslime jen jeji stfed. Po nékolika tisicich iteracich se nam
racne z bodu skladat vysledek:

oY
A%
T

Obr. 6

Podobny vysledek dostaneme i tehdy, kdyz bod vykreslil na tfetiné, tvrting,
pétiné ... Gsecky. Podobny obrazek dostaneme dokonce i tehdy, kdyz vykreslim
bod Gplné mimo Gsecku (ale podle neménnych pravidel)! Po¢atecni bod nemusi
dokonce leZet ani na obvodu trojuhelnika. Podobné experimenty dokazuji, Ze ac
je tento postup hrou na chaos, je neobycqne stabilni. Dale se nabizi moznost
aplikovat chaotickou hru na c¢tverec ¢i n-thelniky.

Sierpinského koberecek

Sierpinsky se neomezil jenom na trojuhelnik, ale experimentoval i s jinymi
atvary. V tomto pfipadé se ¢tvercem. Zplisob generovani tohoto fraktalu je také
velice jednoduchy. Jako pocatecni bod si zvolime ¢tverec. Na kazdé jeho stranée
vyznaéime jejich tfetiny. Protilehlé body spojime. Uprostied ptivodniho Ctverce
tak vznikne novy &tverec - délka jeho strany se rovna tietiné délky strany
ptvodniho ¢tverce a nachazi se uprostied pivodni ¢tvercové plochy. Vyjmeme

21



jej, zastane nam tedy 8 téchto tfetinovych ¢tverct. Na ty aplikujeme stejné
pravidlo.

Obr. 7

Dy=log(8) / log(3) = 1.8928
Kapradi

IFS fraktaly se neomezuji jen na jednoduché geometrické utvary. IFS fraktal
muzete vytvorit prakticky z ¢eho chcete. Napfiklad z kapradi. Konecné se
dostavame k dvéma afinnim transformacim. Jsou definovany jako parametrické
rovnice:

Xjpp=ax;+ by te
Mia =C'xt‘+dyi+f‘

kde parametry a,b,c,d,e,f,p jsou definovany takto:

Parametr a b c d lelff |ip
0 0 0 0,16 00 328
0,2 -0,26 0,23 0,22 01,6 2621
-0,15 0,28 0,26 0,24 0 0,44 4915
0,755 0,04 -0,04 0,85 0 1,6 32767

Tab. 3
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Obr. 8

Kochova viocka

Dals$i dobfe znamy fraktal vznika také pomoci velmi jednoduchych
transformaci. Pocateéni bod tvofi rovnostranny trojuhelnik. Doprostied kazdé

stany pridame dalsi rovnostranny trojuhelnik a tak potrad dokola.Vysledek vidite
na obrazku.




fraktaly jsou velice user-friendly skupinou fraktali - lehce se generuji
amoziejmé existuji i slozité IFS), dobfe vypadaji a kazdy si mize vymyslet ten
Gj. V tomto textu jsou uvedeny &tyfi druhy, ale lepsi by bylo fici Ctyfi tiidy
aktal. Na vétsinu Gtvart lze vymyslet néjakou tu afinni transformaci. Tézko
e vytvorite IFS na zakladé kruhu. Jedinda mozZnost je iterativné zmenSovat kruh,
le tim fraktal neudélate. Z kruhu téZko vytvorite kopie jeho samého. Také
&tdinu fraktalG (napf. prirodnich objektll) neptjde pouzit jako vychozi bod pro
FS. Nejjednodussi IFS wvznikaji z »=/ az nekonetno rozmérnych
eometrickych tvard.

3.2.3. Polynomické fraktaly

Na rozdil od predeslych dvou typu je nelze vétSinou pouzit pro zkoumani
siirodnich objektd. Casto ale vytvaieji fascinujici obrazce, a proto jsou
1ejznaméjsi. vytvareji se mapovanim oblasti pritazlivosti pro ruzna feSeni
nelinearniho systému. V soustavé soufadnic (Casto komplexnich) testujeme
rGzné hodnoty, které dosazujeme do puvodni rovnice. Na jeji vysledek
aplikujeme iterativné stejné pravidlo. Pravou stranu dosadime do levé a tak stale
pokrac¢ujeme. Z toho vyplyva, ze vysledku bychom se dobrali az v nekone¢ném
Case. V praxi se tedy stanovi limitni hranice pro pocet iteraci. Generovani téchto
fraktal tedy neni zcela exaktni, zavisi na poctu iteraci. Cim vétsi kvalitu
pozadujeme, tim vétsi naroky klademe na hardware pocitace. Jejich vypocet je
¢asové velmi naro¢ny proces, ktery podle soucasnych znalosti nejde urychlit.
Bez vypoétu nelze zjistit pro zadny bod v roviné (¢i 3D, 4D, ...nD prostoru) zda
patfi, ¢i ne do dané oblasti pfitazlivosti. Mezi polynomické fraktaly fadime napft.
Mandelbrotovu mnozinu, Juliovy mnoziny a variace na rovnice, které je
popisuji.

3.2.4. Nahodné fraktaly

Mezi nahodné fraktaly rozhodné nepatii vSechny ostatni. Je to ale velmi
rozsahlda a neuspofadana skupina. Pouziva se hlavné pro zobrazovani a
modelovani pfirodnich objektt a déji. Nekteré vznikaji velice jednoduse, napr.
nidhodnym presouvanim bodu, ktery zanechava za sebou stopu (Browniv
pohyb). Jiné vykresli hlavku zeli. Pouzivaji se tedy zejména pro popis
pfirodnich objektl, nebot’ do vypoétu davaji prvek nahody. Nahodnymi fraktaly
se budu zabyvat jen velice okrajové.




Mandelbrotova mnozina

dna se o polynomicky nelinearni deterministicky fraktal. Je to patrné
1amejsi fraktal viibec. Objevil jej Benoit Mandelbrot v 70. letech 20. stoleti
okusu o nalezeni jakéhosi "katalogu" Juliovych mnozin. Vznika iterativné,
definovan rovnici z=z"+¢, kde z i ¢ jsou komplexni ¢isla. Je to potvrzeni
e, ze 1 velice jednoduché systémy mohou vykazovat chaotické chovani. V
delbrotové mnoziné je ¢ konstanta a zaroven pozice vykreslovaného bodu.
iteCni hodnota z je [0;0] a slouzi de facto k uchovani hodnoty. Spravné by se
y vyzkouSet vSechny body roviny (dosadit je za ¢), ale pro |z| systém
rrguje.  Jak to mizeme tvrdit? PouZijeme dikazu, ktery vyuziva
Ohelnikové nerovnosti pro komplexni Cisla |a+b| 2 |a|-|b|, kde za a
adime z° a za b konstantu c. Tedy

2 +c| = |7 - el

[..

Nyni je nutné najit minimalni hodnotu |z|, pfi jejimz pfekroceni je

o

2+ c|> 2|
Nazveéme tuto hodnotu tieba ». Potom »° -|c|=r a kdyz prevedeme v3e
levo, dostaneme

¥ -r-|c|=0.
Z rovnice vyplyva, ze
r=(1+(1+4|c|"*)/2

Zname tedy hodnotu r. Vzhledem k tomu, Ze pied prvni iteraci z=0, tak po ni
=c. V predchozich vzorcich mizeme tedy » nahradit |c|.

e’ -2]c|=0 tzn. |e|=2.

Nyni mizZeme bez obav vypustit z vypoctu viechny body, které nepatfi do
kruznice o poloméru 2 se sttedem v bodé [0,0] . Pro piipad, kdy |z| konverguje k
nule neexistuje zadny dikaz, a proto musime poctivé vyzkouset vSechny body
kruhu o poloméru 2. VSechny body vné a nékteré uvnitf, které diverguji, nepatfi
do mnoziny, ostatni ano. Mandelbrotova mnozina je soumérna podle osy x.
Hranice mezi dvémi oblastmi piitazlivosti je nekone¢né tenka, ale také
nekonecné ¢lenita. Jeji Hausdorffova dimenze je rovna 2, jedna se tedy o
nejélenitelngjsi Gtvar v plose o omezeném obsahu. V zdkladni mnoziné nejsou
pochopitelné patrné vSechny detaily, a proto se provadi zoomovani.
Mandelbrotovu mnozinu muzeme zvétSovat donekonec¢na a stile objevujeme




vé a nové detaily. Jednotlivé body miiZzeme obarvit podle libovolné palety, a
¢ ze zdanlivé stejného obrazku dostaneme rtizné variace.

Obr. 10
Zajimavé Utvary netvofi jen rovnice
z=2+c.

Zname ruzné variace dané napf. zménou exponentu, ¢i ipravou puvodniho
vzorce

z=sin(z‘?)+c, z=cos(z‘?)+c

Jesté zajimavéjsi fraktaly vzniknou, jestlize mocnime z konvexnim
exponentem. Pak za¢nou vznikat ¢tyfrozmérn€ utvary.




Obr. 11

Uvazime-li funkei f{z) = z° + ¢, kde ¢ je n&jakéa konstanta a vyjdeme z bodu
, dostaneme pro kazdé c¢ posloupnost postupné pocitanych hodnot.
'nazornime-li si ¢ast roviny na podéitaci, mize se stat, ze nekteré posloupnosti
prvnich tisici hodnotiach ,uteou“ zobrazovky ven (hodnoty se rychle
vétSuji), nékteré posloupnosti zistanou celé na obrazovce. Takto v kazdém
»odé obrazovky spocitame prvnich tisic hodnot. Vychozi body posloupnosti,

cteré z obrazovky utecou, vybarvime bile, vychozi body druhého typu ¢erné.

Na obr. 12, vidime vysledek tohoto procesu, jiz uvadénou tzv.
Mandelbrotovu mnozinu.
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Obr. 12

Bila a ¢erna plocha sama o sob¢ neni nijak zajimava: to podstatné se odehrava
aa rozhrani ¢erné a bilé barvy. To, co na obr. 12 vypada jako mirné roztiepeni
okraji, se pii podrobnéjsim zkoumani ukazuje jako tajuplny propletenec
nejriznéjSich tvart, jako podivuhodna fraktalova struktura, jejiz tajuplnosti
nejsou dodnes Uplné odhaleny. Jen na ukazku: po nepiedstavitelné velkém
zvétseni malého kousku tohoto rozhrani obdrzime strukturu znazornénou na obr.
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V tomto kousku opét vidime, jak se zhlubin vynofuje piivodni obraz
landelbrotovy mnoZiny, jejiz okraj je opét analogicky rozostreny, takze cely
roces lze znovu a znovu opakovat.

Pii studiu iteraci se objevily nékteré zcela nové a nepredvidatelné
kutecnosti, které prekvapiveé vysvétlily napfiklad nejasnosti v chovani zvifecich
opulaci. Zminim se alespon o vysledku amerického fyzika Mitchella
“eigenbauma.

Uvazujme funkei,
fx) = X te

kde ¢ je né&jaka konstanta a zaénéme pro kazdou hodnotu ¢ pocitat
posloupnost s prvnim bodem 0. Napiiklad pro ¢ = % tak dostaneme posloupnost

0, 1/4, 5/16, 86/256, ...
jejiz hodnoty rychle konverguji k ¢islu V2.

Zmensujeme-li postupné hodnotu konstanty ¢, chovaji se analogicky
vytvorené posloupnosti velmi podobné: funkéni hodnoty k jednomu ¢islu. Pri
hodnoté

c=-13/16

viak dojde ke kvalitativnimu zvratu, k tzv. bifurkaci: hodnoty posloupnosti
za¢nou oscilovat kolem dvou riznych hodnot — % a — Y4. Pii dalSim zmenSovani
hodnoty konstanty ¢ se posloupnosti zase chovaji analogicky — osciluji mezi
dvéma hodnotami. Az pii hodnoté

c=-13

dojde k nové bifurkaci, posloupnost za¢ne oscilovat mezi Ctyfmi ruznymi
hodnotami. Takto se nové bifurkace objevuji stale rychleji a rychleji, az pri
hodnote

=5 18

dojde k novému kvalitativnimu zvratu — posloupnost se zacne chovat zcela
chaoticky.

Feigenbaum se pokusil najit néjakou zakonitost v nastupu novych bifurkaci.
Kdyz vydélil délky dvou po sobé jdoucich Gsekt bez bifurkaci, dostaval neustale
jedno ¢&islo, priblizné 4,669. Prekvapivé totéz Cislo hralo dileZitou roli
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v Givahach australského biologa Roberta Maye, ktery studoval problematiku
zvitecich populaci. Jak to bylo mozné? Feigenbaum vyzkousel hledat bifurkace i
u jinych funkci. A zjistil, Ze u vSech studovanych funkci, véetné té, ktera
vystupuje v logistické rovnici popisujici chovani zvifecich populaci, se nastup
novych bifurkaci Fidi stejnym pravidlem: nastupuji tak, Ze podil délek
jednotlivych intervall je cca 4,669. Teorie bifurkaci pomohla odhalit mnohé
zakonitosti, které se ptivodné jevily jako zcela neprithledné a nevysvétlitelné.




4. Fraktaly a ucebni plan

Zaci na zékladni $kole pojem fraktdl ¢asto neznaji a nevi, co si maji pod
timto terminem predstavit. Casto se ptaji na otazku: ,, A k ¢emu vlastné ta
matematika je?, Kde se sni v praktickém Zzivoté setkdme?, Bude mi vibec
k né¢emu?“ Fraktal nabizi ptihodnou odpovéd’ — spojeni matematiky a umeéni.

Pii hodiné vypocetni techniky jsem ucila zaky kopirovani souborti a obrazk.
Pro nazornou ukazku jsem najela na internetové stranky www. fraktaly. cz, uz
pii zmince slova ,fraktaly” zaznél tfidou Sum. Navedla jsem je tedy na tyto
stranky, pfiméla je, aby si vybrali jakykoliv obrazek a ten jsme pak zkopirovali
do programu Microsoft Word. Tato préace je zaujala, ale vice nez vlastni proces
kopirovani, je zaujaly obrazky, barvy a neznamé obrazce.

Naslednou otazkou mnoha zaku: “Co to vlastné jsou fraktaly*, jsem byla
mile piekvapena a uvedla je do taju téchto zvlastnich obrazcu.

Pro zajemce o toto téma jsem vyclenila dvouhodinovku (ze které se nakonec
stala tfihodinova), do které jsme prinesla Modré pracovni listy (viz Piiloha) a
zacali jsme pracovat.
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4.1. Vznik Modrych pracovnich listu

Mandelbrot vytvoril skripta s nazvem Fractals for the Classroom: Strategic
Activities Volume One.

Po pieloZzeni a pochopeni této zdarilé prace jsem zalala vytvaret Modré
pracovni listy, které jsou urené zakum zakladnich $kol. Na tyto pracovni listy
navazuji Cervené pracovni listy, které jsou prili§ slozité, ale jejich uziti najde
uplatnéni na stfednich Skolach a v zajmovych krouzcich. Posledni pracovni listy
jsou teprve ve svych zacatcich, jsou vice odborné, ale jejich pochopeni vede
k vytvoreni vlastnich obrazct a vlastni védecké ¢innosti. Tyto posledni listy jsou
urCeny pro zajemce o toto Siroké spektrum barev a obrazcu, ktefi maji pokrocilé
znalosti matematickych zakonitosti. V této diplomové praci jsou piedlozeny
Modré pracovni listy.

Tabulka, ktera je uvedena v priloze je dukazem propojeni jednotlivych
matematickych disciplin. Studenti zde najdou spojeni s procenty, ¢iselnymi
vzorci, geometrickymi vzorci, geometrickou posloupnosti, Pascalovym
trojuhelnikem, podobnosti, obsahem atd.

Modré pracovni listy nejsou presnou pielozenou kopii puvodnich lista
Mandelbrota. Jeho prace mi byla inspiraci a osnovou, ale obavam se, ze dnesni
studenti by jednotlivé kroky a ukoly nepochopili. Zacala jsem tedy pracovat na
jejich podrobném ,,osnovani* a rozvrzeni. Zaci maji presné zadané ukoly, Fidi se
pokyny a pracuji krok po kroku, bod po bodu. Jednotlivymi body je vedu ke
kone¢nému vysledku, kde pouziji vlastni komentare, do jist¢é miry i vlastni
piedstavivost. Cela prace ma vSak odborny zaklad a tedy studenty drzi
v matematickym mezich. Na otazky, které jsou jim pokladany, najdou své
vlastni FeSeni, které si mohou i dokazat. Pokud dojde k nepochopeni, pracovni
listy obsahuji sekci ,Vysledky, kterd je navede spravnym smérem.
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4.2. Modré pracovni listy a jejich vyuziti

Pracovni listy byly piedlozeny zakam 7. ro¢nika ZS v Jindfichové Hradci.
Vétsina zaka s jejich vypracovanim neméla problémy, ale u nékterych zaku se
objevily problémy s nepochopenim tkoll a jejich naslednym vyfeSenim.

Casova dotace vénovana tomuto tématu byla 3 hodiny a dovoluji si fici, Ze i
tyto 3 hodiny byly pro mnohé zaky nedostacujici. Uvazovani nad touto latkou je
zaujalo, ale plnou pozornost zaujali pouze prvni dvé hodiny, treti hodinu jiz
ztraceli zajem a soustiedénost.

Doporucuji tedy pouzit, pti hodinach matematiky jen vybrané kapitoly, které
jsou piijemnym dopliikem probirané latky. Velké uplatnéni najdou i u zakua,
ktefi maji rozsifenou vyuku matematiky, ¢i navstévuji zajmové matematické
krouzky.

Na praci se podilelo 55 zaka 7. roéniki ZS v Jindfichové Hradci.
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5. Modré pracovni listy (MPL)
5.1. Hlavni cile, pojmy a souvislosti

Aktivity, obsazené v téchto pracovnich listech, ukazuji dynamickou souhru
mezi Ciselnymi a geometrickymi modely. Specifické detaily zavedené v této
kapitole vytvaii pojem ,,sobépodobnosti*, anglickym nazvem - ,self-similarity®.
Sobépodobnost, tedy vlastnost, ktera je vlastni mnoha fraktalim. Nekteré
vysledky se jevi jako by byly vytvafeny uplné ndhodnymi procedurami
(postupy). Tyto ndhodné procesy mohou vytvaret prekvapivé vysledky ve formeé
vysoce strukturovanych vzori poukazujicich na estetické aspekty krasy
sobépodobnosti.

5.2. Navaznost na osnovy (ucebni plan)

Material, obsazeny v téchto strategickych aktivitach, tvofi nedilnou soucast
programu soucasné matematiky. Tyto aktivity mohou byt zahrnuty do
samostatné oblasti nebo integrovany do stavajiciho ucebniho planu (RVP)

prostiednictvim obort kterych se tykaji.

Primarni souvislosti

Shoda Podobnost

Pomeéry Plocha, obsah
Ciselné modely Pascallv trojuhelnik
Geometricky model Teorie limity

Sekundarni souvislosti

Piedstavivost Modularni aritmetika
Logika a pravdivostni tabulky

5.3. Vyznamné pojmy

Sobépodobnost

Jestlize &asti obrazu obsahuji malé reprodukce (pfesné kopie) celku, pak se
obrazek nazyva sobépodobny. Pokud obraz muze byt rozlozen do ¢&asti, které
jsou piresnymi kopiemi celku, pak se obraz nazyva presné sobépodobny. Kazda
Cast, presné sobépodobné struktury, obsahuje piesnou kopii celku.
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Pascallv trojuhelnik

Pascaliv trojahelnik je pole ¢isel, ktera jsou vSeobecné znama jako koeficienty

binomického rozvoje.

Cellular Automata (bunécna schémata)

Cellular automata je systém nebo proces ve kterém je prvek nasledujici trovné
systému odvozen od pfimého piedchiidce na predeslé Grovni systému podle
ur¢itého automaticky formulovaného pravidla.

5.4. Matematické pozadi

Nejvétsi obrazky

V urc¢itém smyslu je Zalud celek stromu, ktery
zného roste. Podstatné vlastnosti stromu jsou
odvozeny z kodu, ktery je obsazen v buikach zaludu.
Avsak nékteré rostliny se vyznacuji nezavislosti svych
casti ve spise grafickém smyslu. Napfiklad velka vétev
stromu obsahuje mensi vétve. Tyto mensi vétve
obsahuji vétvicky a tyto vétvicky obsahuji jesSté mensi
¢asti podobného typu. V jednom smyslu je velka vétev
spise dobrou kopii celého stromu, prave tak jako
vétvicka je opodstatnélou kopii veétve. Tento druh
sobépodobnosti ¢asti k celku u uréitych rostlin
naznacuje, ze toto ,kopirovani* je vice nez ndhodné.
Skutecné, typ automatického prenosu bunék z vétve na
rostouci vétvicky predurcuje, ze urcita vlastni struktura
je nesena a preposilana k dalsi generaci vétveni.
Zkracené, dub plodi dubové vétve s vlastnimi
jedinecnymi modely vétveni, nikoliv jalovcové vétve
s jinymi modely vétveni.

Hlavni myslenka sobépodobnosti je intuitivni a
muze tedy byt jednoduse pochopena z vhodnych
geometrickych navrhu a prirodnich jevl jako je vétveni
stromu. Avsak presny rigorézni popis ukazuje blizkou
souvislost s teorii limity a pozaduje znacné
matematické znalosti.

Sobépodobnost a jeji intuitivni pristup k ni

Jeden  zpfistupt  pro  pochopeni  pojmu
sobépodobnosti zahrnuje schopnost pouzit iterativni
pravidlo  (pravidlo opakovani) v geometrickém
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usporadani. Predpokladejme, ze za¢neme s pravidlem,
které poskytuje metodu pro opakovatelné rozdélovéni
mnohouhelniku na vybrané mensi a mensi podobné
mnohothelniky. V kazdé fazi procesu je toto pravidlo
aplikovano na kazdy zbyvajici mnohothelnik.
Nasledné faze postupné generuji mensi a mensi
podobné mnohouhelniky, tak jak je proces opakovan
do nekonec¢na. Nas zajem se soustied’'uje na vlastnosti
obrazu, které se objevi také nekone¢né mnoha
opakovani procesu.

Sierpinského trojuhelnik

Hlavni vlastnost Sierpinského trojuhelniku je jeho
presnda  sobépodobnost. Kompletni  Sierpinského
trojuhelnik ~ se  pfirozené  rozkladda do  tii
trojuhelnikovych ¢asti, hornitho dilu a dvou dolnich
dili. Kazda ztéchto casti je piesnou kopii celého
puvodniho obrazu. Podobné, kazda ztéchto tii Casti
muze byt dale rozloZzena na tii mensi trojuhelniky,
které jsou opét presnymi kopiemi plvodniho
trojuhelniku. Pokud ma obraz tuto vlastnost tzv.
replikace (podobnosti) ¢asti k celku, fikame, Ze obraz
je sobépodobny. Protoze kazda cast Sierpinského
trojuhelniku  ma tuto vlastnost, je také piesné
sobépodobny.

., PFihrddkova " sobépodobnost

Abychom dali, vlastnosti sobépodobnosti, pracovni
smysl, musime se omezit na praci skonecnymi
piiblizenimi limitniho obrazu. Toho je docileno
metodou, kterou budeme nazyvat ,prihradkova*
sobépodobnost, kde mefeni jsou provadéna na
kone¢nych stadiich obrazu s pouzitim siti riznych
velikosti.

Zakladni myslenkou je, ze v kazdé konecné fazi
vytvaieni sobépodobného obrazu dosazeny bod
zkoumany siti s jemnéjsim rozliSenim, nedava dalsi
odlisnosti v obrazu.

Dal3i pohled na tuto vlastnost, predstavme si
umisténi pruhledné sité ¢tvercu nebo bodi nad dané




Pascaluv trojuhelnik

stadium obrazu. Vystinujeme a spoc¢itame kazdy bod,
ktery obsahuje libovolnou ¢ast obrazu. Na oddélené siti
vystinujeme a spocitame body, které obsahuji
libovolnou cast vhodné zvétSené Casti  obrazu.
Opakujeme proces v nasledni fazi obrazu. Aby byla
kone¢na verze obrazu sobépodobna, musime byt
schopni dosahnout faze, kde tyto uvedené dva pocty
bodi a vystinovani, budou shodné bez ohledu na
velikost vybrané site.

Pascaluv trojuhelnik je vSeobecné znam jako
trojuhelnikové pole ¢iselnych koeficienti binomického
rozvoje, kde exponent roste od 0 do n.

Jednoduchy iterativni algoritmus pro generovani
¢isel v Pascalové trojuhelniku predstavuje secist dvé
¢isla v fadku nad pocitanym ¢islem. Napiiklad ¢islo 36
zobrazené na obrazku ve spodnim fadku je souctem
dvou ¢isel 28 a 8 prave nad pocitanym cislem. Bohuzel
¢isla, v dalsich radcich Pascalova trojuhelniku, jsou
velmi velka a to ¢ini proces numerické iterace velmi
pracny.

Do Pascalova trojuhelniku mtzeme zavézt barvici
proceduru, ktera nezavisi na velikosti Cisel, ale jen na
znalosti, které vstupy do schématu jsou liché a které
sudé.

Nejprve muzeme zjednodusit zapis oznacenim 0 pro
vSechny vstupy, které jsou sudé, a / pro vSechny
vstupy, které jsou liché. Generovani novych vstupti na
nasledujici urovni vyzaduje pouze znalost, jak se licha
a suda c¢isla kombinuji pii souctu.

sudé + sudé = sudé
sudé + liché = liche
liché + sudeé = liché
liché + liché = sudé




Modularni aritmetika

Soucet c¢isel ve smyslu nul a jednicek, ktery je
ukazan vySe, je znam jako s¢itani ,,modulo 2.
Barvici pravidlo se snadno aplikuje. Jednoduse se
obarvi kazda pozice ve schématu bile, pokud obsahuje
0, a ¢erné, pokud obsahuje 1. Pro rozsifeni vzoru na
nové pozice v nasledujici fadé je potieba podivat se na
obarveni dvou pozic pfimo nad noveé obarvovanou
pozici a pouzit jedno ze 4 pravidel uvedenych vySe.
Zjednodusené lze fici:

LJestlize dvé pozice pfimo nad nové obarvovanou
pozici jsou obarveny stejné, obarvime novou pozici
bile. Jestlize tyto dvé pozice jsou obarveny ruzné,
obarvime novou pozici ¢erné.*

Pokradovani obarvovaciho vzoru vede k dalSimu prekvapeni. Neo¢ekavang,
pole ¢ernych pozic vytvori trojuhelnik. Postupné jak je pridavano vice a vice
fadkt Pascalova trojuhelnika, Sierpinskiho vzor je patrny vice a vice ve

vysledném obrazu.

Obarvovaci zkratka

Vytvareni  barevného  schématu  Pascalova
trojuhelnika iterativnim pravidlem, fadu po fadé pro
vice arovni, je velmi nepraktické. Ale pouZitim
adresovaciho systému podobného adresovani v siti ulic
meésta muZzeme okamzité nalézt, ktera barva prislusi
libovolné dané pozici. Kazda pozice ve schématu miize
byt popsana dvojici soutadnic.

Pfi pouziti naznaCenych soufadnych os ma
vystinovand bunka souradnice (2,5).

Nyni muzeme kazdou soufadnici prevézt do
dvojkové soustavy. Soufadnice (2,5) budou mit ve
dvojkové soustavé tvar (0/0,101). Nyni napiSeme
souradnice oznac¢ené buriky ve dvojkové soustavé nad
sebe. Jestlize néjaky takto vytvoreny sloupec obsahuje




dvé jedni¢ky, potom je tato bunka vybarvena bile.
V ostatnich pfipadech je tato bunka vybarvena cerné.
Bunka v pfikladu na obrazku je vybarvena cerné,
protoze zadny sloupec vytvoieny z prislusnych
soufadnic ve dvojkové soustavé neobsahuje dvé
jednicky.

010
101

Porovnavani souradnic ve dvojkové soustavé timto
zpusobem je ekvivalentni logické operaci ,,a“, kde obé
soufadnice musi mit ,pravdivou® hodnotu, aby mél
vysledek také ,,pravdivou* hodnotu.

Pravda a pravda je pravda 1aldaval
Pravda a nepravda je nepravda 1 a0dava0

Nepravda a pravda je nepravda Oaldavao
Nepravda a nepravda je nepravda 0a 0 dava0

Na ilustraci Pascalova trojuhelniku jsme videli, ze
obarvovaci pravidla mohou byt vyjadiena také pocetné
(numericky). Dalsi pfistup je mozno nalézt v aplikacich
pocitacové grafiky a soucasnych metod numerického
modelovani. ,,Cellular automata® pouziva obarvovaci
tabulky, které vizualné specifikuji jak ma byt burka na
dalsi Grovni obarvena na zakladé jejich predchudct na
piedchozi Grovni. Pracovni listy zahrnuji cellular
automata obarvovaci tabulky, které generuji stejné
Sierpinského trojuhelniky, které jsme vidéli pfi
obarvovani Pascalova trojuhelnika.
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6. Spojeni MPL s u¢ebnim planem




7. Struc¢ny pravodce jednotlivymi kapitolami MPL

.1 Sierpinského trojuhelnik a jeho alternativa

specifické smeéry

’rincipem iterativniho algoritmu v odstavci 1.1A je spojovani stfedli stran
rovnostrannych trojihelniki a ponechani pouze tfech mensich rohovych
trojihelnik. Proces je opakovan na postupné vSechny vzniklé trojuhelniky.
Geometricky, z jednoho trojuhelnika je takto vytvoreno 3, 9, 27 a potom 81...
mensich a menSich trojuhelniki béhem prvnich 4 fazi opakovani procesu.
Odstavec 1.1B vytvari alternativu Sierpinskému trojuhelniku.

Implicitni zjisténi

V kazdé fazi opakovani procesu jsou vSechny tvofené mensi trojihelniky
shodné. Jak roste pocet opakovani v iterativnim procesu, plochy zbyvajici
z ptvodniho obrazu se limitné blizi nule. Kazda aktivita ma algoritmus ktery
pokud se opakuje do nekone¢na vede k deterministickému fraktalu. V aktivité
1.1A obraz dosahuje Sierpinského trojuhelnik, obzvlast zajimavy fraktal, ktery
je zakladem pro vSechny aktivity v této kapitole.

Vrcholy trojihelniki vytvarenych v kazdé fazi téchto aktivit tvori identifikacni
body, které zlstavaji ¢asti vysledného fraktalu. Je nezbytné vidét tyto iterativni
geometrické procesy jako kontinualni pokracovani donekone¢na a znazornit
vysledné obrazy.

1.2 Ciselne vzorce

Specifické sméry

Pouzijeme ¢isla pro kontrolu konstrukce z posledni aktivity a vytvorime visualni
citéni pro geometrické zmény pfi prochazeni nasledujicimi trovnémi. V této
aktivité se zaméfime na prislusné ¢iselné zmény.

Pouzijeme kresby pro vytvofeni obrazcii, které mohou byt rozSifeny a
zobecnény.

Implicitni zjiSténi

Srovname dvé sady tabulkovych vstupu na kazdém listu do geometrické rady.
V pracovnim list¢ 1.2A je pocet trojuhelnikii opakované nasoben tremi pfi
prochazeni jednotlivymi Grovnémi. Pfislusna geometricka fada ma kvocient 3.
ProtoZe tento kvocient je vétsi nez 1, je tato geometricka rada divergentni. Na
druhou stranu, plocha obrazu je na kazdé urovni opakované nasobena
kvocientem 3/4. Tato geometricka rada obsahu plochy obrazcti ma tady kvocient
3/4, tento kvocient je mensi nez 1 a n-ty ¢len tedy konverguje k 0.

41

———



Dalsi poznatek obzvlasté dilezity pro postup v této celé kapitole je opakované
pouziti iterativniho procesu do nekonec¢na. Nemulzeme ziskat Sierpinského
trojihelnik nebo kone¢ny ¢tverec, pokud proces zastavime na urCité Grovni.
Podobny je rozdil mezi nekone¢nou geometrickou fadou a négjakou jeji
konecnou c¢asti. Jejich soucty nejsou nikdy stejné.

Doplnék: dokoncete c¢iselnou a obsahovou tabulku trojihelniku s pouZzitim
algoritmu, ktery pouziva jenom stredovy trojuhelnik v kazdé fazi a nepouziva
rohové trojihelniky.

V tomto piipadé je geometricky a algebraicky pristup nazorné sjednocen.

1.3 ,, ctvercovy " koberec

Specifické sméry
Tato aktivita vytvaii variaci Sierpinského trojlhelniku. Ctvercovéa sit bodd
vytvaii geometricky obraz zalozeny na ctvercich. V kazdé fazi procesu je
pouzito jen osm Ctvercti po obvodu pro nasledujici fazi procesu. Iterativni proces
za¢ina s jednim ¢tvercem a nasledné je vytvoreno 8, 64, a poté 512 mensich a
mensich Ctvercul.

Implicitni zjisténi
V kazdé fazi této aktivity jsou nové vytvofené ¢tverce shodné. Jak se zvySuje
pocet kroku iterativniho procesu plocha zbyvajici z pivodniho obrazku limitné
klesa k 0.
Podobné v jako pracovnim listé 1.1 vede tento algoritmus, ktery je opakovan do
nekonec¢na, k deterministickému fraktalu.
Doplnék:
1. Myslenkové rozsifime iterativni proces na ¢tvercovy koberec a zamyslime
se nad podstatou vysledného tvaru v nasledujici fazi procesu, fazi 4, a
po¢tem dér, které bude obsahovat vysledny tvar.
. Prostudujeme ¢iselné schéma vytvofené pro ctvercovy koberec, zda
iterativni proces bude vyuzivat jen u rohovych ¢tverct v kazdé nasledujici
fazi procesu.
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.4 Sierpinského ctyrstén

specifické sméry

/ této aktivité bude rozvijena velmi dulezitd dovednost tridimenzionalni
rizualizace. Rizni lidé budou na ptivodnim obrazku v pracovnim listé 1.4 vidét
izné veci.

Mlusime si byt jisti, Ze presné pocitame body potiebné pro nakresleni
sttedovych segmentl v nasledujici fazi obrazku. Je nutno viditelné spojovat tyto
stiedové body. Vysledny obrazek je vnimam jako pyramida vytvofena
z hromady malych &tyfstént, 9 Ctyisténd dole, 2 vrstvy po 3 Ctyfsténech
uprostied, a jeden na vrcholu. Pokud vystinujeme vSechny pravé stény Ctyfsténu
jednim odstinem a vSechny levé stény ctyfsténu odliSnym odstinem, bude se
vysledny obraz jevit jako piirozeny objekt.

Implicitni zjisténi

Aktivita zahrnuje porozuméni iterativniho procesu, ktery je geometricky.

V kazdé fazi procesu uréity Ctyfstén je nahrazen Ctyfmi mensimi, které maji
poloviéni vysku. Zbyvajici prostor, osmistén, neni pouzit v zadné fazi. Vlastni
tomuto opakovanému geometrickému procesu je geometricka fada s kvocientem
r = 4, ktera pocita Ctyistény v kazdé fazi.

1 4 16 64 256..4"

Tak jak je iterativni proces opakovan dale, pocet Ctyfsténl se zvétSuje do
nekoneéna, zatimco prostor, ktery tyto ¢tyfstény zabiraji, se limitné bliZi k nule.
Pouze v limitnim piipadé je vytvofen Uplny Sierpinského Ctyfstén. Tento
étyistén je doslova plny dér a je tfirozmérnou obdobou dvourozmérného
Sierpinského trojuhelniku.

Doplnék:

1. Slovné popiSeme tvar a pojmenujeme obraz odstranéni v kazd¢ fazi
iterativniho procesu.

2. Zjistujeme piislusna c¢iselnd schémata, jako jsou objemy v po sobé
jdoucich fazich. V limitnim pfipadé Sierpinského Ctyistén zabira 3-
rozmérny prostor s nenulovou délkou Sitkou a hloubkou, ale s nulovym
objemem.

1.5 Stromy

Specifické sméry

Zajistime, aby vétve byly kresleny ve spravné délce a sméru v kazdé fazi
procesu. Pro konstrukci je vhodny papir s trojihelnikovou siti bodu. V kazdé
nasledujici fazi se obraz rozsifuje o 60° doleva a 60° doprava oproti piedeslé

43

T S S T e



A2, Uhly mezi kazdym parem segmentli ze spole¢nych koncovych bodu jsou
20 stupnd.

/$imnéme si, Ze ackoliv se strom dale rozsifuje, nikdy se nerozsiii mimo okraj
estiuhelniku.

mplicitni zjisténi

{ompletni strom, v jeho limitni fazi, ma nékteré velmi zajimavé vlastnosti.
Kazdy segment miZe byt vniman jako kmen svého vlastniho stromu, ktery je
opét omezen do plochy svého malého Sestithelniku. Podivejte se na tyto
nasledné mensi, ale kompletni stromy v uzavienych naslednych mensich
Sestithelnicich. VSechny tyto stromy jsou presnym obrazem puvodniho stromu.
Vsechny stromy stejné velikosti na tomto obrazku maji stejny pocet vétvi.
Zvolena cesta skrz kompletni strom ma také pozoruhodné vizualni vlastnosti.
Obzvlaste, spiraly, které se vzdy to¢i bud’ ve sméru hodinovych rucic¢ek nebo
proti sméru hodinovych ruci¢ek maji délky Gseku odpovidajici geometrickym
fadam. Jejich pocet také odpovidaji geometrickym fadam. U Kkofene stromu
zatinaji dvé spiraly. Z bodu prvniho vétveni zacinaji Ctyfi spiraly, zbodl
druhého vétveni za¢ina osm spiral, atd.

1.6 a 1.7 Sobépodobnost

Specifické sméry

Povsimnéte si obalky knihy, na které je obraz ruky drzici knihu. Obal knihy na
tomto obrazku obsahuje tu stejnou ruku drzici tu samou knihu atd. Jak se divame
hloubgji a hloubgji na tuto danou scénu, vzdy vidime dalsi a dalsi obalku knihy,
ktera je piesné stejna jako kazda obdlka pred ni a za ni. Toto je ilustrace
vlastnosti sobépodobnosti. Podobna situace nastava kdyz drzite zrcadlo, které
odrazi dalsi zrcadlo a divate se na scénu, kdy je vas obraz odrazen zpét a

dopiedu.

Tato sobépodobnost je viastnost vsech fraktdlil.

Objevuje se také v pifrodé. Maly vrchol stopky kvétdku nebo brokolice vypada
stejné jako vrchol celé hlavy toho kvétaku nebo brokolice. Pouzijte zrcadla nebo
brokolici pro ovéfeni vlastnosti sobépodobnosti.

Implicitni zjiSténi

Tak jako Uplny Sierpinského trojuhelnik je vytvofen pouze v konetné fazi
procesu je také strom kompletni v kone¢né fazi. To znamena, ze kazda vétev
vypada podobné jako piislusna vétsi a mensi vétev pii cemZ jsou presnymi
kopiemi celku pouze ve finalni fazi procesu, ktery je opakovan do nekonecna.
Protoze finalni faze je mnohem jemnéjsi nez dovoluje piesné kresleni tuzkou,
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yresnost pozadovana pro sobépodobnost musi byt nakonec predstavena pouze
nyslenkové. Postupné, jak strom roste pii vytvareni dalSich a dalSich vstupnich
yrocestl, je jeho vyska a Sitka omezena v urcitych presnych hranicich, celkova
1élka vétvi je vetSi a vetsi .
Joplnék:
Porovnejme geometrickou iteraci rlstu stromu s geometrickou fadou.
Predpokladejme, Zze pocatecni vertikalni kmen stromu ve fazi 0 ristu stromu ma
délku 4 jednotky.

1. V které fazi procesu bude délka nejmensi vétve mensi nez jedna tisicina

jednotky?
2. Jaka je maximalni vyska stromu, ktery roste vyse popsanym zptsobem?

1.8 Prihradkova sobépodobnost

Specifické sméry

V pracovnim list¢ 1.8A, vystinujeme podle uvedenych instrukci uvedené
obrazky v levém sloupci. Poté udélame to samé pro stredni sloupec obrazku a na
konec pro pravy sloupec obrazku. V pracovnim listé¢ 1.8B vystinujeme sité ve
fazi 1 pro oba obrazky, pied tim nez budeme pokracovat ve fazi 1, fazi 2, fazi 4,
fazi 4....atd. U¢inime to samé v pracovnim listé¢ 1.8C a 1.8D.

Implicitni zjisténi

Dva testy pouzivajici prihradkové pocitani mohou byt pouzity pro ovéfeni, zda
obrazek je presné sobépodobny. Prvni test pouziva stdle jemngjSi sit’ na
nasledujici fazi procesu. Jestlize kazda faze je kopii ¢asti nasledujici faze, potom
je piihradkové pocitani, jak je uvedeno v pracovnim listé 1.8A. UrCuje fazi
procesu ve které je velikost dané sit¢ nedostatecna pro zjisténi rozdili
nasledujicich ve spod lezicich obrazcich. Toto se objevi nezavisle na zvolené
velikosti sité.

1.9- 1.11 Pascaliv trojithelnik a Sierpinského trojuhelnik

Specifické sméry

Znovu si prohlédnéme iterativni proces poéitani ¢isel v Pascalové trojuhelniku.
Algoritmus funguje v kazdé fazi procesu, ale vypocitana Cisla rychle rostou.
Potiebujeme pouze védét, zda dané ¢islo ma byt liché nebo sudé, abychom nasli
vztah mezi Pascalovym a Sierpinského trojahelnikem. Zdlraznéme obdobu
mezi sé¢itanim sudych a lichych ¢isel, a s¢itani 0 a 1 modulo 2. Prechod od ¢isel
k pozicovani se provadi obarvovanim. Bila barva pro 0 (suda ¢isla), Cerna barva
pro 1 (licha ¢isla).

Prozkoumame jak rozsifit obarvovaci vzorec z fady na fadu bez vztahuna 0 a 1,
nebo suda a licha ¢isla. Pokuste se objevit obarvovaci pravidlo a pouZit ho pro
rozsiteni druhého pole v pracovnim listé 1.9B.
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ize dvé bunky pfesné nad uvazovanou bunkou maji stejnou barvu, pak
vime  tuto uvazovanou bunku bile. V opaéném ptipadé obarvime
:ovanou bunku cerné.

licitni zjisténi
ioze Pascaliv trojuhelnik ma geometricky vztah k Sierpinskému
thelniku, lichost a sudost ¢isel musi mit podobny iterativni vzorec jako
omnost nebo nepritomnost mensich podtrojihelnikt Sierpinského troj-
:Iniku. Tento vzorec muze byt pouzit z fady na fadu s pouzitim jednoduchého
arvovaciho pravidla. Proto spojuje pole Pascalova trojuhelnika obarvovaci
ulce ,,cellular automata®, ktera je obsazena v nasledujicim pracovnim listé.
plnek:
ocitejme pocet sudych lichych ¢isel v kazdé fadé Pascalova trojuhelniku.
dhadnéme pravidlo, které vypocitava tyto pocty. Pravidlo je nasledujici. Pocet
thych ¢isel v fadé » je vzdy mocnina dvou. Exponent této mocniny je stejny
ko pocet jednicek v zapisu této Fady »n ve dvojkové soustavé. Napriklad, v Fadé
jsou ¢&tyfi licha cisla, protoze ve dvojkovém zapisu Cisla fady 6, ktery je 110,
sou dvé jednicky. V fadé 13 je osm lichych ¢&isel, protoze zapis Cisla 13 ve
vojkové soustavé je 1101. Vytvoite graf zavislosti poctu lichych ¢isel na Cislu
adku a diskutujte vlastnosti méfitka tohoto grafu.

[.12 Cellular automata

Specifické instrukce

Znovu si prohlédnéme vztahy v Pascalové trojuhelniku, kde kazdé nasledné
Cislo se pocita z hodnot dvou ¢isel pfimo nad nim. ,,Cellular automata* sleduje
podobna pravidla, kde bunky v polich jsou obarvovany podle pravidel na
zakladé obarveni specifickych bunék nad nimi.

Barva kazdé bunky v nasledujici fadé se ur¢i pouzitim spravné obarvovaci volby
z obarvovaci tabulky. Ujistime se o rozpoznani vztahu mezi Gplnym obarvenym
polem a polem z Pascalova trojihelnika.

Implicitni zjiSténi

Tyto tabulky odrazeji vlastnosti uvedené diive. Nékteré vzorce vytvorené touto
metodou se jevi jako ndhodné, zatimco jiné maji urcity fad. Proces je zavisly i
na malych zménach poc¢atec¢nich podminek.

Rozsifeni:

Zvolime si obarveni buiiky v polate¢ni fadé a v pravych a levych koncovych buiikéch.
Vytvoiime si vlastni obarvovaci tabulku a budeme sledovat co se stane. Srovname vysledky,
zjistujeme a objasiiujeme za jakych podminek jsou obrazce pravidelné a za jakych podminek
nahodné.
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8. Zhodnoceni vysledku publikovanych MPL

Graf 1 ukazuje procenta UspéSnosti pfi plnéni ukoli v jednotlivych
kapitolach. Studenti méli nejmensi problémy s kapitolou 1.1. Zde se nechali vést
jednotlivymi kroky a na zakladé nich plnili tkoly.

P#inos: v aktivitich 1.1 a 1.3 A se pracuje srovnostrannym trojuhelnikem,
studenti si tedy zopakuji pravidla, uvédomi si zékonitosti rovnostranného
trojihelnika a zacinaji objevovat Sierpinského trojuhelnik. V aktivité¢ 1.7A
nenasilnou formou procvi¢i svou vlastni pfedstavivost a podili se na vytvoreni
piedstavy geometrického vzorce. Na tuto aktivitu bych cht&la upozornit i z toho
dtivodu, Ze se zde studenti pfibliZzuji k pojeti limity, uvédomi si nekonecno.
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Graf 2 znazornuje Glohy, se kterymi méli studenti nejvétsi problémy, casto
nedoslo k jejich uplnému vyrteseni, kterému piedchazelo nepochopeni daného
ukolu.

Prinos: Pracovni list 1.4 A Cinil zakim velké problémy, podle mého uvazeni je
to do jisté miry chyba tviirce, tedy ma. Ulohy jsou sloZité na predstavivost, ktera
je u zakli méné rozvinutd, ale pokud se jim nastinilo a pomohlo predstavit
jednotlivé Ctyfstény, prace jim §la o poznani lépe. Na zdkladé tohoto poznani
jsem udélala korekci pivodnich pracovnich listii a nastinila jim podrobnéji jak
maji postupovat a pomohla jim v jejich predstavivosti. Problémy zde nastaly i
diky rychlému ptresunu z dvojrozmérmé dimenze do tfirozmérné, tedy do
prostoru. Téz si zde uvédomili Sierpinského trojihelnik z jiného pohledu a
uveédomili si pojeti limity.
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Pracovni list 1.9 &inil opét velké problémy. Podle mého Gsudku je pficinou
4m odborny néazev Pascalliv trojihelnik, ktery je pro studenty, do této doby,
eznamy a tak hledaji nepfiméfené slozitosti. Pokud se oprostili od toh’oto
\dborného terminu, ulohy jim neginily problémy. Naopak, prace s cisly
lgoritmicky sefazenymi do trojuhelniku, uinila tuto aktivitu zajimavéjsi a pro
/8tSinu 74k predstavovaly tyto ukoly HRU. Vzala jsem si ponauceni, ale
oficialni verzi pracovnich listii nebudu ménit a tyto odborné terminy ponecham.
Studenti si bud’ tento pojem uchovaji a v budoucnu o0svézi, nebo ho rezignovane
zapomenou. Jakym prekvapenim ale bylo, kdyz zjistili spojitost Pascalova
trojuhelniku se Sierpinskim trojihelnikem. Toto objevené spojeni pro né
znamenalo nadSeni a optimismus do dalsi prace.

V pracovnim list¢ 1.9 se objevuje geometrickd posloupnost, predstava,
modularni matematika, logika a pravdivostni tabulky.

Pracovni list 1.12 predstavuje nejasnosti diky své slozité predstaveé, ale
ponévadz studenti pouzili svou piedstavivost a zkuSenosti z predchozich lista,
problémy se vyskytovaly sporadicky.
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ecné prinosy vSech kapitol:

Za nejveétsi prinos povazuji samostatnou tvir¢i praci, ktera nenasilnou
formou procvicuje probiranou latku a seznami studenty s novymi pojmy.

Kazdou kapitolou prostupuji geometrické vzorce, které studenti objevi sami.
U¢i se pouzit dany algoritmus ve zménénych podminkach, uc¢i se hledat
souvislosti, klast si otazky a hledat na n¢ odpovédi.

.V kapitolach 1.2, 1.3, 1.5 tvofi studenti Ciselné vzorce, pfichazi na dany
algoritmus. Setkavaji se s pojetim limity a uvédomuji si nekonecno. Jejich
prace jim pomuze k predstavivosti a nadhledu.

. Pracuji se zlomky, pfedevsim v pracovnim listé 1.5. Nejen, Ze se nauci tvorit
zlomek pomoci c¢asti celku a celku, ale nauci se s nimi i pracovat. ,,Strom™
jim pomuze k predstavé a bude jejich vlastni korekci. Opét se setkame
s pojetim limity.

Studenti sami objevuji své chyby. Jakmile dojde k chybnému vybarveni pole,
obrazek ztraci svou podobu a nema Zadnou souvislost se Sierpinskim
trojahelnikem. Jakmile studenti tuto chybu odhalili, pracovali na jeji naprave,
ale vSe museli slovné zhodnotit.
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9. Zaver

Podle stanoveného zadani diplomové prace byly vypracované jednotlivé
ukoly, které jako celek smérovaly ke komplexnimu vyuziti spojeni matematiky a
umeéni pri vyuce matematiky, pomoci fraktalu.

Nejprve jsem v kapitole 2 popsala zrod ,chaotické veédy”, uvedla
vyznamného predstavitele Benoita Mandelbrota a zminila ptinos jeho veédecké
prace.

V kapitole 3 jsem se zabyvala samotnymi fraktaly, jejich vyznamem a
vznikem. K upInéjsi nazornosti a piedstavivosti jsem uvedla rozdéleni fraktalt a
ke kazdé kategorii uvedla obrazovou ukazku. Obrazovy material jsem Cerpala
z uvedené literatury. Inspiraci mi byly i internetové odkazy s fraktalovymi
strukturami.

Na tuto kapitolu jsem navazala kapitolou 4 s nazvem Fraktaly a ucebni plan.
Pro vlastni spojeni matematiky a fraktalové uméni jsem nejdfive musela hledat
inspiraci v pracovnich listech vydané, jiz zminovanym autorem, B.
Mandelbrotem s nazvem Fractals for the Clasroom. Tyto listy jsou vydané pouze
v anglickém jazyce, tedy jsem je musela prelozit a poté zpracovat. Zpracovat,
znamenalo zpristupnit tyto listy zakim na zdkladnich Skolach a dalSim
zajemcum o toto téma. Material se stal i didaktickou pomickou pro plnéni
u¢ebniho planu, pro nazorné feSeni jednotlivych Ukoli a predevsim se stal
nazornou ukazkou spojeni matematiky a uméni. Tyto listy maji nazev Modré
pracovni listy (MPL). V jiz zminéné kapitole jsem dale uvedla spojeni MPL
s ucebnim planem. Je zde popsan vznik MPL a jejich vyuziti.

V kapitolo 5 uvadim podrobny rozbor MPL. Vlastni Modré pracovni listy
jsou uvedeny v Priloze.

Kapitola 6 predstavuje propojeni jednotlivych kapitol MPL a jejich spojeni
s u¢ebnim planem. Diraz mé prace byl kladem na didakticky pfinos. Jednotlivé
kapitoly MPL na sebe navazuji, ale pfi praci v hodinach matematiky se daji tyto
listy pouzit samostatné. Je zde kladen diiraz na samostatnou tviréi praci zaku,
ktera rozviji jejich predstavivost. Zaci si uvédomi a predstavi nekone¢no. Nauci
se dokazovat své domnénky a slovné hodnotit svou praci. Pii praci je kladen
ddraz na peclivé ¢teni a pochopeni jednotlivych ukolu.

V kapitole 7 uvadim podrobny privodce vlastnimi kapitolami MPL.

MPL byly pouzity v praxi na zakladni Skole. Obrazova priloha uvadi
fotografickou dokumentaci zaku pri praci stémito listy. V kapitole 8 jsem
vyhodnotila vysledky prace zaka a predevSsim poukazala na vyznam
publikovanych MPL.

Zavérem mohu konstatovat, ze byl splnén kol zadani diplomové prace.
Spojeni matematiky a umeéni prinasi didaktice matematiky pomoc pii FeSeni
jednotlivych didaktickych problému.
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1.1 A PRACOVNI LIST
SIERPINSKEHO TROJUHELNIK A JEHO VARIACE

Konstrukce:

1. Na obr.1 je dan rovnostranny trojihelnik v pravidelné siti bodi. Stiedy
stran u tohoto trojihelniku jsou spojeny useckami.

3

Kolik novych rovnostrannych trojuhelniki jsme timto postupem ziskali?

S

Obsahuje kazdy, nové vznikly trojihelnik, stejny pocet vnitfnich bodi?
Pokud ano, spocitej je a zapis.

4. Prostiedni trojuhelnik vybarvi modfe, dale s nim nepracuyj.

5. Konstrukéni postup (spoj stfedy stran) pouzij i u tfech nové vzniklych
rohovych rovnostrannych trojuhelnika.

6. Kolik novych rovnostrannych trojuhelniki jsi nyni ziskal?

7. Kolik vnitinich bodi obsahuje kazdy nové vznikly rovnostranny trojuhelnik?

8. Vybarvi modie prostiedni rovnostranné trojihelniky, op€t s nimi dale
nepracuj.

9. U nevybarvenych rovnostrannych trojihelniki opét spoj stiedy stran.

10.Kolik novych rovnostrannych trojihelniki jsi timto procesem ziskal?

11.Kolik vnitfnich bodi méa kazdy nové vznikly rovnostranny trojuhelnik?

12.Vybarvi modie nové vzniklé prostfedni trojihelniky.




13.U bilych trojuhelniki pouzij opét proces, kdy spojis stfedy stran.

14.Kolik rovnostrannych trojihelnikd ti nyni vzniklo?

15. Kolik bodli obsahuje kazdy nové vznikly trojuhelnik?

16.Vybarvi modfie prostfedni nové vzniklé trojuhelniky.




Ukoly:
1. Postup budeme opakovat do nekone¢na, popiste jak se zméni obrazek?

.............................................................................................

-------------------------------------------------------------------------------------------

2. Co zbude z pivodniho velkého trojuhelniku po ¢tvrtém opakovani postupu,
jestlize je postup zménén tak, Zze misto rohovych tfi trojihelniki budeme

naopak zanechavat vzdy prostedni trojuhelnik?
Tedy naopak, modie vzdy vybarvime rohové rovnostranné trojiihelniky.

---------------------------------------------------------------------------------------------
---------------------------------------------------------------------------------------------

---------------------------------------------------------------------------------------------

Na obrazku si mize§ prohlédnout
piiklad Sierpinského trojuhelniku.




1.1B PMCOVNi LIST
TROJUHELNIKOVE VARIACE

Pokud budeme konstrukci stale opakovat, nasledné variace konstrukce
vytvori dal$i zajimavé obrazce.

1. Na obr. 2 je dan opét rovnostranny trojihelnik, tfetiny jeho stran jsme spojili
useCkami.

2. Kolik rovnostrannych trojuhelniki jsme timto postupem ziskali?

3. Kolik vnitinich bodl obsahuje kazdy nové vznikly rovnostranny trojihelnik?

4. Ponechej 6 okrajovych trojuhelnikt, vnitini 3 trojuhelniky vybarvi modre.
5. Spoj body ve tfetinach stran u 6-ti noveé vzniklych trojuhelnika.

6. Kolik novych rovnostrannych trojihelnik jsi timto procesem ziskal?

7. Kolik bodi obsahuje kazdy nové vznikly trojtihelnik?

8. Opét vybarvi modie, prostfedni noveé vzniklé rovnostranné trojuhelniky.




Obr. 2
UKOLY:

1. Popi$, co miizes pozorovat, kdyz je postup opakovan do nekonec¢na.

---------------------------------------------------------------------------------------------

--------------------------------------------------------------------------------------------

2. Zménte algoritmus tak, Ze misto 6-ti okrajovych trOJuhelmku budeme
ponechéavat vzdy ti vnitini trojuhelniky. Ponechat znamend, Ze vybarvime
modfe okrajové trojihelnicky. Jaky druh obrazku vznikne po druhém
opakovani? Vyzkou$ej tento algoritmus na novém obrazku a porovnej ho
s predeslym trojuhelnikem.

.............................................................................................




12 APRACOVNI LIST
CISELNE VZORCE S VARIACEMI

Prvni &tyfi faze jsou ukazany na obrazku. V nasledujicich fazich pokracuje
déleni na men&i a mensi trojihelniky. PouzZijte tyto obrazky ke zjiténi Ciselného
vzorce, ktery vznikne, kdyz je tento trojihelnik vytvofen nasledujicimi
operacemi, ¢ili nasledujicim postupem.

A LG8 0

Faze 0 Faze 1 Faze 2 Faze 3 Faze 4

POCET TROJUHELNIKU

1. Spocitejte pocet ¢ernych trojuhelnikl v kazdé fazi. Fazi 0 mas uvedenou
v tabulce, tedy dopli tabulku pro fazi 1 az 4.

2. Pokus se doplnit tabulku bez kresleni trojuhelnikt. Jaky pocet je pfi fazi 57
Zapist do tabulky. Jaka konstanta nasobeni musi byt pouZita pro pfechod
z jedné faze do nasledujici?
! Pozorné si prohlédni tabulku a jednotlivé hodnoty v ni.

3. Zobecnéte vzorec pro nalezeni poctu trojuhelnikt pro fazi n. KdyZz n roste do
nekonecna jaky bude pocet trojuhelnik?




PLOCHA TROJUHELNIKU

4. Necht plocha trojihelniku ve fazi 0 je /. Uréete celkovou plochu ¢ernych
trojuhelniki v jednotlivych fazich jedna az Ctyfi.

FAZE ‘ 0 1 2 3 4 Bl n

PLOCHAl 1

Pomiicka: ¢islo ve tvaru zlomku nam odpovi na otazku, jaka plocha z celku je ¢erna!

5. Pokus se doplnit tabulku bez kresleni trojihelnikt. Jak4 konstanta nasobeni
musi byt pouzita pii pfechodu z jedné faze do nasledujici?
Hodnoty zapi$ do tabulky a opét si pozorné prohlédni tabulku a hodnoty v ni!

6. Zobecnéte vzorec pro nalezeni celkové plochy ¢ernych trojuhelniki pro fazi
n. Kdyz n roste do nekonec¢na, co se stane s celkovou vybarvenou plochou?

--------------------------------------------------------------------------------------------
--------------------------------------------------------------------------------------------

-------------------------------------------------------------------------------------------




b ’ 1.2B PR{\COYNi LIST ’ ’
CISELNE VZORCE PRI DELENI STRAN TROJUHELNIKU
NA TRETINY

Jakmile dojde ke zméné konstrukce postupu, ovlivni tato zména nejen
obrazy, ale také vytvofené vzorce. Vzniknou nam noveé ,,obrazky*.

Prvni tfi faze konstrukce trojuhelniku, pouzivajici algoritmus déleni ve
tietinach stran, jsou znazornény na obrazku. V naslednych fazich jsou vytvateny
mensi a mensi trojuhelniky. PouZijte tyto obrazky pro zjisténi ¢iselnych vzorcet,
které vzniknou, kdyZ je na obrazky aplikovano nekonecné mnoho dalSich
opakovani.

Faze 0 Faze 1 Faze 2

POCET TROJUHELNIKU

1. Spocitej pocet Cernych trojuhelniki v kazdé fazi. Fazi 0 mas uvedenou v
v tabulce. Dopln tabulku pro fazi 1 az 3.

FAZE ‘ 0 1 2 3 4 B e n

POCET} 1

2. Pokus se doplnit tabulku pro fazi 4 a 5. Jaka konstanta nasobeni musi byt
pouzita pro piechod z jedné faze do nasledujici?
KdyzZ n roste do nekoneéna co se stane s po¢tem ¢ernych trojuhelnika?
Hodnoty faze 4 a faze 5 zapi$ do tabulky. Na dalsi otazky odpovéz pisemné.

.........................................................................................
.........................................................................................

----------------------------------------------------------------------------------------

3. Porovnejte tento Ciselny vzorec se vzorcem pro vypocet poctu ¢ernych troj-
uhelniki. V jakém pripadé rostou pocty trojuhelnika rychleji? Porovnej tedy
tyto hodnoty s piede§lym pracovnim listem, tedy listem 1.2 A.

........................................................................................



PLOCHA TROJUHELNIKU

4. Necht plocha trojuhelniku ve fazi 0 je rovna 1. Urcete celkovou plochu
¢ernych trojuhelniki ve fazi 1 az 3.
FAZE 0 1 2 3 4 i e n

PLOCHA| 1
Zjisténé hodnoty zapi$ do pfipravené tabulky.

5. Pokus se doplnit tabulku pro fazi 4 a 5. Jaka konstanta nasobeni musi byt
pouzita pro pfechod z jedné faze do nésledujici?
Kdyz n roste do nekonecna, co se stane s celkovou plochou ¢ernych troj-
uhelnikt?
Hodnoty faze 4 a faze 5 zapi$ do tabulky. Na dal$i otazky odpovéz pisemné.

-----------------------------------------------------------------------------------------

6. Porovnejte tento ¢iselny vzorec s ¢iselnym vzorcem pro vypocet ploch
¢ernych trojuhelniki z piedeslého pracovniho listu (1.2A). V jakém piipadé
se plochy zmen3uji rychleji?

-----------------------------------------------------------------------------------------




1.3 A PRACOVNI LIST
SIERPINSKEHO CTVERCOVY KOBEREC

Opakovanim této konstrukce do nekonecna je vytvoien obrazec zaloZeny na
¢tverci, ktery se nazyva ¢tvercovy koberec.

Konstrukce:

1. Na obr. 3 je dan &tverec v pravidelné siti bodi. Ttetiny jeho stran jsme spojili
useCkami.

2. Prostfedni étverec vybarvi modie. Tim jsme tento ¢tverec jakoby ,,vyjmuli®.

3. Ponechame jen 8 okrajovych ¢tverci, u kterych spocitej, kolik kazdy
z téchto ¢tverct obsahuje vnitinich bodd.

4. Tento postup opakuj dale po druhé...
vyjmi (vybarvi modfe) vzdy prostiedni Ctverce,
spocitej u okrajovych ¢tverct, kolik obsahuji vnitinich ¢tverci.

5. Postup opakuj po treti...
vyjmi (vybarvi modie) vzdy prostiedni Ctverce,
spocitej u okrajovych &tverct, kolik obsahuji vnitinich ¢tverc.

6. Tento postup opakuj naposledy po Ctvrté...
vyjmi (vybarvi modie) vzdy prostiedni ¢tverce ,
spotitej u okrajovych ¢tvercti, kolik obsahuji vnitfnich Ctverct,

10




Obr. 3
UKOLY:

1. Uvazujte, ze postup budete opakovat donekone¢na. V kazdé fazi je kazdy
¢tverec preménén na osm novych mensich ¢tverct s tfetinovou délkou strany.
Popiste, co I1ze vidét na obrazci jestliZe je proces opakovan do nekone¢na?
Kolik bude v obrazci ,,dér*? Kolik zbyde z plivodniho ¢tverce?

.........................................................................................
.........................................................................................

---------------------------------------------------------------------------------------
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2. Pfedpokladej, Ze postup je zménén tak, Ze misto osmi okrajovych &tverct
budou ponechavany jen ¢tyfi rohové mensi Ctverce. Jaky obraz vznikne po
dvou opakovani? Zkus zakreslit do obrazku.

.........................................................................................

........................................................................................

Na obrazku si mize§ prohlédnout Sierpinského koberecek.

Obr. 4
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: 13BPRACOVNILIST
CISELNE VZORCE VE CTVERCOVE SITI

Prvni tii faze procesu konstrukce &tvercového koberce jsou ukazany na
obrazku. V nasledujicich fazich pokraduje déleni na stale mensi a mensi Ctverce.
Pouzijte tyto obrazky ke zjisténi ¢iselnych vzorct, které vznikaji pfi vytvareni
¢tvercového koberce.

Faze 0 Faze |

POCET CTVERCU

Fy %o

tabulce. Spocitej hodnoty pro fazi 1 az 3.

FAZEJ 0 1 2 3 4 B et n

POCET} 1
Ziskané udaje zapi$ do tabulky.

2. Pokus se doplnit tabulku pro fazi 4 a 5, tyto hodnoty zapiSte do tabulky. Jaka
konstanta nasobeni musi byt pouzita pfi pfechodu z jedné faze do
nasledujici?

3. Zobecnéte tento vzorec pro zji$téni po¢tu ¢ernych ¢tverct ve fazi n. Kdyz
n roste do nekonecna, jaky bude pocet ¢ernych ¢tverci?

13




PLOCHA CTVERCU

4. Necht plocha ¢tverce ve fazi 0 je 1. Naleznéte celkovou plochu ¢ernych
¢tvercu ve fazi 1 az 3.

FAZE 0 1 2 3 4 Bt n

PLOCHA| 1
Ziskané udaje zapis do tabulky.

5. Pokus se doplnit tabulku pro fazi 4 a 5. Jaka konstanta nasobeni musi byt
pouzita pii pfechodu z jedné faze do nasledujici?
Hodnoty faze 4 a 5 zapi$ do tabulky.

6. Zobecnéte tento vzorec pro nalezeni obsahu ploch ¢ernych ¢tverci ve fazi n,
kdyz n roste do nekone¢na, jaka bude plocha ¢ernych ¢tverci?

7. Piedpokladejme, ze nasledné faze budou vytvareny s pouZitim pouze Ctyr
rohovych ¢étverci v kazdé fazi. Jaké budou v tomto piipadé odpovédi
na otazky 1 — 6?

----------------------------------------------------------------------------------------
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1.4 A PRACOVNI LIST
SIERPINSKEHO CTYRSTEN

Tento pracovni list pouziva konstrukéni postup pro trojrozmérnou
trojuhelnikovou pyramidu nebo Ctyistén. Vysledek vede k zajimavému obrazci,
ktery se nazyva Sierpinského ctyrstén.

Konstrukce:

1. Na obr. 5 vidis ¢tyfstén, spojili jsme stiedy jeho stran useckami.

2. Zanechej pouze Ctyfi rohové Ctyistény. Ostatni vybarvi modie (tim jsme je
,,odstranili®)

3. Prostuduj si nové Ctyfi Ctyi'stény, aby ses ujistil, Ze je vidis.

4. Kazdy Ctyfstén (4) zakresli do pfipraveného pole, tak jas se jevi.

Obr. 5

15



Kazdy ¢tyfstén ma Ctyii stény, 6 hran a ¢tyii vrcholy.
5. Pouzij stejny postup po druhé (faze 2) na kazdy z téchto Ctyt Ctyi'stént.

6. Kolik novych ¢tyfstént jsi timto postupem ziskal? Neptipominaji Ti
tyto Ctyfstény malé pyramidy?

---------------------------------------------------------------------------------------------

1. Kolik stén, hran a vrcholu existuje v téchto 16 Etyi'sténech, které nam
vznikly ve fazi 2? Kolik maji spole¢nych vrcholi? Kolik stén je
viditelnych?

Stén ‘ Hran ’Vrchom

16 Ctyrsténu ‘ ‘

2. Kolik ¢tyfstént by jsi objevil pro fazi 3? Pro fazi 4? Pro fazi n?

Faze 3 ‘ Faze 4 ‘ Faze n

Pocet Ctyrsténd ‘ }
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3. PouZij bodovou mtiz k vytvoreni pohledu na jednu ze stén faze 4
Sierpinského étyfsténu. Co ti vzniklo za obrazek?
Pomiicka: Spoj stredy stran trojuhelniku, vZdy vyjmi (vybarvi modre)
prostiedni trojuhelnik a pokracuj timto algoritmem celkem
CtyFikrat ( 1. — 4. faze). Uvédom si, Ze zde pracujes s jednou
sténou Ctyrsténu, coz predstavuje tento trojuhelnik.

L] L] L] .
L] -
. . . .
L] -

. L] L] .
L L
L] L] . L4
. L]
L . . .
. L]
. . . .
. -

. L] L] .
L] .
L] L] L] L]
L] L]
L] L] L] L] L] L] . L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] .
L . . L L] . L . . L] L] . L] L . L] L L L]
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4. Pouzij bodovou miiZ k vytvoieni pohledu ze shora pro fazi 1 Sierpinského
Ctyfsténu. Zakresli viditelné hrany tohoto Ctyfsténu.
Pomuicka: Spoj stredy stran v kazdé sténé, tedy u viditelnych trech
trojuhelniku. Ve prostred tohoto obrazku naleznes malou kopii
puvodniho obrazku, tento obrazec vybarvi modre (timto procesem
Jjsme ho vyjmuli). Poté spoj navzajem okrajové stredy stén, ale
nezapomen, ze musis zakreslit jen viditelnou &ast.
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1.5 A PRACOVNI LIST
STROMY

KdyZ strom roste, vétvi se. Z velkych vétvi rostou mensi. Z téchto pak rostou
jesté mensi atd. Pro pfedstavu pouzijeme sit’ bodu tvorfici Sestithelnik pro
nakresleni matematického stromu, ktery ma nékteré vlastnosti stejné jako zivy
strom. O této pravdé se nazorné piesvédCime.

Konstrukce:
Z koncového bodu kazdé vétve nakreslete dvé nové vétve, polovicni délky,

rostouci pod uhlem 30°.

1. Faze | procesu je zakreslena na obr. 8.
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2. Zvyraznéte Ctyti nové vétve pro fazi 2, které budou vychézet z koncovych
bodi. Tyto vétve budou polovi¢ni nez predeslé a opét budou svirat s
pavodni vétvi uhel 120°,

3. Stejnym postupem pokracuj ve fazi 3, kde dokresli§ celkem 8 novych
vetvi.

4. Stejnym postupem pokracuj pro fazi 4.
Koncové body vétvi by mély stale byt v bodech sité.

5. Pokrac¢uj v procesu rustu, dokud nebudou vétve piili§ malé pro zakresleni.
Piedpokladejme, ze strom zac¢ina rist poc¢atecni vétvi, ktera ma délku 1,
coZ je kmen.

Nakreslete tento kompletni strom do pfipraveného pole.

6. Kolik vétvi ma délku % a kolik 1/16? Jaka je celkova délka vSech vétvi
dlouhych %, a jaka je celkova délka vSech vétvi délky 1/16?
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7. Jaka je celkova délka vSech vétvi tiplného stromu?

8. Dotknete se né¢kdy konce bodové sité?

---------------------------------------------------------------------------------------------

---------------------------------------------------------------------------------------------
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: 1.6 A PRACOVNI LIST
SOBEPODOBNOST: ZAKLADNI VLASTNOSTI

Sierpinského trojuhelnik se zamétuje na charakteristiku sobépodobnosti. Jestlize
Casti obrazu jsou mensimi kopiemi celku, pak se obrazek nazyva sobé-
podobnym.

Nékteré obecné znamé objekty vredlném svét€é kolem nas se jevi tak, ze
vyhovuji této charakteristice, protoZe ¢asti jsou mensimi kopiemi celku. Toto
chceme zahrnout do naeho intuitivniho vnimani sobépodobnosti. AvSak existuji
rizné stupné sob&podobnosti. Nejvyssi stupeni sobépodobnosti existuje, pokud
néktera vybrana ¢ast sobépodobného obrazku je kopii celého obrazku.

Obrazek se nazyva presné sobépodobny, jestlize miZe byt rozloZzen na Casti,
které jsou presnymi kopiemi celku. Kazda libovolna ¢ast obsahuje piesnou kopii
celého obrazu.

1. Jak by jste porovnali stopku s celou hlavou kvétaku? V jakém smyslu jsou
sobépodobné?
Miizete uvést dalsi zeleninu s podobnou vlastnosti?

---------------------------------------------------------------------------------------------

---------------------------------------------------------------------------------------------

Piedstavme si obal knihy, ktera obsahuje obrazek ruky drzici tu samou knihu.
Piekvapivé tento popis vede ke spiSe komplexnimu uspofadani. Kdyz se
divame hloubg&ji a hloubé&ji do obrazku, vidime vice a vice obdélnikovych
obalek.
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w 2. Co mizeme fici o po¢tu obdélnikl znazortiujicich obalky, které se objevi na
obdélnikové obalce ptivodni knihy?

-------------------------------------------------------------------------------------------

3. Ma kazdy obdélnik na obalce dalsi obdélnik uvniti?
Bude kazdy obdélnik, kromé obalky samotné obsaZen v né¢jakém obdélniku?

-------------------------------------------------------------------------------------------

4. V kazdém z nasledujicich obrazki, ¢ast kompletni knihy je podrobné
nastinéna. Ktery obrazek znazortiuje tu ¢ast, ktera spojuje kopii s piivodnim

obrazkem?
Najdes na téchto obrazcich né¢jakou sobépodobnost, ¢i dokonce presnou
sobépodobnost?

Predstav si strom, ktery stale se zvétSuje vétvenim podobnych &asti jak je
ukézano. V kazdé fazi ristu, strom vypada podobné jako v dal$i fazi ristu. Cim
vice a vice fazi nasleduje, tim si strom vypada vice a vice podobné. Tvé oci
za¢nou vnimat podstatné vizualni charakteristiky sobépodobnosti.

a5 A pa

5. Pfedstav si strom ve své kone¢né fazi ristu. Je zde né€jaka ¢ast stromu, ktera
je presnou replikou stromu v této fazi?
To znamena napiiklad, ze ¢ast musi mit to samé ¢islo vétvi jako plivodni
stromem.
Miize byt strom sobépodobny ve své kone¢né fazi?
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Nyni si uvedeme jesté€ jeden piiklad, na kterém se budeme snazit pochopit
probirané téma.

6. Uvaz napiiklad, Sierpinského trojuhelnik,
ktery jsme jiz probirali dfive.
Jestlize vidi§ néjakou cast Sierpinského
trojuhelniku, je néjaky tento kousek
kopii nebo-li pfesnou kopii pivodniho
obrazku? Je Sierpisnki trojuhelnik
presné sobépodobny?
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1.7A PRACOVNI LIST
SOBEPODOBNOST: DETAILY

Co presné znamena Cast je piesnou kopii plivodniho celku? Tento pracovni list
rozsifuje otazku a dopliuje ji odpovédi.

2 2 2 2 =
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1. Uvaz opakovaci postup jednotlivych fazi: nase oblibena kniha, rostouci strom
a v neposledni fadé rozvinuty Sierpinkého trojuhelnik. Faze 0 a 1 mas
ukéazané na obrazku.

Diikladné si tyto napovédné faze prohlédni a na zakladé té€chto predloh, zkus
odhadnout jak budou vypadat faze 2, 3 a 4.

---------------------------------------------------------------------------------------------
.............................................................................................

---------------------------------------------------------------------------------------------

V8echny obrazky vjejich konecné podobé jsou sobépodobné. AvSak
obdélnik, chce$-li kniha, se pfiblizuje k jednomu jedinému bodu. Jen ¢asti
obsahujici ten bod budou obsahovat kopii piivodniho obrazku. Stromy se vétvi
smérem K jejich findlni podobé. Jen ¢éasti obsahujici tuto podobu budou
obsahovat kopii pivodniho obrazku. Ale Sierpinski trojuhelnik je jednoduse
rostouci vSude. To je specialni vlastnost vytvofeni Sierpinského trojuhelniku,
ktery je prresné sobépodobny.

Diikladné si prohlédni kompletni Sierpinského trojuhelnik, strom a knihy, aby
jsi se o této pravdé presvedcil sam.
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p ' _ L8 APRACOVNILIST ;
CTVERECKOVA SOBEPODOBNOST:PRIBLIZOVANI SE K NEKONECNU

Metoda ¢&tvereCkové sobépodobnosti uvazuje konecéné piiblizeni ke
kone¢nému objektu v rozmanitych miizkach k odhaleni sobépodobnosti.

1. Pro kazdou konstrukci jednotlivych fazi Sierpinského trojihelniku, vystinuj
¢tverecky v dané siti, které obsahuji alespor néjaky i kdyz maly kousek
tohoto Sierpinského trojihelniku.

Tyto ¢tverecky budeme nazyvat obrazové body.
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2. Ve které fazi obrazku piestane tato sit’ zjiStovat libovolné rozdily v
obrazcich?
Kdy se to stane pro prostiedni sit”? Kdy pro kone¢nou sit’?

o
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1.8 B PRACOVNI LIST

3. Kazda dvojice obrazku ptedstavuje fazi Sierpinského trojuhelniku a dolni
levou ¢4st tohoto obrazku zvétSenou dvakrat. Vybarvéte ¢tvercové pole,
které prekryvaji n&jakou ¢ast obrazku. Napi$ celkové ¢islo poli v tabulce
pro cely obraz a poté pro piislusny vyrez.

4. V tabulce, po¢inaje kterou fazi, pocet bilych poli pro cely obrazek a pro
vyiez, jsou stejné? Co miizete ocekavat, Ze se stane pfi pouziti jemn¢ site?

-
AN
&
<

CiSLO JSOU STEJNA
FAZE SVETLYCH POLI POLE 7,
CISLO ICELY OBRAZEKVYREZ OBRAZKU| SVETLA?

B WN -

12 12 ANO
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1.8 C PRACOVNI LIST

5. Kazda dvojice obrazku ukazuje fazi Sierpinského trojuhelniku a jeji zvétSeni.
Opét vybarvi ¢tvercova pole. Vloz ¢isla poli do tabulky celého obrazku a
jeho zvétSeni.

6. V tabulce, po¢inaje kterou fazi, pocet bilych poli pro cely obrazek a pro
vytez, jsou stejné? Co muzete oCekavat, Ze se stane pfi pouZziti jemn¢ sité?

| | ]
| —— !
[
!

[
|
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CisSLO JSOU STEJNA

FAZE| SVETLYCH POLI POLE
&iSLO|CELY OBRAZEK\VYREZ OBRAZKU| _ SVETLA?

e N =

36 36 ANO
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1.8 D PRACOVNI LIST

7. Kazda dvojice obrazku ukazuje fazi Sierpinského trojuhelniku a jeji zvétSeni.
Opét vybarvi ¢tvercova pole. Vloz ¢isla poli do tabulky celého obrazku a
Jeho zvétSeni.

8. V tabulce, po¢inaje kterou fazi, pocet bilych poli pro cely obrazek a pro
vytez, jsou stejné?

i HHH HH HHEEHHHHH
: 1 i | | I ‘ : ‘
RESEEEER’ “ummass Bisnaasy aaammaN
\ ] ] A | |
EEEEE WEEEE) ! .
| RN H11 +
zs T 114 T
HHH e ) ) 0
[ \ [T [ 15 = T
[ i SE ‘ 1
[ [ [ | | fiE A m | :
H-H r | % |
E 35 er 1
| 1 I 1] ol |
| I 1 1 [ [ | | |
! 1 \ ! : ] [ 5 1 =
H . ! .
0 h ] S
50 B A O O 08 1 )
TR mmmemazzzzzazzzs
' T ‘ :. | RS | \
I | |
I & | l I | I
=1 i Jr | H- } = bi: L |
i lr & | |
|13 12 | |
‘ ] EEEEY \EEES NEEE
En . | ‘ !
ANEEANEENANERENEE ["7]| B B i”-!_]‘:[ :
+ ; T HH - HH A
! I ‘ I | !
o 1 HE i |
PETTH] b ! ‘| | 3 5
b £‘ 3 Fp t EEEE
A 2 Sae’ Seanns
v P EEEE T Y wnm
.‘ AL A AT EE A .
1 L] r 1 tH T
31




CiSLO JSOU STEJNA

FAZE SVETLYCH POLI S POLE 25
&iSLO |CELY OBRAZEKVYREZ OBRAZKU| SVETLA?

Sl =

102 102 ANO
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1.9 A PRACOVNI LIST
PASCALUV TROJUHELNIK

Tento pracovni list je zakladni pro sefazeni ¢isel do trojuhelniku, ktery se
nazyva PASCALUV TROJUHELNIK. Tato &isla pouzivaji riizné variace
problému pravdépodobnosti. Je zde spojeni se Sierpinskim trojuhelnikem a tedy
i fraktalem, coz si i ndzorné ukazeme a presvéd¢ime se o této pravdé.

Prvni ¢islo v fadé¢ 0 Pascalova trojihelniku je 1. Na obrazku mas znazornéno
prvnich 10 fad Pascalova trojihelniku. Pokud si ho dikladné prohlédnes, piijdes
sam na zakonitosti jak se tvofi ¢isla v tomto trojuhelniku.

Kazdé ¢islo vznikne souctem dvou Cisel nad nim.
Pokud se ptas, kde jsme vzali jedni¢ky, vzdy si pfedstav nuly v fadku nad nim a
odpoveéd’ Ti piejde sama.
1. Kolik ¢isel je v fadé 8? Kolik v fadé 9? Kolik v fadé 10? Kolik ¢isel bude v
fadé n?
2. Zkus doplnit fadek 11 a 12.
Mohou byt ¢isla, v fad€ n, vytvofena pomoci vzorce (n + 1)?

3. Vtadé 13, 14 a 15 vloz pismena E pro suda ¢isla a O pro licha ¢isla. Pracuj
podle piedepsaného algoritmu, ktery Ti pomuZze v praci.

E+E=E

E+0=0

O+E=0

0+0=E

Rada

0 1
1 | s |
2 Mo, i1
3 e MR O |
4 1 4 6 41
5 ¥ 510 10-5:1
6 F2Grls U156 .1
7 | e T & (8 e e IR
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1
9 1 9 36 84 1261268436 9 1
10 1 1045 12021025221012045101
11
12
13
14
15
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Sé&itani sudych a lichych &isel znamena s¢itani modulo 2. Ve s¢itani modulo 2,
jsou diilezité pouze rozdily po déleni dvou.
Napiiklad: ik T=12

5+8=13

Sé&itanec 12 ma po déleni dvéma zbytek 0.
Sé¢itanec 13 ma po déleni dvéma zbytek 1.

Jak to zapiSeme?

5+7=0mod 2
5+8=1mod?2

Pokud opét pouzijeme E pro suda &isla a O pro licha €isla, plati nasledujici
vzorecky.

E+E=E O+0=0mod 2
E+0=0 O+1=1 mod2
O+E=0 1+O=1 mod2
O+0=E 1+1=0 mod 2

4. Vloz O nebo 1 do prvnich osmi fad Pascalova trojihelniku, kdy O vloz
misto sudych ¢isel a 1 misto lichych Cisel.

Obr. 9
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5. Opét Té bude zajimat prvnich osm fad, ale nyni vybarvi modie buriky, kam
patii 0 (suda ¢isla) a bile nech buriky kam patii 1 (licha ¢isla).

Obr. 10

6. Nyni vybarvi prvnich osm fad Pascalova trojuhelniku a vybarvi modie ty
buriky, kam patfi jedni¢ky a bile ponech ty buriky, kam by patfili nuly.
Pokud si prohlédnes ukol 5, bude vybarvovani hrackou.

Obr. 11
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1.10 A PRACOVNI LIST
SIERPINSKEHO TROJUHELNIK

Na obrazku vidime novy typ trojuhelniku, ktery se sklada z bilych a ¢ernych
bunék. My si vtomto pracovnim listé zavedeme pravidlo pro obarvovani
jednotlivych bunék.

Jestlize dvé pozice pfesné nad zkoumanou pozici maji odliSnou barvu, pak
obarvime tuto pozici na ¢erno. Jestlize dvé pozice pfimo nad zkoumanou pozici
jsou stejné barvy, pak nechame uvaZovanou pozici bilou. Koncové pozice
v kazdém fadku jsou vzdy obarvené ¢erné. Prvnich osm fad v trojihelnikovém
poli na spodnim obrazku bylo obarveno podle uvedeného pravidla.

1. Vidite geometricky obrazec u prvnich ¢tyi fad trojuhelniku? Jakou ma
tento obrazec spojitost s fazi 1 konstrukce Sierpinského trojihelniku?

Odpoved:

2. Jakou spojitost ma prvnich osm fad s prvnimi ¢tyfmi fadami? Jakou maji
spojitost s fazi 2 Sierpinského trojuhelniku?
Odpoved':

3. Ridte se uvedenym pravidlem a spravné vybarvéte nasledujicich osm fad
trojuhelniku v obrazku.
Jaké fazi Sierpinského trojihelniku odpovida vysledny obrazec?
Odpoved':

4. Kolik fad trojuhelniku bude celkové potieba pro reprezentaci faze Ctyfi
Sierpinského trojuhelniku?
Kolik pro fazi 5?
Odpovéd:
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Kolik fad trojuhelniku je potfeba pro fazi n?

Odpoveéd::

5. Nyni zobecnéte vysledky v tabulce.

FAZE

4

CisLo RADY’ 2

Obr. 12
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1.10 B PRACOVNI LIST
OBARVOVACI ZKRATKA

Pokud si kladete otazku, zda existuje ¢i nikoliv, pfimy zptsob, jak zjistit
zpisob obarveni libovolné pozice vtomto trojihelniku bez provedeni
uvedeného procesu ve viech fadach nad ni, odpovéd’ je ano, ale proces vyZzaduje
piepis v dvojkové soustaveé pro kazdou pozici.

Nasledné instrukce Vam snad pomohou pochopit jak na to.

Zacneme s pivodni pozici (0,0) jako vrcholem trojuhelnikového pole. Necht x
osa je uhlopfiéna doleva a y osa je uhlopfi¢na doprava. Poté kazda dvojice
soufadnic (x,y) odpovida uréité pozici v trojihelnikovém poli.

Pozice A na obrazku ma soufadnice (2,1).

1. Napiste soufadnice pro pozice B,C,D.

2. Pro uréeni barvy dané pozice umistéte
zéapis dvou soufadnic dané pozice v dvojkové soustavé nad sebe a fid'te se
nasledujicim pravidlem: JestliZe se nad sebou objevi dvé jednicky v
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jakémkoliv sloupci tohoto zapisu, potom nechte pozici bilou. V opacném
ptipadé obarvéte pozici nacerno.

Odpoveéd':
B=L)
e=0
D=}

L]

. Ctyiciferné soufadnice pro pozice E ve dvojkové soustavé jsou (010,0011).
Pokud umistime tyto soufadnice nad sebe, jsou v né¢jakém sloupci dvé
Jedni¢ky nad sebou?

Bude tato pozice ¢erna nebo bila?
Odpoveéd':

. Jaka je barva pozice F,G,H? Piepiste tyto soufadnice do dvojkove soustavy.

. Piepiste tyto soutadnice do dvojkové soustavy. Poté urCete jestli piislusné
pozice jsou barveny ¢erné nebo bile.

WA

(12,16) =
(25,40) =
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111 APRACOVNI LIST
NOVA OBARVOVACI PRAVIDLA A OBRAZCE

V této doplitkkové aktivité je na tento zvlastni trojuhelnik pouzito
modifikované obarvovaci pravidlo zaloZené na aritmetice ve trojkové soustavé.
Budou vytvoieny nové, ale ocekavané obrazce pii obarvovani pozic
trojuhelniki.

Trochu Vas zasvétim do taju trojkové soustavy, ve které nehledejme Zadné
sloZitosti.
V aritmetice, ktera je zaloZena na této trojkové soustave, je podstatny pouze
Zbytek po déleni tfemi.
Napf. uvazujme soucty 5+7 = 12, 5+8 = 13, 5+9 = 14.

Soucet 12 ma po déleni tfemi zbytek 0.
Soucet 13 ma po déleni tfemi zbytek 1.
Soucet 14 ma po déleni tfemi zbytek 2.

Zapis:
5+7=0mod 3
5+8 =1 mod 3
5+9 =2 mod 3

1. Bereme v tivahu ¢iselné pozice v fadach 0 az 8 zvlastniho trojihelniku.
Vyjadrete kazdé ¢islo ve formé modulo 3 (jak jsme si vysvétlili) a poté
Obarvime piislusnou pozici pouzitim nasledujiciho pravidla:

JestliZe pozice je jedna nebo dva, obarvéte pozici nacerno. JestliZe je
Pozice nula nechte tuto pozici neobarvenou.

2. Studujte obarveni doposud uvazovanych pozic. Jak odpovidaji s fazi jedna
Sierpinského trojuhelniku, ktery jsme jiz délali v pracovnim list€ 1.1B?

3. Pokuste se obarvit pozice ve zbyvajicich fadach kopirovanim obrazce, ktery
vidite v prvnich deviti fadach. Obrazec, ktery takto vytvofite by mél
obsahovat 18 malych trojuhelniki podobné jako ve fazi 2 Sierpinského
trojuhelnika, ktery jsme jiz poznali dfive.
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V aritmetice podle devitkové soustavy nas zajima pouze zbytek po déleni
deviti.

5+11=7mod 9
5+12 =8 mod 9
5+13=0mod 9
Jediné mozné hodnoty zbytku pii déleni deviti jsou : 0,1........8, kazdy soucCet

modulo 9 musi byt jedno ztéchto ¢isel. Tato nasledujici aktivita vyzaduje
nalezeni ¢isel v tomto trojuhelniku, které jsou délitelné deviti se zbytkem 0. To
jsou ¢isla rovna 0 mod 9.

4. Budeme se zajimat o ¢isla v Pascalové trojuhelniku a jejich tvari mod 9.

Obarvéte prislusné pozice v tomto poli s pouzitim nasledujiciho pravidla.
Jestlize dané ¢islo je 0 mod 9, pak obarvéte tuto pozici nacerno. V opatném
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Piipadé nechte butiku neobarvenou. Pozorujte jak rychle vidite
Obarvovany obrazec vznikajici pii kompletovani pole.
1.12 A PRACOVNI LIST
BUNECNE SCHEMA

Pascaluv trojuhelnik piedstavuje tvofici proces, ve kterém roste fada po fadé
bunék podle ur€itych pravidel. Uvazujme obarvovani buné€k podle ur¢itého
pravidla. Napf. obarveni buné€k obsahujicich licha c¢isla ¢erné¢ a bunék
obsahujicich suda ¢isla bile. Takto mohou byt vytvofeny geometrické obrazce
nebo struktury. Pokud jsou tato pravidla zménéna, objevi se nové struktury.
Procesy tohoto typu se nazyvaji cellular automata ¢ili bunééné schémata. Bylo
objeveno mnoho uzite¢nych aplikaci bunéénych schémat, véetné simulovani
obtékani pfedmétu tekutinou. Tato aktivita je navrzena pro zavedeni a zkoumani
obarvovacich tabulek.

1. Tato obarvovaci tabulka ma ¢tyfi Casti. Podle téchto obrazku vyslovte
pravidla pro obarveni bunék podle barvy dvou bunék tésné nad povaZovanou

g
Lahes

Obr. 15

2. Pouzijte pravidla z obarvovaci tabulky pro dokonceni obarveni vSech
zbyvajicich fad v tomto poli.

3. Jaky barevny obrazec vidite? Jaky ma vztah k Pascalové trojuhelniku? Jaky
ma vztah k Sierpinskému trojihelniku?
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Obr. 16
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1.12 B PRACOVNI LIST

Studujte obarveni dvou postupnych fad zbunééného pole na obrazku.
Vytvoite piislusné obarvovaci tabulku, jestlize obarvovani kazdé buriky je
zaloZeno na barvé dvou bunék piesné nad ni.

4.

) 0000 ® o0 ° ossee 00 °%% ¢ ooe d o

IS 38 & o8 ¥ & SUeeeY & &%

6. Kolik rozdilnych obarvovacich tabulek mozno vytvofit na zakladé dvou
bunék? JestliZze obarveni buiiky je zaloZeno na barvach ¢tyfech bunék
pfesné nad ni, kolik odlisnych mozZnosti musi byt uvedeno v kazdé
obarvovaci tabulce?

.............................................................................................

.............................................................................................

7. PouZijte uvedenou obarvovaci tabulku pro dokonc¢eni obarveni tohoto
bunééného pole. Kde jste jiz mohli vidét vyslednou strukturu.

000 €50 O OP 008 S0 640 608
RO CE® P 0990 og e 690 990 eege
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Obr. 17
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Fotograficka priloha

VII. ro¢nik, II Zakladni $kola v Jindfichové Hradci. MPL a jejich pouZiti
Vv praxi.
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