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1.UVOD

Tato bakalarska prace je vénovana diferencidlnimu poctu jedné redlné proménné,
respektive se bude zabyvat jeho vyuZitim a aplikacemi. Uvede také potiebnou teorii k
danému tématu, bez které by se aplikace neobesly. JelikoZz uréitd presnost a systém
matematiky by mély byt zachovany, nelze tedy v prlvodnich komentarich aplikacnich
prikladd pouzivat predem nezavedenou a nevysvétlenou terminologii a teorii.

V prvni ¢asti prace je shrnuta zakladni teorie diferencidlniho poctu jedné realné
proménné, kterad je nutna k reseni aplikacnich uloh (jednd se prevainé o prlibéhy funkci a
optimalizacni Ulohy na extrém). Jsou zde shrnuty zakladni dalezZité definice a véty tykajici se
daného tématu. Pocatek teoretické Casti je vénovan zakladni teorii a terminologii tykajici se
funkci jako takovych, které budeme vyuZivat a s nimiz budeme pracovat v dalSich kapitolach.
Jednd se predevSim o funkce linearni, kvadratické, mocninné se sudym nebo lichym
mocnitelem, tedy funkce polynomické, funkce n-td odmocnina se sudou nebo lichou
odmocninou a dale také funkce linearné lomena, goniometrické funkce, logaritmickd a
exponencialni funkce. To jsou funkce, které se nejCastéji objevuji pravé v aplikacnich
ulohach, ostatni druhy funkci, jako napfiklad funkce signum, celd a neceld ¢ast a absolutni
hodnota zde zminovany nebudou.

Druhd &ast prace je vénovéna jiz vy$e zminénym aplikaénim Glohdm. Cast je zaméfena na
prabéhy funkci jedné realné proménné. U kazdého ptikladu je uvedeno zadani a nasledné
pocetni i grafické reSeni. Priklady jsou fazeny od jednodussich funkci po ty sloZitéjsi. Dalsi
¢ast aplikacnich uloh je vénovana optimaliza¢nim Uloham na extrém a svym zpracovanim se
nelisi od predchozich typl ptikladd.

Cilem prace je vytvofrit sbirku reSenych priklad(, zamérenou na vyse zmifiované aplikace.
Jak jiz bylo vySe poznamendno, priklady jsou fazeny dle obtiZznosti od nejjednodussiho ke
sloZitéjsim a jsou provazeny jednak slovnim komentarem, ktery vysvétluje jednotlivé postupy
a objasnuje urcité pocletni operace a kroky, jednak grafickym zobrazenim. Grafy
k jednotlivym funkcim jsou vytvofeny v programu Geogebra. Shirka by méla slouZit jako
studijni opora prevazné studentim stfednich Skol a bakalarskych studii matematiky a méla

by pomoci pochopit a objasnit danou problematiku.



2. FUNKCE A JEJICH VLASTNOSTI

V této kapitole budeme definovat zakladni pojmy z oblasti funkci a uvedeme zakladni
teorii tykajici se funkci. Vtéto kapitole je Eerpdno predevsim z Hruby, Kubdat [4] a

Petraskovd, Zmeskalova [7].

Abychom mohli vibec hovofit o funkci, je tfeba definovat, co to funkce je.
Definice: Funkce jedné realné proménné je mnozZina usporadanych dvojic, kde plati, Ze
kazdému prvnimu prvku z usporadané dvojice je pfifazen pravé jeden druhy prvek z
usporadané dvojice. Matematicky lze zapsat tyto vlastnosti nasledovné:
1. Kazdy prvek mnoziny f je uspofadand dvojice [x; y], pro x,y € R,

2. (Vx,y1,¥2 ER), ([ ] € falx; y2]1 €)= yi =y2)

(tedy kazdému moznému x je pfifazeno praveé jednoy).

Definice: Defini¢ni obor a Obor hodnot
° Mnozinu vSech prvnich sloZzek usporadanych dvojic, které jsou jejimi prvky, nazyvame
defini¢ni obor a znacime Df:

Df ={x; 3y € R; [x;y] € f}.
. MnoZinu vSech druhych sloZek usporadanych dvojic, které jsou jejimi prvky,
nazyvame obor hodnot a znacime Hf:

Hf ={y; 3x € R; [x;¥] € f}.

Dale nas bude zajimat pojem sloZzena funkce, jelikoZz budeme fesit prevainé pribéh
funkci, které jsou pravé slozenymi funkcemi.
Definice: Necht mame dvé funkce fa g. Funkce h, pro kterou plati dvé nasledujici podminky:
1. Dh ={x € Dg an g(x) € Df}, (tzn., Ze pro defini¢ni obor nové vzniklé funkce plati, ze
vSechna x jsou zaroven prvky definié¢niho oboru vnitfni funkce a funkéni hodnoty vnitfni
funkce jsou zaroven prvky defini¢niho oboru vnéjsi funkce),
2. VxeDh; h(x) = f(g(x)),

nazyvame slozenou funkci a znaime h = g o f, kde g je funkci vnitfni a f je funkci vnéjsi.



Nyni je tfeba zavést zakladni vlastnosti funkci, prozatim ty, které lze uréit bez pouziti

diferencidlniho poctu. Tyto vlastnosti budou vzdy zjistované u kazdého pribéhu funkce.

Definice: Parita (resp. sudost nebo lichost)

a) Funkce f se nazyva sudd, pokud plati (Vx € D), (f(—x) = f(x)).
(Graf sudé funkce je soumérny podle osy y).

b) Funkce f se nazyva licha, pokud plati (Vx € D), (f(—x) = —f(x)).

(Graf liché funkce je soumérny podle pocatku).

Definice: Periodicita
Funkce f se nazyva periodicka s periodou p # 0, jestlize plati:
(vx € Df)(f(x +p)=fx)Af(x—p)= f(x)). Existuje-li nejmensi &islo p, > 0 takové,

Ze funkce f je periodickd s periodou p,, tak toto Cislo nazyvame nejmensi periodou.

Definice: Injekce, bijekce (resp. funkce prosta, vzajemné jednoznacné zobrazeni)

a) Funkce f se nazyva injektivni (prosta), jestlize plati:

(Vxq,x, € Df), (%1 # x5, = f(x1) # fx3)), to znamenda, Ze dvéma rlznym x,,x, nelze
priradit stejnou funkéni hodnotu.

b) Prepokladejme, Ze funkce f je prostd a zaroven plati: Df = A a Hf = B (mnoziny A a
B jsou libovolné mnoziny). Pak funkci f nazyvdme bijekci mezi A a B neboli vzajemné

jednoznacéné zobrazeni z mnoZiny A na mnozinu B.

Véta: Pokud funkce f, g, h jsou funkce a h = g o f, kde g je vnitfni a f je vnéjsi funkce, potom
plati:

1. jsou-li funkce fa g prosté = funkce h je také prosta,

2. je-li funkce g bijekce mezi A a B, funkce f je bijekci mezi B a C = funkce h je bijekci

mezi A a C.

Definice: Inverzni funkce

Pokud je funkce f prostd, potom k ni existuje inverzni funkce f_4, pro kterou plati:

fo1 ={lx;y] € R X R;[y;x] € f}.



Poznamka: y = f_;(x) © x = f(y), to znamend, Ze dochézi k zdméné x za y a naopak.

Graf inverzni funkce je soumérny s ptivodni funkci podle osy 1. a 3. kvadrantu.

Véta: Zakladni vlastnosti inverzni funkce jsou:
1. Df = Hf—l/\ Hf = Df—ll
2. inverzni funkce f_; je prosta,

3. funkce f je inverzni funkci k funkci f_; (fa f_; jsou navzdjem inverzni).

Definice: Monotonie funkce

Definuje se pomoci porovnani dvou funkcnich hodnot. Funkce f je v Df:

a) rostouci, jestlize plati: (Vx;,x, € Df), (x; < x5 = f(x1) < f(xy)),
s rostoucim x roste i y.

b) klesajici, jestlize plati: (Vx;,x, € Df): (x; < x, = f(xq) > f(xy)),
s rostoucim x klesa y.

c) neklesajici, jestlize plati: (Vx;,x, € Df): (x; < x, = f(xy) < f(x,)),
s rostoucim x neklesa y.

d) nerostouci, jestlize plati: (Vx;,x, € Df): (x; < x, = f(xy) = f(x3)),
s rostoucim x neroste .

e) konstantni jestliZe plati: (Vx,,x, € Df): (x; # x5 = f(x1) = f(x2)),

pro viechna x funkce nabira stejné hodnoty.

Pozndmka: Pokud je funkce ryze monotdnni (tzn. rostouci nebo klesajici), je také prosta.

Véta:

Pokud f, g, h jsou funkce, pro které plati h = g o f (sloZzena funkce), g je vnitfni a f je vnéjsi

funkce, potom plati, Ze jsou-li fa g monotdnni, pak je také h monotdénni. Specialné:

1. je-li f, g rostouci = funkce h je také rostouci.
2. je-li frostouci, g klesajici = funkce h je klesajici.
3. je-li f, g klesajici = funkce h je rostouci.



Véta: Pokud je funkce frostouci (respektive klesajici) na mnoziné H € Df, potom f_; je také

rostouci (respektive klesajici) na mnoziné Hy = {f (x), xeH}.
Poznamka: Funkce inverzni zachovava monotonie pGvodni funkce.
Definice: Omezenost funkce

a) Funkce f je omezend shora na mnoziné M (to je bud' cely Df nebo jeho ¢ast), jestlize:

3K, € R takové, zZe plati (Vx € M), (f(x) < K;).

b) Funkce f je omezena zdola na mnoZiné M, jestlize 3K, € R, takové, Ze plati
(vx € M), (f(x) = K3).
c) Funkce f je omezena na mnoziné M, jestlize 3K > 0 takové, Ze plati

(Vx € M), (|f(x)| < K).To znamena, Ze funkce je omezend shoda i zdola zaroveri.

Spojitost funkce
Spojitost funkce je definovana pomoci okoli bodu nebo pomoci limity funkce.
U, (a): o okolibodu a je otevieny interval (a — g; a + o).

Pro kazdé x z intervalu plati: a — 0 < x < a + o ,tedy kazdé x z intervalu leZi v okoli bodu.

| + |
| | O e en s polomér okoli
a—0c a a+to (o [ stfed okoli
Us(a) —{a} ... prstencové okoli bodu a. Znaéime P, (a).

Obdobné Ize definovat i pravé (levé) okoli bodu jako zprava (zleva) uzavreny interval.

Definice: Funkce f je spojita v bodé g, jestlize k libovolné zvolenému okoli bodu f(a) existuje
takové okoli bodu g, Ze pro vSechna x z tohoto okoli bodu a patfi hodnoty f(x) do zvoleného

okoli bodu f (a).

Definice: Funkce f je spojita v bodé a, pravé kdyz lim f(x) = f(a).
xX—a

Obdobné Ize definovat i spojitost zprava (zleva).



Véta: Funkce je spojitd na celém Df, pokud je spojitd v kazdém jeho bodé. V otevieném
intervalu (a; b) je spojita tehdy, pokud je spojitd v kazdém vnitfnim bodé tohoto intervalu.
V uzavieném intervalu (a; b) je spojita tehdy, pokud je spojita v (a;b) a déle je spojita

v bodé a zprava a v bodé b zleva.

Definice: Funkce je spojitd na mnoziné M, kterd je sjednocenim konecného poctu intervald,

jestlize je spojita v kazdém intervalu.

Véta: Pokud jsou funkce f a g spojité v bodé a, potom i funkce f + g; f - g jsou spojité
v bodé a.Je—li f(a) # 0, potom i funkce %je spojita v bodé a.
Véta: Pokud jsou funkce f, g, h takové, Ze plati: h = g o f, g je vnitfni funkce, f je vnéjsi

funkce a ddle plati, Ze funkce g je spojitd v bodé a a funkce f je spojitd v bodé g(a), pak je i

funkce h spojita v bodé a.

Definice: Limita funkce
Necht fje funkce a a, L € R*. Rikdme, Ze funkce f ma v bodé a limitu rovnu L, jestlize
plati: (Ve > 0)(30 > 0)(Vx € P;(a))(f(x) € U.(L)), znatime lim f(x) = L.

x—a

Obdobné Ize definovat limitu zprava (zleva), pokud zaménime ve vySe zminéné definici

P,(a)za P, (a) (za Py (a)), a znaél'mexllrcrllJrf(x) =1L (xl_i)l’gl_f(x) =1).

Véta: Necht pro funkce f a g plati: funkce f je tzv. ,nulova“ (tedy lim f(x) = 0) a funkce g je
x—=a

omezena na daném okoli U.(a) (tedy (3K > 0)(Vx € Us(a)): lg(x)| < K). Pak existuje

lim f(x) - g(x) aplati lim f(x) - g(x) = 0.

. L owy wewe v . 0 +oo
Poznamka: Nejbéznéjsimi neurcitymi vyrazy jsou: o + (—); o 0; o ? ...

0]

Pokud pfi feSeni limity vyjde neurcity vyraz, nelze o ni rozhodnout.



Poznamka: Prehled definovanych vyrazi: A- oo = o0 (pro A > 0); A- 00 = —c0 (pro A < 0);
0000 = 00; 00+ (—00) = —o0; —oo-(—oo):oo;%: 0; %:oo (pro A > 0); %:—oo (pro

A<0).

Véta: Jestlize existuje lim f(x) = A aex. lim g(x) = B, potom plati:
x—a x—a
1. lim(f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g(x) = A + B (pokud A+B # 00 — ).
x—a x—a x—a

2. chi_r)rcll(f(x) —gx) = lim f (x) — lim g (x) = A — B (pokud A-B # oo — o).
3. alci—r%(f(x) cg(x)) = )lci_r)rtllf(x) : chi_r)rlllg(x) =A" B (pokud A ‘B # o0 - 0).

im0 = 2O 4 se 1 A0 hebo A
M e = imeto 8 za predpokladu, Ze chl_rgg(x) # 0 a pokud Pl nebo ha

+oo oy .1 1
i—oo). (Tedy plati, Ze pokud A # 0, pak chl_r)rtll% = A).
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3. DERIVACE FUNKCE

Derivace funkce je jeden ze stéZejnich pojma diferencidlniho poctu viabec. Pomoci
derivace funkce lze zjiStovat mnohé dalsi vlastnosti funkce, které budou v této kapitole
vysvétleny. Derivaci Ize definovat z vice hledisek, napfriklad z algebraického, geometrického
nebo fyzikdlniho. Existuje mnoho definic, vzorcl, pravidel a vét, které pro derivovani
kapitolach (aplikacich) ¢etnéji pouzity.

V této kapitole je Eerpano pfedevsim z Hruby, Kubat [4], Frolikova [3] a Busek [2].

Definice: Necht f je funkce, a € R, pak funkce f ma v bodé a derivaci, pokud existuje limita

lim&{;@ .Znaéime f'(a) = lim fx)-f@)
- x—a

xX—-a X X—a

Poznamka: Pokud je limita redlné cislo, mluvime o vlastni derivaci. Pokud je limita rovna

+ 00, pak mluvime o nevlastni derivaci.

f)-f(a) ( lim f(x)—f(a))

Obdobné jako u limit Ize urcit i derivaci zprava (zleva): lim
x—-at+ X—-a x-a—- X—a

Véta: Funkce f ma v bodé a derivaci, pravé tehdy, kdyZ ma v daném bodé i derivaci zprava a

zleva a viechny tyto derivace se shoduiji.

Véta: Funkce f ma v intervalu (a; b) derivaci, jestlize ma derivaci v kazdém vnitfnim bodé
(a; b). Funkce f ma v intervalu (a; b) derivaci, jestlize ma derivaci v kazdém vnitfnim bodé

(a; b) av bodé a ma derivaci zprava a v bodé b ma derivaci zleva.

Pozndmka: geometricka a fyzikalni interpretace derivace funkce v bodé
Geometricky a graficky se jedna o smérnici teény ke grafu v daném bodé, neboli smérnice
pfimky (k = tga), kde rovnice pfimky (te¢ny) je definovana jako pfimka y = kx + q.

Ve fyzikdlnim vyznamu ma vyznam pro vypocet okamZité rychlosti.
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Véta: Necht f je funkce, a € R . Necht f ma v bodé a vlastni derivace, pak je funkce fv bodé a

spojita.

Definiéni obor derivované funkce: Df’ = {x € Df A ex. v bodé x vlastni derivace }.

3.1 VZORCE PRO DERIVOVANI FUNKCI

Véta: derivovani souctu, soucinu, rozdilu, podilu, sloZzené a prevracené funkce:
Necht f a g jsou funkce, a € R. Necht existuje derivace f'a g'v bodé a. Pak:
1. ex. (f £ g)'(a) = f'(a) £ g'(a) ... derivovani souétu a rozdilu.

2. ex.(f-g)'(a) =f"(a) - g(a) + f(a) - g'(a) ... derivovani souéinu.

-g'(a)
9%(a) "

3. g(a) # 0 = existuje derivace pfevracené funkce G) "(a) =

Pozndmka: Na zakladé bodG 2. a 3. plati vzorec pro derivovéni podilu, a to (5)’(61) =

frg—rg
g%

Véta: Necht pro funkce f, g, h plati, Ze h = g o f, g je vnitini funkce, f je vnéjsi funkce, dale

existuje g(a); a € R, a existuje derivace vnéjsi funkce v bodé g(a). Pak existuje derivace

funkce slozené v bodé a (f(g(a)) = f'(g(@)) - g'(a).

Zakladni vtahy pro derivovani, které budou pozdéji vyuzity:

(c)'=0;(ceR) (1ogax)’=$; (x>0;a>0;a+#1)
x)'=1;(x€R) (sinx)’ = cosx; (x € R)
(x) =c-x1 (x> 0;c €R) (cosx)' = —sinx; (x €R)
XY — X . . 1 LI
(c®*) =c*-Inc;(x €R;c >0) (tanx) —(Cosx)z,(x¢(2k+1) 2,kEZ)
XV — . r_ 1Y .
(e*) =e*;(x €R) (cotx)' = o7 (x #km; k€ Z)

(Inx)" = i; (x>0)
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Véta: L'Hospitalovo pravidlo

Pokud f a g jsou funkce, a € R*, ex. lim fE ; a plati, Ze se jedna o limitu, kterd vychazi jako

x-ad

o f(x) f£1(x)
typ nebo , pak existuje limita podilu a plati, ze chl_r)ltllg(x) chl_r}g e

3.2 EXTREMY FUNKCE

Extrémy funkce jsou také jednim z nejdulezitéjsich sledovanych ukazatell vlastnosti
funkce, zjistované u kazdého pribéhu funkce. Extrémy funkce jsou dvojiho typu — lokalni a

globalni. Nejprve vidy zjistujeme extrémy lokalni a aZ poté extrémy globalni.

3.2.1 LOKALNI EXTREM

Definice: Lokalni extrém

Funkce f ma v bodé c lokalni maximum (minimum), jestlize existuje néjaké okoli bodu ¢

takové, Ze funkce fv bodé ¢ nabyva na tomto okoli maxima (minima).

Véta: Nutna podminka pro lokalni extrém (podminka, ktera musi nejprve nastat, aby

v daném bodé mohl byt dany extrém)

Pokud ma funkce fv bodé c lokalni extrém, pak f'(c) = 0 nebo f'(c) neexistuje.

Pozndmka: VysSe uvedena véta neplati obracené! To znamend, pokud je prvni derivace rovna

nule, pak nemusi byt v daném bodé extrém.

Véta: Postacujici podminka pro lokalni extrém (podminka, ktera je jistotou pro extrém

v daném bodé)

Necht f je funkce, ¢ € R, necht (3o > 0) tak, Zze pro Vx € P,(c) existuje vlastni derivace a

plati:

13



a)  (VxeR(0):f'(x) <0)

b)  (Vx € B (c):f'(x) > 0)

c) funkce fje v bodé c spojita.

Pak ma tato funkce v bodeé c lokalni maximum.

2.

a)  (VxeR(0):f'(x) >0)

b)  (Vx € PRy (c):f'(x) <0)

c) funkce fje v bodé c spojita.

Pak ma tato funkce v bodé c lokalni minimum.

Pozndmka: Lokalni extrémy zjistujeme pomoci prvni derivace funkce, a to tak, Ze ji polozime
rovnou nule. Tim ziskdme body, ve kterych se mohou nachdzet lokdlni extrémy, tzv.
staciondarni body. Pomoci monotonie funkce zleva a zprava zjistime, zda se jednda o lokalni
extrém (v tom pripadé dochazi vdaném bodé ke zméné monotonie) a uréime, zda jde o
lokalni maximum ¢i minimum, s predpokladem, Ze v danych bodech derivace existuje.
Monotonii zjistujeme dosazenim libovolného disla z daného intervalu do predpisu prvni
derivace. Pokud vyjde kladna hodnota, funkce je rostouci, pfi zaporné hodnoté je funkce

klesajici.

Véta: Ma-li funkce f v kaidém bodé intervalu (a; b) kladnou derivaci, je vtomto intervalu
rostouci. Naopak ma-li funkce f v kazdém bodé intervalu (a; b) zapornou derivaci, je vtomto

intervalu klesajici.

3.2.2 GLOBALNI EXTREM

Definice: Globalni extrém

Necht f je funkce, M € Df. Pak fekneme, Ze funkce f ma v bodé a € M globdIni maximum,
respektive minimum, na mnoZiné M, jestlize plati pro kazdy bod x € M, ze f(x) < f(a),

respektive f(x) = f(a).

14



Pfi urovani globdlnich extrém na uzavieném intervalu Ize pouzit Weirstrassovu vétu.
Véta: Weirstrassova véta

Necht f je funkce spojitd na uréitém intervalu (a; b), pficemi a,b € R. Potom funkce f
nabyvd vbodé c¢ svého minima, poptipadé maxima, pokud bod c¢ spliuje jednu

z nasledujicich podminek:

1. c=anc=Dhb
2. ce(ab)af'(c)=0
3. c € (a; b) A f'(c) neexistuje.

Pozndmka: Podle Weierstrassovy véty musime nejdtive najit body spliujici podminky 1), 2) a

3) a poté nalézt jejich funkéni hodnoty. Tyto funkéni hodnoty porovname (sefadime od

evvs

globalnim minimem.

Véta: Ma-li funkce f v kazdém bodé intervalu (a; b) kladnou derivaci, je v tomto intervalu
rostouci. Naopak ma-li funkce f v kazdém bodé intervalu (a; b) zapornou derivaci, je vtomto

intervalu klesajici.

3.3 KONVEXNOST A KONKAVNOST

Dalsimi vlastnostmi zjistované u prabéhu funkce jsou konvexnost a konkavnost.
Definice: Funkce f se nazyva konvexni na intervalu /, pravé kdyz pro libovolna isla
X1,X5,X%3 € I, kterd splfiiuji nerovnost x; < x, < x3, plati, Ze bod [x,; f(x;)] leZi pod
pfimkou prochazejici body [x1; f (x1)] a [x3; f(x3)] nebo na ni.

Funkce f se nazyva konkavni na intervalu /, pravé kdyz pro libovolna Cisla
X1,X5,Xx3 € I, kterd splfiuji nerovnost x; < x, < x5, plati, Ze bod [x; f(x,)] lezi nad
pfimkou prochazejici body [x1; f (x1)] a [x3; f(x3)] nebo na ni.
V pfipadé, Zze vyloucime pfipusténou moznost, kdy bod lezZi na pfimce, jedna se o funkci ryze

konvexni na intervalu /, popfipadé o funkci ryze konkavni na intervalu /.
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Véta: Necht existuje druhd derivace funkce f a necht je funkce na daném intervalu nebo

defini¢nim oboru spojita. Pokud v kazdém vnitfnim bodé intervalu nebo Df plati:

f"" > 0, pak je funkce na intervalu ¢i Df ryze konvexni.
= 0, pak je funkce na intervalu ¢i Df konvexni.
< 0, pak je funkce na intervalu ¢i Df ryze konkdvni.

< 0, pak je funkce na intervalu ¢i Df konkavni.

i B wWwNe

£
£
£
f"" =0, pak se jedna o funkci linedrni.

Definice: Konvexnost a konkavnost v bodé

Necht f je funkce, a € R a existuje vlastni derivace f’(a).

a) Funkce f je ryze konvexni v bodé g, jestlize existuje o > 0 takové, Ze pro kazdé x €
((a=o0;a) U (a; a + 0)) plati:

f&) > f(@x—a) + f(a).

b) Funkce f je ryze konkavni v bodé g, jestlize existuje o > 0 takové, Ze pro kazdé x €
((a=o0;a) U (a; a + 0)) plati:

f&) < f'(@)x—a)+ f(a)

Pozndmka: V tomto pfipadé vedeme tecnu ke grafu v daném bodé. VSechny ostatni funkcni
hodnoty leZi bud pod pfimkou (tzn. poloha pod te¢nou), nebo nad pfimkou (tzn. poloha nad

tecnou). V prvnim pfipadé se jedna o funkci ryze konkavni, v druhém o funkci ryze konvexni.

Poznamka: Je-li funkce konvexni, respektive konkavni v kazdém bodu intervalu /, pak je

konvexni, respektive konkavni na celém tomto intervalu /.

Definice: Inflexni bod

Necht ma funkce f v bodé a derivaci. Pokud prechazi v tomto bodé konvexnost na
konkavnost nebo naopak (tzn. z polohy pod tecnou do polohy pod te¢nou a naopak),

nazyvame bod a inflexnim bodem funkce.

16



Véta: Nutna podminka pro inflexni bod

Je-li bod a inflexnim bodem funkce f a existuje-li v tomto bodé druhd derivace funkce, pak

ma funkce f v tomto budé druhou derivaci f"'(a) = 0.
Véta: Postacujici podminka pro inflexni bod

Necht existuje druhd derivace funkce f v kazdém bodé z okoli bodu a a plati, Ze v pravém
okoli bodu P;f(a) je f" > 0, a vlevém okoli bodu P; (a) je f'' <0, resp., Ze v okoli bodu
Pj(a)je f" < 0,avlevém okolibodu P; (a) je f' > 0, pak je bod a inflexni bod funkce f.

3.4 ASYMPTOTY FUNKCE

Asymptoty funkce jsou primky, které usmérnuji graf. Existuji asymptoty se smérnici

a bez smérnice, neboli vertikalni. Jako kazda ptimka, i asymptota ma svou rovnici.

Definice: Asymptota se smérnici
Pfimka s rovnici y = kx + g se nazyva asymptota funkce f se smérnici pro
x->00 (pokud je funkce f definovana na intervalu (a; o)), poptipadé pro x->—oo (pokud je

funkce f definovana na intervalu (—o0; a)), a € R, jestlize lim (f(x) — (kx + q)) =0,
X—00

popfipadé lim (f(x) — (kx +q)) = 0.
X—>—00

Definice: Asymptota bez smérnice (tzn. vertikalni asymptota)

Je-li funkce f definovand na intervalu (a; b), pficemz lim+f(x) = 10 nebo lirgl fx) =
x—a X—=>D—

+o00, pak ma funkce f vertikdlni asymptotu x = a nebo x = b.

Pozndmka: Vertikdlni asymptota je pfimka rovnobézna s osou y.

Véta: Nutna a zaroven postacujici podminka pro existenci asymptoty
Pfimka y = kx + q je asymptotou pravé tehdy, kdyZ plati, Ze lim % = k; (k € R) a ddle
X—>00

plati, Ze Jli_g.})(f(x) — k(x)) =q;(q €ER).

17



4. APLIKACE DRIVACE FUNKCE

Vtéto kapitole budeme ftesSit aplikaéni dlohy, pfi jejichz feSeni budeme uZivat
diferencidlniho poctu. Témito aplikacnimi Ulohami jsou prevazné pribéhy funkci a ulohy na
extrémy funkce, pficemz se budu vénovat z pravidla Ulohdm matematického charakteru.
Diferencialni pocet se totiZ pouziva i v mnoha dalSich oborech, napfiklad ve fyzice, jak jiz bylo

zminéno vyse, ale také v biologii, chemii a podobné.

4.1. PRUBEH FUNKCE

Najit prabéh funkce znamena postupné urcit a popsat vSechny funkcni vlastnosti, které

byly vysvétleny v predchozich kapitolach. Vlastnosti funkce budou vzdy fazeny nasledovné:

defini¢ni obor funkce, spojitost funkce, poptipadé periodicita,
praseciky s osami x a y,

parita funkce,

monotonie funkce a stacionarni body, lokalni maxima a lokalni minima,
konvexnost, konkavnost a inflexni body,

limity v krajnich bodech defini¢niho oboru

asymptoty funkce,

obor hodnot, popfipadé dalsi vlastnosti funkce, globalni extrémy (pokud existuji)

W 0 N o U B W N e

graf funkce.

Po vyfeseni téchto viastnosti budeme u kazdého prikladu fesit navic pripad, kdy predpis
funkce zlstane stejny, ale jeji defini¢ni obor bude omezen na urdity uzavieny interval.
V tomto pripadé nds budou zajimat pouze globalni extrémy funkce na daném intervalu,
popfripadeé ty vlastnosti, které nebudou shodné s pfedchozim feSenim s ohledem na zlizeny

interval Df.
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4.1.1 Je déna funkce: f(x) = 2x — x3

a) Vysetrete pribéh funkce.

b) Uréete globalni extrémy na intervalu (—\E; \E).

Regeni
a)
J Defini¢ni obor: Df = R
Spojitost: Funkce je spojita v Df, protoze je rozdilem dvou spojitych funkci.
° Nyni uréime praseciky s osami:

Prisec¢ik sosoux:y =0=2x —x3=0
x-2-x%)=0
x; =0; x, = —V2; x3 =V2 =Py, = [0;0]; Py, = [-V2;0]; Py = [V2;0].

Prisecik s osouy:x = 0 = y = 0. P, = [0;0].

° Parita: Aby byla funkce suda nebo licha, musi mit funkce tzv. symetricky Df, cozZ je
v tomto pfipadé splnéno. MlzZeme tedy pfistoupit k uréeni predpisu funkce f(—x).

f(=x) = =2x + x3 = —f(x), z ¢ehoZ vyplyva, Ze tato funkce je licha.

. Lokalni extrémy a monotonie: Najdeme prvni derivaci a poloZime ji rovnou nule.

f'(x) =—3x%+2
—3x?’4+2=0©e3x*=2ex*= g o x = i\/g = 40,82, co? jsou stacionarni body.

Nyni zjistime monotonii nalezenych interval(i dosazenim libovolného cisla daného intervalu
do prvni derivace. Pokud bude prvni derivace kladnd, pak je funkce na daném intervalu

rostouci, naopak pfi zaporné hodnoté je funkce klesajici.

_ - Rostouci na (—\F;\/E),

. - 3 3

\: | 082 7 0,82 N > 2
Klesajici na (—oo; —\E>;<\£;00)-

+
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v . v .. . 2 . .
JelikoZz je funkce licha, stac¢i znat monotonii na intervalu (—oo; —\E) a z lichosti funkce
P, 2 ;o . ..
vyplyva, Ze i na intervalu <\/;, o0) musi mit funkce tutéZ monotonii.

y - 2 2 .y . . . e
ProtoZe dochazi v bodech x = —\/; ax= \/; ke zméné monotonie, coZ je postacujici

podminkou pro existenci lokdlniho extrému v téchto bodech, je v bodé l f l lokalni
minimum a v bodé I\/E;‘l—\/gl lokalni maximum. (f <—\/2> = —ﬁ; <\F> = @).
3’ 9 3 9 3 9

. Inflexni body a konvexnost, resp. konkdvnost: Najdeme druhou derivaci a poloZime
rovnu nule.

f100 = (=3x2 +2)' = -

—6x = 0 © x = 0, mozny inflexni bod. Abychom to mohli urcit s jistotou, je nutné zjistit

konvexnost a konkavnost v intervalech od nuly zprava a zleva.

e Konvexni na (—o0; 0),

\ / / \ Konkavni na (0; «).

ProtoZe se méni v x = 0 konvexnost na konkavnost, je splnéna postacujici podminka pro

existenci inflexniho bodu x = 0.

. Limity: V tomto pfipadé hledame limity v bodech+oo.
lim —x3 + 2x = lim x - (2 — x?) = 00 - (—00) = —0o,
X—00 X—>00
lim —x3+2x = lim x-(2—x2) = —0:(—) = o0, ale jelikoZ mdme lichou funkci,
X——00 X—>—00

limita v —oo musi mit hodnotu s opaénym znaménkem neZ limita v +co.

° Asymptoty: a) bez smérnice: neexistuji, protoZze nemame zadné body nespojitosti,
b) se smérnici: ve tvaru y = kx + g, kde:

—x3 (—x2
k = lim 22 = Jim 22 = Jim 2 <

x—-o0o X X—00 X X—00

—o0; k € R = asymptota neexistuje.
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. Funkce neni omezend na Df a je spojita na Df = Hf = R.

Vzhledem k pribéhu funkce a k ur¢enym limitam v + oo vime, Ze lokdlni minimum v bodé x =

—\E:f(x) = —%ﬁneni globalnim minimem, protoze funkce nabyva i nizSich hodnot a

- . 2 46 , s . .
lokalni maX|mumx=\/;:f(x) =~ neni globalnim maximem funkce, protoze funkce

nabyva i vy$sich hodnot.
Tato funkce neni prosta, protoze neplati definice pro injektivni funkci v kapitole 2.

) Graf:
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b)

. Nyni pfedpis funkce zGstdva stejny f(x) = 2x — x3, ale mame omezeny Df, a to na
N 2 |2 v o - . :
uzavfeny interval (—\/;; \/;). Nasim ukolem je urcit globalni extrémy na tomto intervalu.

Pfi tomto uUkolu budeme vzdy vyuzivat Weierstrassovi véty, kterd rtikd, Zze na
uzavieném intervalu spojité funkce nabyvaji svych globdlnich extrém.

1.) Podle Weierstrassovi véty také plati, Ze staci najit body, ve kterych je 1. derivace rovna 0

- . Ny ., y . _ . 2 46 .
nebo neexistuje. Z predchoziho feseni vime, Ze mame lokdlni maximum l‘E;Tl a lokalni

minimum I—\E; —47\/6 . Vjinych bodech derivace hodnoty 0 nenabyva a existuje ve vSech

bodech z Df".

2.) Zjistime funk¢ni hodnoty v krajnich bodech intervalu. Tedy f <—\E> = —% a

2 e ., v . . . o .
f 3] =~ cozzname, protoZe jsou to jiz nalezené lokalni extrémy.

3.) Porovname vsechny nalezené funkcnich hodnoty. V tomto pfipadé Zadné nové hodnoty
nemame, proto nejvyssi nalezena hodnota je globalnim maximem funkce na tomto intervalu,

45

. C s . N 2
to znamena, Ze funkce nabyva svého globalniho maxima v bodé x = \E :max f(x) = -

evvs

Zatimco na celém Df globdlni extrémy neexistovaly, v uzavieném intervalu jsme nasli

globdlni maximum i minimum.

Funkce na tomto intervalu je navic prostd, jelikoz na daném intervalu se Zadna funkcni

hodnota neopakuje.
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4.1.2 Je déna funkce: f(x) = Vxz +1

a) Vysetrete pribéh funkce.

b) Urcete globdlni extrémy na intervalu (—2; 3).
Reseni

a)

J Defini¢ni obor: Df = R

Spojitost: Funkce je spojita v Df, protoze sklddame spojité funkce.

° Nyni uréime praseciky s osami:
Praseiksosoux:y=0=+Vx?2+1=0
x2+1=0=x%=-1=NR.

Prise¢ik sosouy:x =0 =y =1= P, = [0;1].

. Parita: Symetricky Df v tomto pfipadé mame. MGzZeme tedy urcit f(—x).

f(=x) =/(=x)2 + 1 =Vx2 + 1 = f(x) ,z €eho? vyplyv4, 7e tato funkce je suda.

° Lokalni extrémy a monotonie: Najdeme prvni derivaci a poloZime ji rovnhou nule.

X

Vx2+1

1) = (2 +1)32) =1 2+ 1) 2x =

X

Vx2+1

Nyni zjistime monotonii nalezenych interval(i dosazenim libovolného Cisla daného intervalu

=0 © x = 0, coz je stacionarni bod podezrely z extrému.

do prvni derivace. Pokud bude prvni derivace kladnd, pak je funkce na daném intervalu

rostouci, naopak pfi zaporné hodnoté je funkce klesajici.

Rostouci na (0; ),
N A

Klesajici na (—oo; 0).

JelikoZz je funkce suda, staci znat monotonii na intervalu (—0;0), a ze sudosti funkce

vyplyva, Ze na intervalu (0; c0) musi mit funkce opaénou monoténii.
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V levém okoli bodu x = 0 je funkce klesajici, v pravém okoli tohoto bodu rostouci, ¢imz je
splnéna postacujici podminka pro existenci lokalniho extrému v tomto bodé, tedy v bodé

[0; 1] je lokalni minimum. (f(0) = 1).

° Inflexni body a konvexnost, resp. konkdvnost: Najdeme druhou derivaci a polozime

ji rovnou nule.
2

1 1 2 __ X
o (x y_AVEFI-x e p i WAoo
[ = Vz+ 1/ x?+1 B x2+1 -
x24+1—x?
VxZ+1 1 £ 0
x21+1 (x2+1)-Vvx2+1

= Neni splnénd nutnd podminka pro existenci inflexniho bodu, a tudiz inflexni bod

neexistuje. f''(x) > 0: pro Vx € Df je funkce je ryze konvexni.

° Limity: Hleddame limity v bodech+oo.

lim Vx? + 1 = oo,

X—00

lim Vx2 4+ 1 = oo, ale jelikoz mame sudou funkci, limita v —co musi byt stejna s limitou v

X——co

.
. Asymptoty: a) bez smérnice: neexistuji, protoze nemdme zadné body, které nepatfi
do Df.
b) se smérnici: ve tvaru y = kx + g, kde:
1 1

. =R i () R N 5

k = lim £ = Jim 27 = fim X gy 2 1=1,
x—-o0o X X—00 X X—00 X X— 00 X

q=limf(x)+kx =1limvVx?2+1+x =00+ 00 = ;,q € R = asymptota neexistuje.
X—00 X—00
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vbodé x = 0: min f(x) = 1, protoZe nizsi hodnoty na celém Df uz nenabyvda = Hf =
(1; ). Funkce je tedy také omezend hodnotou f(x) = 1 zdola.

Globalnim maximum neexistuje vzhledem k limitam v +oo, funkce tedy nabyva i vyssich

Funkce je spojitd na Df a nabyva na Df svého lokdlniho a zaroven globalniho minima

hodnot, nez lokalniho maxima.

Tato funkce neni prosta, protozZe neplati definice pro injektivni funkci v kapitole.

Graf:

T
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b)

. Nyni ptedpis funkce zistava stejny f(x) = Vx2+ 1, ale mdme omezeny Df na
uzavieny interval (—2; 3). Hledame globdIni extrémy.

Pfi tomto uUkolu vyuzZijeme opét Weierstrassovi véty.

1.) Na zakladé Weierstrassovi véty staci najit body, ve kterych je 1. derivace rovna 0 nebo
neexistuje. Mame lokalni minimum [0; 1].Dal3i body této podmince nevyhovuiji.

2.) Nyni zjistime funkéni hodnoty v krajnich bodech intervalu. Hledame tedy funkéni hodnoty
vbodé f(—2) =V5a f(3) = V10.

3.) Porovname vsechny nalezené funkéni hodnoty.

1 <5< V10 = Nejvy$si nalezend hodnota je globalnim maximem funkce na tomto
intervalu, to znamend, Ze funkce nabyva svého globalniho maxima v bodé x = 3: max f(x) =
V10. Nejnizéi nalezena hodnota je globalni minimum, to znamend, e v bodé x = 0 nabyva
funkce globéIniho minima: min f(x) = 1.

Tato funkce jiz neni sudd, protoze nema symetricky Df.
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4.1.3 Je déna funkece: f(x) = x* — 3x% + 2
a) Vysetrete pribéh funkce.

b) Urcete globalni extrémy na intervalu (—1; \E).

Regeni
a)
J Defini¢ni obor: Df = R
Spojitost: Funkce je spojitad v Df, protoze mame soucet a rozdil spojitych funkci.
° Nyni uréime praseciky s osami:

Prise¢ik sosoux:y=0=x*—3x2+2=0
substituce a=x’=a%?—-3a+2=0

D=9-4-12=La="=2a="o=1

aq =x2:x1‘2 =i\/§;a2 =x2:X3‘4 =i\/I=i1
Py = [V5;0]; Py, = [-V5;0]; Pys = [=1;0]; Py = [1;0].

Prise¢ik sosouy:x =0 =y =2 = P, = [0;2].

o Parita: Mame symetricky Df, takze midzZeme hledat f (—x).

f(=x) = (—0)* = 3(—x)? + 2 = x* — 3x? + 2 = f(x), tedy je to funkce suda.

. Lokalni extrémy a monotonie: Najdeme prvni derivaci a poloZime ji rovnou nule.
f'(x) =4x3 —6x

3 v
4x3—bx=02x-(2x*-3)=0 ©x;, =0; 2x* =3 © x,3 =i\£si—1,22,coz
jsou stacionarni body podezielé z extrém.
Nyni zjistime monotonii nalezenych interval(i dosazenim libovolného Cisla daného intervalu

do prvni derivace. Pokud bude prvni derivace kladnd, pak je funkce na daném intervalu

rostouci, naopak pfi zaporné hodnoté je funkce klesajici.
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Rostouci na (—\E; 0) U <\[§ ),
+ ; +

;-122 7| o\ 1-”7' Klesajici na <—oo; —\E);(O;\E).

Jelikoz je funkce suda, sta¢i znat monotonii na intervalech (—oo; —\E)a <—\E;0) a

ze sudosti funkce vyplyvd, Ze i na intervalu a (0; \E> je funkce klesajici na na (\/%;8)
rostouci.

y (s 3 3 e . ‘. Yy ,
Protoze dochazi v bodech -\/;; 0;\/; ke zméné monotonie, coz je postacujici podminkou pro

existenci lokalnich extrémd v téchto bodech, je v bodech [—\E;—i] a [\E;—il lokalni

minimum a v bodé [0; 2] lokdlni maximum. f <i %) = —i; f(0) = 2.

° Inflexni body a konvexnost, resp. konkavnost: Najdeme druhou derivaci a poloZime
ji rovnou nule.

f'(x)=(“4x3—6x)' =12x*-6
12x2-6=0x2 = X1, =% 1 40,71, coZ jsou mozné inflexni body. Abychom
2 : 2

to mohli urcit s jistotou, zjistime konvexnost a konkavnost v intervalech zprava a zleva.

+ . - . + Konvexni na (—oo; _\E>;<\E;OO)'
VaTANRY,
Konkavni na (—\E;\E)-

y . . 1 . . Y Yy
ProtoZe se méniv x = i\ﬁ konvexnost na konkavnost nebo naopak, je splnéna postacuijici

podminka pro existenci inflexnich bodl x = i\E.
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. Limity: Hledame limity v bodech+co.

limx4—3x2+2=limx4-(1—%+%)=oo-(1—0+0)=00,

X— 00 X— 00

lim x*—-3x?2+2= lim x4-(1—%+%) = (—0)*: (1 -0+ 0) = o, a jelikoz méme

X—>—00 X—>—00

sudou funkci, vime, Ze limita v —co musi byt stejna.

° Asymptoty: a) bez smérnice: neexistuji, protoze nemame zadny bod, ktery nepatfi
do Df.

b) se smérnici: ve tvaru y = kx + g, kde:

: xt-3x? x(x3-3x+0) .y
k= llm@= lim 23X *2 11m—"=x3—3x+3=OO;keRzneemstUJe.
x—oo X X— 00 X X— 00 X
. ProtoZe je funkce spojitd na Df, dédle nabyva vbodech x; = —\E:f(xl) =
—i avx, = \E:f(xz) = —i svého lokdlniho minima a je omezena touto hodnotou zdola

= Hf = <—i; ). Protoze obé lokdlni minima maji stejnou funkéni hodnotu, jednd se o

neostré globalni minimum. Globalni maximum na Df funkce nema vzhledem k limitdm v co a

tudiz nabyva i vyssich hodnot nez lokalniho maxima.

Tato funkce neni prosta, protozZe neplati definice pro injektivni funkci v kapitole 2.
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° Graf:

T T
-25 -2

b)
Pfedpis funkce zGstava stejny f(x) = x* —3x2+ 2 ale Df = (—1;\E). Hledame globalni

extrémy. Opét budeme vyuzivat Weierstrassovi véty.

1.) Na zakladé Weierstrassovi véty staci opét najit body, ve kterych je 1. derivace rovna 0

N , . 3 e T .
nebo neexistuje. Vime, Ze v bodech [\E;—ﬂ lokdIni minimum (jelikoZz jsme na intervalu
3 o 3 _— s .
(—1; \E), tak lokalni mwmum[—\ﬁ; —%lneresme) av [0; 2] lokalni maximum.

2.) Nyni zjistime funkéni hodnoty v krajnich bodech. Tedy f(—1) = 0a f <\E> = —i.

3.) Porovndme vsechny nalezené funkéni hodnoty. Tedy —i < 0 < 2 = Nejvyssi nalezena

hodnota je globdlnim maximem funkce na tomto intervalu, to znamena, Ze funkce nabyva

evvs

. - « V3 . s . . 1
minimum, to znamena, Ze v bodé x = >y nabyva funkce globalniho minima: min f(x) = — "

Tato funkce jiz neni sudd, protoze nema symetricky Df.
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4x
x2-4

4.1.4 Je déna funkce: f(x) =

a) Vysetrete pribéh funkce.

b) Urcete globalni extrémy na intervalu (15; 280).

) Definiéni obor: Df = R — {+2}
Spojitost: Defini¢ni obor této funkce je sjednoceni 3 intervald, a to (—o0;—2) U
(—2;2) U (2; ). JelikoZ na kazdém z téchto intervald je funkce spojita (protoZze mame podil

dvou spojitych funkci), je cela funkce na jejim Df spaijita.

. Nyni uréime prlseciky s osami:
o v 4x
Prisec¢ik sosoux:y=0= —5—=0
xX“—4
4x=0=x=0.
Priseciksosouy:x =0 =y =0
P, = P, =[0;0].
° Parita: Symetricky Df mame, protoZe je z néj vyrazeno jak x = 2, tak i x = —2.

f(=x) = (ff;fi} = x_z‘}_x‘} = —f(x), tedy je to funkce licha.

. Lokalni extrémy a monotonie: Najdeme prvni derivaci a poloZime ji rovnou nule.
% )_4-(x2—4)—4x-2x_4x2—16—8x2_ —4x2—16_ —4-(x%2+4)
="y T e w-ar | -4
—4 - (x*+4)

(x2 — 4)2 =0 4-(x?+4)=09x’+4=0ex*=-4= NR

Neni splnéna nutnd podminka pro existenci extrém, funkce tedy neméni monotonii.

f(x) < 0 pro Vx € Df= funkce je klesajici na celém Df.
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° Inflexni body a konvexnost, resp. konkavnost: Najdeme druhou derivaci a poloZime

ji rovnou nule.

£ = <—4x2 - 16))' _ —8x- (x? —4)? — (—4x*—16) -2~ (x? — 4) - 2x

(x? —4)? (x? — 4)*
_ (x?—4)-[-8x- (x* —4) —4x - (—4x* — 16)]
- (x2 — 4)*
_ —8x%+32x + 16x° + 64x  8x®+96x 8x- (x* +12)
B (x% —4)3 3 (x2—4)
8x - (x2+12
(X(TAL)‘L)=O@8X'(X2+12)=O@8X=O@X=0,

coz je mozny inflexni bod. Abychom to mohli urcit s jistotou, je nutné zjistit konvexnost a
konkavnost v intervalech od tohoto bodu zprava a zleva. Je dlleZité nezapomenout na osu
zanést i body, které nepatfi do Df.

Konvexni na (—2; 0); (2; ),

Konkavni na (—oo; —2); (0; 2).
- + R - .+
~ L] —~ v Protoze se méni v x =0 konvexnost na

/‘ \ -2 \ \_/, 0 { \ 2 \/

| \ / \ e konkavnost, je splnéna postacujici podminka pro
existenci inflexniho bodu x = 0. Body x = +2
nepatti do Df.

° Limity: Urcujeme limity v bodech +2; +oo.

lim = lim =% =% -9

X—00 X2—4 X— 00 x-(x—s) 0o ’

lim jx = lim x'(4)4 =2=9 ,jelikoZ mam lichou funkci, limita musi byt také 0.

x——00 X“—4 x——00 X (x—=) [*¢)

" o lim =2 =22- _» (s opacnymi znaménky)
x—2+x2—4 0+ ' o Yiea T o= pacny y).
4x _ 4(-2) . 4ax  _ 4(=2) _ .« .. ,
em 2T T xllgl_ =, = o = — (s opatnymi znaménky).
° Asymptoty: a) bez smérnice: v bodech nespojitosti: x = +2.
b) se smérnici: ve tvaru y = kx + g, kde:
f(x) 4x 4 4
k=lm——=Ilim—————=lim ———=—=0,
x—w X x-wx - (x2—4) x-o0x?2—4 o

4x
x2—4

q = lim f(x) + kx = lim = (0 = asymptota existuje a ma tvary = 0.
X—00 X—00

32



. Funkce neni omezend na Df a je spojita na Df = Hf = R.
Funkce nema lokdlni extrémy na Df, nemd ani globdlni extrémy, tedy nemda Zadnou

minimalni ani maximalni hodnotu.

Tato funkce neni prosta, protozZe neplati definice pro injektivni funkci v kapitole 2.

° Graf:
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b)
4x
2

— ale Df = (15;280). Hleddme globalni

. Pfedpis funkce zUstava stejny f(x) = "
extrémy.
Pfi tomto Ukolu vyuzZijeme opét Weierstrassovi véty.

1.) Na zakladé Weierstrassovi véty staci najit body, ve kterych je 1. derivace rovna 0 nebo

neexistuje. V tomto pfipadé nemame zZadné body, které by této podmince vyhovovaly.
2.) Zjistime funkéni hodnoty v krajnich bodech. Tedy f(15) = 0,27 a f(280) = 0,01.
3.) Porovname vsechny nalezené funkéni hodnoty.

0,01 < 0,27 = Nejvyssi nalezend hodnota je globalnim maximem funkce na tomto
intervalu, to znamend, Ze funkce nabyva svého globdlniho maxima vbodé x = 15:
max f(x) = 0,27. Nejnizsi nalezend hodnota je globdlni minimum, to znamena, Ze v bodé
x = 280 nabyva funkce globalniho minima: min f (x) = 0,01.

Tato funkce jiz neni lichda, protoZze nema tzv. symetricky Df na tomto intervalu.

Navic je funkce na tomto intervalu prostd, protoZe se zadnd funkéni hodnota neopakuje.
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4
4.1.5 Je déna funkce: f(x) = (1+2x)

1-2x
a) Vysetrete pribéh funkce.
b) Urcete globdlni extrémy na intervalu (—15; 0).
Reden
a)

. Defini¢ni obor: Df = R — {%}
Spojitost: Defini¢ni obor této funkce je sjednoceni 2 intervald, a to (—oo;%) U (%; 0).

JelikoZ na obou z téchto intervall je funkce spojita (protoze skladame dvé spojité funkce), je

celd funkce na jejim Df spojita.

. Nyni uréime priseciky s osami:

Priseciksosoux: y=0=1—-2x=0
1 1
X——Eﬁ Px—[—E,O].

Prise¢iksosouy:x =0=y =1= P, =[0;1].

° Parita: Nemdame symetricky Df, funkce neni suda ani licha.
. Lokalni extrémy a monotonie: Najdeme prvni derivaci a poloZime ji rovnou nule.
, 14+2x\° 2-(1-2x)— (1+2x)-(-2)
F@=4 (1) - 2
1-—2x (1-2x)
4 (1+2x>3 2 —4x— (=2 —4x) (1+2x>3 4
- \1-2x (1-—2x)2 - \1-2x/ (1-2x)2
16 (1 +2x)3 0 142208 = 0
= Y — = L =
(1—2x)5 (1+2%)

S x=-— %, coz je stacionarni bod podezrely z extrému.

Nyni zjistime monotonii nalezenych interval(i dosazenim libovolného ¢isla daného intervalu
do prvni derivace. Pokud bude prvni derivace kladnd, pak je funkce na daném intervalu

rostouci, naopak pfi zaporné hodnoté je funkce klesajici. Zaneseme i bod nespojitosti.
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, 1 1
- Rostouci na <——;—),
2 2

- +
- L
NE A SN | et ()

y - y 1 . . ‘. Yy ,
ProtoZe dochdazi v bodé x = — > ke zméné monotonie, coz je postacujici podminkou pro

existenci lokalniho extrému, je v bod& [—2;0] lokalni minimum. (f (-3)=0).Bod x =2

neni lokdlnim maximem, protoze nepatfi do Df a také neexistuje v tomto bodé derivace.

° Inflexni body a konvexnost, resp. konkavnost: Najdeme druhou derivaci a poloZzime

jirovnou nule.

) 16 (1 + 2x)3\
f _< (1 —2x)5 )
_16-3-(142x)2-2-(1—-2x)° —16- (1 +2x)3-5- (1 — 2x)*- (—2)

(1 —2x)10
~96(1+2x)% - (1 —2x)° +160(1 + 2x)* - (1 — 2x)*
B (1—2x0)10
(1+ 2x)?- (256 + 128x)
= 1= 2x)° =0 (1+2x)%2-(256+128x) =0 & x,
- 4 xZ - 21

coz jsou mozné inflexni body. Abychom to mohli urcit s jistotou, je nutné zjistit konvexnost a

konkdavnost v intervalech od téchto bodl zprava a zleva. Je dllezZité nezapomenout na osu

zanést i bod nespojitosti.

- + + + Konvexni na (—2;%) ; (%; ),
/\ -2 \/ -0,5 \/ 0,5 \/ Konkdvni na (—oo; —2).
ProtoZe se méni x = —2 konkdvnost na konvexnost, je splnéna postacujici podminka pro
existenci inflexniho bodu x = —2.
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. Limity: Urcujeme limity v bodech % a too.

4

e\t (G 4 . 1+2x\* 4
il—g}o (1—2x) - 911—{20 (x-(i—2)> =CDT=1 xl—l>r—noo (1—2x) =D =1

. 1+2x\% 1+1. 4 . (1+2x\* 1+

lim (1—2x) =G0 = lim (1—2x) - (0_—)4 =
xX-o+ X -
° Asymptoty: a) bez smérnice: v bodé nespojitosti: x = %

b) se smérnici: ve tvaru y = kx + g, kde:
14 2x\*

K= i fx) i (1—2x) _ o 16x* +32x% +24x? +8x + 1

T o X abe x xow 16x5 — 32x* + 24x° — 8x2 + x

16 32 24 8 1
x> - (7+F+F+F+F) B

= lim =0
- 32 24 8 1 ’
TR (1650 T )

q = lim f(x) + kx = lim f(x) = 1 = asymptota existuje ama tvary = 1.
X— 00 X— 00

° Protoze je funkce spojita na Df a nabyva svého lokalniho a zaroven globalniho minima
v bodé x = —%: min f(x) = 0 a je touto hodnotou zdola omezend a nizsi hodnoty jiz funkce

nenabyvd = Hf = (0; ). Globalni maximum funkce nema vzhledem k limitam v oo.

Tato funkce neni prosta, protoZe neplati definice pro injektivni funkci v kapitole 2.
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° Graf:

b)

1+2x
1-2x

. Pfedpis funkce zGstava f(x) = ( )4, Df, = (—15;0). Hleddme globdlni extrémy.
Pfi tomto uUkolu vyuZijeme opét Weierstrassovi véty.

1.) Na zakladé Weierstrassovi véty staci najit body, ve kterych je 1. derivace rovna 0 nebo
neexistuje. Vtomto pfipadé mame lokalni minimum [—%;0] a jiné body této podmince
nevyhovuiji.

2.) Najdeme funkéni hodnoty v krajnich bodech, f(—15) = 0,77 af(0) = 1.

3.) Porovname vSechny nalezené funkéni hodnoty. 0 < 0,77 <1 = Nejvyssi nalezena

hodnota je globalnim maximem funkce na tomto intervalu, to znamenad, Ze funkce nabyva

evvs

IV - y 1 - o -
globalni minimum, to znamenda, Ze v bodé x = —Enabyva funkce globalniho minima:

min f(x) = 0.
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4.1.6 Je déna funkce: f(x) = l;—;

a) Vysetrete pribéh funkce.

b) Urlete globalni extrémy na intervalu (%; e?).

Reseni

a)

J Definicni obor: Df = (0; o), jelikoZ do logaritmu Ize dosadit jen kladné hodnoty.

Spojitost: Tato funkce je spojita, protoze je slozend ze dvou spojitych funkci.

° Nyni uréime praseciky s osami:
Prisecik sosoux: y=0=1Inx =0
x=1= P, =[1,0].

Prisedik s osou y: x = 0 = NR.
° Parita: Neni symetricky Df, funkce neni suda ani licha.

° Lokalni extrémy a monotonie: Najdeme prvni derivaci a poloZime ji rovnou nule.

1

, ;-Zx—lnx-Z 2—2Inx 1-Inx

1o = 4x? T 4xz 2x2

1—-Inx
2x2

coz je stacionarni bod podezrely z extrému.

=0 1-lnx=0sx=e¢e,

Nyni zjistime monotonii nalezenych interval(i dosazenim libovolného Cisla daného intervalu
do prvni derivace. Pokud bude prvni derivace kladnd, pak je funkce na daném intervalu

rostouci, naopak pfi zaporné hodnoté je funkce klesajici.

+ - Rostouci na (0; e),

0 7| e N\ Klesajici na (e; o).

ProtoZe dochazi v bodé x = e ke zméné monotonie, coz je postacujici podminkou pro
existenci lokalniho extrému vtomto bodé&, je v bodé [e;0,18] lokélni minimum.(f(e) =
0,18).

39



. Inflexni body a konvexnost, resp. konkavnost: Pro urceni konvexnosti a konkavnosti
musime opét spocitat druhou derivaci a opét ji polozit rovnou nule.

4

1
n(x) (1—1nx> _ _E'sz — (1 —1Inx)-4x _ 2x—(4x—4xlnx) —2x+4x-Inx
4 - x? B 4yt - 4x4 - At
_ —2+4Ilnx
B 4x3
—2+4Inx 1 1
— =0 -244Inhx=0elnx==- ©x=e2 = 1,65,
4x3 2

coz je mozny inflexni bod. Abychom to mohli urcit s jistotou, je nutné zjistit konvexnost a

konkavnost v intervalech od téchto bod( zprava a zleva. Zaneseme na osu i krajni bod.

1
_ + Konvexni na (ez; ),

1
/\ 163 U Konkdvni na (0; e5>.

1
Protoze se méni x = ezkonkavnost na konvexnost, je splnéna postacujici podminka pro

1
existenci inflexniho bodu x = ez.

° Limity: Urcujeme limity v bodech: 0+; oo,
1 =

lim — == = (L’'H)lim £ = = = 0,

x—00 2X 00 x—co 2 oo

lim 2 ="2= —04—=—00-00 = —00,

x->0+ 2x 0+

° Asymptoty: a) bez smérnice: v bodé krajnim: x = 0.

b) se smérnici: ve tvaru y = kx + g, kde:

f(x) X : 1 1
o X) . 2x _ .oomxo o x _ L
k—;l_g)lo x _911—{3 x _il—r»EIonz_(LH)pll—»r{)loél-x_;Lngoél-xz_oo_o'
q = lim f(x) + kx = lim f(x) = 0= asymptota existuje a ma tvar y = 0.
X— 00 X—00
° ProtoZe je funkce spojitd na Df a nabyva svého lokdlniho a zaroven globalniho

maxima v bodé x = e: maxf(x) = 0,18, protoZze vy$si hodnoty jiz nenabyvd a je touto
hodnotou shora omezend = Hf = (—;0,18).

Tato funkce je prosta, protoze spliuje definici pro injektivni funkci v kapitole 2.
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° Graf:

T T
-0.4 -02 0

b)
Inx

° Pfedpis funkce zGstava f(x) = P ale Df = (%; e?). Hleddme globalni extrémy.

Pfi tomto Ukolu opét vyuzijeme Weierstrassovi véty.
1.) Na zakladé Weierstrassovi véty staci najit body, ve kterych je 1. derivace rovna 0 nebo

neexistuje. Mame lokalni maximum [e; 0,18]. Dal3i body této podmince nevyhovuiji.
2.) Zjistime funkéni hodnoty v krajnich bodech. Tedy v bodé f G) =~ —0,69af(e?) = 0,14.

3.) Ve tfetim kroku porovname vsechny nalezené funkéni hodnoty.

—0,69 < 0,14 < 0,18 = Nejvyssi nalezenda hodnota je globdlnim maximem funkce na
tomto intervalu, to znamena, Ze funkce nabyva svého globalniho maxima v bodé x = e:

max f(x) = 0,18. Nejnizsi nalezend hodnota je globdlni minimum, to znamena, Ze v bodé

X = % nabyva funkce globalniho minima: min f(x) = —0,69.
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4.1.7 Je déna funkee: f(x) = e2*~**

a) Vysetrete pribéh funkce.

b) Uréete globalni extrémy na intervalu (—10; 10).
Reseni

a)

J Defini¢ni obor: Df = R

Spojitost: Tato funkce je spojita, protoze je slozend ze dvou spojitych funkci.

° Nyni uréime praseciky s osami:
o v/ —x2 4
Prisetik s osoux: y = 0 = e?*™*" = 0 = NR.

Prisetiksosouy:x = 0 = e =1 P, = [0;1].

. Parita: Symetricky Df je spInén, proto mGZeme ovéfit vyraz f(—x):

f(—x) = e 2** % f(x) ani — f(x), proto funkce neni sudd ani lichd.

° Lokalni extrémy a monotonie: Najdeme prvni derivaci a poloZime ji rovnou nule.
fl(x) = e ** . (=2x +2)

g2x=x. (—2x+2)=0 —2x+2=0 © x =1, coijestac. bod podeziely z extrému.
Nyni zjistime monotonii nalezenych interval(i dosazenim libovolného Cisla daného intervalu
do prvni derivace. Pokud bude prvni derivace kladnd, pak je funkce na daném intervalu

rostouci, naopak pfi zaporné hodnoté je funkce klesajici.

+ _ Rostouci na (—o0; 1),

7' 1N\ Klesajici na (1; o).

ProtoZe dochdzi v bodé x = 1 ke zméné monotonie, cozZ je postacujici podminkou pro

existenci lokdlniho extrému v tomto bodé, je v bodé [1; e] lokdlni minimum.(f(1) = e).
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. Inflexni body a konvexnost, resp. konkavnost: Pro urceni konvexnosti a konkavnosti

musime spocitat druhou derivaci a opét ji polozit rovnou nule.
£ = (26727 . (—2x + 2)) = e2¥* - (2= 2x) - (2 — 2x) + €20 - (=2)
= 2% . (2 — 2x)% — 2e%¥" = 2% . [(2 — 2x)? — 2]
= e2**" . (4x% — 8x + 2)
e ** . (4x2 —8x+2) =0 4x2—8x+2=0;D = 32; X1 = 22
coz jsou mozné inflexni body. Abychom to mohli urdit s jistotou, je nutné zjistit konvexnost a

konkavnost v intervalech od téchto bod( zprava a zleva. Zaneseme na osu i bod nespojitosti.

+ - . T Konvexni na (—O@%) ; (2+2ﬁ; ),
N
'\ /0,29 / \ 1,71\
N " L, 2—V2 2442
— Konkavni na (T; . ).
Protoze se méniv x = #; 2+2ﬁ konkavnost na konvexnost a naopak, je splnéna postacujici
, . . , . +
podminka pro existenci inflexnich bod( x = 2_2\/5.
° Limity: Urcujeme limity v bodech: + oo .
lim e2*=** = lim exz'é_l) = lime*(@%) = ¢~ =,
X— 00 X—00 X—00
lim e2*=%* = lim e*" G = lim eX@® = ¢~ =,
X—>—00 X—>—00 X—>—00
. Asymptoty: a) bez smérnice: neexistuji, protoZe nejsou body nespojitosti.
b) se smérnici: ve tvaru y = kx + g, kde:
2x—x2
X e 0
k=limm=lim =—=0,
X—00 X X—00 X [ee]

q = lim f(x) + kx = lim f(x) = 0= asymptota existuje a ma tvary = 0.
X—00 X—>00

° ProtoZe je funkce spojitd na Df a nabyva svého lokdlniho a zaroven globalniho
maxima v bodé x = 1: max f(x) = e, protoze vy$si hodnoty uz funkce nenabyva a je touto

hodnotou shora omezend a déle je zdola omezena hodnotou 0 = Hf = (0;e).

Tato funkce neni prosta, protoze nespliuje definici pro injektivni funkci v kapitole 2.
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° Graf:

35

25

0

0.5

b)

. Nyni pfedpis funkce zGstava stejny f(x) = e2*=x* ale Df = (—10;10). Hleddme
globalni extrémy.

PFi tomto uUkolu opét vyuZijeme Weierstrassovi véty.
1.) Na zakladé Weierstrassovi véty staci najit body, ve kterych je 1. derivace rovna 0 nebo
neexistuje. Mame lokalni maximum [1; e]. Jiné body tuto podminku nesplfuji.
2.) Zjistime funkcni hodnoty v krajnich bodech intervalu. Hleddme tedy funkcni hodnoty
v bodé f(—10) = 0,08-107°1 a f(10) = 1,8- 1073,
3.) Nyni porovname vSechny nalezené funkcni hodnoty.
0,08-10751 < 1,8 1073 < e = Nejvyssi nalezend hodnota je globalnim maximem funkce
na tomto intervalu, to znamena, Ze funkce nabyva svého globalniho maxima v bodé x = 1:

max f(x) = e. Nejnizsi nalezena hodnota je globalni minimum, to znamena, Ze v bodé x =

—10 nabyva funkce globélniho minima: min f(x) = 0,08 - 10751
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4.1.8 Je déna funkce: f(x) = sinx + cos x

a) Vysetrete pribéh funkce.

b) Uréete globalni extrémy na intervalu (O;Zn).
Reseni

a)

J Defini¢ni obor: Df = R

Spojitost: Tato funkce je spojita, protoze je souc¢tem dvou slozenych funkci.
Periodicita: Funkce sinus i cosinus jsou periodické s p = 2m, tudiz i nase funkce je

periodicka s periodou p = 2.

. Nyni uréime priseciky s osami:
Priisecik sosoux: y =0 = sinx + cosx =0

sinx = —cosx = x = —%+k7r,kEZ

P, [—% + km; 0]. (je jich nekone¢né mnoho).

Prisecik sosouy: x = 0= sin0+cos0=0+1=1= P, = [0;1].

° Parita: Je splnéna podminky symetrického Df, najdeme tedy f(—x):

f(—=x) = sin(—x) + cos(—x) # f(x) ani — f(x) = neni suda ani licha.

. Lokalni extrémy a monotonie: Najdeme prvni derivaci a poloZime ji rovnou nule.
f'(x) = cosx —sinx

cosx —sinx =0 cosx =sinx © x = % + km,k € Z,coz jsou staciondrni  body
podezielé z extrémd, je jich nekonecné mnoho pravidelné se opakujicich.

Nyni zjistime monotonii nalezenych interval(i dosazenim libovolného Cisla daného intervalu
do prvni derivace. Pokud bude prvni derivace kladnd, pak je funkce na daném intervalu

rostouci, naopak pfi zaporné hodnoté je funkce klesajici.

- + - + , + R<—zn+2kn;in+2kn),k€ Z,

-

N -3 7| ANy 5T 7| g4 Ny 134 7|

K Grr + ZkTr;Zn + 2km), kE Z.
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ProtoZe dochazi v bodech x = in + 2km, k€ Z av bodech x = Zn + 2km kE Z, ke zméné

monotonie, coZz je postacujici podminkou pro existenci lokdlnich extrém, jsou v téchto

bodech En + 2km; \/E] ,k € Z, lokalni maxima a v bodech En + 2km; —\/7] JkEZ,

lokalni minima. (f Gn + 2k7‘[) =V2;f Gﬂ + 2k7r) =—V2;k € Z).

° Inflexni body, konvexnost, resp. konkdvnost: Najdeme druhou derivaci a polozime ji
rovnou nule.

f"®) = (cosx —sinx)’ = —sinx — cos x

—sinx —cosx =0& —sinx =cosx; x = —in+ km, k € Z,

coz jsou mozné inflexni body. Abychom to mohli urcit s jistotou, je nutné zjistit konvexnost a

konkavnost v intervalech od téchto bod( zprava a zleva.

+ - + - + | Konvexnina (%n + ZRH;ZH + 2km)k € Z,

\ Ama /0N 3w\ ) T \“.‘ 114\
\ f A \ ’ \ f 1 3

/ { \ / NS z ’
\_ fo -.,- b — | Konkavnina (- + 2km; Ry 2km)k € Z.

y - 1 . . y
ProtoZe se méni v x = -, + km, k € Z konvexnost na konkdvnost a naopak, je splnéna

postacujici podminka pro existenci inflexnich bodd x = — %n +kmkeZ.

° Limity: Urcujeme limity v bodech: +oo.

lim sin x + cos x = neexistuje, lim sinx + cos x = neexistuje.

X— 00 X——00

DUlkaz, Ze limita lim sin x + cos x neexistuje, najdeme napfiklad v Frolikovd, [3].

X—00

° Asymptoty: V tomto pripadé asymptoty vynechame z divodu, Ze jsou pfilis obtizné.

° Protoze je funkce spojitd na Df a nabyva svého lokalniho maxima v bodech x = in +
2km; k € Z: f(x) = V/2 a vysSich hodnot jiZ nenabyva, je touto hodnotou shora omezena,
také je zdola omezena lokdlnim minimem, protoZe nizSich hodnot uZ nenabyva = Hf =

(—V2;/2). Proto ma také funkce tzv. neostré globalni extrémy.
Tato funkce neni prosta, protoZe nesplnuje definici pro injektivni funkci v kapitole 2. Funkce

je prosta na kazdé své periodé p.
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° Graf:

fﬁn *2‘1[ fl1| 0 1‘1 2n 3‘11

b)
° Pfedpis funkce zlstdvd stejny f(x) =sinx +cosx, ale Df= (0;%7T>. Hledame

globalni extrémy. Pfi tomto ukolu opét vyuzijeme Weierstrassovi véty.

1.) Na zakladé Weierstrassovi véty staci najit body, ve kterych je 1. derivace rovna 0 nebo
neexistuje. Na tomto intervalu je to lokdlni maximum En; \/E] a lokalni minimum v tomto

intervalu neexistuje. Dalsi body této podminky nevyhovuiji.

2.) Nyni zjistime funkéni hodnoty v krajnich bodech intervalu. Hledame tedy funkéni hodnoty
vbodé f(0) =1af (3m)=0.
3.) Ve tfetim kroku porovname vsechny nalezené funkéni hodnoty.

0<1<+2 = Nejvyssi nalezend hodnota je globdlnim maximem funkce na tomto

. .y s . . . “ 1
intervalu, to znamend, Ze funkce nabyva svého globalniho maxima vbodé x = s
max f(x) = V2. Nejnizéi nalezena hodnota je globalni minimum, to znamend, ze v bodé x =

zn nabyva funkce globalniho minima: min f(x) = 0.
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4.1.9 PRIKLADY K PROCVICENI

1. Urcete intervaly monotonii funkci:

a) f(x)=2x3+3x%—36x b) f(x)= 1_:”‘

c) f(x) =+3x—x2 d f(x)=x3-e7*
2. Najdéte lokalni extrémy funkci:

a) f(x) =x3—6x>+9x—4 b) f(x)=x-Vv1—x

c) f(x) =In(1+ x — 4x?) d) f(x) = (cosx)?na (0;%n)
3. Najdéte globalni extrémy funkci:

a) f(x)=2x3+3x%na(-3;3) b) f(x)= LA (0; 3)

X

c) f(x)=x*—12x3+36x%na(—2;2) d fx)= (x+1):(x—2)*na(0;2)

4. Urcete intervaly konvexnosti a konkavnosti a inflexni body funkci:

a) f(x)=—x3+5x%+5x b) f(x)= 2;:13
c) f(x)=x%—xz—2 d) f(x)=tanx
(zadani pfikladu d) pFevzato z Hruby, Kubét[4])
5. Vysetrete pribéhy funkci:
2) fQ) = e b) () =—1xt+3x—3
A4
0 fQ) = Va?+1 d) fl) =23

X
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Vysledky:
1. a) R na (—o0; —3) U (2; ), Kna (—3;2); b) R na (0;1), Kna (1;»); c) R na (O;%), K na <%;3); d) R na
(—o0; 3), K na (3; ).

2. a) lok. max. [1; 0], lok. min. [3; —4]; b) lok. max. E;Zg—ﬁ], lok. min. neexistuje; c) lok. max. E; In g], lok. min.
neexistuje; d) lok. max. [0; 1], lok. min. En; O].

3. a) gl. max. [3;81], gl. min. [—3; —27]; b) gl. max. neexistuje, gl. min. [2; 4]; c) gl. max. [—2; 256], gl. min.
[0; 0]; d) gl. max. [0; 4], gl. min. [2; 0].

4. a) konvexni na (—oo;§>, konkdavni na (S;oo), inflexni bod x = S; b) konvexni na (—oo; —1), konkdvni na

(—1; ), inflexni bod neexistuje; c) konvexni na <—\/§;0) U (0; \E), konkavni na (—oo; —\E) U (\E;OO),

inflexni bod v x = i\E; d) konvexni na (0; g), konkavni na (—g; 0), inflexni bod x = 0.

2 3
5.a)y = e?* )y = Vx?+1
e /’7‘\\
rd AN
. ' /
b)y = —2x24+2x—2 d) _ 2=t
Y 4 2" a y="%
| / / 8
! [
\ i |
\\\ /
AN Ve ,‘
\\\ / ‘l‘\\
\\ / / \ ;
/,r‘ ‘x,\\
/l/
7
/ \
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4.2 SLOVNIi ULOHY NA EXTREM

V této kapitole se budeme zabyvat slovnimi Glohami na extrémy funkce. Zaddni mohou
mit rdzny charakter, ale cil prikladu bude vidy stejny, a to najit néjakou maximalni, Ci

minimalni hodnotu, at uz konkrétni nebo obecnou.

4.2.1 PRIKLADY S ROVINNYMI UTVARY

Velmi casté jsou ulohy srovinnymi Utvary. Nejcastéji hleddme uatvary s maximalnim
obsahem S pfi daném obvodu o, minimalni obvod o pfi daném obsahu S nebo hleddme atvar

o maximalnim obsahu S, ktery je vepsany do jiného rovinného utvaru.

Priklad 1

Maijitel restaurace chce oplotit sviij obdélnikovy pozemek primykajici se jednou stranou
k budové restaurace. Obsah pozemku je roven 800 m?. Jaky by mél pozemek mit rozméry,
aby maijitele oploceni vyslo co nejlevnéji, tj. aby délka plotu byla co nejmensi?

Reseni:

Hleddme minimalni obvod, pficemz zndme obsah pozemku.

Nejprve uré¢ime podminky. V tomto pfipadé a; b > 0.

=]
Vyjadfime vzorce pro obvod a obsah tohoto pozemku:
5 =800 m2 b S=a-b=800=b = % (z veli¢iny, kterou zname,
vyjadfime jednu z neznamych)

o=2a+b,
coz bude funkce, jejiz minimum budeme hledat. Je to ale funkce dvou proménnych, proto je
tfeba dosadit vySe vyjadienou nezndmou, abychom ziskali funkci jedné redlné proménné.

Po dosazeni proménné b do vzorce pro obvod dostaneme funkci:

o(a) = 2a+% =2a+800-al,

Nyni mame funkci jedné redlné proménné, jejiz minimum hledame. Najdeme derivaci

a tu poloZzime rovnou nule, abychom ziskali stacionarni bod.
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0'(a) =2+800-(-1)a2=2——

, 800
0(a)=0<:>?=2<:>2a2=800<:)a2=400<:)a=20(m)

Nalezena hodnota a = 20 je hledanym stacionarnim bodem.

Nyni se podivdme na znaménka prvni derivace v (0;20): f' < 0 av (20;0): f' > 0.
To znamena, Ze v bodé a = 20 nabyva funkce lokalniho minima.

Nyni dokdzeme, Ze se jednd zaroven o globalni minimum. Vime, Zze a € (0; ©), proto

nyni zjistime, jakych funkénich hodnot funkce nabyva blizici se k témto krajnim bodim.

800

Pokud a — 0, potom lir% 2a + - 0+ o0 = oo,
a—
Pokud a — oo, potom lim 2a + % = 00 + 0 = oo. V krajnich bodech intervalli se funkéni
a—>oo

hodnoty blizi k maximalnim hodnotam +oo, funkce je v tomto intervalu spojitd, proto nami
nalezeny bod, lezici v daném intervalu, je globalnim minimem funkce.

Nyni tedy mGzeme dopocitat i druhy rozmér pozemku. Neznamou b jsme vyjadfrili

z obsahu pozemku jako b = % = % = 40(m).

Rozmeéry pozemku by tedy mély byt a = 20ma b = 40m.

Priklad 2

Détské hristé md tvar obdélniku, na ktery navazuje pilkruh, jak je vidét na obrdzku niZe. Jeho
obvod 0 = 140 m. Urcete rozméry détského hristé tak, aby jeho obsah S byl co nejvétsi.
Reseni:

Pfi zadaném obvodu hledame maximalni obsah.

Podminky: v;r € (0; 140).

Opét vyjadiime vzorce pro obvod a obsah pldorysu.

27T
o=2r+2v+7=2r+2v+nr=140

1 v . eve . esv I
S =2r-v+-mnr? coi je veli¢ina, jejiz maximalni hodnotu
2r * z
hleddme, musime ji prevést na funkci jedné proménné,

proto vyjadfime v:

140 = 27 + 2v+ 11 = v = 2 (140 — 21 —77).
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1 1 1
S(r) =2r X (140 — 2r — mr) + Em‘z =140r — 2r?> — mr? + Enrz

= —2r?— %m‘z + 140r

Dostavame tedy funkci jedné realné proménné, jejiz derivaci hledame:
§'(r)=2-(-2=3m)r +140 = (—4 — m)r + 140.
Sr)=0 (—4—m)r=-140 © r = 19,6(m).
To je ndmi hledany stacionarni bod.

Nyni se podivame na znaménka prvni derivace: v (0;19,6): f' > 0 av (19,6;): f' < 0.
Z toho vyplyvd, Ze v bodé r= 19,6 se nachazi lokalni maximum.

Nyni dokdZzeme, zda se jedna také o globalni maximum. Vime, Ze r € {(0; 140).Nyni
dosadime tyto krajni body a zjistime funkéni hodnoty.

Pokud r = 0, potom S(r) = —2r?% — %m’z +140r =0

Pokud r = 140, potom S(r) = —2r? —%nrz + 1407 = —50388, zdporny obsah nem3
smysl, prvni hodnota je minimalni, proto je jasné, Ze nami nalezeny bod je globalnim
maximem.

Nyni mGZeme dopocitat rozmér v. 2r+2v+nr=1402-19,6 + 2v+m-19,6 =
140 © v = 19,6(m).

Hledané rozméry pudorysu divadelniho jevisté jsou tedy pfiblizné r = v = 19,6 m.

Priklad 3

Do rovnoramenného trojuhelnika vepiste obdélnik maximdliniho obsahu S.

(zadani pfikladu pfevzato z Hruby, Kubat[4])

Reeni:

Tato uloha ma jiz obecny charakter. Proto je tfeba se zamyslet i nad vztahy mezi

trojuhelnikem a obdélnikem. Pro lepsi orientaci pomuze obrazek:

R Nejprve podminky: x; y; c;v > 0;x € (0;¢); y € (0; v).
H v G Budeme hledat maximalni obsah S = x - y, ale protoze
nemame zadnou druhou veli¢inu, musime jednu
" Y znezndmych vyjadfit jinym zplsobem. Vyjdeme
A E F B z podobnosti trojuhelnikd CAB a CHG:
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X v— v ;7 v s e s Qv . s s o v .
-= Ty =x = Ty * ¢, nyni uz mame vyjadrenou jednu z nezndmych a mizeme dosadit do

obsahu, jehoZz maximum hledame:

v—y _w=-y)rc ve—yc c
cy= " y= » y=cy vy

Sy =
Opét najdeme prvni derivaci a polozime ji rovnou nule pro nalezeni stacionarnich bodua.
S'(y) = -2 -%-y+c.

C c cv v v . / . . . . ’
Sy)=0e2 ‘Y =C S Y=g = =7, C0%je nami hledana stacionarni bod.
v

Nyni musime dokazat, zda se jednd o globalni maximum. Podivdme se na hodnoty
krajnich bod(, v kterych, jak fikd Weierstrassova véta, by také mohl byt extrém. Mame
interval y € (0; v).

Pokud y = 0, pak: S(y) = c-O—E-O2 = 0.

Pokud y = v, pak: S(y) =cv —%-vz = (0. Vobou krajnich bodech nam vysla minimalni
hodnota pro nezndmou y, proto nalezend hodnota y=§ bude ta maximalni a nasSim
hledanym globalnim maximem.

Nyni Ize dopocitat rozmér x. x = —rc=

|

Hledané hodnoty jsou tedy y = ga x =-.

4.2.2 PRIKLADY S PROSTOROVYMI UTVARY

Dalsimi priklady jsou ulohy, kde pocitdme maximalni a minimdlni hodnoty rozméru
prostorovych utvar(. Nejcastéji hledame télesa s minimalnim povrchem S pti daném objemu
V, maximalni objem V pfi daném povrchu S nebo télesa maximalniho objemu V, ktera jsou

vepsana do jiného télesa. Takovymito pfiklady mohou byt:
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Priklad 1

V nejmenované firmé se vyrabi z plechu pristroj sepurdtor (k promichdni vody se vzduchem).

Tento pristroj mad tvar vdlice. Jaké rozméry by mél pristroj mit, pokud vime, Ze pro spotrebitele

je nejvyhodnéjsi maximdlni objem a pro vyrobce minimdini spotfeba materidlu na jeho

vyrobu, tzn., aby mél pristroj minimdlni povrch?

Redeni:

Hleddme minimalni povrch pfi daném objemu, navic ma tato Uloha obecny charakter.
Nejprve opét podminky: r; v > 0.

P Nyni napiSeme vzorce pro objem a povrch vélce:

14 . e el "
V=Spv=nri-v=v= — zde jsme rovnou vyjadfili rozmér v.

S = 2Sp + Spl = 21r? + 2mrv = 2mr? 4 2Mr - — , co? je pro nas

nr? ’

3, F funkce s jednou nezndmou r a hledame minimum této funkce.

Nejprve spocitdame prvni derivaci a stacionarni body.

2V
S'(r) =4nr+ (1) 2v-r~2 = 4nr — s

, 2V 2V 2| v
SM=0e4nr—-—=0c4mr’-2V=0or’=—or= |—.
T2 41 27

Toto je staciondrni bod, kde muize byt hledany extrém.
Musime nyni dokdzat, Ze se jednd o globalni minimum. Vime, Ze r € (0; o). Nyni
zjistime, k jakym funkénim hodnotdm se blizi funkce v téchto krajnich bodech.

%4
0+

Pokud 7 — 0, potom lim 2772 + 277 - — =neex.> lim 27r? + 2nr - —— = 0 + — = oo,
r—0 nr nr

r—0+

Pokud r — oo, potom lim 2mr? + 27mr - # = 0o, Tedy je jasné, Ze ndmi nalezena hodnota je

T—00

globalni minimum.

. oy ” , . 14
Nyni tedy muUzeme dopoditat druhy rozmér valce: v=— = = =

S =

nr 3V, 3 |n3y2

m( 271) 412
3 4772 34V
V3. _ 3
n3y2 13

, v . . 3|V
Hledané rozméry valce jsou r = -av=
s

3[4V
"
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Priklad 2
Z libovolného kuZele daného vyskou H a priimérem podstavy D lze zhotovit vdlec
s maximdlnim objemem V. UrcCete rozméry takového vdice.
(Zadani pfevzato z Aksamit, Mraz [1].)
Nyni hleddme maximalni objem vepsaného télesa, ktery mame za ukol spoditat

obecné. Opét nam pomuze ilustrace problému.

Podminky: r;v; D; H; R > 0;r € (0;R); v € (0; H).

Protoze nemame zadanou zadnou druhou veli¢inu nez

tu, jejiz maximalni hodnotu hleddme, musime opét

vyuzit geometrickych vztaht mezi télesy.

ProtoZe s primérem bychom slozZité vyjadrovaly vztahy mezi télesy, budeme pracovat

v v v o v
—, z ¢ehoZ mlzeme
R-1

N

s polomérem R = %D. Na zakladé podobnosti plati: % =

vyjadrit jednu z neznamych, kterou posléze dosadime do vzorce pro objem. Abychom zjistili,
ktera se nam bude nejvice hodit, odvodime vzorec pro objem valce.
V =Sp:v=mnr?-v, z&hoi vyplyva, 7e potfebujeme dosadit nezndmou v, kterou lze

vyjadfit z pfedchozi rovnice jako v = g (R — r). Nyni dosadime a zderivujeme:

V() = nr? -%- (R —7).

HRR —r H
V'(r) ——an-—(R )+nr2-(—1)-—R.
V'(r)=0 2 (R ‘r‘)+ 2. (-1 =0 2 H-(R ) =0
— @ L — . J— Pp—_ @ — . —_— —_— " —_— =
r nr R r 2 nr(R n-rg
2 H-(R ) H 2R —2r = —ZR
©—H- (R-r)=r—o2R-2r=rer=-R.
R r r R rErer 3

. . . sy 2
Nyni mame stacionarnia bod r = ER'
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Opét musime dokazat, zda se jednd o maximum. JelikoZ vime, Ze nezndma r € (0; R),
dosadime obé krajni hodnoty, v kterych by také mohl byt podle Weierstrassovi véty extrém,

a poté odvodime, jaky extrém je v ndmi nalezeném bodé. Vime, Ze r € (0; R).

Jestlize 7 = 0, pak: V(0) = 0+ =+ (R — 0) = 0.

Jestlize r = R, pak V(R) = mR? -%- (R —R) = nR? -%- 0 = 0. Z toho plyne, Ze tyto krajni
hodnoty jsou minimalnimi hodnotami, protoze zdporny objem nemd smysl. Tudiz nami
nalezend hodnota r = gR je globalnim maximem, protoze lezi v intervalu mezi

dosazovanymi krajnimi body.

2 1
., , . H H:\R—R H-R H
Dopocditame druhy rozmér: v = = (R—17r) = ( - ) = ; =3

Hledané rozméry jsou tedy r = ER av= %

Priklad 3

Najdéte pravidelny trojboky hranol, ktery ma pri daném povrchu maximdlini objem.

(zadani pfevzato z Hruby, Kubat [4])

Reseni:

Hleddme maximalni objem pti daném povrchu, opét obecné. Situaci nacrtneme.
Podminky: vy; a; v, > 0

Nyni vyjadfime oba potfebné vzorce:

avg
2

S=2Sp+Spl=2- +3a-vr=a'v, +3a-vr.

av, . / , .
Za-vT, budeme hledat maximalni objem.

V=Sp v=

Potfebujeme nejprve zredukovat pocet proménnych.

ProtoZe vime, Ze se jednd o pravidelny trojboky hranol, miZeme pomoci Pythagorovy véty

dopocitat rozmér v,:

af2

Dale musime dosadit jeSté za hodnotu vy, coz Ize vyjadfrit ze vzorce pro povrch nasledovné:
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V3
S—awv, S—=5a
S=av,+3a vy > vp = 3a = 3a

Nyni mGZeme dosadit do vzorce pro objem za hodnotu v, a ziskdme funkci jedné redlné

proménné, kterou budeme moci zderivovat.

B . 3
V()_a'Ta S—50a* V3a®> S 3a® V3a_V3a S V3 , \3
Y= 3¢ 4 3a 4 6a 4 3 4% 6
_V3S 3 , V3§ 1,
T2 YT T2 g%
Vi@ = —3. 2 2+\/3_’S_ 3a2+\/§5
=Tt T T T g T
3a> /3§ 2v/3S
V@ =0 —=——92=2V35ea? =——,
8 12 9
Stacionarni bod a? = %si prozatim ponechame v tomto tvaru pro prakti¢téjsi nasledné

Upravy.
Nyni musime jesté ovérit, zda se jedna o globalni maximum. Vime, Ze
a € (0; o). Nyni zjistime, jak se chovaji funkéni hodnoty v okoli téchto krajnich bodu.

Pokud a — 0, potom lim@- a—1a3=0
a-0 12 8

Pokud a — oo, potom lim%-a—%ag’ = lima- (%—%az) =00 (—00) = —oo.

a—oo a—oo

Proto je jasné, Ze ndmi nalezend hodnota leZici v tomto intervalu je globalnim maximem.

Dopocitdme tedy rozmér v pomoci délky strany trojuhelnikové podstavy a a délku

strany podstavy a vyjadfime pomoci télesové vysky vy.

243 - <\/T§a2 +3a- vT> Z@é\/?a

, _2V3S +2\/§-3a-vT_3a2+2\/§.3a.vT
“ = 9 = 9 = 9

1 2V3-a-v
az:§a2+TT@3a2=a2+2\/§-a-vT®2a2=2\/§-a-vT
2a? a
Zﬁa—vTﬁvT—E:a—vT'@.

Hledané hodnoty jsou tedy a = vy V3 a Vp =

&=
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4.2.3 OSTATNI PRIKLADY

Priklad 1

Najdéte takové kladné Cislo, aby soucet tohoto ¢isla a jeho prevrdcené hodnoty byl
minimdini.

(zadani pfevzato z Hruby, Kubat [4])

Reseni:

Podminky: a > 0.

a+ i = f(a), v tomto pfipadé mame rovnou funkci jedné neznamé, proto muzeme rovnou

prejit k hledani extrému.
1
f'a) =1- s
flla)=0& a—lz =1 © a = 1, coi je hledany stacionarni bod.

Nyni dokdZeme, zda se jedna o globalni minimum. Vime, Zze a € (0; o).

Pokud a — 0, potom lima+l=neex. - lim a+l=0+i= 00,
a-0 a a-0+ a 0+

. 1 s . vi s
Pokud a — oo, potom lim a +Z = 00. Proto je jasné, Ze nalezena hodnota leZici v tomto

a—oo

intervalu je globalnim minimem.

Hledané Cisloaje a = 1.

Priklad 2
Cislo 58 rozloZte na dva séitance tak, aby jejich soucin byl maximdini.
Reeni:

Ze zadani plyne, Ze a + b = 58, pficemz soucin a - b ma byt maximalni. Nejdfive opét
uréime podminky: a; b > 0;a € (0;58); b € (0; 58).
Zvyrazu a + b = 58 mlzeme vyjadfit jednu z neznamych, napfiklad a = 58 — b.
Soutin: a- b = f(a; b) je pro nas funkce, jejiz maximum hleddme. Protoze se v ni vyskytuji
dvé proménné, dosadime za a vyraz, ktery jsme odvodily a dostaneme funkci jedné
proménné, a to: f(b) =(58—b)-b =758b—b2 Nyni postupujeme jako u vsech
predchozich prikladd.
f'(b) =—2b+ 58
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f'(b) =0 o 58 =2b< b =29, coi je hledany staciondrni bod.

Abychom oveéfili, zda se jednd zdroven o globdlni maximum, najdeme funkéni
hodnoty v krajnich bodech interval, kterych miZe nezndma nabyvat. Vime, Zze b € (0; 58).
Pokud b = 0, potom f(0) =58-0—-0=10
Pokud b = 58, potom f(0) = 58-58 —582 = 0. Je tedy jasné, Ze nalezend hodnota je
globalnim maximem.

Dopocitdme i druhou nezndmou: a = 58 — b = 28 — 29 = 29.

Cislo 58 tedy rozloZime na séitance 29 a 29.

Priklad 3
Dané cislo x > 0 rozloZte na dva scitance tak, aby soucet jejich n-tych mocnin byl minimdilni.
Reseni:
Zadani fikad, Ze x =a+ b, a hleddme aa b tak, aby a™ + b™ = f(x;y) bylo
minimalni.
Podminky: a; b > 0;a € (0;x); b € (0; x).
Zvyrazu x = a + b lze vyjadfit jednu z neznamych, napftiklad b = x — a.
Potom dostaneme funkce f(a) = a™ + (x — a)™ a hleddme minimum této funkce.
fl@=n-at+n-(x—a)™t (-1)
flla)=0en-@1-(x-—-a)®™) =0
Podle binomické véty plati:
n-(a—x+a)-[a?+a"? - (x—a)l+--+a-(x—a)" 3+ (x —a)"?],
pficemz [a" 2 +a" %2 - (x—a)l++al - (x—a)" 3+ (x —a)" %] # 0,
tedya—x+a=0<:>2a=x<:)a=§.
Abychom dokazali, zda je jednd o globdlni minimum funkce, dosadime do krajnich
bodi a € (0; x):
f(0) =a™
f(x) = a™, je patrné, Ze tyto hodnoty jsou maximdlni, tedy hodnota g lezici mezi krajnimi
hodnotami je globalni minimum funkce.
Nyni Ize dopoditat hodnotu b, ktera byla vyjadiena jakob = x —a = a — % =
Tedy dané &islo a musime rozlozit na dvé shodna Cisla, aby byl soucet jejich n-tych

mochin minimalni.
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4.2.4 PRIKLADY K PROCVICENI

1.
2.

Najdéte rovnostranny trojuhelnik, ktery ma pfi daném obvodu maximalni obsah.
Jedna strana knihy ma mit 405 cm?poti$t&ného obsahu. Horni a dolni okraj jsou 3 cm
a bocni 2 cm Siroké. Jaké rozméry ma mit kniha, aby jeji obsah byl minimalni? (zadani
pfevzato z Aksamit, Mrdz, [1])

Z drevéné desky tvaru ostrouhlého trojuhelnika (jedna jeho strana ma délku a, vyska
k této strané v,), ma byt vyfiznuta stolova obdélnikova deska, pficemz jedna strana
obdélniku splyva s &asti strany trojuhelnika. Urcete rozméry stolové desky tak, aby
deska byla co nejvétsi, tedy aby jeji obsah byl nejvétsi moziny.

Ctvrtka tvaru obdélnika ma rozméry 60x28 cm. V kaidém z jejich rohdl se odstfihne
stejny Ctverce a zbytek Ctvrtky se slozi do tvaru oteviené krabice. Jak dlouhd musi byt
strana odfiznutych ¢tverc(, aby objem krabice byl maximalni?

Z dratu dlouhého 104 cm se ma zhotovit model kvadru s maximalnim povrchem tak,
aby soucet délek dvou podstavnych hran byl roven vysce (délce treti strany) kvadru.
Urcéete rozméry kvadru.

Do kuZele o polomeéru podstavy r a vysce v vepiSte rotacni valec maximalniho
objemu. (zadani prevzato z Hruby, Kubat, [4]).

Urcete takové nenulové redlné Cislo x, Ze jeho rozdil s prevracenou hodnotou druhé
mocniny tohoto Cisla je minimalni. (pfiklad prevzat z www.is.muni.cz).

Rozdélte Cislo 50 na dva scitance tak, aby jejich soucin byl maximalni.

Vysledky: 1.c = a = %o (a ... rameno, c... zakladna, o... obvod). 2. x = 3+/30;

405
T 3v30

3.x—1

=4y =§va (a... zakladna trojuhelnika, v,... vySka na zdkladnu). 4. x = 6cm. 5. a =b =

6,5cm; ¢ = 13cm (a, b... délky podstavy, c... vyska kvadru). 6. r; = gr; v, = %v (r... polomér valce, v... vyska

valce). 7.x = —3/2.8.x = y = 25.
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5. ZAVER

Cilem této prace bylo vytvorit sbirku resenych pfiklad na uziti diferencidlniho poctu
jedné redlné proménné. Aplika¢nimi ulohami jsou predevsim priabéhy funkci a slovni ulohy
na extrémy, které jsem v této praci resila.

V pocatecni ¢asti prace jsem dvé kapitoly vénovala shrnuti zakladni potfebné teorie
pro vyse zminéné aplikac¢ni Ulohy. Tato teorie byla nasledné vyuzita v aplikacnich pfikladech.

Druha ¢ast prace se jiz vénuje aplikacnim uloham. V této ¢asti jsem resSila pribéhy
funkci. U kazdého ptikladu byl uréen definicni obor funkce, spojitost funkce, popftipadé
periodicita, priseciky s osami x a y, parita funkce, monotonie funkce a stacionarni body,
lokalni maxima a lokdlni minima, konvexnost, konkdvnost a inflexni body, limity v krajnich
bodech definicniho oboru, asymptoty funkce, obor hodnot, popfipadé dalsi vlastnosti
funkce, globalni extrémy (pokud existuji) a graf funkce. Grafy funkci jsou vytvoreny
v programu GeoGebra. Funkce byly vybirany tak, aby od kazdého typu zmifiovaného v ivodu
prace byla vybrana alespon jedna. Kazdy priklad se sklada ze dvou cCasti, nejprve je resSen
prabéh funkce a nasledné jsou hledany globalni extrémy na konkrétnim uzavieném
intervalu, kde pouzivdme k reSeni Weierstrassovu vétu. Priklady jsou provazeny slovnimi
komentari vysvétlujici postup a jsou fazené podle obtiznosti.

Dalsi ¢ast prace je vénovand uloham na extrém. Tato Cast je rozdélena podle
charakteru uloh. Jsou feSeny ulohy, v nichZ se vyskytuji rovinné Utvary, prostorova télesa, i
dalsi ulohy numerického typu. U kazdé ¢asti Ize najit priklady reSené konkrétné i obecné.
Priklady v této ¢asti jsou opét doplnény komentafi vysvétlujici postup a jsou fazeny podle
obtiznosti.

Tato prace by méla slouzit jako studijni opora studentim stfednich skol, gymnazii,

poptipadé studentim bakaldfskych studii.
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