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Anotace

Ma bakalarska prace pojednava o diferencidlnich rovnicich a jejich aplikaci. Cilem
mé bakalarské prace bylo vytvorit soubor aplika¢nich uloh na toto téma z ruznych oboru
a ukazat tak velké zastoupeni matematiky v bézném zivoté. V préci jsou uvedeny piiklady
ruznych situaci a déju, které se daji popsat diferencidlnimi rovnicemi a u kterych po
dofesSeni rovnice zjistime vztah mezi zkoumanymi objekty. Jsou to napi. zakon radioak-

tivniho rozpadu, intenzita svétla a rust rostliny.

Annotation

My bachelor thesis focuses on differential equations. The goal of this thesis is to
create a set of application tasks for this topic from various disciplines and to show big
representation of math in normal life. There are mentioned examples of various situations
and processes in this thesis, which we can describe by differential equations and after
solving this equations, we get relationship between examined objects. It’s for example

law of radioactive decay, intensity of light and growth of plant.
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Kapitola 1
Uvod

Z historického hlediska muzeme fici, ze matematika jako védni disciplina vznikla ze
zcela konkrénich potfeb zaznamenat a popsat ruzné realné situace. Pomoci matema-
tickych modelu, se da zjistit Tada dulezitych tdaju a vztahu. Nékdy se zda, ze teorie
prevazuje nad jejim praktickym vyuzitim.

Motivaci této bakalarské prace bylo predevsim studium na této pedagogické fakulte,
kde mé probirana latka - diferencidlni rovnice zaujala.

Cilem mé bakalaiské préce je ukazat vyuziti matematiky, konkrétnich diferencidlnich
rovnic, v praxi. Vytvorit soubor aplika¢nich piikladu souvisejicich s problematikou dife-
rencidlnich rovnic. U piikladu uvést jasny a srozumitelny popis a feseni, piipadné je
doplnit nazornym obrazkem. Dalsim cilem je prostudovat ruzné materialy, které se tykaji
praktického vyuziti diferencialnich rovnic.

Struktura mé bakalaiské préace je nasledujici: kapitola[ll- ivod, kapitola@ pojednava
o diferencidlnich rovnic v oboru matematiky, kde muzeme najit diferencialni rovnice:
integracniho faktru, separace proménnych, homogenni, bernoulliho a aplikacni ptiklady.
Kapitola [ pojednava o uziti diferencidlnich rovnic v oboru fyziky, kde muzete najit
piiklad napt. zékon radioaktivniho rozpadu nebo intenzitu svétla a kapitola M je zavérem
mé bakalarské préce.

Ma bakalarska prace je psana v programu KTEX. Obrazky jsou tvoreny v programu
GeoGebra.



Kapitola 2
Priklady z matematiky

Nejprve na nékolika piikladech pripomenme zpusoby feseni diferencidlnich rovnic.

2.1 Integracni faktor

Reste diferencidlni rovnici y’ + 2y = 12. H]
Poznamka: Tato rovnice se da tesit pomoci integra¢niho fakoru, ale také metodou
separace proménnych. My si ukdazeme oba dva zpusoby.

Pomoci integracniho faktoru:

Reseni:
y+2y = 12,
a(z) = 2,
b(x) = 12.

Vypocitame si integracni faktor.
A(z) = /de =21 = .

Nyni zderivujeme (y - €**)'.

(y.€21>/ — y/.€21+y_2€217

(y-e*) = ey +y).
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Rozndsobime zadanou rovnici 3 + 2y = 12 integra¢nim faktorem e?*. Pak

e (y +2y) = 12e*,
(y . 62:13)/ — 126217

/(y-e%)'dy = /1262”” dz,

2x
e = 12. 5 +c
Y 9 )
y-e* = 6e* +c,

y = 672:1:.(662:1:_'_6)7
y = 6+ce

Resenim zadané rovnice je funkce y = 6 + ¢ e=2* pro z € R, kde ¢ € R..

Graf funkce y pro ¢ =0, ¢ = £1 a ¢ = £2 je znazornén na obrazku 2.1]

Obrézek 2.1: Graf funkce y =6 +ce 2 proc=0, c = +1 a ¢ = £2.
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Metoda separace proménnych:

Zadanou rovnici budeme fesit pomoci separace proménnych, to znamena, ze proménnou

x ddme na jednu sranu a y na druhou stranu rovnice.

Resent:
y+2y = 12
y = 12-2y,
y = 2-(6-y).

Predpokladejme, ze y # 6, pak

Y
= 2,
(6—y)
/ L g / 2d
- — €T
6 _ y y )
—In|6 —y| = 2r+¢,
6ln|6—y\ — 6—21‘—0’

6—y = e ¥C
Zvolime + e ¢ = C a dostavame obecné feseni diferencidlni rovnice
y=6—Ce* prox €R, kde C € R - {0}.

Vréatime-li se k predpokladu y # 6, mé-1i bychom ovéfit, zda funkce y = 6 také neni
fesenim zadané rovnice. Po dosazeni do zadani vychazi 12 = 12. To znamena, ze i funkce
y = 6 je TeSenim rovnice. VSimnéme si, ze toto feseni bychom ziskali z obecného teSeni
volbou konstanty C' = 0. Souhrnné mizeme napsat y = 6 —Ce™2* pro x € R, kde C' € R.

Resenf je stejné, jako u zpusobu vypoctu pomoci integracnfho faktoru.

2.2 Rovnice se separovatelnymi proménnymi

Najdéte obecna resni nasledujicich rovnic:

4

D=

o v -cos’z = (1+cos’z) (1—19?
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Reseni:

Zadanou rovnici budeme fesit pomoci separace proménnych.

y -cos’r = (1+cos’w)-(1 —yQ)%,

/ 1 2
yil = w,kdex%z—kkﬁ,y#il.
(1 —y?)2 CcOS°T 2

Nyni tuto rovnici zintegrujeme a vyjadiime hodnotu y.

1 1
—dy = 1]d
/(1_y2)% Y /(cos% - ) -

arcsiny = tanxz + x4+ c,

y = sin(tanx +x + ¢) prox#g-i-kﬂr, kde C' € R. (2. 1. 1)

Navic i funkce y = 1 a y = —1 jsou tzv. singularnimi fesenimi zadané rovnice.
Na obrézku 22l muzeme vidét graf funkee (2. 1. 1) pro ¢ = £1.

e =—1

Obrazek 2.2: Graf funkce y = sin(tanz + = + ¢) pro ¢ = +1.
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3d d

. x‘ T ¥y _ M]
siny x

Resent:

Pomoci separace proménnych ziskdme obecné feSeni v implicitnim tvaru.

cdr ydy

sin y x
2?dx ~ ydy
siny 1
ztder = —y-sinydy,

/x der = —/y-sinydy,

x° .
E = y-cosy —siny.
Poznamka: Integral — [y - siny dy potitdme pomoci metody per partes, ze

u=y u' =1

v =siny v = —Cosy
pak — [y-sinydy = y-(—cosy)— [ 1-(—cosy) dy = —y-cosy+ [ cosy = —y-cosy+siny.
o 2y—a2-y =0 M]

Reseni:

Tento priklad budeme tesit obdobné jako predchozi, opét zkusime separaci proménnych.

2y = 2’y
/
2073 = y—,kdey#O,x#O.
Y

Nyni tuto rovnici zintegrujeme a vyjadiime y.

2/:1:3d:1: = /ldy,
Y

2. — = 1
1
T e = In |y,

1
y = +e 27
Zvolime +e® = C a zapiSeme obecné TeSeni rovnice

y:Ce_x% pro x # 0, kde C' € R — {0}.
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Béhem vypoctu jsme vyloucili mozné teseni y = 0. I tato funkce je Tfesenim tulohy

a ziskali bychom ji volbou C' = 0 v obecném feseni diferencialni rovnice. Tedy y = Ce a2 |

Na obrazku muzeme vidét graf této funkce pro C' = £1, C' = £2.

3.

Obrazek 2.3: Graf funkce y = Ce_ac% pro C =41, C = +2.

e (z+1)dy+ayder =0

Reseni:

Rovnici budeme fesit opét metodou separace proménnych.

(r+1)dy + zydx
(x+1)dy
1
= dy
Y
1
J
Y
In |y|

In |y|
In |y|
Y

0,
—xydz,

T

x+1d:p, kde x # —1, y # 0,
/— v dzx,
r+1
1—-1
—/de,
r+1

1
—/1— dx,
r+1
—x+In|z+ 1] +¢,
+ ec+ln|m+1|—x.
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Zvolime £e =C atedy y=C-|x+1]-e™® proxz # —1, kde C € R — {0}. Protoze
ale funkce y = 0 je také fesenim zadané rovice, piseme y = C - |z + 1| - e~* pro x # —1,
kde C' € R.

Na obrazku 2.4l je graf této funkce pro C' = +1, C' = +2.

Obrazek 2.4: Graf funkce y = C - |z + 1| -e™* pro C = £1, C' = £2.

SN (T

Reseni:

Zadanou rovnici budeme fesit pomoci separace proménnych.

ds
I [ Ep— = 1
o) -
ds
14+ == I
(1+d) = =

ds

2 s

at S

ds = (e’ —=1)dt,
d

i = —=°
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Rovnici zintegrujeme a dopocitame.

ds
/dt _ /63_1,

t = In|l—¢€°|—s—Ingc,
1—ef
t+s = In ,
c
1—ef
et—l—s — ’
c
cefel = 1—¢°,
cefel+ef = 1,

efle' c+1) = 1,
e® = e c+1, kdeceR.

A nyni se podivejme na nékteré aplikace, u jejichz feSeni se da také vyuzit metoda

separace proménnych.

2.3 Ropna skvrna

Kruhova ropna skvrna na hladiné se rozsituje tak, ze polomér roste rychlosti, ktera je
neptimo imeérna druhé mocniné polomeéru. Sestavte diferencialni rovnici popisujici tento
proces a vyfeste ji - tj. zjistéte, jakd funkce popisuje proces zvétsovani polomeéru olejové
skvrny v cCase. |

Resent:

Oznacéme:
x ... cas Y ... polomeér

Zavislost velikosti poloméru y na ¢ase x oznacme jako funkei y(z). Ze zadani vime,
ze polomér roste rychlosti, ktera je nepiimo imérna druhé mocniné poloméru. Zménu
poloméru y v case z (x > 0) pak muzeme vyjadrit derivaci funkce y(z) (pro jednoduchost
piseme y'). To matematicky lze zapsat y' = k - y% Tuto diferencidlni rovnici vytesime
separaci proménnych, kde k£ € Rt (k je koeficient vyjadiujici kvalitu ropy).
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1
/
y = k'_a
72
dy L
dx y?
/y2dy = k;/da:,
3
v kx 4+ c,

3
yv* = 3(kx+c),

y = /3(kxr+c), kde c € R.

Kdyz v ¢ase x = 0 bude polomér y = 0, pak 0 = /¢, tedy ¢ = 0. Funkce vyjadiujici
popisovany proces zvétsovani poloméru olejové skvrny v éase  je y = v/3kz. Pro hodnoty
koeficientu £ = 0,5, k = 1 a k = 2 nakreslime graf, ktery je na obrazku 2.5

Obrazek 2.5: Graf funkce y = v/3kz.

2.4 Bavlnik

Prvni mésic rustu u nékterych vyznamnych prumyslovych plodin (kukufice, séja, ba-
vlna) je okamzitd rychlost rustu hmotnosti rostliny piimo imérna jiz dosazené hmostnosti.

Pokud ¢as métime na dny, tak u baviniku je koeficient této pfimé imérnosti roven 0, 21.
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Ptredpokladame, ze bavlnikova rostlina dnes vazi 70 mg. Za jak dlouho se jeji hmotnost
zdvojnasobi? Kolik bude vazit za meésic? |

Reseni:

7 fyzikalniho hlediska vime, ze okamzita rychlost rustu hmotnosti rostliny je cha-
rakterizovana derivaci funkce. Pokud tedy funkci hmotnosti rostliny v zavislosti na case
oznac¢ime jako y(x), kde = vyjadiuje ¢as (ve dnech), pak okamzita rychlost rustu je y/(z).

Oznacme:
y(0) =70 mg pro bavlnik plati & = 0, 21

Nejprve si musime sestavit obecnou rovnici rustu bavlnikové rostliny, abychom mohli

zjistit odpovédi na kladené otazky. Tedy

Vo,
y )
1
—dy = kdz,
Y
1
/—dy = /k:d:p,
Y
Inly| = kz+e¢,
lyl = e

Vzhledem k tomu, Ze y vyjadiuje hmotnost rostliny je |y| = y. Tedy
y = ek:erc’
y = Ceék.

Vyuzijeme-li poc¢atetni podminku, ze v case = 0 je hmotnost rostliny 70 mg (tj.

y(0) = 70mg), bude C' = 70. Funkce popisujici zkoumany jev je

y(x) = 70e"2 (%)

Hmotnost rostliny bude dvojnasobné, kdyz rostlina bude vazit 140 mg. Dosadime do
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funkce (*) a vypocteme cas x.

140 = 70e%%®,

- 60,21x
In2 = Ine®?'®,
In2 = 0,21z,

In 2

r = —,

0,21
r = 3,3

Hmotnost bavinikové rostliny se zdvojnasobi priblizné za 3,3 dny.

Daéle nas zajima kolik bude rostlina vazit za mésic, nebo-li za 30 dni.

y(30) = 70-eHH,
y(30) = 38120.

Bavlnikova rostlina bude vazit za mésic 38 120 mg (tj. 38¢).

2.5 Pivo

Ve velké nadrzi je 500 galonu 4% piva. Rychlosti 5 galonu za minutu se do nadrze
pridavé 6% pivo. Piva se v nadrzi dukladné rozmichaji a vznikla smés se stejnou rychlosti
vypousti z nddrze ven. Kolikaprocentni pivo bude v nadrzi po 1 hodiné a po 2 hodinach?

K jakému pivu bude situace konvergovat s rostoucim casem? |

Resent:

Oznacme:
V...objem y... objem 100% alkoholu v nédrzi
... objem 100% alkoholu v 1 galonu r ...prutok piva

Pomoci piimé timeéry zjistime, kolik galonu 100% alkoholu je v nédrzi.

500 gal......100% 5 gal......100 %
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Sestavime diferencialni rovnici, kterd popisuje déj v nddrzi a pokusime se ji vytesit.

dy r
@ - Ty yths
d
. Y = ldz,
—V-y—i—O,S

d
v -y+0,3

- = T+c,
v
T T
In|— — 0,3 = ——
nf—5 y+0,3 (@ +e)(=1 ),
T r
— . 0.3 = e@t=v)
V y_'_ ) ‘ e )
e s S
r —r
_ 0.3 = 4“7 . %V
Y0, e e v,
—é y = K-ev®-0,3,
K-ev®—0,3
y = r
v

Nyni do feseni dosadime hodnoty, které zndme, tedy za z = 0; V = 100; y = 20; r =1

a vypocitame konstantu K.

Keb —
50 — e 10,3’
~ 100
—0 K
20 = *
100
K = 0,1.

Po dosazeni dostaneme obecnou rovnici

e~ .0,1—0,3
Yy = 1
~ 100

y = 30— 10e 0.

Tato zavislost vyjadiuje mnozstvi % alkoholu v nddrzi za urc¢ity cas.
Kolikaprocentni bude pivo po 1 hodiné?

Zajima nas funkéni hodnota vysledné funkce v case x = 1 hodina = 60 minut.

y = 30— 10e 10,
y = 24,5 gal
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Ptevedeme na procenta pomoci pfimé timeéry

24,5 - 100

=4,9%.
500 9%

Pivo po jedné hodiné procesu bude 4, 9%.
Jak silné bude pivo po 2 hodinach?

Tentokrat hodnota x = 2 hodiny = 120 minut, dosadime do obecné rovnice a vypocteme

y = 30— 10e 10,

y = 27 gal.
Opét prevedeme na procenta

27 —
21100 = 5, 4%.

Pivo bude 5, 4%.
K jakému pivu bude situace konvergovat s rostoucim casem?

Odpovéd na tuto otdzku vyfesime vypoctem limity pro x — oo.

lim (30 — 10e~ 10 ) = 30 gal.

T—00

Prevedeme na procenta

30 —
20100 = 6%.

S rostoucim ¢asem bude situace konvergovat k 6% pivu, coz odpovida predstave
michani 6% piva do 4% po dostateéné dlouhou dobu. Abychom nemuseli stale prepocitavat

galony na %, muzeme upravit obecné reseni na tvar
T
30 — 10e~ 100

I Tt
Y 500 00,

y = 6 — 2¢ 100 .

Nyni funkce popisuje kolika % pivo je v nadrzi v case x. Graf této funkce muzeme

vidét na obrazku
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Ohod 10hod 20hed 30hod 40hod S0hod G0hod FOhod B80hod 20hod 100hed

Obréazek 2.6: Graf funkce y = 6 — 2~ 100 .

2.6 Geometricka aplikace rovnic 1. radu

Dalsi aplikaci, se kterou se muzeme setkat pti reSeni diferencidlnich rovnic je aplikace

geometrickd. Muzeme urcovat tzv. izogonalni trajektorie soustavy car.

Poznamka: Izogonélni trajektorie soustavy ¢ar F'(x,y, c) = 0 je kiivka, kterd kazdou

caru dané soustavy protind pod zadanym tihlem ¢. Ortogonalni trajektorie soustavy car

F(x,y,c) = 0 je kiivka, kterd kazdou ¢aru dané soustavy protind pod pravym thlem.

Ortogonalni trajektorie je totiz specialni piiklad izogonalni.

Najdéte ortogonalni trajektorie soustavy krivek:

o y=ax?

Reseni:

i

Nejprve sestavime diferencidlni rovnici puvodni soustavy rovinnych ¢ar. Pomoci rov-

nice

F F
Z_x + g—y "= 0, kde funkce F(z,y,c) =0, (%)

do které dosadime zadanou kiivku, uréime jeji derivace a vyjadiime parametr a.
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oy —as?) | Oy —as®) |

=0
Ox oy ’
—2za+vy = 0,

y = 2za,

y/
a = —, kde x #0.
2z

Parametr a dosadime do zadané rovnice, ¢imz ziskame potiebnou diferencialni rovnici.

_ Y
y_2ZL'x’
/
y:y—x,
2
2y = Yy,
;L 2y
Yy o= —.
e

Dalsim krokem je sestavit diferencialni rovnici soustavy izogonalni trajektrorii s ithlem
a = 90°. To znamena, ze diferencidlni rovnici soustavy ortogonalnich trajektorii dosta-
neme z diferencidlni rovnice systému F'(z, y, a) = 0, jestlize v této diferencidlni rovnici

nahradime y’ vyrazem ——.
Y

-1 2y
y  a]
v o= =2yy,
/x der = —Z/y dy,
e = =2
e
2 2

c
Oznacime C' = —5 pak
2

C:y2+%, kde C € R.

Ortogonalni trajektorie popsané touto rovnici jsou ziejmé elipsy. Na obrazku 2.7 je

graf kitvky C' = ¢> + 2 pro C = 1,2,3,4,5,6.
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Obrézek 2.7: Graf funkce C = y2 + & pro C = 1,2,3,4,5,6.

Sestavte diferencialni rovnici pro trajektorii, protinajici kfivky dané sou-

stavy pod danym thlem .

o y=kx, p=060° M]
Reseni:
Tento ptiklad budeme fesit podobné jako predchazejici. Nejdtive sestavime diferencialni

rovnici puvodnich ¢ar. Za pomoci rovnice (**) vyjadiime parametr k.

Iy — k) N Iy — kz) y

= 0

Ox Ay ’
—k + y, - Oa
ko= .

Parametr k& dosadime do zadané rovnice a vyjadiime /'

y = yr,
Yy = g,kdeaz;«é().
X

Nyni sestavime diferencidlni rovnici soustavy izogonalnich trajektorii s ¢ = 60° po-

moci vzorce ,
y — f(z,y) M]

tan g = .
L+y'f(z,y)
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Iy
tan60° = J .
14 2
y'z—y
+V/3 = A,
/ J—
3 = Yoy
T+y'y

V3 +yy) = Y-y,

+V3r£V3y'y = Yz -y,
+V3z+y = y'z+V3yy,
+V3+y = y(z+V3y).

Najdéte trajektorii, protinajici kfivky dané soustavy pod thlem 45° (iihel

odecitame v zadporném smyslu).
e y==xlncr, p=45° M]
Reseni:
Sestavime si rovnici pomoci vzorce (**) a vyjadiime si parametr c.

—lncx—1+y = 0,
y—1 = Incx,

e¥ = cr,

= C.

Nyni se vratime zpét k zadané rovnici, do které dosadime parametr c.

xe¥ 1
y = xln ,
X
y = z(y —1),
y = ay —u,
vy = y+uz,
/ y+x
y = :
X

Sestavime diferencialni rovnici puvodni sestavy pomoci rovnice

y + f(x,y) M]

tanp = ,
L+y'f(x,y)
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kde thel budeme odecitat vzaporném smyslu.

tan45H° =
1 =

-1 =
—r+yy—ry =
Yy +2'r =
y'(y+2z) =
/() -

Jedna se o homogenni diferencialni rovnici, u které vyuzijeme substituci

(d'z+a)- (a+2)

dxr+a

a+2

/ aQ+2 da
a®+a

Ina® — In(a + 1)

a’xc

a—+1

a“xc

In

y/_m
yr—y—ux x
x rtyy+ oy
yr—y—u
y'r—y—w,

Y,

SHRSIES

, kde z #0.

—= a,’

a
a+2’
a
a+2 B
a—a®—2a

)

Y

= <41,

T
Yy+x

)

X

= y+uw,
= (y+az)-
= C({y+zx

1
kde — = C,
c

, kde C' € R.

Q=

~—

a vytesime.
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Na obrazku 2.8 je graf této kiivky pro C' = +1,4£2, £3 a y = —=.

Obrazek 2.8: Graf funkce y?> = C (y + ) pro C = £1,4+2,+3 a y = —x.

2.7 Homogenni rovnice

Dalsi metodou pii feseni diferencialni rovnice muze byt zavedeni vhodné substituce.

U homogennich rovnic budeme pouzivat substituci

<

a==>=>y=ar=>vy =dz+a. (% * %)

8

Najdéte obecna reseni nasledujicich rovnic:

oy =ty W
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Reseni:

Nejprve si rovnici upravime.

vy = (2z+vy),
y = 2+ Y.
x

Do této rovnice dosadime substituci (x * %) a zjednodussime.
dr+a = 2+a,
dr = 2.
Pomoci separace proménnych zjistime obecné feseni rovnice.

2
a = — prox #0,
x

1
/dazQ/—dx,
x

a = 2(lnx+Inc),

¥y _ 21nzxc,

x

y = 2zlnzc, kde ¢ # 0 nebo ¢ € R —{0}.

Na obréazku 2.9 je prubéh funkce y pro ¢ = £1, ¢ = £2.

Obréazek 2.9: Graf funkce y = 2z In(zc) pro ¢ = £1, ¢ = £2.
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e 2xy' = By + x) M]

Reseni:
Ze zadané rovnice si vyjadiime 7/’

/

20y = 3y +x,
Jy 1
/ f— i —
Yo ow Ty
Nyni do této rovnice zavedeme substituci (* * %) a vyTesime.
dr+a = §a+1
2 2]
adr = 3a a+1
-2 2’
adr = 1aJr1
o2 2]
, 1
ar = 5(&—1—1),
5. @ L kdea # -1 (t.y #—2)
: = — ea # — . —x).
a+1 x’ Y

Pomoci separace proménnych ziskdme obecné feSeni v implicitnim tvaru.

2/ L da = /ld:c,
a-+1 T

2Inla+1] = Inlac|,

(a+1)? = ac

2

(Q+1) = xc,
x

y? y

— +2-=—+1 = uzc

x x

y? +2ry +2° = 1’c, kdece R —{0}.

Volbou ¢ = 0 bychom ziskali feseni y = —ux, které jsme v tlohéch vyloucili, proto
y? + 2xy + 22 = 23¢, kde ¢ € R. Na obrazku 210 muZeme vidét graf této funkce pro
c=*1, c=4+2ac=0.
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Obrézek 2.10: Graf funkce y? + 22y + 22 = 2%¢ pro ¢ = #1, ¢ =
+2 aproc=0.

2
r Y
cy=L-2 @
22
Reseni:
Do zadané rovnice muzeme rovnou dosadit substituci (x#) a dofesime rovnici separaci

proménnych.

dr+a = a®—2,
dr = a?

!/

a” —a—2,
a 1
T

m s kdea#—l,a;ﬁQ.
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Zintegrujeme.

1
/aQ—a—Qda

1
g(ln|2—a\—ln\a+1\)
2—a
In
a+1
2—a
In
a—+1
Oznaéime ¢® = C, pak
2—a
a—+1

1
/—dx,
T
In|z| 4+ In|c|,

31n|zc|,

In|z°c®| pro x # 0, kde c € R — {0}.

?C. (2.7.1)

Substituci (***) dosadime do rovnice (2. 7. 1).

20 —y — 23C(y + x)
y— 2z +23C(y+ x)

z2C,
z2C,
z2C,
2C,
2*C(y + ),

0,
0 proxz # 0, kde ¢c € R — {0}.

Vratime-li se jesté k uvaze, co kdyby a = 1 nebo a = 2. Pak Y- tedy y = —x, nebo
x

Y _ 9 tedy y = 2z. Obé tyto funkce splnuji zadani rovnice a jsou také feSenim dané
x

tlohy. Reseni y = 2z ziskdme volbou ¢ = 0 z obecného feseni. Dostaneme feseni ve tvaru
0=y —2r+23C(y+x) prox #0, kde C € R a také y = —x.
Na obrazku 2.11] je graf této funkce pro C' = +1, C' = £2, C' = 0 a graf singularniho

feseni y = —x.
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Obrazek 2.11: Graf rovnice 0 = y — 22 + 23C(y + ) pro C = +1,+2,0

ay=—x.

Do diferencidlni rovnice dosadime substituci (***) a upravime.

22 y?
/ P —_ —_
v 2xy+2xy’
1
/ f— —_— —_ . p—
ar+a = 2a+2 a— a,
, 1 1
ar = — — = -a,
20 2
, 1
20 = — —a,
a
1 — 2
2dx = a’
a
2/
aa - _ = pro a # +1.
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Nyni tuto rovnici zintegrujeme.

2
/ ¢ da = /ldx,
1 —a? T

—In|1—a®| = In|z|+Inlc|, kdece R — {0},

0 = Inl|oe+1In|l —ad?|,
Inl = Inlzc (1 —d?),

1 = zc(1-ad%,

1

- = z(1-d).

. z (1 —a”)

Zvolime % = (' a dostaneme fteSeni zadané rovnice.

y2

C = o—=—,
x
Cx = 2% —y%

0 = 2°—y*—Cz, kdeC € R —{0}.

Pokud by a = +1, pak funkce y = 4z jsou také teseni zadané rovnice.
Na obrazku .12 muzeme vidét prubéh této funkce pro C = +2, y = +u.

Obrézek 2.12: Graf rovnice 0 = 22 — 32 — Cx pro C = £2, y = +z.
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, 2x—y+1 H
4 S —2y+1

Reseni:

Jde o rovnici typu

y’zf(w), B]

Ax+ By +C

kterou prevedeme na homogenni rovnici néasledujicim postupem. Soustavu rovnic

ar+by+c = 0,
Ar+ By+C = 0,

vyTeSime scitaci metodou a zjistime hodnoy = = xg a y = yo, abychom mohli provést

substituci proménnych.

2r—y+1 = 0,

r—2y+1 = 0,

2r—y+1 = 0,

—2rx+4y—-2 = 0,

Jy—1 = 0,

1

v = 3

Vypocitame hodnotu = = z.

2r— - +1 = 0,
6z—14+3 = 0,
6xr+2 = 0,

2

r = —=,

6

1

r = —=.

3

Zvolime substituci proménnych (2. 7. 2) podle vzorce

T = u-+ Zo, x:u—g,
1

Yy = U—=Yo, y:v+§.
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Substituci (2. 7. 2) dosadime do zadané rovnice.

v 2u—g)—(vt3z)+1
du (u—3)—2(w+3)+1’

% B 2u—§—v—é+1

= 1 2 ;

du u—3 —2v—3 +1

2u — v
"= 2.7.3
! U — 2v ( )
Opét provedeme dalsi substituci
z=2, v = zu, v =Zu+ 2.

Tuto substituci dosadime do rovnice (2. 7. 3) a ziskdvdme homogenni diferencidlni

rovnici, kterou vytesime.

, 2u — zu
Zu+z = ,
u— 2zu
/ o U(Q_Z)
Futz = u(l—22)’
, 2—2z
Zu = -z,
1—-2z2
2~ (1—
= z—(1 22)2’
1-2z2
, 2—z—z+22°
Zu = :
1-2z
, 222 — 2242
Ju = ———
1 -2z
2(22 —
e L HE—zED)
1—-22
dz 1—-2z _ 9 1
du 22—2+1 u’
1-2 1
[ o = 2
22 —z41 u
—In|2> —z+1] = 2Injul+21In]c|,
—In|2> —z+1] = 2In]uc|,

0 = Infuc)®* +In|z* — 2+ 1],
Inl = In|u?c®(z* — 2z +1)],
1 = w2 —z+1),
L w (2 — 2+ 1),
(

C = u*(F*—2z+1). (2.7.4)
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Z (2. 7. 2) zjistime
u=z+3, v=y-1.

Promeénné u, v dosadime do rovnice (2. 7. 4) a tim ziskdme obecné feseni v implicitnim

tvaru.

= vQ—vu—l—uQ,

- (=5) = (m3) (s)+(s).

. , 2 Lol 1Y e 2]
= - = — —|lyr—=-x+-y—= e
Y og¥Tg T\ T3t T3V g 3t Tg )

1
¢ = y2+x2—y+x—xy+§.

Na obrazku .13 je graf této kiivky pro C =1, C =2, C' =3 a pro C' = 8.

Obrazek 2.13: Graf rovnice C' = y2+x2—y—i—x—xy+% pro C' =1,2,3,8.
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2.8 Bernoulliho rovnice

U Bernoulliho rovnic budeme pouzivat podobnou substituci jako u homogennich rov-
nic
y = uv, y' = u'v+ . (% % xx)
Najdéte obecna reSeni nasledujicich rovnic:
o zy —y+ay? =0 M]
Resenti:
Do zadané rovnice dosadime substiuci (****) a upravime.

z- (Wo+vu) —uw+ - (w)? = 0, (2.8.1)
2,2

zu'v + v’y — uv + zutv® = 0,
! / 2,2
u- (xv' —v) +au'v +zuv® = 0,
u-(zv —v) = —au'v—zu*’.

Zavorku na levé strané rovnice polozime rovnu nule a vyjadiime v.

=)

v —v =

)

v = w

proxz # 0, v# 0,

1
T
1 1
/—dv = /—d:c,
v x
Injv| = In|zl,

v = X.

Pokud v = 0 je y = 0 také fesenim rovnice (tzv. singuldrni feseni).
Kdyz v = z tak, v' = 1. (2.8.2)
Vrétime se zpét k rovnici (2. 8. 1) a dosadime (2. 8. 2).

r(u'v +uw') — uv + zutv? =

r(u'z +u-1) —ux + autvr® =

220 +ur — ur + 22Ut =

o o o o

22u 4 2u? =
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Pomoci separace proménnych vypocitame neznamou u.

, r3u?
U=
o= —zu?,

u/
2 =
1
—du = — [ xdz,
u
ut -2 ¢
-1 2 2
Oznacme 5 = C a tedy
2
u = .
2+ C
Vyjadiené nezndmé u a v dosadime do rovnice y = uv a dostaneme obecné feseni.
2
Yy = —5——= 7T
24+ C
2x
Yy = .
22+ C

Na obrazku 214l muzeme vidét graf obecného feseni pro C' = +1, C' = £2.

Obrazek 2.14: Graf funkce y = m22-f(} proC =41, C =42
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/ y 1 3 3
—__. 1)3.
i A 5 (x+1)°-y H]
Reseni:
/ / uv 1 3 3
= o (z+1) 2. 8.
u'v 4 uv +x—|—1 ) (x+1)° - (w)”, ( 3)
W +u (v —2 = —1-(x+1)3-u3v3.
r+1 2

Pomoci separace proménnych ze zavorky na levé strané rovnice, kterou jsme polozili

rovno nule, vypocteme neznamou v.

v = 0,
z+1
, v
Vo= ——
r+1
v 1
- 0
v x+1 pro v 70,
1 1
/—dv = —/ dx,
v r+1
Injv|] = —Infz+ 1],
Injv| +Injz+1] = 0,
Injv-(z+1)] = Inl,
viz+1) = 1,
1
v =
rz+1
Derivace v je
/: ]'
(z+1)>
Do rovnice (2. 8. 3) dosadime za
1 , 1
v = = .
r+1’ (z+1)2
Vyjadiime neznamou wu.
1 1 Y 1 I
/ z+1 3 3
: _ - __. 13- ud-
e R e A | y ) <x+1)’
u’ u u 1 1
_ - . 1 3.,3
r+1 (a:+1)2+(a:—|—1)2 (z+1) (x+1)3°
/
u _ s
r+1
u/
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Zintegrujeme.

w? 1 (z+1)2 ¢
) 2 4’
1 (z+1)+c
2w 4
1 = _(:U+1)2—|—c w2,
2
R S
(x+1)2+c¢

V nasem pifpadé ndm bude vice vyhovovat u? a obecné feSenf napiseme v implicitnim

tvaru.
R
- 2 1’
v (x+1)2+c \xz+1)
y' = :

[(z+1) + - (z+1)*

Pokud se vratime k vyloucené moznosti v # 0, pak v = 0 tj. y = 0 je také feSenim zadané
rovnice.

Na obrazku .15l je zndzornén graf této funkce pro ¢ = +1.

-4 -3 -2 -1 (K] 1 2 3 4

2

Obrézek 2.15: Graf funkce y? = (z+1)2+¢ - (x+1)

5 pro ¢ = £1.
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@

3
° 3:L’y’—2y:X—2
y

Reseni:

Do zadané rovnice dosadime substituci (****

3z(u'v + uv') — 2uv
3xu'v + 3zv'u — 2uv

3zu'v +u - (320" — 2v)

40

)

a upravime.

(2. 8. 4)

u? -2’

u - v?’

Ze zavorky pomoci separace proménnych vyjadiime neznamou v.

3zv’ —2v = 0,
3zv = 2w,
v/
v 3z
1 1
“dv = il
/2@ ! /3
1 1
—Injv] = - In|z|,
2 3
ln|v\% = ln|x\§,
1 1
V2 = "L‘37
2
v o= 3.

prov # 0, x # 0,

Pokud v = 0 tj. y = 0, zadana rovnice nemd smysl. Funkce y = 0 neni feSenim tlohy.

Po derivaci v dostaneme

2 a2
VvV = —ar 3 = 1
3 3x3
Nezndmé v, v" dosadime do rovnice (2. 8. 4)
;) 2 2 2 1‘3
3r(u'zs + —Fu) —2uxs = >
3xs ulxs
2
E 2 2uxs x3
u'xs U — = -
3z3s 3z 3uxs
4
;2 " 2 2 2351
u'xs U— —TUu = ,
33 33 2u?
2
;2 T3
3 = —_—
u'x ol
2
€T3
u'u? = -
3xs
1
uu? = <.
3
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Zintegrujeme.

1
/uzdu = —/dx,
3

u? 1 +1
— = —x+ —-c
3 3 37
u3 = xT+c.

Po dosazeni neznamych u, v vyjadiime y.

¥ = W3l

y = (x4 )2’

y = Va3 +ca?

Tato funkce y ma graf znazornén na obrazku .16l pro ¢ = +1, ¢ = £2 a pro ¢ = 0.

/ 2

Obréazek 2.16: Graf rovnice y = v/#3 + cx2 proc==+1, c =42, ¢=0.
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o (zy)*y +uay’=1 H]

Reseni:

Do zadané rovnice dosadime substituci (****) a upravime.

2,2 2

22u*v? - (v +w') + ot = 1,
r2utv*u'v + w'z P + et = 1
2200y + v 4+ e = 1,
w2t +v*lte - (Ve +v) = L

Ze zavorky si vyjadiime v.

vr+ov =

Po derivaci v dostaneme

r 1 1
1’2u2—2 / .
x x x

U— ——Fux

) pI'OIL'?éO,U#O,
X

1
/— dzx,
x

In |z,

In|z|+ In |v],

In |zv],

xv,

1

—
o1
=

42
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Zintegrujeme.

S
[
(o
S
I
8
o
&

wo_ 2 ¢

3 2 2

u_3 a4

3 27
2

B 3(z +c)’
2

" 3/ 3(22 + ¢)

-V
5/ 312 + 3¢

u = _—

2

Oznacime 3¢ = C a dostaneme
51322+ C
U = .
2

Neznamé u, v dosadime do rovnice y = uv a vyjadiime y.

532+ C 5/ 1
y - 2 $3’

532+ C
Yy = op3
I ERE

Na obrazku .17 muzeme vidét prubéh funkce y, kdyz C' = £1, C' = £2.
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Obrazek 2.17: Graf funkce y = \3/ 23 + % pro C =41, C' =+2.
O

e ay+y=y*lufs] M
Resent:
Do zadané rovnice dosadime substituci (****) a upravime.
- (uv+uw)+Fuw = v’z
ou'v+zv'u+uww = u*v®lnlzl, (2. 8. 6)
ru'v +u(zv' +v) = vPollnlzl.

Ze zavorky si vyjadiime v.

' +v = 0,
' = —w,
v 1
—— = — prov #0.
v x

Pokud v = 0 tj. y = 0 je fesnim diferencialni rovnice.

44
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1 1
—/—dv = /—d:p,
v x

—Infv| = In|z|,

Zintegrujeme.

0 = In|z|+1In]v],

Inl = In|xv,

1 = zv,

1
vo= —.

T

Po derivaci v dostaneme

1
v = ——
T

Do rovnice (2. 8. 6) dosadime v, v’

1 1 1 1
' _ 2
x(u;—u;)—i—u; = u;lnm,
, 1 1 u?
u'——u+—-u = — Infz],
x x x
2
u
u o= 3 In |x],
u’ 1
2 2 In [z,
1 1
e du = /? In |z| d,
ut In|z|+1
— = ——— o,
-1 T
1 Infz[+1
u o x ’
I Infz[+1+cx
u o x ’
r = u-(In|z|+1+cx),
x
U = ——.
Injz|+1+cz
Oznacime si cx = C' a tedy
x
U=—"
Injz|+1+C
Nyni vyjadiime y.
y = w,
B x 1
Y Injz|+14+C =z’
1
y =

Injz|+1+C"

45
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Na obrazku .18 je prubéh této funkce y pro C' = +1, C' = £2.

Obrazek 2.18: Graf funkce y = m pro C = +1, C' = +2..



Kapitola 3

Priklady z fyziky

3.1 Vrazda

Na misté vrazdy byla v poledne nalezena mrtvola. V dobé nalezu byla teplota téla
30°C, po 3 hodinach kriminalisté namérili 27 °C'. Teplota mistnosti se stabilné drzela na
20°C. Zjistéte, kdy doslo k vrazde. da]

Poznamka: Vyuzijme nulty zdkon termodynamiky (tj. Je-li utvar A v tepelné rov-
novaze s utvarem B a s utvarem C, jsou v tepelné rovnovaze i utvary B a C.).

Resent:

Oznacme:

x ... ¢as v hodinach y ... teplota téla v case x

Sestavime diferencialni rovnici popisujici tepelnou vyménu a separaci proménnych ji

vyTesime.
y = —a-(y—20),

/ 1 o a
y y _ 20 - ’

/i /
——dy = — [ adx,
y — 20
Inly—20] = —a-z+c,

ly —20] = e * ¢

Vzhledem k tomu, ze teplota téla nemuze klesnout pod hodnotu okolni teploty 20°C,
je
y—20 = Ke ™,
y = Ke "+ 20.
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V ¢ase x = 0 byla teplota 30 °C. Tedy

30
K

Po 3 hodinach byla teplota 27°C. Pak

27
10e3¢

€f3a —

Funkce, kterd popisuje teplotu téla y (°

48

Keé® + 20,
10.

10e73* 4 20,

0,12.

C') po urcité dobé x (hod) ma predpis

y(z) = 10e” %" 4 20.

Normalni teplota lidského téla se pohybuje kolem 36,6 °C' — 37°C". V nasem piipadé

budeme pocitat, ze pred vrazdou méla osoba teplotu téla 36,6 °C'. Chceme tedy urcit cas,

ve kterém teplota téla byla 36,6 °C'. Tedy

36,6
16, 6
1,66

In1,66
In1,66
0,12

r =

20 + 10e~ %7,

106—0,1230

6—0,12J}

—0, 12z,
x’

—4,2.

Y

Ptevedeme si 4,2 hodin na celé hodiny a minuty, tj. 4 hod a 0,2 - 60 = 12 minut.

K vrazdé doslo priblizné pred 4 hodinami a 12 minutami.
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Co, kdyz mél zavrazdény horecku?

V tomto ptipadé by teplota téla pred vrazdou byla napt. 38 °C'. Pak
38 = 20+ 10e”%'*,
18 = 10e '

1.8 = 6—0,12J}
In(1,8) = —0,12z,
|
n(1,8) -
—0,12

r = —4,9.

Ptevedeme si 4,9 hodin na celé hodiny a minuty, dostaneme 4h a 0,9-60 = 54 minut.
K vrazdé by doslo v 7 : 06.

3.2 Polévka

V kuchyni je teplota 25°C'. Za jak dlouho se pravé vypnutd vrouci polévka ochladi
na 30°C, pokud po 15 minutach ma 50°C? E)]

Reseni:

Oznacme:

X ... Ccas y = y(z) ... teplota polévky

K sestaveni rovnice, popisujici proces chladnuti, pouzijeme vztah jako v ptiklade B.1]
Vrazda na strané 47l
Separacich proménnych pak ziskdme jeji obecné feseni.

y/ = (I(y—25),

/

yi — a
(y —25) ’
1
/ dy = /adx,
y— 25
Inly—25 = axr+ec.

Vzhledem k tomu, ze teplota polévky y > 25 je
y—25 = ewte

y = ewte 95

y = Ke* 4 25.
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Pii vypnuti (x = 0) polévka viela (méla 100°C') a pak zacal proces chladnuti, tedy

100 = Ke% + 25,
K = T15.

Dosadime do rovnice y = Ke® + 25 a zjistime hodnotu koeficientu a, kdyz vime, ze

y(15) = 50.

50 = T75eM 425,

25 = T7hel™,
25 _ 15a
75 C
] L 15
n- = a
3 )
In i
0@ = —3
15
a = —0,07.

Muzeme sestavit funkci, ktera popisuje chladnuti polévky a je fesenim diferencialni
rovnice

Yy = 75¢= 007 4 95,

Na obréazku Bl muzeme vidét grat této funkce.

100°C

o°c

min 20min A0min 0min BOmin 100min 120min

Obrazek 3.1: Graf funkce y = 75¢~ %07 4 25,
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Nyni vypocitame za jak dlouho se ochladi polévka na 30°C. Tedy

30 = 75e 007 4 25,

5 = T5e 0T,
o _ —0,07x
5 ¢
1 _ —0,07x
IER
n(—) = —0,07
M5/ = 700
In(&) _
—0,07 ’
= 39

Polévka se ochladi na 50 °C' ptiblizné za 39 minut.

3.3 Zakon radioaktivniho rozpadu

Odvod'te zdkon radioaktivniho rozpadu. Pokud vime, Ze casovy tbytek je piimo

umérny poctu nerozpadlych castic. |

Resent:

Oznacme:

t... cas rozpadu N... pocet atomu v daném vzorku v case t
A... rozpadova konstanta Ny... pocet atomu v ¢ase t =10

Pocatecni podminka:
N =Ny t=0

Separacich proménnych vyjadiime nezndmou N.

AN
“1 N
dt ’
AN

~ = A

AN
~ = —/Adt,



KAPITOLA 3. PRIKLADY Z FYZIKY 52

Zintegrujeme.
In|N| = —XM+In]c,
In|N|—Inlc] = =\,
N
In|—| = =\t
c
61n|§ | _ e”\t,
N
c Y
N = ce ™.

Nyni nas bude zajimat pocet atomu Ny v ¢ase t = 0.

Ny = c-e_)"o,

No = ¢  (3.3.1)

Rovnici (3. 3. 1) dosadime do N = c-e~* a tim ziskdme vzorec zdkona radioaktivniho

rozpadu
N = N,-e .
3.4 Atom
Urcete zavislost poctu atomu radioaktivni latky na case, jestlize plati AN = —IHTQ N dt,

kde N je pocet nerozpadlych atomu v case t, T' je polocas rozpadu. |

Reseni:
In 2
dN = —— - N-dt
T )
dN In 2
— = ——dt
N T
dN ln2dt
N T
In2
InN = = t+e (3.4.1)
T
Predpokladejme:
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Dosadime do rovnice (3. 4. 1) a vyjadiime konstantu c.

In 2
InN, = —HT -0+c,
c = tho.

Konstantu ¢ dosadime opét do rovnice (3. 4. 1) a vyjadiime N.

In2
th = —T ~t—|—lnN0,
In2
lnN—lnNO = —T 't,
N In2
In—— = -2
Ny T
N e,
e = (& T

Zavislost poc¢tu nerozpadlych atomu radioaktivni latky na case je N = et Ny.

3.5 Intenzita svétla

Intenzita slune¢niho svétla pod vodou klesa rychlosti ptimo imérnou intenzité svétla
v dané hloubce. Pokud 8 metru vody absorbuje 15 % svétla, v jaké hloubce bude v poledne
stejné jasno jako na hladiné vody pti uplanku? Intenzita slunecniho svétla v poledne je
300 000-krat vetsi nez intenzita pii tplnku. |

Resent:

Oznacme:
x... hloubka y(z)... intenzita svétla v hloubce x

Ze zadani vime, ze intenzita slunecniho svétla pod vodou klesa rychlosti pfimo imérnou
intenzité svétla v dané hloubce. Zménu intenzity slunecniho svétla v hloubce x vyjadiuje
derivace funkce y(x). To lze tedy zapsat y' = ky. Tuto diferencidlni rovnici jsme uz tesili
v piikladé 2.4 Bavinik na strané [I7

Takze plati

ly| = erote,
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Vzhledem k tomu, Ze y je intenzita svétla, je tato velicina nezdporna. Proto

kx+c
Y € )
y = e e
Oznacime-li, e¢ = C, dostaneme
y = Cet.

Intenzita svétla v 0 m hloubky je 100% a tedy

1 = Cé°,
Cc = 1
Tedy y = €**. Navic vime, Ze 8 metrii vody absorbuje 15 % svétla. To znamen4, Ze

intenzita v 8 metrech je 85 % intenzity v nulové hloubce. To lze zapsat takto y(8) =

0,85 y(0). Nyni to dosadime do obecného feseni a vyjadiime k.

0,85 = ¢,
In(0,85) = 8k,
In 0,85
k = ’
8 )
k = —0,020315.

Funkce, ktera popisuje zkoumany jev je

y(:c) — 670,02031533_

Déle vime, ze intenzista slunec¢niho svétla v poledne je 300 000-krat vétsi nez intenzita
pii tpliku. To znamend, Ze intenzita pii upliku je y(z) = m . Pak m = 70020315z
7 této rovnice vyjadiime hloubku z.

1 _ —0.020315z
300 000 '
1
1 = —0,02031
n 300000' 0,020315z,
1
P In | 355005 |
—0,020315 "’
r = 620.

Stejné jasno bude v hloubce 620 metrech.



Kapitola 4
Zaver

Zavérem bych chtéla Tici, ze zadani této absolventské prace bylo beze zbytku splnéno.

Cilem této prace bylo vytvorit soubor aplika¢nich piikladu souvisejicich s problema-
tikou diferencialnich rovnic.

Préce je rozdélena do dvou hlavnich kapitol, a to kapitola 2 kterd se zabyva dife-
rencialnimi rovnicemi a jejich aplikacemi z oboru matematiky a kapitola [ se zabyva
aplikaci diferencidlnich rovnic z oboru fyziky. Resené piiklady jsou doplnény jasnym
a srozumitelnym popisem a tesenim. Nékteré piiklady jsou doplnény obrazkem, které

jsem vytvorila v programu GeoGebra. Bakalarska prace je psana v programu IXTEX.
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