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Anotace

Má bakalářská práce pojednává o diferenciálńıch rovnićıch a jejich aplikaćı. Ćılem

mé bakalářské práce bylo vytvořit soubor aplikačńıch úloh na toto téma z r̊uzných obor̊u

a ukázat tak velké zastoupeńı matematiky v běžném životě. V práci jsou uvedeny př́ıklady

r̊uzných situaćı a děj̊u, které se daj́ı popsat diferenciálńımi rovnicemi a u kterých po

dořešeńı rovnice zjist́ıme vztah mezi zkoumanými objekty. Jsou to např. zákon radioak-

tivńıho rozpadu, intenzita světla a r̊ust rostliny.

Annotation

My bachelor thesis focuses on differential equations. The goal of this thesis is to

create a set of application tasks for this topic from various disciplines and to show big

representation of math in normal life. There are mentioned examples of various situations

and processes in this thesis, which we can describe by differential equations and after

solving this equations, we get relationship between examined objects. It’s for example

law of radioactive decay, intensity of light and growth of plant.
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1 Úvod 7
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2.1 Integračńı faktor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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2.1 Graf funkce y = 6 + c e−2x pro c = 0, c = ±1 a c = ±2. . . . . . . . . . . 9

2.2 Graf funkce y = sin(tanx+ x+ c) pro c = ±1. . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.3 Graf funkce y = Ce−
1

x2 pro C = ±1, C = ±2. . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.4 Graf funkce y = C · |x+ 1| · e−x pro C = ±1, C = ±2. . . . . . . . . . . . 14

2.5 Graf funkce y = 3
√
3kx. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.6 Graf funkce y = 6− 2e−
x

100 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.7 Graf funkce C = y2 + x2

2
pro C = 1, 2, 3, 4, 5, 6. . . . . . . . . . . . . . . 23

2.8 Graf funkce y2 = C (y + x) pro C = ±1,±2,±3 a y = −x. . . . . . . . . 26

2.9 Graf funkce y = 2x ln(xc) pro c = ±1, c = ±2. . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.10 Graf funkce y2 + 2xy + x2 = x3c pro c = ±1, c = ±2 a pro c = 0. . . . 29

2.11 Graf rovnice 0 = y − 2x+ x3C(y + x) pro C = ±1,±2, 0 a y = −x. . . . 31

2.12 Graf rovnice 0 = x2 − y2 − Cx pro C = ±2, y = ±x. . . . . . . . . . . . 32

2.13 Graf rovnice C = y2 + x2 − y + x− xy + 1
3
pro C = 1, 2, 3, 8. . . . . . . 35

2.14 Graf funkce y = 2x
x2+C

pro C = ±1, C = ±2 . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.15 Graf funkce y2 =
2

[(x+ 1)2 + c] · (x+ 1)2
pro c = ±1. . . . . . . . . . . . 39

2.16 Graf rovnice y = 3
√
x3 + cx2 pro c = ±1, c = ±2, c = 0. . . . . . . . . . 41

2.17 Graf funkce y = 3

√

3

2x
+

C

x3
pro C = ±1, C = ±2. . . . . . . . . . . . . . 44

2.18 Graf funkce y = 1
ln |x|+1+C

pro C = ±1, C = ±2.. . . . . . . . . . . . . . 46

3.1 Graf funkce y = 75e−0,07x + 25. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50



Kapitola 1

Úvod

Z historického hlediska můžeme ř́ıci, že matematika jako vědńı discipĺına vznikla ze

zcela konkréńıch potřeb zaznamenat a popsat r̊uzné reálné situace. Pomoćı matema-

tických model̊u, se dá zjistit řada d̊uležitých údaj̊u a vztah̊u. Někdy se zdá, že teorie

převažuje nad jej́ım praktickým využit́ım.

Motivaćı této bakalářské práce bylo předevš́ım studium na této pedagogické fakultě,

kde mě prob́ıraná látka - diferenciálńı rovnice zaujala.

Cı́lem mé bakalářské práce je ukázat využit́ı matematiky, konkrétńıch diferenciálńıch

rovnic, v praxi. Vytvořit soubor aplikačńıch př́ıklad̊u souvisej́ıćıch s problematikou dife-

renciálńıch rovnic. U př́ıklad̊u uvést jasný a srozumitelný popis a řešeńı, př́ıpadně je

doplnit názorným obrázkem. Daľśım ćılem je prostudovat r̊uzné materiály, které se týkaj́ı

praktického využit́ı diferenciálńıch rovnic.

Struktura mé bakalářské práce je následuj́ıćı: kapitola 1 - úvod, kapitola 2 pojednává

o diferenciálńıch rovnic v oboru matematiky, kde můžeme naj́ıt diferenciálńı rovnice:

integračńıho faktru, separace proměnných, homogenńı, bernoulliho a aplikačńı př́ıklady.

Kapitola 3 pojednává o užit́ı diferenciálńıch rovnic v oboru fyziky, kde můžete naj́ıt

př́ıklad např. zákon radioaktivńıho rozpadu nebo intenzitu světla a kapitola 4 je závěrem

mé bakalářské práce.

Má bakalářská práce je psaná v programu LATEX. Obrázky jsou tvořeny v programu

GeoGebra.
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Kapitola 2

Př́ıklady z matematiky

Nejprve na několika př́ıkladech připomeňme zp̊usoby řešeńı diferenciálńıch rovnic.

2.1 Integračńı faktor

Řešte diferenciálńı rovnici y′ + 2y = 12. [7]

Poznámka: Tato rovnice se dá řešit pomoćı integračńıho fakoru, ale také metodou

separace proměnných. My si ukážeme oba dva zp̊usoby.

Pomoćı integračńıho faktoru:

Řešeńı:

y′ + 2y = 12,

a(x) = 2,

b(x) = 12.

Vypoč́ıtáme si integračńı faktor.

A(x) =

∫

2 dx = 2x ⇒ e2x.

Nyńı zderivujeme (y · e2x)′.

(y · e2x)′ = y′ · e2x + y · 2e2x,
(y · e2x)′ = e2x(y′ + y).

8
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Roznásob́ıme zadanou rovnici y′ + 2y = 12 integračńım faktorem e2x. Pak

e2x · (y′ + 2y) = 12e2x,

(y · e2x)′ = 12e2x,
∫

(y · e2x)′ dy =

∫

12e2x dx,

y · e2x = 12 · e
2x

2
+ c,

y · e2x = 6e2x + c,

y = e−2x · (6e2x + c),

y = 6 + c e−2x.

Řešeńım zadané rovnice je funkce y = 6 + c e−2x pro x ∈ R, kde c ∈ R.

Graf funkce y pro c = 0, c = ±1 a c = ±2 je znázorněn na obrázku 2.1.

Obrázek 2.1: Graf funkce y = 6 + c e−2x pro c = 0, c = ±1 a c = ±2.
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Metoda separace proměnných:

Zadanou rovnici budeme řešit pomoćı separace proměnných, to znamená, že proměnnou

x dáme na jednu sranu a y na druhou stranu rovnice.

Řešeńı:

y′ + 2y = 12,

y′ = 12− 2y,

y′ = 2 · (6− y).

Předpokládejme, že y 6= 6, pak

y′

(6− y)
= 2,

∫

1

6− y
dy =

∫

2 dx,

− ln |6− y| = 2x+ c,

eln |6−y| = e−2x−c,

6− y = ±e−2x−c.

Zvoĺıme ± e−c = C a dostáváme obecné řešeńı diferenciálńı rovnice

y = 6− Ce−2x pro x ∈ R, kde C ∈ R− {0}.

Vrát́ıme-li se k předpokladu y 6= 6, mě-li bychom ověřit, zda funkce y = 6 také neńı

řešeńım zadané rovnice. Po dosazeńı do zadáńı vycháźı 12 = 12. To znamená, že i funkce

y = 6 je řešeńım rovnice. Všimněme si, že toto řešeńı bychom źıskali z obecného řešeńı

volbou konstanty C = 0. Souhrnně můžeme napsat y = 6−Ce−2x pro x ∈ R, kde C ∈ R.

Řešeńı je stejné, jako u zp̊usobu výpočtu pomoćı integračńıho faktoru.

2.2 Rovnice se separovatelnými proměnnými

Najděte obecná řešńı následuj́ıćıch rovnic:

• y′ · cos2 x = (1 + cos2 x) · (1− y2)
1

2 [4]
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Řešeńı:

Zadanou rovnici budeme řešit pomoćı separace proměnných.

y′ · cos2 x = (1 + cos2 x) · (1− y2)
1

2 ,

y′

(1− y2)
1

2

=
1 + cos2x

cos2x
, kde x 6= π

2
+ kπ, y 6= ±1.

Nyńı tuto rovnici zintegrujeme a vyjádř́ıme hodnotu y.
∫

1

(1− y2)
1

2

dy =

∫
(

1

cos2x
+ 1

)

dx,

arcsin y = tanx+ x+ c,

y = sin(tan x+ x+ c) pro x 6= π

2
+ kπ, kde C ∈ R. (2. 1. 1)

Nav́ıc i funkce y = 1 a y = −1 jsou tzv. singulárńımi řešeńımi zadané rovnice.

Na obrázku 2.2 můžeme vidět graf funkce (2. 1. 1) pro c = ±1.

Obrázek 2.2: Graf funkce y = sin(tan x+ x+ c) pro c = ±1.
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• x3 dx

sin y
+

y dy

x
= 0 [4]

Řešeńı:

Pomoćı separace proměnných źıskáme obecné řešeńı v implicitńım tvaru.

x3 dx

sin y
+

y dy

x
= 0,

x3 dx

sin y
= −y dy

x
,

x4 dx = −y · sin y dy,
∫

x4 dx = −
∫

y · sin y dy,

x5

5
+ c = y · cos y − sin y.

Poznámka: Integrál −
∫

y · sin y dy poč́ıtáme pomoćı metody per partes, že

u = y u′ = 1

v′ = sin y v = − cos y

pak −
∫

y ·sin y dy = y ·(− cos y)−
∫

1·(− cos y) dy = −y ·cos y+
∫

cos y = −y ·cos y+sin y.

• 2y − x3 · y′ = 0 [4]

Řešeńı:

Tento př́ıklad budeme řešit obdobně jako předchoźı, opět zkuśıme separaci proměnných.

2y = x3 · y′,

2x−3 =
y′

y
, kde y 6= 0, x 6= 0.

Nyńı tuto rovnici zintegrujeme a vyjádř́ıme y.

2

∫

x−3 dx =

∫

1

y
dy,

2 · x
−2

−2
+ c = ln |y|,

− 1

x2
+ c = ln |y|,

y = ± e−
1

x2
+c.

Zvoĺıme ±ec = C a zaṕı̌seme obecné řešeńı rovnice

y = Ce−
1

x2 pro x 6= 0, kde C ∈ R− {0}.
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Během výpočtu jsme vyloučili možné řešeńı y = 0. I tato funkce je řešeńım úlohy

a źıskali bychom ji volbou C = 0 v obecném řešeńı diferenciálńı rovnice. Tedy y = Ce−
1

x2 .

Na obrázku 2.3 můžeme vidět graf této funkce pro C = ±1, C = ±2.

Obrázek 2.3: Graf funkce y = Ce
− 1

x2 pro C = ±1, C = ±2.

• (x+ 1) dy + xy dx = 0 [4]

Řešeńı:

Rovnici budeme řešit opět metodou separace proměnných.

(x+ 1) dy + xy dx = 0,

(x+ 1) dy = −xy dx,
1

y
dy = − x

x + 1
dx, kde x 6= −1, y 6= 0,

∫

1

y
dy =

∫

− x

x+ 1
dx,

ln |y| = −
∫

x+ 1− 1

x+ 1
dx,

ln |y| = −
∫

1− 1

x+ 1
dx,

ln |y| = −x + ln |x+ 1|+ c,

y = ± ec+ln |x+1|−x.
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Zvoĺıme ±ec = C a tedy y = C · |x+ 1| · e−x pro x 6= −1, kde C ∈ R− {0}. Protože
ale funkce y = 0 je také řešeńım zadané rovice, ṕı̌seme y = C · |x+ 1| · e−x pro x 6= −1,

kde C ∈ R.

Na obrázku 2.4 je graf této funkce pro C = ±1, C = ±2.

Obrázek 2.4: Graf funkce y = C · |x+ 1| · e−x pro C = ±1, C = ±2.

• e−s ·
(

1 +
ds

dt

)

= 1 [4]

Řešeńı:

Zadanou rovnici budeme řešit pomoćı separace proměnných.

e−s ·
(

1 +
ds

dt

)

= 1,

(

1 +
ds

dt

)

= es,

ds

dt
= es − 1,

ds = (es − 1) dt,

dt =
ds

es − 1
.
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Rovnici zintegrujeme a dopoč́ıtáme.
∫

dt =

∫

ds

es − 1
,

t = ln |1− es| − s− ln c,

t+ s = ln
1− es

c
,

et+s =
1− es

c
,

c es et = 1− es,

c es et + es = 1,

es(et c+ 1) = 1,

e−s = et c + 1, kde c ∈ R.

A nyńı se pod́ıvejme na některé aplikace, u jejichž řešeńı se dá také využ́ıt metoda

separace proměnných.

2.3 Ropná skvrna

Kruhová ropná skvrna na hladině se rozšǐruje tak, že poloměr roste rychlost́ı, která je

nepř́ımo úměrná druhé mocnině poloměru. Sestavte diferenciálńı rovnici popisuj́ıćı tento

proces a vyřešte ji - tj. zjistěte, jaká funkce popisuje proces zvětšováńı poloměru olejové

skvrny v čase. [1]

Řešeńı:

Označme:

x ... čas y ... poloměr

Závislost velikosti poloměru y na čase x označme jako funkci y(x). Ze zadáńı v́ıme,

že poloměr roste rychlost́ı, která je nepř́ımo úměrná druhé mocnině poloměru. Změnu

poloměru y v čase x (x ≥ 0) pak můžeme vyjádřit derivaćı funkce y(x) (pro jednoduchost

ṕı̌seme y′). To matematicky lze zapsat y′ = k · 1
y2
. Tuto diferenciálńı rovnici vyřeš́ıme

separaćı proměnných, kde k ∈ R+ (k je koeficient vyjadřuj́ıćı kvalitu ropy).
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y′ = k · 1

y2
,

dy

dx
= k · 1

y2
,

∫

y2 dy = k

∫

dx,

y3

3
= kx+ c,

y3 = 3(kx+ c),

y = 3

√

3(kx+ c), kde c ∈ R.

Když v čase x = 0 bude poloměr y = 0, pak 0 = 3
√
c, tedy c = 0. Funkce vyjadřuj́ıćı

popisovaný proces zvětšováńı poloměru olejové skvrny v čase x je y = 3
√
3kx. Pro hodnoty

koeficientu k = 0, 5, k = 1 a k = 2 nakresĺıme graf, který je na obrázku 2.5.

Obrázek 2.5: Graf funkce y = 3
√
3kx.

2.4 Bavlńık

Prvńı měśıc r̊ustu u některých významných pr̊umyslových plodin (kukuřice, sója, ba-

vlna) je okamžitá rychlost r̊ustu hmotnosti rostliny př́ımo úměrná již dosažené hmostnosti.

Pokud čas měř́ıme na dny, tak u bavlńıku je koeficient této př́ımé úměrnosti roven 0, 21.
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Předpokládáme, že bavlńıková rostlina dnes váž́ı 70 mg. Za jak dlouho se jej́ı hmotnost

zdvojnásob́ı? Kolik bude vážit za měśıc? [5]

Řešeńı:

Z fyzikálńıho hlediska v́ıme, že okamžitá rychlost r̊ustu hmotnosti rostliny je cha-

rakterizovaná derivaćı funkce. Pokud tedy funkci hmotnosti rostliny v závislosti na čase

označ́ıme jako y(x), kde x vyjadřuje čas (ve dnech), pak okamžitá rychlost r̊ustu je y′(x).

Označme:

y(0) = 70 mg pro bavlńık plat́ı k = 0, 21

Nejprve si muśıme sestavit obecnou rovnici r̊ustu bavlńıkové rostliny, abychom mohli

zjistit odpovědi na kladené otázky. Tedy

y′ = ky.

Separaćıch proměnných vyřeš́ıme rovnici a obdrž́ıme jej́ı obecné řešeńı.

y′

y
= k,

1

y
dy = k dx,

∫

1

y
dy =

∫

k dx,

ln |y| = kx+ c,

|y| = ekx+c.

Vzhledem k tomu, že y vyjadřuje hmotnost rostliny je |y| = y. Tedy

y = ekx+c,

y = Cekx.

Využijeme-li počátečńı podmı́nku, že v čase x = 0 je hmotnost rostliny 70mg (tj.

y(0) = 70mg), bude C = 70. Funkce popisuj́ıćı zkoumaný jev je

y(x) = 70e0,21x. (∗)

Hmotnost rostliny bude dvojnásobná, když rostlina bude vážit 140mg. Dosad́ıme do
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funkce (*) a vypočteme čas x.

140 = 70e0,21x,

2 = e0,21x,

ln 2 = ln e0,21x,

ln 2 = 0, 21x,

x =
ln 2

0, 21
,

x
.
= 3, 3.

Hmotnost bavlńıkové rostliny se zdvojnásob́ı přibližně za 3,3 dny.

Dále nás zaj́ımá kolik bude rostlina vážit za měśıc, nebo-li za 30 dńı.

y(30) = 70 · e0,21·30,
y(30) = 38 120.

Bavlńıková rostlina bude vážit za měśıc 38 120 mg (tj. 38g).

2.5 Pivo

Ve velké nádrži je 500 galon̊u 4% piva. Rychlost́ı 5 galon̊u za minutu se do nádrže

přidává 6% pivo. Piva se v nádrži d̊ukladně rozmı́chaj́ı a vzniklá směs se stejnou rychlost́ı

vypoušt́ı z nádrže ven. Kolikaprocentńı pivo bude v nádrži po 1 hodině a po 2 hodinách?

K jakému pivu bude situace konvergovat s rostoućım časem? [5]

Řešeńı:

Označme:

V ...objem y... objem 100% alkoholu v nádrži
y

V
... objem 100% alkoholu v 1 galonu r ...pr̊utok piva

Pomoćı př́ımé úměry zjist́ıme, kolik galon̊u 100% alkoholu je v nádrži.

500 gal......100% 5 gal......100 %

x gal......4% x gal......6 %

x = 4·500
100

= 20 gal x = 6·5
100

= 0, 3 gal
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Sestav́ıme diferenciálńı rovnici, která popisuje děj v nádrži a pokuśıme se j́ı vyřešit.

dy

dx
= − r

V
· y + 0, 3,

dy

− r
V

· y + 0, 3
= 1dx,

∫

dy

− r
V

· y + 0, 3
=

∫

1dx,

ln | − r
V

· y + 0, 3|
− r

V

= x+ c,

ln | − r

V
· y + 0, 3| = (x+ c)(− r

V
),

| − r

V
· y + 0, 3| = e(x+c)(− r

V
),

| − r

V
+ 0, 3| = e−

r

V
·x− r

V
·c,

− r

V
· y + 0, 3 = ±ec·

−r

V · e−x· r
V ,

− r

V
· y = K · e− r

V
·x − 0, 3,

y =
K · e− r

V
·x − 0, 3

− r
V

.

Nyńı do řešeńı dosad́ıme hodnoty, které známe, tedy za x = 0; V = 100; y = 20; r = 1

a vypoč́ıtáme konstantu K.

20 =
Ke0 − 0, 3

− 1
100

,

20 =
−0, 3 +K

1
100

,

K = 0, 1.

Po dosazeńı dostaneme obecnou rovnici

y =
e−

1

100
x · 0, 1− 0, 3

− 1
100

y = 30− 10e−
−x

100 .

Tato závislost vyjadřuje množstv́ı % alkoholu v nádrži za určitý čas.

Kolikaprocentńı bude pivo po 1 hodině?

Zaj́ımá nás funkčńı hodnota výsledné funkce v čase x = 1 hodina = 60 minut.

y = 30− 10e−
60

100 ,

y
.
= 24, 5 gal.



KAPITOLA 2. PŘÍKLADY Z MATEMATIKY 20

Převedeme na procenta pomoćı př́ımé úměry

24, 5 · 100
500

= 4, 9%.

Pivo po jedné hodině procesu bude 4, 9%.

Jak silné bude pivo po 2 hodinách?

Tentokrát hodnota x = 2 hodiny = 120 minut, dosad́ıme do obecné rovnice a vypočteme

y = 30− 10e−
120

100 ,

y
.
= 27 gal.

Opět převedeme na procenta

27
500

· 100 = 5, 4%.

Pivo bude 5, 4%.

K jakému pivu bude situace konvergovat s rostoućım časem?

Odpověd’ na tuto otázku vyřeš́ıme výpočtem limity pro x → ∞.

lim
x→∞

(30− 10e−
∞

100 ) = 30 gal.

Převedeme na procenta

30
500

· 100 = 6%.

S rostoućım časem bude situace konvergovat k 6% pivu, což odpov́ıdá představě

mı́cháńı 6% piva do 4% po dostatečně dlouhou dobu. Abychom nemuseli stále přepoč́ıtávat

galony na %, můžeme upravit obecné řešeńı na tvar

y =
30− 10e−

x

100

500
· 100,

y = 6− 2e−
x

100 .

Nyńı funkce popisuje kolika % pivo je v nádrži v čase x. Graf této funkce můžeme

vidět na obrázku 2.6.
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Obrázek 2.6: Graf funkce y = 6− 2e−
x

100 .

2.6 Geometrická aplikace rovnic 1. řádu

Daľśı aplikaćı, se kterou se můžeme setkat při řešeńı diferenciálńıch rovnic je aplikace

geometrická. Můžeme určovat tzv. izogonálńı trajektorie soustavy čar.

Poznámka: Izogonálńı trajektorie soustavy čar F (x, y, c) = 0 je křivka, která každou

čáru dané soustavy prot́ıná pod zadaným úhlem ϕ. Ortogonálńı trajektorie soustavy čar

F (x, y, c) = 0 je křivka, která každou čáru dané soustavy prot́ıná pod pravým úhlem.

Ortogonálńı trajektorie je totiž speciálńı př́ıklad izogonálńı.

Najděte ortogonálńı trajektorie soustavy křivek:

• y = ax2 [4]

Řešeńı:

Nejprve sestav́ıme diferenciálńı rovnici p̊uvodńı soustavy rovinných čar. Pomoćı rov-

nice

∂F

∂x
+

∂F

∂y
y′ = 0, kde funkce F (x, y, c) = 0, (∗∗)

do které dosad́ıme zadanou křivku, urč́ıme jej́ı derivace a vyjádř́ıme parametr a.
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∂(y − ax2)

∂x
+

∂(y − ax2)

∂y
y′ = 0,

−2xa + y′ = 0,

y′ = 2xa,

a =
y′

2x
, kde x 6= 0.

Parametr a dosad́ıme do zadané rovnice, č́ımž źıskáme potřebnou diferenciálńı rovnici.

y =
y′

2x
x2,

y =
y′

2
x,

2y = y′x,

y′ =
2y

x
.

Daľśım krokem je sestavit diferenciálńı rovnici soustavy izogonálńı trajektrorii s úhlem

α = 90 ◦. To znamená, že diferenciálńı rovnici soustavy ortogonálńıch trajektoríı dosta-

neme z diferenciálńı rovnice systému F (x, y, a) = 0, jestliže v této diferenciálńı rovnici

nahrad́ıme y′ výrazem − 1

y′
.

−1

y′
=

2y

x
,

x = −2yy′,
∫

x dx = −2

∫

y dy,

x2 + c = −2y2,

−x2

2
− c

2
= y2.

Označ́ıme C = − c

2
, pak

C = y2 +
x2

2
, kde C ∈ R.

Ortogonálńı trajektorie popsané touto rovnićı jsou zřejmě elipsy. Na obrázku 2.7 je

graf křivky C = y2 + x2

2
pro C = 1, 2, 3, 4, 5, 6.
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Obrázek 2.7: Graf funkce C = y2 + x2

2 pro C = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Sestavte diferenciálńı rovnici pro trajektorii, prot́ınaj́ıćı křivky dané sou-

stavy pod daným úhlem ϕ.

• y = kx, ϕ = 60◦ [4]

Řešeńı:

Tento př́ıklad budeme řešit podobně jako předcházej́ıćı. Nejdř́ıve sestav́ıme diferenciálńı

rovnici p̊uvodńıch čar. Za pomoćı rovnice (**) vyjádř́ıme parametr k.

∂(y − kx)

∂x
+

∂(y − kx)

∂y
y′ = 0,

−k + y′ = 0,

k = y′.

Parametr k dosad́ıme do zadané rovnice a vyjádř́ıme y′.

y = y′x,

y′ =
y

x
, kde x 6= 0.

Nyńı sestav́ıme diferenciálńı rovnici soustavy izogonálńıch trajektoríı s ϕ = 60◦ po-

moćı vzorce

tanϕ =
y′ − f(x, y)

1 + y′f(x, y)
. [4]
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tan 60◦ =
y′ − y

x

1 + y′y

x

,

±
√
3 =

y′x−y

x
x+y′y

x

,

±
√
3 =

y′x− y

x+ y′y
,

±
√
3(x+ yy′) = y′x− y,

±
√
3x±

√
3y′y = y′x− y,

±
√
3x+ y = y′x±

√
3y′y,

±
√
3 + y = y′(x±

√
3y).

Najděte trajektorii, prot́ınaj́ıćı křivky dané soustavy pod úhlem 45◦ (úhel

odeč́ıtáme v záporném smyslu).

• y = x ln cx, ϕ = 45◦ [4]

Řešeńı:

Sestav́ıme si rovnici pomoćı vzorce (**) a vyjádř́ıme si parametr c.

− ln cx− 1 + y′ = 0,

y′ − 1 = ln cx,

ey
′−1 = cx,

ey
′−1

x
= c.

Nyńı se vrát́ıme zpět k zadané rovnici, do které dosad́ıme parametr c.

y = x ln
xey

′−1

x
,

y = x(y′ − 1),

y = xy′ − x,

xy′ = y + x,

y′ =
y + x

x
.

Sestav́ıme diferenciálńı rovnici p̊uvodńı sestavy pomoćı rovnice

tanϕ =
y′ + f(x, y)

1 + y′f(x, y)
, [4]
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kde úhel budeme odeč́ıtat vzáporném smyslu.

tan 45◦ =
y′ − y+x

x

1 + y′ y+x

x

,

−1 =
y′x− y − x

x
· x

x+ y′y + xy′
,

−1 =
y′x− y − x

x+ y′y + xy′
,

−x+ y′y − xy′ = y′x− y − x,

y′y + 2y′x = y,

y′(y + 2x) = y,

y′
(y

x
+ 2

)

=
y

x
, kde x 6= 0.

Jedná se o homogenńı diferenciálńı rovnici, u které využijeme substituci (***) a vyřeš́ıme.

(a′x+ a) · (a+ 2) = a,

a′x+ a =
a

a+ 2
,

a′x =
a

a+ 2
− a,

a′x =
a− a2 − 2a

a+ 2
,

a′x =
−(a2 + a)

a+ 2
,

a + 2

a2 + a
= −1

x
,

∫

a+ 2

a2 + a
da = −

∫

1

x
dx,

ln a2 − ln(a+ 1) = − ln x− ln c,

ln
a2xc

a + 1
= ln 1,

a2xc = a+ 1,

y2xc

x2
=

y

x
+ 1,

y2c

x
=

y + x

x
,

y2c = y + x,

y2 = (y + x) · 1
c
, kde

1

c
= C,

y2 = C (y + x), kde C ∈ R.
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Na obrázku 2.8 je graf této křivky pro C = ±1,±2,±3 a y = −x.

Obrázek 2.8: Graf funkce y2 = C (y + x) pro C = ±1,±2,±3 a y = −x.

2.7 Homogenńı rovnice

Daľśı metodou při řešeńı diferenciálńı rovnice může být zavedeńı vhodné substituce.

U homogenńıch rovnic budeme použ́ıvat substituci

a =
y

x
=> y = ax => y′ = a′x+ a. (∗ ∗ ∗)

Najděte obecná řešeńı následuj́ıćıch rovnic:

• xy′ = (2x+ y) [4]
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Řešeńı:

Nejprve si rovnici uprav́ıme.

xy′ = (2x+ y),

y′ = 2 +
y

x
.

Do této rovnice dosad́ıme substituci (∗ ∗ ∗) a zjednodušš́ıme.

a′x+ a = 2 + a,

a′x = 2.

Pomoćı separace proměnných zjist́ıme obecné řešeńı rovnice.

a′ =
2

x
pro x 6= 0,

∫

da = 2

∫

1

x
dx,

a = 2 (lnx+ ln c),
y

x
= 2 lnxc,

y = 2x ln xc, kde c 6= 0 nebo c ∈ R− {0}.

Na obrázku 2.9 je pr̊uběh funkce y pro c = ±1, c = ±2.

Obrázek 2.9: Graf funkce y = 2x ln(xc) pro c = ±1, c = ±2.
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• 2xy′ = (3y + x) [4]

Řešeńı:

Ze zadané rovnice si vyjádř́ıme y′.

2xy′ = 3y + x,

y′ =
3y

2x
+

1

2
.

Nyńı do této rovnice zavedeme substituci (∗ ∗ ∗) a vyřeš́ıme.

a′x+ a =
3

2
a+

1

2
,

a′x =
3

2
a− a+

1

2
,

a′x =
1

2
a+

1

2
,

a′x =
1

2
(a+ 1),

2 · a′

a+ 1
=

1

x
, kde a 6= −1 (tj. y 6= −x).

Pomoćı separace proměnných źıskáme obecné řešeńı v implicitńım tvaru.

2

∫

1

a + 1
da =

∫

1

x
dx,

2 ln |a+ 1| = ln |xc|,
(a+ 1)2 = xc,

(y

x
+ 1

)2

= xc,

y2

x2
+ 2 · y

x
+ 1 = xc,

y2 + 2xy + x2 = x3c, kde c ∈ R− {0}.

Volbou c = 0 bychom źıskali řešeńı y = −x, které jsme v úlohách vyloučili, proto

y2 + 2xy + x2 = x3c, kde c ∈ R. Na obrázku 2.10 můžeme vidět graf této funkce pro

c = ±1, c = ±2 a c = 0.
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Obrázek 2.10: Graf funkce y2 + 2xy + x2 = x3c pro c = ±1, c =

±2 a pro c = 0.

• y′ =
y2

x2
− 2 [2]

Řešeńı:

Do zadané rovnice můžeme rovnou dosadit substituci (∗∗∗) a dořeš́ıme rovnici separaćı

proměnných.

a′x+ a = a2 − 2,

a′x = a2 − a− 2,

a′

a2 − a− 2
=

1

x
, kde a 6= −1, a 6= 2.
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Zintegrujeme.
∫

1

a2 − a− 2
da =

∫

1

x
dx,

1

3
(ln |2− a| − ln |a+ 1|) = ln |x|+ ln |c|,

ln
2− a

a+ 1
= 3 ln |xc|,

ln
2− a

a+ 1
= ln |x3c3| pro x 6= 0, kde c ∈ R− {0}.

Označ́ıme c3 = C, pak

2− a

a+ 1
= x3C. (2. 7. 1)

Substituci (***) dosad́ıme do rovnice (2. 7. 1).

2− y

x
y

x
+ 1

= x3C,

2x−y

x
y+x

x

= x3C,

2x− y

x
· x

y + x
= x3C,

2x− y

y + x
= x3C,

2x− y = x3C(y + x),

2x− y − x3C(y + x) = 0,

y − 2x+ x3C(y + x) = 0 pro x 6= 0, kde c ∈ R− {0}.

Vrát́ıme-li se ještě k úvaze, co kdyby a = 1 nebo a = 2. Pak
y

x
= −1 tedy y = −x, nebo

y

x
= 2 tedy y = 2x. Obě tyto funkce splňuj́ı zadáńı rovnice a jsou také řešeńım dané

úlohy. Řešeńı y = 2x źıskáme volbou c = 0 z obecného řešeńı. Dostaneme řešeńı ve tvaru

0 = y − 2x+ x3C(y + x) pro x 6= 0, kde C ∈ R a také y = −x.

Na obrázku 2.11 je graf této funkce pro C = ±1, C = ±2, C = 0 a graf singulárńıho

řešeńı y = −x.
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Obrázek 2.11: Graf rovnice 0 = y − 2x + x3C(y + x) pro C = ±1,±2, 0

a y = −x.

• y′ =
x2 + y2

2xy
[2]

Do diferenciálńı rovnice dosadime substituci (***) a uprav́ıme.

y′ =
x2

2xy
+

y2

2xy
,

a′x+ a =
1

2a
+

1

2
· a− a,

a′x =
1

2a
− 1

2
· a,

2a′x =
1

a
− a,

2a′x =
1− a2

a
,

2a′a

1− a2
=

1

x
pro a 6= ±1.
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Nyńı tuto rovnici zintegrujeme.
∫

2a

1− a2
da =

∫

1

x
dx,

− ln |1− a2| = ln |x|+ ln |c|, kde c ∈ R− {0},
0 = ln |xc|+ ln |1− a2|,

ln 1 = ln |xc (1− a2)|,
1 = xc (1− a2),
1

c
= x (1− a2).

Zvoĺıme 1
c
= C a dostaneme řešeńı zadané rovnice.

C = x− y2

x
,

Cx = x2 − y2,

0 = x2 − y2 − Cx, kde C ∈ R− {0}.

Pokud by a = ±1, pak funkce y = ±x jsou také řešeńı zadané rovnice.

Na obrázku 2.12 můžeme vidět pr̊uběh této funkce pro C = ±2, y = ±x.

Obrázek 2.12: Graf rovnice 0 = x2 − y2 − Cx pro C = ±2, y = ±x.
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• y′ =
2x− y + 1

x− 2y + 1
[2]

Řešeńı:

Jde o rovnici typu

y′ = f

(

ax+ by + c

Ax+By + C

)

, [2]

kterou převedeme na homogenńı rovnici následuj́ıćım postupem. Soustavu rovnic

ax+ by + c = 0,

Ax+By + C = 0,

vyřeš́ıme sč́ıtaćı metodou a zjist́ıme hodnoy x = x0 a y = y0, abychom mohli provést

substituci proměnných.

2x− y + 1 = 0,

x− 2y + 1 = 0,

2x− y + 1 = 0,

−2x+ 4y − 2 = 0,

3y − 1 = 0,

y =
1

3
.

Vypoč́ıtáme hodnotu x = x0.

2x− 1

3
+ 1 = 0,

6x− 1 + 3 = 0,

6x+ 2 = 0,

x = −2

6
,

x = −1

3
.

Zvoĺıme substituci proměnných (2. 7. 2) podle vzorce

x = u+ x0, x = u− 1

3
,

y = v − y0, y = v +
1

3
.
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Substituci (2. 7. 2) dosad́ıme do zadané rovnice.

dv

du
=

2(u− 1
3
)− (v + 1

3
) + 1

(u− 1
3
)− 2(v + 1

3
) + 1

,

dv

du
=

2u− 2
3
− v − 1

3
+ 1

u− 1
3
− 2v − 2

3
+ 1

,

v′ =
2u− v

u− 2v
. (2. 7. 3)

Opět provedeme daľśı substituci

z = v
u
, v = zu, v′ = z′u+ z.

Tuto substituci dosad́ıme do rovnice (2. 7. 3) a źıskáváme homogenńı diferenciálńı

rovnici, kterou vyřeš́ıme.

z′u+ z =
2u− zu

u− 2zu
,

z′u+ z =
u(2− z)

u(1− 2z)
,

z′u =
2− z

1− 2z
− z,

z′u =
2− z − (1− 2z)z

1− 2z
,

z′u =
2− z − z + 2z2

1− 2z
,

z′u =
2z2 − 2z + 2

1− 2z
,

z′u =
2(z2 − z + 1)

1− 2z
,

dz

du
· 1− 2z

z2 − z + 1
= 2 · 1

u
,

∫

1− 2z

z2 − z + 1
dz = 2

∫

1

u
du,

− ln |z2 − z + 1| = 2 ln |u|+ 2 ln |c|,
− ln |z2 − z + 1| = 2 ln |uc|,

0 = ln |uc|2 + ln |z2 − z + 1|,
ln 1 = ln |u2c2(z2 − z + 1)|,
1 = u2c2(z2 − z + 1),
1

c2
= u2(z2 − z + 1),

C = u2(z2 − z + 1). (2. 7. 4)
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Z (2. 7. 2) zjist́ıme

u = x+ 1
3
, v = y − 1

3
.

Proměnné u, v dosad́ıme do rovnice (2. 7. 4) a t́ım źıskáme obecné řešeńı v implicitńım

tvaru.

C = u2 ·
(

v2

u2
− v

u
+ 1

)

,

C = v2 − vu+ u2,

C =

(

y − 1

3

)2

−
(

y − 1

3

)(

x+
1

3

)

+

(

x+
1

3

)2

,

C =

(

y2 − 2

3
y +

1

9
−
(

yx− 1

3
x+

1

3
y − 1

9

)

+ x2 +
2

3
x+

1

9

)

,

C = y2 + x2 − y + x− xy +
1

3
.

Na obrázku 2.13 je graf této křivky pro C = 1, C = 2, C = 3 a pro C = 8.

Obrázek 2.13: Graf rovnice C = y2+x2−y+x−xy+ 1
3 pro C = 1, 2, 3, 8.
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2.8 Bernoulliho rovnice

U Bernoulliho rovnic budeme použ́ıvat podobnou substituci jako u homogenńıch rov-

nic

y = uv, y′ = u′v + v′u. (∗ ∗ ∗∗)

Najděte obecná řešeńı následuj́ıćıch rovnic:

• xy′ − y + xy2 = 0 [4]

Řešeńı:

Do zadané rovnice dosad́ıme substiuci (****) a uprav́ıme.

x · (u′v + v′u)− uv + x · (uv)2 = 0, (2. 8. 1)

xu′v + xv′u− uv + xu2v2 = 0,

u · (xv′ − v) + xu′v + xu2v2 = 0,

u · (xv′ − v) = −xu′v − xu2v2.

Závorku na levé straně rovnice polož́ıme rovnu nule a vyjádř́ıme v.

xv′ − v = 0,

xv′ = v,

v′

v
=

1

x
pro x 6= 0, v 6= 0,

∫

1

v
dv =

∫

1

x
dx,

ln |v| = ln |x|,
v = x.

Pokud v = 0 je y = 0 také řešeńım rovnice (tzv. singulárńı řešeńı).

Když v = x tak, v′ = 1. (2. 8. 2 )

Vrát́ıme se zpět k rovnici (2. 8. 1) a dosad́ıme (2. 8. 2 ).

x(u′v + uv′)− uv + xu2v2 = 0,

x(u′x+ u · 1)− ux+ xu2vx2 = 0,

x2u′ + ux− ux+ x3u2 = 0,

x2u′ + x3u2 = 0.
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Pomoćı separace proměnných vypoč́ıtáme neznámou u.

u′ = −x3u2

x2
,

u′ = −xu2,

u′

u2
= −x,

∫

1

u2
du = −

∫

x dx,

u−1

−1
=

−x2

2
− c

2
.

Označme c
2
= C a tedy

u =
2

x2 + C
.

Vyjádřené neznámé u a v dosad́ıme do rovnice y = uv a dostaneme obecné řešeńı.

y =
2

x2 + C
· x,

y =
2x

x2 + C
.

Na obrázku 2.14 můžeme vidět graf obecného řešeńı pro C = ±1, C = ±2.

Obrázek 2.14: Graf funkce y = 2x
x2+C

pro C = ±1, C = ±2

.
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• y′ +
y

x+ 1
= −1

2
· (x+ 1)3 · y3

[7]

Řešeńı:

u′v + uv′ +
uv

x+ 1
= −1

2
· (x+ 1)3 · (uv)3, (2. 8. 3)

u′v + u

(

v′ +
v

x+ 1

)

= −1

2
· (x+ 1)3 · u3v3.

Pomoćı separace proměnných ze závorky na levé straně rovnice, kterou jsme položili

rovno nule, vypočteme neznámou v.

v′ +
v

x+ 1
= 0,

v′ = − v

x+ 1
,

v′

v
= − 1

x+ 1
pro v 6= 0,

∫

1

v
dv = −

∫

1

x+ 1
dx,

ln |v| = − ln |x+ 1|,
ln |v|+ ln |x+ 1| = 0,

ln |v · (x+ 1)| = ln 1,

v(x+ 1) = 1,

v =
1

x+ 1
.

Derivace v je

v′ =
1

(x+ 1)2
.

Do rovnice (2. 8. 3) dosad́ıme za

v =
1

x+ 1
, v′ =

1

(x+ 1)2
.

Vyjádř́ıme neznámou u.

u′ · 1

x+ 1
− 1

(x+ 1)2
u+

u
x+1

x+ 1
= −1

2
· (x+ 1)3 · u3 ·

(

1

x+ 1

)3

,

u′

x+ 1
− u

(x+ 1)2
+

u

(x+ 1)2
= −1

2
· (x+ 1)3 · u3 1

(x+ 1)3
,

u′

x+ 1
= −1

2
u3,

u′

u3
= −1

2
· (x+ 1).
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Zintegrujeme.
∫

1

u3
du = −1

2

∫

(x+ 1)dx,

u−2

−2
= −1

2
· (x+ 1)2

2
+

c

4
,

− 1

2u2
= −(x+ 1)2 + c

4
,

−1 = −(x+ 1)2 + c

2
· u2,

u2 =
2

(x+ 1)2 + c
.

V našem př́ıpadě nám bude v́ıce vyhovovat u2 a obecné řešeńı naṕı̌seme v implicitńım

tvaru.

y2 = u2v2,

y2 =
2

(x+ 1)2 + c
·
(

1

x+ 1

)2

,

y2 =
2

[(x+ 1)2 + c] · (x+ 1)2
.

Pokud se vrát́ıme k vyloučené možnosti v 6= 0, pak v = 0 tj. y = 0 je také řešeńım zadané

rovnice.

Na obrázku 2.15 je znázorněn graf této funkce pro c = ±1.

Obrázek 2.15: Graf funkce y2 =
2

[(x+ 1)2 + c] · (x+ 1)2
pro c = ±1.
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• 3xy′ − 2y =
x3

y2
[7]

Řešeńı:

Do zadané rovnice dosad́ıme substituci (****) a uprav́ıme.

3x(u′v + uv′)− 2uv =
x3

(uv)2
, (2. 8. 4)

3xu′v + 3xv′u− 2uv =
x3

u2 · v2 ,

3xu′v + u · (3xv′ − 2v) =
x3

u2 · v2 .

Ze závorky pomoćı separace proměnných vyjádř́ıme neznámou v.

3xv′ − 2v = 0,

3xv = 2v,

v′

2v
=

1

3x
pro v 6= 0, x 6= 0,

∫

1

2v
dv =

∫

1

3x
dx,

1

2
ln |v| =

1

3
ln |x|,

ln |v| 12 = ln |x| 13 ,
v

1

2 = x
1

3 ,

v = x
2

3 .

Pokud v = 0 tj. y = 0, zadaná rovnice nemá smysl. Funkce y = 0 neńı řešeńım úlohy.

Po derivaci v dostaneme

v′ =
2

3
x

−1

3 =
2

3x
1

3

.

Neznámé v, v′ dosad́ıme do rovnice (2. 8. 4).

3x(u′x
2

3 +
2

3x
1

3

u)− 2ux
2

3 =
x3

u2x
4

3

,

u′x
2

3 +
2

3x
1

3

u− 2ux
2

3

3x
=

x3

3u2x
4

3
+1

,

u′x
2

3 +
2

3x
1

3

u− 2

3x
1

3

u =
x3− 4

3
−1

2u2
,

u′x
2

3 =
x

2

3

3u2
,

u′u2 =
x

2

3

3x
2

3

,

u′u2 =
1

3
.
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Zintegrujeme.
∫

u2du =
1

3

∫

dx,

u3

3
=

1

3
x+

1

3
c,

u3 = x+ c.

Po dosazeńı neznámých u, v vyjádř́ıme y.

y3 = u3v3,

y3 = (x+ c)x2,

y =
3
√
x3 + cx2.

Tato funkce y má graf znázorněn na obrázku 2.16 pro c = ±1, c = ±2 a pro c = 0.

Obrázek 2.16: Graf rovnice y = 3
√
x3 + cx2 pro c = ±1, c = ±2, c = 0.
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• (xy)2y′ + xy3 = 1 [7]

Řešeńı:

Do zadané rovnice dosad́ıme substituci (****) a uprav́ıme.

x2u2v2 · (u′v + uv′) + xu3v3 = 1,

x2u2v2u′v + uv′x2u2v2 + xu3v3 = 1, (2. 8. 5)

x2u2v2u′v + u3v′v2x2 + xu3v3 = 1,

x2u2v2u′v + v2u3x · (v′x+ v) = 1.

Ze závorky si vyjádř́ıme v.

v′x+ v = 0,

v′x = −v,

−v′

v
=

1

x
, pro x 6= 0, v 6= 0,

−
∫

1

v
dv =

∫

1

x
dx,

− ln |v| = ln |x|,
0 = ln |x|+ ln |v|,

ln 1 = ln |xv|,
1 = xv,

v =
1

x
.

Po derivaci v dostaneme

v′ = − 1

x2
.

Neznámé v a v′ dosad́ıme do rovnice (2. 8. 5) a vyjádř́ıme u.

x2u2 1

x2
u′ 1

x
− 1

x2
u3x2 1

x2
+ xu3 1

x3
= 1,

u2u′ 1

x
− 1

x2
u3 +

1

x2
u3 = 1,

u2u′ = x.
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Zintegrujeme.
∫

u2du =

∫

xdx,

u3

3
=

x2

2
+

c

2
,

u3

3
=

x2 + c

2
,

u3 =
3(x2 + c)

2
,

u =
3

√

3(x2 + c)

2
,

u =
3

√

3x2 + 3c

2
.

Označ́ıme 3c = C a dostaneme

u =
3

√

3x2 + C

2
.

Neznámé u, v dosad́ıme do rovnice y = uv a vyjádř́ıme y.

y =
3

√

3x2 + C

2
· 3

√

1

x3
,

y =
3

√

3x2 + C

2x3
,

y =
3

√

3

2x
+

C

x3
.

Na obrázku 2.17 můžeme vidět pr̊uběh funkce y, když C = ±1, C = ±2.
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Obrázek 2.17: Graf funkce y = 3

√

3

2x
+

C

x3
pro C = ±1, C = ±2.

• xy′ + y = y2 ln |x| [7]

Řešeńı:

Do zadané rovnice dosad́ıme substituci (****) a uprav́ıme.

x · (u′v + uv′) + uv = u2v2 ln |x|,
xu′v + xv′u+ uv = u2v2 ln |x|, (2. 8. 6)

xu′v + u(xv′ + v) = u2v2 ln |x|.

Ze závorky si vyjádř́ıme v.

xv′ + v = 0,

xv′ = −v,

−v′

v
=

1

x
pro v 6= 0.

Pokud v = 0 tj. y = 0 je řešńım diferenciálńı rovnice.
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Zintegrujeme.

−
∫

1

v
dv =

∫

1

x
dx,

− ln |v| = ln |x|,
0 = ln |x|+ ln |v|,

ln 1 = ln |xv|,
1 = xv,

v =
1

x
.

Po derivaci v dostaneme

v′ = − 1

x2
.

Do rovnice (2. 8. 6) dosad́ıme v, v′.

x · (u′ 1

x
− u

1

x2
) + u

1

x
= u2 1

x2
ln |x|,

u′ − 1

x
u+

1

x
u =

u2

x2
ln |x|,

u′ =
u2

x2
ln |x|,

u′

u2
=

1

x2
ln |x|,

∫

1

u2
du =

∫

1

x2
ln |x| dx,

u−1

−1
= − ln |x|+ 1

x
+ c,

−1

u
= − ln |x|+ 1

x
+ c,

1

u
=

ln |x|+ 1 + cx

x
,

x = u · (ln |x|+ 1 + cx),

u =
x

ln |x|+ 1 + cx
.

Označ́ıme si cx = C a tedy

u =
x

ln |x|+ 1 + C
.

Nyńı vyjádř́ıme y.

y = uv,

y =
x

ln |x|+ 1 + C
· 1
x
,

y =
1

ln |x|+ 1 + C
.
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Na obrázku 2.18 je pr̊uběh této funkce y pro C = ±1, C = ±2.

Obrázek 2.18: Graf funkce y = 1
ln |x|+1+C

pro C = ±1, C = ±2..



Kapitola 3

Př́ıklady z fyziky

3.1 Vražda

Na mı́stě vraždy byla v poledne nalezena mrtvola. V době nálezu byla teplota těla

30 ◦C, po 3 hodinách kriminalisté naměřili 27 ◦C. Teplota mı́stnosti se stabilně držela na

20 ◦C. Zjistěte, kdy došlo k vraždě. [6]

Poznámka: Využijme nultý zákon termodynamiky (tj. Je-li útvar A v tepelné rov-

nováze s útvarem B a s útvarem C, jsou v tepelné rovnováze i útvary B a C.).

Řešeńı:

Označme:

x ... čas v hodinách y ... teplota těla v čase x

Sestav́ıme diferenciálńı rovnici popisuj́ıćı tepelnou výměnu a separaćı proměnných j́ı

vyřeš́ıme.

y′ = −a · (y − 20),

y′ · 1

y − 20
= −a,

∫

1

y − 20
dy = −

∫

a dx,

ln |y − 20| = −a · x+ c,

|y − 20| = e−ax · ec.

Vzhledem k tomu, že teplota těla nemůže klesnout pod hodnotu okolńı teploty 20 ◦C,

je

y − 20 = Ke−ax,

y = Ke−ax + 20.

47
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V čase x = 0 byla teplota 30 ◦C. Tedy

30 = Ke0 + 20,

K = 10.

Po 3 hodinách byla teplota 27 ◦C. Pak

27 = 10e−3a + 20,

10e−3a = 7,

e−3a =
7

10
,

10

7
= e3a,

ln
10

7
= 3a,

ln 10
7

3
= a,

a
.
= 0, 12.

Funkce, která popisuje teplotu těla y (◦C) po určité době x (hod) má předpis

y(x) = 10e−0,12x + 20.

Normálńı teplota lidského těla se pohybuje kolem 36, 6 ◦C − 37 ◦C. V našem př́ıpadě

budeme poč́ıtat, že před vraždou měla osoba teplotu těla 36, 6 ◦C. Chceme tedy určit čas,

ve kterém teplota těla byla 36, 6 ◦C. Tedy

36, 6 = 20 + 10e−0,12x,

16, 6 = 10e−0,12x,

1, 66 = e−0,12x,

ln 1, 66 = −0, 12x,
ln 1, 66

−0, 12
= x,

x
.
= −4, 2.

Převedeme si 4, 2 hodin na celé hodiny a minuty, tj. 4 hod a 0, 2 · 60 = 12 minut.

K vraždě došlo přibližně před 4 hodinami a 12 minutami.
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Co, když měl zavražděný horečku?

V tomto př́ıpadě by teplota těla před vraždou byla např. 38 ◦C. Pak

38 = 20 + 10e−0,12x,

18 = 10e−0,12x,

1, 8 = e−0,12x,

ln(1, 8) = −0, 12x,

ln(1, 8)

−0, 12
= x,

x
.
= −4, 9.

Převedeme si 4, 9 hodin na celé hodiny a minuty, dostaneme 4h a 0, 9 · 60 = 54 minut.

K vraždě by došlo v 7 : 06.

3.2 Polévka

V kuchyni je teplota 25 ◦C. Za jak dlouho se právě vypnutá vroućı polévka ochlad́ı

na 30 ◦C, pokud po 15 minutách má 50 ◦C? [1]

Řešeńı:

Označme:

x ... čas y = y(x) ... teplota polévky

K sestaveńı rovnice, popisuj́ıćı proces chladnut́ı, použijeme vztah jako v př́ıkladě 3.1

Vražda na straně 47.

Separaćıch proměnných pak źıskáme jej́ı obecné řešeńı.

y′ = a · (y − 25),

y′

(y − 25)
= a,

∫

1

y − 25
dy =

∫

adx,

ln |y − 25| = ax+ c.

Vzhledem k tomu, že teplota polévky y ≥ 25 je

y − 25 = eax+c,

y = eax+c + 25,

y = Keax + 25.
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Při vypnut́ı (x = 0) polévka vřela (měla 100 ◦C) a pak začal proces chladnut́ı, tedy

100 = Ke0x + 25,

K = 75.

Dosad́ıme do rovnice y = Keax + 25 a zjist́ıme hodnotu koeficientu a, když v́ıme, že

y(15) = 50.

50 = 75e15a + 25,

25 = 75e15a,
25

75
= e15a,

ln
1

3
= 15a,

a =
ln 1

3

15
,

a
.
= −0, 07.

Můžeme sestavit funkci, která popisuje chladnut́ı polévky a je řešeńım diferenciálńı

rovnice

y = 75e−0,07x + 25.

Na obrázku 3.1 můžeme vidět grat této funkce.

Obrázek 3.1: Graf funkce y = 75e−0,07x + 25.
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Nyńı vypoč́ıtáme za jak dlouho se ochlad́ı polévka na 30 ◦C. Tedy

30 = 75e−0,07x + 25,

5 = 75e−0,07x,
5

75
= e−0,07x,

1

15
= e−0,07x,

ln(
1

15
) = −0, 07x,

ln( 1
15
)

−0, 07
= x,

x
.
= 39.

Polévka se ochlad́ı na 50 ◦C přibližně za 39 minut.

3.3 Zákon radioaktivńıho rozpadu

Odvod’te zákon radioaktivńıho rozpadu. Pokud v́ıme, že časový úbytek je př́ımo

úměrný počtu nerozpadlých částic. [3]

Řešeńı:

Označme:

t... čas rozpadu N ... počet atomů v daném vzorku v čase t

λ... rozpadová konstanta N0... počet atomů v čase t = 0

Počátečńı podmı́nka:

N = N0 t = 0

Separaćıch proměnných vyjádř́ıme neznámou N .

dN

dt
= −λN,

dN

N
= −λdt,

∫

dN

N
= −

∫

λdt,
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Zintegrujeme.

ln |N | = −λt + ln |c|,
ln |N | − ln |c| = −λt,

ln |N
c
| = −λt,

eln |N
c
| = e−λt,

N

c
= e−λt,

N = ce−λt.

Nyńı nás bude zaj́ımat počet atomů N0 v čase t = 0.

N0 = c · e−λ·0,

N0 = c. (3. 3. 1)

Rovnici (3. 3. 1) dosad́ıme do N = c ·e−λt a t́ım źıskáme vzorec zákona radioaktivńıho

rozpadu

N = N0 · e−λt.

3.4 Atom

Určete závislost počtu atomů radioaktivńı látky na čase, jestliže plat́ı dN = − ln 2
T

N dt,

kde N je počet nerozpadlých atomů v čase t, T je poločas rozpadu. [3]

Řešeńı:

dN = − ln 2

T
·N · dt,

dN

N
= − ln 2

T
dt,

∫

dN

N
= − ln 2

T
dt,

lnN =
ln 2

T
· t + c. (3. 4. 1)

Předpokládejme:

t = 0 N = N0
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Dosad́ıme do rovnice (3. 4. 1) a vyjádř́ıme konstantu c.

lnN0 = − ln 2

T
· 0 + c,

c = lnN0.

Konstantu c dosad́ıme opět do rovnice (3. 4. 1) a vyjádř́ıme N .

lnN = − ln 2

T
· t + lnN0,

lnN − lnN0 = − ln 2

T
· t,

ln
N

N0

= − ln 2

T
· t,

N

N0
= e−

ln 2

T
·t,

N = e−
ln 2

T
·t ·N0.

Závislost počtu nerozpadlých atomů radioaktivńı látky na čase je N = e−
ln 2

T
·t ·N0.

3.5 Intenzita světla

Intenzita slunečńıho světla pod vodou klesá rychlost́ı př́ımo úměrnou intenzitě světla

v dané hloubce. Pokud 8 metr̊u vody absorbuje 15 % světla, v jaké hloubce bude v poledne

stejně jasno jako na hladině vody při úplňku? Intenzita slunečńıho světla v poledne je

300 000-krát větš́ı než intenzita při úplňku. [5]

Řešeńı:

Označme:

x... hloubka y(x)... intenzita světla v hloubce x

Ze zadáńı v́ıme, že intenzita slunečńıho světla pod vodou klesá rychlost́ı př́ımo úměrnou

intenzitě světla v dané hloubce. Změnu intenzity slunečńıho světla v hloubce x vyjadřuje

derivace funkce y(x). To lze tedy zapsat y′ = ky. Tuto diferenciálńı rovnici jsme už řešili

v př́ıkladě 2.4 Bavlńık na straně 17.

Takže plat́ı

|y| = ekx+c.



KAPITOLA 3. PŘÍKLADY Z FYZIKY 54

Vzhledem k tomu, že y je intenzita světla, je tato veličina nezáporná. Proto

y = ekx+c,

y = ekx · ec.

Označ́ıme-li, ec = C, dostaneme

y = Cekx.

Intenzita světla v 0 m hloubky je 100% a tedy

1 = Ce0,

C = 1.

Tedy y = ekx. Nav́ıc v́ıme, že 8 metr̊u vody absorbuje 15 % světla. To znamená, že

intenzita v 8 metrech je 85 % intenzity v nulové hloubce. To lze zapsat takto y(8) =

0, 85 y(0). Nyńı to dosad́ıme do obecného řešeńı a vyjádř́ıme k.

0, 85 = e8k,

ln(0, 85) = 8k,

k =
ln 0, 85

8
,

k
.
= −0, 020315.

Funkce, která popisuje zkoumaný jev je

y(x) = e−0,020315x.

Dále v́ıme, že intenzista slunečńıho světla v poledne je 300 000-krát větš́ı než intenzita

při úplňku. To znamená, že intenzita při úplňku je y(x) = 1
300 000

. Pak 1
300 000

= e−0,020315x.

Z této rovnice vyjádř́ıme hloubku x.

1

300 000
= e−0,020315x,

ln

∣

∣

∣

∣

1

300 000

∣

∣

∣

∣

= −0, 020315x,

x =
ln
∣

∣

1
300 000

∣

∣

−0, 020315
,

x = 620.

Stejně jasno bude v hloubce 620 metrech.



Kapitola 4

Závěr

Závěrem bych chtěla ř́ıci, že zadáńı této absolventské práce bylo beze zbytku splněno.

Ćılem této práce bylo vytvořit soubor aplikačńıch př́ıkladu souvisej́ıćıch s problema-

tikou diferenciálńıch rovnic.

Práce je rozdělena do dvou hlavńıch kapitol, a to kapitola 2, která se zabývá dife-

renciálńımi rovnicemi a jejich aplikacemi z oboru matematiky a kapitola 3 se zabývá

aplikaćı diferenciálńıch rovnic z oboru fyziky. Řešené př́ıklady jsou doplněny jasným

a srozumitelným popisem a řešeńım. Některé př́ıklady jsou doplněny obrázkem, které

jsem vytvořila v programu GeoGebra. Bakalářská práce je psaná v programu LATEX.
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