
Jiho£eská univerzita v �B
Pedagogická fakulta

Katedra matematiky

Uºití programu GeoGebra p°i °e²ení problém· v
geometrii

The use of GeoGebra by solving problems in
geometry

Diplomová práce

Vypracoval: Bc. �t¥pán Buzek

Vedoucí práce: prof. RNDr. Pavel Pech, CSc.

�eské Bud¥jovice 2022



Tímto bych cht¥l pod¥kovat prof. RNDr. Pavlu Pechovi, CSs. za skv¥lé vedení

p°i tvorb¥ diplomové práce a za spoustu skv¥lých p°ipomínek, které mi b¥hem psaní

sd¥lil.



Prohlá²ení

Prohla²uji, ºe svoji diplomovou práci na téma Uºití programu GeoGebra p°i °e-

²ení problém· v geometrii jsem vypracoval samostatn¥ pouze s pouºitím pramen· a

literatury uvedených v seznamu citované literatury.

Prohla²uji, ºe v souladu s � 47b zákona £. 111/1998 Sb. v platném zn¥ní souhlasím

se zve°ejn¥ním své diplomové práce, a to v nezkrácené podob¥, elektronickou cestou

ve ve°ejn¥ p°ístupné £ásti databáze STAG provozované Jiho£eskou univerzitou v

�eských Bud¥jovicích na jejích internetových stránkách, a to se zachováním mého

autorského práva k odevzdanému textu této kvali�ka£ní práce. Souhlasím dále s tím,

aby toutéº elektronickou cestou byly v souladu s uvedeným ustanovením zákona £.

111/1998 Sb. zve°ejn¥ny posudky ²kolitele a oponent· práce i záznam o pr·b¥hu

a výsledku obhajoby kvali�ka£ní práce. Rovn¥º souhlasím s porovnáním textu mé

kvali�ka£ní práce s databází kvali�ka£ních prací Theses.cz provozovanou Národním

registrem vysoko²kolských kvali�ka£ních prací a systémem na odhalování plagiát·.

V �eských Bud¥jovicích dne 30. dubna 2022.

.............................

Bc. �t¥pán Buzek



Anotace

Tato diplomová práce je zam¥°ena na nové funkce systém· dynamické geometrie

a systém· po£íta£ové algebry. V první £ásti diplomové práce prozkoumávám nové

funkce, které systémy dynamické geometrie poskytují. Druhá £ást diplomové práce

se zam¥°uje na p°íklady, které je moºno pomocí t¥chto funkcí °e²it. Zejména se

jedná o automatické objevování mnoºin daných vlastností. Zejména se zam¥°uje na

objevování rovnic t¥chto mnoºin. V záv¥ru je uveden p°íklad na porovnání principu

automatického dokazování a automatického objevování.

Abstract

This diploma thesis is focused on new funkcionalities of dynamic geometry systems

and computer algebra systems. In �rst part of the diploma thesis I research new

functions of dynamci geometry systems. Second part is focused on examples which

are possible to solve by usage of said methods. Especially it is focused on automatic

discovery of locus. Main focus is on �nding of equations of locuses. In last example

is compared principle of automatic discovery with automatic proving.
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1 Úvod

Geometrie je oblast matematiky zabývající se studiem rovinných a prostorových

útvar·. Zejména se zajímá o vztahy mezi geometrickými útvary.

Objevování vztah· mezi útvary nemusí být vºdy snadné. I velkým matematik·m

v historii mnohdy trvalo n¥kolik let, neº p°i²li s n¥kterými, dnes jiº notoricky zná-

mými, v¥tami. Pythágoras z Milétu svoji slavnou v¥tu neobjevil jen tak. Vyvstává

tedy otázka: Jak nejlépe p°edstavit tyto starov¥ká tvrzení ºák·m b¥hem omezeného

£asu, který nám ²kola poskytuje? M·ºe nám k tomu pomoci moderní technologie.

Dnes máme nové vybavení, které nám m·ºe pomoci v objevování vztah· mezi

geometrickými objekty.

Mezi nejvýznamn¥j²í nástroje v objevování vztah· se jist¥ °adí systémy dyna-

mické geometrie spolu se systémy po£íta£ové algebry.

Pomocí t¥chto nástroj· m·ºeme velmi snadno získávat informace o vztazích mezi

objekty a zárove¬ problémy velmi snadno vizualizovat. Prost°edí t¥chto systému je

£asto velice uºivatelsky p°ív¥tivé. Proto není velký problém p°edstavovat systémy

dynamické geometrie i d¥tem, které jsou na digitální prost°edí pom¥rn¥ zvyklé.

Z toho d·vodu jsem si i toto téma zvolil. Rád bych objevil nové zp·soby práce

s t¥mito prost°edími a pokusil se objevit principy práce, které bych mohl p°ípadn¥

aplikovat i ve své ²kolské praxi.

Touto diplomovou prací voln¥ navazuji na svoji bakalá°skou práci, ve které jsem

se také zabýval vyuºíváním systému dynamické geometrie.

V první kapitole krátce shrnuji sou£asný výzkum vlivu dynamické geometrie na

kvalitu výuky. Dal²í kapitoly uº se zabývají hlavním tématem této práce.

Druhá kapitola p°edstavuje nov¥j²í funkce, které jsou do implementovány do kon-

krétního programu dynamické geometrie - a to do programu GeoGebra. Jmenovit¥

to jsou funkce Locus, LocusEquation a Envelope. Tato kapitola se zabývá hlavn¥

p°edstavením t¥chto nových funkcí.

T°etí a zárove¬ nejobsáhlej²í kapitola se zabývá °e²ením p°íklad· na mnoºiny

bod· daných vlastností, coº je jeden z typických p°íklad· vyuºití systému dynamické

geometrie. Proces °e²ení tohoto p°íkladu se nazývá automatické objevování.
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V této kapitole je také uveden p°íklad zabývající se jiným principem vyuºití

dynamické geometrie - automatické dokazování. Tento princip je demonstrován na

p°íkladu s Wallace-Simsonovou v¥tou.

P°i tvo°ení této práce jsem vyuºíval programy GeoGebra, CoCoA a WolframAl-

pha.
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2 Sou£asný výzkum efektu uºívání program· DGS

V této kapitole bych rád uvedl n¥kolik výzkum· zabývajících se vyuºíváním sys-

tém· dynamické geometrie ve výuce matematiky na r·zných úrovních vzd¥lávacího

systému.

V sou£asnosti se ve sv¥t¥ m·ºeme setkat s integrací moderních technologií ve

výuce matematiky ve snaze zlep²it výuku matematiky ve ²kolách [1].

Vyuºívání systém· dynamické geometrie ve výuce matematiky poskytuje ºák·m

a student·m dal²í moºnosti rozvoje schopnosti °e²ení problém·, resp. vymý²lení

nových postup· v °e²ení problém· s vyuºitím neomezené moºnosti výpo£etní síly

po£íta£· [2].

Uºívání po£íta£· p°i výuce rychle p°itáhlo u£itele a výzkumné pracovníky. Nej-

více roz²í°eným softwarem vyuºívaným ve výuce matematiky jsou systémy dyna-

mické geometrie (DGS = Dynamic Geometric System). Takový software umoº¬uje

uºivateli vytvá°et geometrické konstrukce, m¥°it r·zné prom¥nné, které poté vyuºije

k ur£ování vlastností, umoº¬uje p°etahovat objekty (body, úse£ky, p°ímky apod.),

umoº¬uje formulovat hypotézy a odvozovat zobecn¥ní [3].

To samoz°ejm¥ vyvolává otázku, zda-li je výuka matematiky pomocí DGS efek-

tivní. Na to nem·ºe odpov¥d¥t jediná studie, proto se auto°i £lánku The E�ecti-

veness of Dynamic Geometry Software Applications in Learning Mathematics: A

Meta-Analysis Study [1] rozhodli zkombinovat výsledky n¥kolika studií na toto téma

a pokusili se nalézt odpov¥¤ na následujících ²est otázek.

� Vyvolává pouºívání DGS p°i výuce matematiky dostate£n¥ velký efekt na ma-

tematické schopnosti oproti vyuºívání b¥ºných postup·?

� Jsou znatelné rozdíly v efektivit¥ DGS v následujících letech (a) 2010-2012 (b)

2013-2015 (c) 2016-2018 a (d) 2019-2020?

� Jsou znatelné rozdíly v efektivit¥ pouºívání DGS na r·zných stupních ²kol-

ského systému: (a) druhý stupe¬ základní ²koly (b)st°ední ²koly (c) vy²²í

stupn¥
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� Má velikost zkoumaného souboru vliv na efektivitu pouºívání DGS? Zkoumá

se mén¥ nebo rovno t°iceti a více neº t°icet.

� Existují znatelné rozdíly efektivity mezi následujícími systémy DGS: (a) Geo-

Gebra (b) Cabri (c) Sketchpad a (d) Wingeom?

� Existují znatelné rozdíly v efektivit¥ v závislosti na pom¥ru po£íta£· a stu-

dent·? Resp. Je rozdíl, jestli ºáci pracují individuáln¥, nebo ve skupinách.

Získaná data vzhledem k první otázce nazna£ují, ºe vyuºívání DGS p°i výuce

matematiky má velký vliv na kvalitu získaných znalostí a dovedností. �áci, u nichº

probíhala výuka s vyuºitím DGS, dosahovali lep²ích výsledk·, neº ºáci, kte°í byli

vyu£ování bez vyuºívání DGS ve výuce.

Data vedla ke zji²t¥ní, ºe výsledky zkoumání efektivity výuky pomocí DGS se

li²ila i podle roku vydání studie, ze které byla data £erpána.

Zkoumané studie také nazna£ují, ºe znatelný vliv na efektivitu pouºití DGS

ve výuce má i úrove¬ vzd¥lávacího systému, na kterém se ºák nachází. Nejv¥t²ích

pokrok· dosahovali studenti nacházející se na úrovni st°edních ²kol. To ov²em ne-

znamená, ºe by na ostatních úrovních nebyl ºádný pokrok zaznamenán.

Data ze studií také ur£ují, ºe vliv vyuºití DGS je znateln¥ výrazn¥j²í p°i pou-

ºití v men²ích skupinách. Tady se ov²em dá spekulovat, zda-li výuka obecn¥ není

efektivn¥j²í v men²ích skupinách.

Ve zkoumaných t°ídách m¥la nejv¥t²í zastoupení GeoGebra, data také ukazují,

ºe je nejefektivn¥j²í p°i výuce. Na druhém míst¥ v zastoupení i efektivit¥ se umístilo

CABRI.

Data také nazna£ují, ºe individuální výuka má znateln¥j²í efekt, neº výuka ve

skupinách. Výuka je efektivn¥j²í, má-li kaºdý ºák k dispozici jeden po£íta£.
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Ve shrnutí by se dalo °íci, ºe vyuºívání DGS ve výuce má pozitivní vliv na

kvalitu vzd¥lávacího procesu v oblasti matematiky za ur£itých podmínek, které jsou

uvedeny vý²e.

Auto°i této studie je²t¥ nepovaºují zkoumání vlivu DGS ve výuce za hotové a

rozhodnuté. Na základ¥ existujících studií jsou ale p°esv¥d£eni, ºe pozitivní vliv na

matematické schopnosti ºák· se projevuje, ale je je²t¥ pot°eba dal²ího dlouhodobého

a podrobn¥j²ího výzkumu.

Pokud se chceme podívat na situaci ohledn¥ vyuºívání DGS v £eském ²kolství,

m·ºeme nahlédnout do druhé kapitoly knihy Kritická místa matematiky základní

²koly v °e²eních ºák· od docentky Na¤y Vondrové [4].

Tato kapitola se zabývá konstruk£ními úlohami nap°í£ ro£níky základní ²koly.

Sou£ástí této kapitoly je také shrnutí dotazníkového ²et°ení mezi u£iteli základních

²kol v �eské republice.

Za zmínku stojí, ºe v tomto pr·zkumu, kterého se zú£astnilo zhruba 250 £eských

druhostup¬ových u£itel·, dochází k zajímavému rozporu. 85 % £eských u£itel· je

p°esv¥d£eno, ºe vyuºívání DGS p°i hodinách matematiky p°ispívá k lep²ímu pocho-

pení geometrie. Av²ak pouze jen 42 % dotazovaných u£itel· pouºívá DGS p°i své

výuce.

Bohuºel kniha se nezmi¬uje, pro£ u£itelé nevyuºívají DGS ve výuce více, i kdyº

v¥t²ina z nich v¥°í, ºe je to p°ínosné.

Zárove¬ 94 % dotazovaných u£itel· povaºuje za d·leºité, aby ºáci provád¥li kon-

strukce i za pomoci rýsovacích pom·cek. V¥t²ina dotazovaných u£itel· se také staví

k názoru, ºe systémy dynamické geometrie by se m¥ly do výuky za°adit aº teprve

po zvládnutí probírané látky na papír.

Z t¥chto dat nasbíraných v £eských ²kolách m·ºeme pozorovat, ºe £e²tí u£itelé

DGS v¥°í, ale nejspí² si je²t¥ nejsou moc jisti, jak tyto systémy do výuky za°adit.
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3 Programové vybavení GeoGebra

GeoGebra je systém dynamické geometrie fungující pod licencí open source. To

znamená, ºe je moºno ji vyuºívat zcela zdarma ve ²kolách. Tisíce ²kol po celém

sv¥t¥ se proto rozhodlo pro vyuºívání programu GeoGebra ve výuce. [5].

Od verze programu 4.2 (prosinec 2012) podporuje výpo£et mnoºiny bod· daných

vlastností. Tato moºnost je výsledkem spole£né práce matematik· a programátor·

z vývojá°ského týmu GeoGebra [5].

Plodem této spolupráce je také umoºn¥ní rychlých výpo£t· v internetových pro-

hlíºe£ích, coº vede je²t¥ k lep²í p°ístupnosti a moºnosti vyuºití programu GeoGebra

[5].

V této £ásti diplomové práce se zam¥°íme na metody, které GeoGebra k vy²et°o-

vání a odvozování mnoºin bod· daných vlastností pouºívá, zejména se bude jednat

o metodu Locus, LocusEquation a Envelope.

Hlavní p°edností GeoGebry je jednoduchá manipulace s jednotlivými objekty,

které jsou na obrazovce k dispozici, to umoº¬uje i ºákovi základní ²koly s tímto

programem efektivn¥ pracovat [6].

Nejenomºe GeoGebra slouºí jako nástroj precizního kreslení, p°esná gra�cká re-

prezentace geometrického problému dokáºe ºákovi velmi pomoci. Dle Vondrové [4] je

vizuální informace pro ºáka daleko siln¥j²í, neº informace p°evzatá z textu. V knize

jeden ze zkoumaných ºák·, správn¥ provedl rozbor úlohy, ale vzhledem k nevhod-

nému ná£rtu (úhel, který byl men²í neº devadesát stup¬· si zakreslil jako tupý úhel),

poté pokra£oval podle ná£rtu, který byl nevhodn¥ nakreslen, ale popsán správn¥.

GeoGebra je ale více, neº jen "kreslící plátno". Krom¥ kreslení je GeoGebra

schopna provád¥t i výpo£ty. Názvy metod, které k tomu vyuºívá, jsou uvedeny vý²e

[5], [6]. V dal²ích £ástech se na n¥ podíváme zblízka.
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3.1 Funkce Locus a LocusEquation - explicitní mnoºina bod·

daných vlastností

Tuto funkci není moºné vyuºít vºdy. Aby bylo moºno tuto funkcí pouºívat, pot°e-

bujeme mít k dispozici dva body [6].

První bod se nazývá mover - to je bod, který se pohybuje po n¥jakém objektu. V

£eské lokalizaci programu GeoGebra je tento bod ozna£ován jako "Bod na mnoºin¥".

Tímto objektem m·ºe být nap°. p°ímka, kruºnice, hyperbola, parabola a dal²í moºné

objekty [6].

Druhý bod se nazývá tracer - to je bod, který je n¥jakým zp·sobem závislý na

moveru. V £eské lokalizaci programu GeoGebra je ozna£ován tento bod jako "Bod

tvo°ící mnoºinu". Závislost t¥chto dvou bod· umoº¬uje kreslit trajektorii traceru v

závislosti na pohybu moveru po objektu [6].

Úkolem v takovýchto typech problému je nalézt mnoºinu bod·, po které se bude

v závislosti na pohybu moveru pohybovat tracer [5].

Takováto mnoºina bod· se nazývá explicitní mnoºina bod· daných vlastností.

Tato mnoºina je tedy zadaná bodem pohybujícím se po n¥jakém objektu, nebo cest¥.

Poté musí být zadána konstrukce de�nující druhý bod a následn¥ musí být provedena

konstrukce na zji²t¥ní mnoºiny bod·, po které se druhý bod pohybuje [7].

Tato funkce je velmi jednoduchá, ale i tak je velice uºite£ná. Její hlavní nevýho-

dou je, ºe se nedá pouºít k vy°e²ení kaºdého problému [6].

Uve¤me si tuto funkci na základ¥ jednoduchého p°íkladu. Sestrojme si libovolný

bod. V na²em p°ípad¥ si ho pojmenujeme A. Poté si narýsujme kruºnici se st°edem

v tomto bod¥. Následn¥ si na této kruºnici sestrojíme libovolný bod a nazveme ho

P. Jako dal²í krok si spojíme bod A s bodem P, vznikne nám úse£ka AP. Poté

sestrojíme bod P ′ jako st°ed úse£ky AP.

Úkolem tedy bude zjistit, po jaké trajektorii se bude pohybovat bod P ′, kdyº

budeme pohybovat bodem P po kruºnici.

V tomto zadání nám úlohu moveru plní bod P, který se pohybuje po kruºnici a

úlohu traceru plní bod P ′, který se pohybuje v závislosti na pohybu bodu P.

V programu GeoGebra m·ºeme vyuºívat obrázkové menu nacházející se na hor-
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ním pravém okraji okna. Nebo m·ºeme vyuºívat p°íkazový °ádek nacházející se v

levém spodním okraji okna. M·ºete vid¥t na obrázku 1.

Obrázek 1: Okno programu GeoGebra po spu²t¥ní

Pokud se rozhodneme pro vyuºití p°íkazového °ádku, musíme znát p°íkazy, ne-

musíme je znát úpln¥ zpam¥ti, protoºe GeoGebra nám nabízí nápov¥du. Pokud

bychom se tedy vý²e uvedený p°íklad rozhodli zkonstruovat pomocí p°íkazového

°ádku, zadávali bychom postupn¥ tyto p°íkazy:

� A = (0,0) - vytvo°ili jsme bod A o sou°adnicích x = 0 a y = 0.

� k = Kruznice(A, 4) - vytvo°ili jsme kruºnici k o polom¥ru 4, na obrázku 2

m·ºete vid¥t, ºe moºností, jak vytvo°it kruºnici je více, na²eptáva£ je v tomto

p°ípad¥ velice nápomocný a usnad¬uje nám £innost, nemusíme dokonce ani

p°íkaz psát úpln¥ p°esn¥ a na²eptáva£ nám i p°esto poradí.

� P = Bod(k) - de�novali jsme bod P jako bod, který se nachází na objektu (v

na²em p°ípad¥ kruºnici) k.

� P'= StredSoumernosti(A, P) - de�novali jsme bod P ′ jako st°ed úse£ky AP.

Za pov²imnutí stojí, ºe úse£ka AP nemusí být zakreslena.
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Obrázek 2: Ukázka na²eptáva£e

Po zadání vý²e uvedených p°íkaz· bychom m¥li mít sestrojené základní zadání,

které by m¥lo vypadat jako na obrázku 3.

Obrázek 3: Zadání p°íkladu

Nyní si sami m·ºeme vyzkou²et, jak se pohybuje bod P ′ v závislosti na pohybu

bodu P po kruºnici k. Vidíme, ºe bod P ′ se nejspí²e pohybuje po kruºnici.

Pokud se o tom chceme ujistit, m·ºeme pouºít funkci Locus. V £eské lokalizaci

se jedná o funkci MnozinaBodu

Tato funkce nám mnoºinu bod·, po které se pohybuje tracer vykreslí 4.
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Obrázek 4: �e²ení p°íkladu pomocí funkce Locus

Mohlo by se zdát, ºe jiº zde m·ºeme skon£it a prohlásit, ºe bod P' se pohybuje

po kruºnici. Vizuáln¥ by se mohlo zdát, ºe není o £em diskutovat. Pokud si ale svým

prohlá²ením chceme být stoprocentn¥ jistí, tak nám visuální d·kaz sta£it nebude

[5], [6], [7].

Abychom mohli s jistotou prohlásit, ºe se jedná o kruºnici, budeme pot°ebovat i

její rovnici.

V programu GeoGebra je implementovaná funkce LocusEquation. V £eské lokali-

zaci programu GeoGebra by se jednalo o funkci RovniceMnozinyBodu. Tato metoda

si sestaví rovnice v²ech objekt·, které se v konstrukci vyskytují. Tedy de�nuje sou-

°adnice bod· xA, yA, xP , yP , x
′
P a y′P .

Pomocí t¥chto sou°adnic funkce LocusEquation vytvo°í soustavu rovnic vyuºíva-

jící tyto sou°adnice vzhledem ke konstrukci. Poté je t°eba tuto soustavu zredukovat

pouze na rovnice pouºívající jenom sou°adnice x′
P a y′P . Proces, který metoda Lo-

cusEquation vyuºívá, se nazývá eliminace.

Tento proces v programu GeoGebra provádí Giac Computer Alegebra System

(CAS) na pozadí [5], [6], [7].

Pokud tedy pouºijeme funkci LocusEquation nejenºe získáme vizuální reprezen-

taci hledané mnoºiny, ale získáme i její rovnici. Pokud máme rovnici kruºnice, uº

nem·ºe být pochyb o tom, ºe hledaná mnoºina je skute£n¥ kruºnicí.
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Obrázek 5: �e²ení p°íkladu pomocí funkce LocusEquation

GeoGebra nám ukáºe rovnici x2 + y2 = 4. Tedy kruºnice se st°edem v po£átku

sou°adné soustavy a s polom¥rem 2. Vzhledem k tomu, ºe na²e p·vodní kruºnice

m¥la st°ed také v po£átku sou°adnic a tracer byl zkonstruován, tak aby byl v polovin¥

polom¥ru, není pochyb o tom, ºe je to správné °e²ení.

Tento p°íklad slouºí pouze jako ukázkový p°íklad vyuºití metod Locus a Lo-

cusEquation. Poslouºil také k vysv¥tlení pojmu explicitní mnoºiny bod· daných

vlastností.

3.2 Funkce Locus a LocusEquation - implicitní mnoºina bod·

daných vlastností

M¥jme jakýkoliv bod I. M·ºe se jednat o bod v prostoru, nebo o bod na n¥jakém

objektu, po kterém se m·ºe pohybovat. Takovýto objekt, po kterém se bod I pohy-

buje, m·ºeme nazývat cesta. P°edpokládejme, ºe jsou dané jakési konstruk£ní kroky.

M·ºeme si vymyslet jakoukoliv podmínku, která platí ve vztahu k bodu I a ostat-

ním objekt·m konstrukce. Tato podmínka se v programu GeoGebra nazývá Boolean

Expression. V £eské lokalizaci programu GeoGebra je tato podmínka ozna£ena jako

Pravdivostní hodnota.

Úkolem p°i takovémto zadání bude nalézt rovnici objektu takového, ºe kdyº se
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na n¥m bude nacházet bod I, tak budou spln¥ny v²echny zadané podmínky.

K °e²ení takovýchto úloh nám bude op¥t slouºit metoda LocusEquation. Ov²em

v tomto p°ípad¥ budeme jako parametry funkce udávat danou podmínku (Boolean

expression/Pravdivostní hodnotu) a bod I.

Uvedeme si základní hodnoty, které se nám m·ºou objevit v parametru Boolean

expression/Pravdivostní hodnota [7] [8]:

� Jakákoliv rovnice nap°. a2 + b2 == c2. Pythagorova v¥ta.

� Totoºnost dvou geometrických objekt·, nap° A == B. Bod A je totoºný s

bodem B. Je moºno pouºít metodu AreEqual[A,B].

� Shodnost dvou geometrických objekt· pomocí funkce AreCongruent, nap°.

AreCongruent[Circle((0,0),1),x2+y2 = 1] a AreCongruent[Circle((1,1),1), x2+

y2 = 1]. Ob¥ tyto funkce budou vracet pravdivostní hodnotu true. V prvním

p°ípad¥ porovnáváme dv¥ totoºné kruºnice - mají stejný polom¥r i st°ed. V

tomto p°ípad¥ by nám i funkce AreEqual vrátila pravdivostní hodnotu true. V

druhém p°ípad¥ porovnáváme kruºnice se stejným polom¥rem, av²ak st°ed se

li²í. U první kruºnice je to bod [1,1] a u druhé kruºnice je to bod [0,0]. Funkce

AreCongurent nám vrátí pravdivostní hodnotu true, protoºe se jedná o kruºnici

s polom¥rem 1. Av²ak funkce AreEqual nám vrátí pravdivostní hodnotu rovnou

false, protoºe kruºnice jsou sice stejné (resp. mají stejný polom¥r), ale st°ed

se li²í. V £eské lokalizaci jsou odpovídající funkce nazvány JsouTotozne =

AreEqual a JsouShodne = AreCongruent.

� Ov¥°ení, zda se bod nachází na p°ímce, kruºnici apod. nap°. A ∈ c. Zde se

ptáme, zda se bod A nachází na geometrickém objektu c.

� Rovnob¥ºnost dvou p°ímek/úse£ek, které se zadávají jako parametry této

funkce. nap°. AreParallel[p,q] vrací hodnotu true v p°ípad¥, ºe jsou p°ímky/úse£ky

p a q rovnob¥ºné. V £eské lokalizaci je tato funkce ozna£ena jako JsouRovno-

bezne.

17



� Kolmost dvou p°ímek/úse£ek, nap°. ArePerpendicular[p,q] vrátí hodnotu true

v p°ípad¥, ºe p°ímky/úse£ky p a q jsou na sebe kolmé. V £eské lokalizaci je

tato funkce pojmenována JsouKolme.

� Kolinearita t°í bod·. Tedy ov¥°ení, zda t°i dané body leºí na jedné p°ímce,

nap°. AreCollinear[K,L,M] vrací hodnotu true v p°ípad¥, ºe body K, L a M

lze vést p°ímku. V £eské lokalizaci je tato funkce pojmenována JsouKolinearni.

� Ov¥°ení, zda t°i p°ímky mají jeden spole£ný bod, nap°. AreConcurrent[f,g,h]

vrací hodnotu true v p°ípad¥, ºe se p°ímky f , g a h protínají v práv¥ jednom

spole£ném bod¥. V £eské lokalizaci je tato funkce pojmenována ProtinajiciSe.

� Ov¥°ení zda, £ty°i body leºí na kruºnici, nap°. AreConcyclic[A,B,C,D] vrátí

hodnotu true v p°ípad¥, ºe m·ºeme sestrojit kruºnici takovou, ºe na ni bu-

dou leºet v²echny £ty°i body. V £eské lokalizaci je tato funkce pojmenována

JsouNaKruznici.

Vyuºití implicitní mnoºiny bod· daných vlastností ukáºeme na p°íkladu odvození

Thalethovy v¥ty1 resp. odvození Thalethovy kruºnice. Vyuºijeme k tomu funkci

LocusEquation a Pythagorovu v¥tu2 jako podmínku. Tedy vyuºijeme hned první

typ podmínky ze seznamu uvedeného vý²e.

V první °ad¥ si sestrojíme trojúhelník ABC. K tomu m·ºeme vyuºít funkci

Polygon/Mnohoúhelník, která se vyskytuje v horním menu. Tímto zp·sobem bychom

se vyhnuli pouºívání vstupního °ádku. M·ºeme si také sestrojit t°i body a spojit je

pomocí funkce Segment/úse£ka viz. obrázek 6.

1"Sestrojme libovolnou kruºnici s pr·m¥rem. Koncové body jejího pr·m¥ru ozna£íme A a B a

zvolíme libovolný bod C na kruºnici. Pak platí, ºe trojúhelník ABC je pravoúhlý a má pravý úhel

u vrcholu C."[9]
2"Obsah £tverce sestrojeného nad p°eponou libovolného pravoúhlého trojúhelníku je roven

sou£tu obsah· £tverc· nad ob¥ma jeho odv¥snami (dv¥ma krat²ími stranami)."[9]
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Obrázek 6: Trojúhelník ABC k vy°e²ení implicitní mnoºiny bod· daných vlastností

Pokud bychom trvali na vyuºití vstupního °ádku, je to moºné. Museli by v²ak jiº

existovat body, které bychom uvedli jako parametry funkce Polygon/Mnohouhelnik.

Dal²ím krokem jiº bude vyuºití funkce LocusEquation. V p°ípad¥ implicitní

mnoºiny bod· daných vlastností musíme jako parametry funkce Boolean Expres-

sion/Pravdivostní hodnotu a bod, kterého se daná podmínka týká.

V na²em p°ípad¥ si tyto parametry m·ºeme zvolit následovn¥. Budeme p°edpo-

kládat, ºe pravý úhel budeme chtít u vrcholu B. V tom p°ípad¥ bude na²e funkce s

parametry vypadat následovn¥ viz. obrázek 7.:

LocusEquation[a2 + c2 == b2, B]/RovniceMnozinyBodu[a2 + c2 == b2, B]

Pomocí posouvání objekt·, které se potahovat dají, m·ºeme zjistit, ºe výsledek

se jeví jako kruºnice. Dokonce máme danou i rovnici, která tuto kruºnici vykresluje.

Tato vizuální pom·cka nám pom·ºe Thaleth·v teorém dokázat. Zatím by se je²t¥

nem¥l opomíjet "klasický"d·kaz. Ov²em ukázalo se, ºe je daleko jednodu²²í odvodit

"klasický"d·kaz, kdyº uº je nám výsledek známý.
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Obrázek 7: Implicitní mnoºina bod· daných vlastností

V na²em p°ípad¥ jsme pomocí GeoGebry zjistili, ºe pokud sestrojíme kruºnici

tak, aby m¥la za pr·m¥r stranu trojúhelníka, tak kdyº se bude bod, který na té dané

stran¥ neleºí nacházet na kruºnici a zárove¬ nebude leºet na dané úse£ce (nebyl by

to trojúhelník), tak úhel u tohoto vrcholu bude pravý.

Tato znalost nám posléze umoºní snadn¥ji nalézt "klasický d·kaz"[6].

Pokud chceme aby se bod B nacházel p°ímo na kruºnici, musíme pouºít funkci

Attach/Detach / P°ipojit/Odpojit. Pokud si takto de�nujeme bod B, tak se bude

pohybovat pouze po dané kruºnici. Tato funkce lze pouºít i na jiné objekty. Po-

hybování bodem B pouze po kruºnici nám pom·ºe si snadn¥ji uv¥domit d·leºitou

vlastnost dané konstrukce viz 8.

20



Usnadn¥ní v tomto p°ípad¥ spo£ívá v tom, ºe kdyº víme jak vypadá °e²ení,

snadn¥ji najdeme i d·kaz [6]. Kdyº víme, ºe se snaºíme dokázat, ºe hledaná mnoºina

bod· daných vlastností je kruºnice, leh£eji si odvodíme n¥které vlastnosti, které

m·ºeme pot°ebovat pouºít.

Obrázek 8: Zji²t¥ní d·leºité vlastnosti

V na²em p°ípad¥ snadno uvidíme, ºe vzdálenost mezi body A a S je stejná jako

vzdálenosti mezi A a B a A a C. Tedy platí, ºe |AS| = |BS| = |CS|. V obrázku 8

ozna£eno £ervenou barvou a také pojmenováno r1, r2 a r3.

P°i pohledu na obrázek 8 si také m·ºeme velmi snadno uv¥domit, ºe trojúhelníky

BSC a ASB jsou rovnoramenné trojúhelníky. U nich víme, ºe ramena mají stejnou

délku (v na²em p°ípad¥ je délka ramen u obou trojúhelník· rovna polom¥ru kruºnice)

a zárove¬ oba úhly p°i základn¥ mají stejnou velikost viz 9.

V trojúhelníku ASB tedy platí α = β a v trojúhelníku CSB platí γ = δ.

Víme také, ºe kdyº se trojúhelník nachází v Eukleidovské rovin¥, tak sou£et

vnit°ních úhl· je roven 180◦.

M·ºeme tedy zapsat α + β + γ + δ = 180◦. Protoºe víme, ºe α = β a γ = δ,

m·ºeme n¥které symboly nahradit a upravit rovnici do následujícího tvaru:
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α + α + δ + δ = 180◦

2α + 2δ = 180◦

Tuto rovnici jiº sta£í pouze vyd¥lit dv¥ma a dostaneme:

2α + 2δ = 180◦| : 2

α + δ = 90◦

Obrázek 9: Rovnoramenné trojúhelníky

Povedlo se nám pom¥rn¥ snadno pomocí programu GeoGebra odvodit Thalet·v

teorém. Zadání pro ºáky by mohlo nap°íklad znít: Máme daný trojúhelník ABC.

Nalezn¥te mnoºinu bod·, na které se musí nacházet bod B tak, aby trojúhelník ABC

byl pravoúhlý s pravým úhlem p°i vrcholu B.

S pomocí konstrukce v programu GeoGebra a vyuºití pomocné funkce (Lo-

cusEquation/RovniceMnozinyBodu) snadno nalezneme hledanou mnoºinu.

Uv¥dom¥ní si významných vlastností je s dynamickým appletem mnohem snaz²í,

neº bez n¥j. �áci si také mnohem snadn¥ji uv¥domí, ºe se jedná o rovnoramenné

trojúhelníky i v p°ípad¥, ºe by se jako první v¥novali úhl·m α, β, γ a δ.

Nejzásadn¥j²í krok je sestrojení si úse£ky SB. Poté uº je d·kaz pom¥rn¥ snadno
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odvoditelný.

3.3 Funkce Envelope

Tato funkce slouºí k vypo£ítání rovnice k°ivky, která je te£nou ke skupin¥ objekt·,

zatímco se rodi£ skupiny objekt· pohybuje po ur£ité dráze.

P°esn¥ji °e£eno, m¥jme výstupní bod I na dané trase P , ur£ité konstruk£ní kroky

a výstupní trasu O. Výstupní trasa m·ºe být p°ímka, kruºnice apod. Úkolem je

odvodit rovnici E k°ivky C, která je te£nou k trase O, zatímco se bod I pohybuje

na trase P . Tímto postupem vznikne E.

Bod I se nazývá mover. E se nazývá envelope equation/rovnice obálky a její

gra�cká reprezentace se nazývá envelope/obálka.

Na p°íkladu si ukáºeme de�nici elipsy jako obálku. M¥jme kruºnici a bod, který

leºí uvnit° kruºnice. K°ivka, která je tvo°ena te£nami ke skupin¥ kolmých úse£ek,

které p·lí úse£ku mezi pohybujícím se bodem na kruºnici a jejím vnit°ním bodem,

je elipsa.

Tuto de�nici si s vyuºitím funkce envelope/obálka m·ºeme snadno ov¥°it v pro-

gramu dynamické geometrie GeoGebra. V následující £ásti si ukáºeme, jak by se to

dalo ud¥lat.
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Prvním krokem bude sestrojit si kruºnici c se st°edem v bod¥ A a bodem B,

který leºí na kruºnici c. M·ºeme k tomu vyuºít funkci kruºnice daná st°edem a

bodem viz 10.

Obrázek 10: Kruºnice c s bodem B

Poté si na kruºnici c vloºíme bod C. A dále si vloºíme libovolný bod D do vnit°ní

oblasti kruºnice c viz 11.

Obrázek 11: Kruºnice c s body C a D

Následn¥ si sestrojíme úse£ku CD a její osu. Tedy p°ímku, která je na tuto úse£ku

kolmá a d¥lí ji na dv¥ p·lky. V programu GeoGebra si vizuáln¥ úse£ku CD vykreslo-

vat nemusíme, sta£í nám vyuºít funkci PerpedicularBisector/osa úse£ky. Tato funkce

nám vykreslí rovnou osu úse£ky, bez nutnosti si danou úse£ku vykreslovat. Pouºitím

této funkce nám vznikne p°ímka f viz 12.
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Obrázek 12: P°ímka f jako osa úse£ky CD

V této fázi jsme jiº p°ipraveni na pouºití funkce Envelope/Obalka. Do okna

vstupu zapí²eme Envelope[f, C]/Obalka[f,C]. V algebraickém okn¥ se nám vypí²e

rovnice kuºelose£ky, v gra�ckém okn¥ se nám tato kuºelose£ka vykreslí. Pohybem

bodu C po kruºnici c si m·ºeme gra�cky ov¥°it, ºe v²echny osy úse£ky CD jsou

skute£n¥ te£ny vzniklé elipsy viz 13.

Obrázek 13: Vzniklá elipsa pomocí funkce Evelope/Obalka

Funkce Envelope/Obalka lze vyuºít k prozkoumávání alternativních de�nicí ku-

ºelose£ek a k prohloubení znalostí na toto téma. Výhoda spo£ívá, jako u v²ech

zkoumaných funkcí, v rychlé a snadné vizualizaci daného problému.
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4 Mnoºiny bod· daných vlastností

V p°edchozích kapitolách jsme si p°edstavili nové funkce, které nám program Geo-

Gebra nabízí. V této kapitole si ukáºeme moºnosti vyuºití vý²e uvedených funkcí na

r·zných p°íkladech.

Existují dva základní p°ístupy - automatické objevování a automatické dokazo-

vání.

Automatické objevování se zabývá situacemi, kdy je dané tvrzení pravdivé a

automatické dokazování se zabývá, jestli je dané tvrzení pravdivé [13].

V této kapitole se budeme zabývat p°edev²ím automatickým objevováním.

P°i °e²ení p°íklad· zabývající se automatickým objevováním lze uplatnit násle-

dující postup:

1. Ná£rt situace v programu DGS

2. Demonstrace v programu DGS - pouºití funkce Stopa bodu

3. Ov¥°ení za vyuºití funkce Mnoºina bod·

4. Sestavení klasického d·kazu - DGS m·ºe slouºit k nalezení souvislostí mezi

objekty, ne vºdy lze takový d·kaz sestavit

5. Hledání mnoºiny s vyuºitím po£íta£e a CAS - Zavedení vhodné kartézské sou-

stavy sou°adnic, sestavení algebraických rovnic a následná eliminace závislých

prom¥nných vede k získání rovnice hledané mnoºiny

6. Srovnání výsledk· DGS a CAS

7. Odvození záv¥r·

Automatické objevování funguje na následujícím principu. M¥jme tvrzení H ⇒

T , které je ve v¥t²in¥ podstatných p°ípad· nepravdivé. Na²ím cílem je automaticky

vyprodukovat p°ídavnou hypotézu H0, tak aby vzniklo nové tvrzení (H ∧H0) ⇒ T

bylo pravdivé [13].

Abychom se tímto problém mohli zabývat, musíme p°evést problém geometrický

na problém algebraický. Musíme tedy zavést systém rovnic, který popisuje geomet-

rickou situaci.
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Pomocí tohoto systému sestavíme mnoºinu polynom·, které popisují situaci po-

mocí algebraických rovnic. Tento systém se nazývá ideál. Ze sestaveného ideálu

získáme výsledné tvrzení pomocí eliminace závislých prom¥nných. K této eliminaci

vyuºíváme Gröbnerovy báze.

Základní p°ípady jsou implicitní a explicitní mnoºina bod· daných vlastností

(uvedeno v kapitolách vý²e).

V následujících kapitolách si uvedeme p°ípady, které mohou nastat - získání

výsledk· rovnou z eliminace, doupravení výsledk· pomocí faktorizace, eliminace

vrátí prázdnou mnoºinu.

4.1 Osa úse£ky jako mnoºina bod· daných vlastností

Zadání: Ur£ete mnoºinu v²ech bod· v rovin¥, které mají stejnou vzdálenost od dvou

zadaných bod· A a B.

Jako první si vytvo°íme ná£rt situace pomocí programu DGS. Musíme si zadat

dva bod A a bod B. Následn¥ si sestrojíme bod C, tak aby byl stejn¥ vzdálený od

bodu A i od bodu B. Situace by mohla vypadat následovn¥.

Obrázek 14: Ná£rt situace

Z tohoto ná£rtu m·ºeme usoudit, ºe se k nalezení bodu, který má od dvou bod·

stejnou vzdálenost m·ºeme, vyuºít dv¥ kruºnice o stejném polom¥ru.

V programu DGS si m·ºeme zajistit, pomocí funkce Kruºnice daná polom¥rem,

dv¥ kruºnice o stejném polom¥ru. Sta£í si nastavit posuvník. Hodnotu tohoto po-

suvníku m·ºeme pak nastavit jako polom¥r daných dvou kruºnic. Bude se nám tedy
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m¥nit polom¥r obou kruºnic zárove¬. To nám umoºní lépe prozkoumat situaci.

Obrázek 15: Dva body mnoºiny

Touto konstrukcí jsme získali dva hledané body C a D. Nyní m·ºeme pouºít

funkci Stopa mnoºiny. Ta nám umoºní získat je²t¥ v¥t²í náhled do situace.

Obrázek 16: Pouºití funkce Stopa bodu

Z obrázku m·ºeme vid¥t, ºe se nám poda°ilo získat v¥t²í vhled do situace. Gra-

�cky se zdá, ºe by hledaná mnoºina bod· mohla být p°ímka. Toto ov²em je²t¥ nesta£í

na to, abychom to mohli prohlásit s jistotou.

K získaní v¥t²ího p°esv¥d£ení, ºe se skute£n¥ jedná o p°ímku, musíme vyuºít

funkci Mnoºina bod·.

Funkci Mnoºina bod· pouºijeme s parametry bod tvo°ící mnoºinu a posuvník.

Bod tvo°ící mnoºinu bude postupn¥ bod C a bod D. Na po°adí nezáleºí. A do £ásti
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zadání posuvníku napí²eme název posuvníku. V tomto p°ípad¥ je to r.

Obrázek 17: Pouºití funkce Mnoºina bod·

Funkce Mnoºina bod· nás posunula zase o kus dále. Nyní si m·ºeme být trochu

jist¥j²í, ºe se skute£n¥ jedná o p°ímku. V tomto kroku to je²t¥ v²ak nem·ºeme v¥d¥t

jist¥. Av²ak takovýto náhled nám umoºní snadn¥ji sestavit klasický nepo£íta£ový

d·kaz.

K zji²t¥ní platných vlastností mezi objekty vyuºijeme funkci Vztah mezi objekty.

Tato funkce nám potvrdí, ºe úse£ka AB je kolmá na p°ímku CD. Dále si vytvo°íme

pr·se£ík této úse£ky a p°ímky. Dále si sestrojíme st°ed úse£ky AB. Porovnáním

tohoto pr·se£íku a st°edu úse£ky AB.

Obrázek 18: Kontrola kolmosti

Obrázek 19: Kontrola shodnosti
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Obrázek 20: Sestavení klasického d·kazu

Nyní máme dostatek informací k sestavení klasického nepo£íta£ového d·kazu.

Pomocí t¥chto informací si m·ºeme vyvodit následující vztahy:

|AH| = |BH|

|∠AHC| = |∠BHC| = 90◦

D·kaz provedeme pomocí ekvivalence a ⇔ b, kde:

Výrok a: Bod C leºí na p°ímce HG.

Výrok b: Bod C leºí ve stejné vzdálenosti od bodu A i od bodu B.

Nejprve dokáºeme výrok a ⇒ b. Na základ¥ získaných informací m·ºeme prohlá-

sit, ºe trojúhelník AHC je podobný trojúhelníku BHC podle v¥ty sus. Bude tedy

vºdy platit:

|AC| = |BC|

První implikace je tedy dokázána. Nyní je²t¥ musíme dokázat implikaci b ⇒ a.

Tedy pokud platí, ºe vzdálenost bodu C od bod· A i B stejná, tak bod C leºí

na p°ímce HG.

P°i d·kazu mohou nastat dva stavy:

Bod C leºí na úse£ce AB ⇒ bod C musí být st°edem úse£ky AB, tedy musí leºet

na p°ímce HG.

Bod C neleºí na úse£ce AB ⇒ mohu sestrojit trojúhelník ABC.

Trojúhelník ABC je rovnoramenný, tudíº jeho vý²ka musí procházet st°edem
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úse£ky AB a zárove¬ na ni musí být kolmá. Klasický nepo£íta£ový d·kaz je tedy

sestaven. Zbývá nám jen d·kaz za vyuºití CAS.

K vyuºití CAS pot°ebujeme zavést vhodnou kartézskou soustavu sou°adnic. V

na²em p°ípad¥ by to mohlo vypadat následovn¥.

Obrázek 21: Zavedená kartézská soustava

Bod A = [0, 0], bod B = [b, 0], bod C = [m,n], b ̸= 0. Nesmíme zapomenout na

dv¥ kruºnice se st°edy v bodech A a B a polom¥rech r.

Jejich rovnice by vypadali následovn¥:

k1 : x2 + y2 − r2 = 0

k2 : (x− b)2 + y2 − r2 = 0

První rovnice je rovnice kruºnice (k1) se st°edem v bod¥ A. Druhá rovnice tedy

náleºí kruºnici (k2) se st°edem v bod¥ B.

Na základ¥ p°edchozích analýz si sestrojíme pravdivá tvrzení, která jsou rele-

vantní pro °e²ení problému. Takovými tvrzeními jsou v tomto p°ípad¥ taková, ºe

bod C leºí na obou kruºnicích zárove¬. Tím dostaneme následující vztahy:

C ∈ k1 ⇔ H1 : m
2 + n2 − r2 = 0

C ∈ k2 ⇔ H2 : (m− b)2 + n2 − r2 = 0

Nyní se p°esuneme do systému CAS, v této práci budu vyuºívat CoCoA 4.7.5.

Do programu zapí²eme:

Use R ::= Q[m, n, b, r];

I:=Ideal(m^2+n^2-r^2, (m-b)^2+n^2-r^2);
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Elim(r, I);

Systém CAS nám udá výsledek:

Ideal(2mb - b^2).

Z tohoto výsledku získáme:

2mb− b2 = 0

m =
b2

2b

m =
b

2
Zám¥nou neznámé m za neznámou x získáme tvar rovnice, který m·ºeme zadat

do programu GeoGebra a ov¥°it si, zda se skute£n¥ jedná o rovnici p°ímky. V tomto

p°ípad¥ je zjevné, ºe se jedná o p°ímku kolmou na osu x a procházející st°edem

úse£ky AB.

x =
b

2

4.2 Asteroida

Je dána kruºnice k a na ní bod C. St°edem kruºnice k sestrojíme dv¥ na sebe kolmé

p°ímky x,y. Poté sestrojíme kolmice z bodu C na p°ímky x,y. Paty t¥chto kolmic

ozna£íme body A, B. Bodem C následn¥ vedeme kolmici na stranu AB. Pr·se£ík

této kolmice a úse£ky AB ozna£íme bodem M .

Zadání: Ur£ete mnoºinu bod· M, která vznikne pohybem bodu C po kruºnici k.

Prvním krokem k °e²ení tohoto zadání bude ná£rt situace v prost°edí DGS.
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Obrázek 22: Ná£rt zadané situace

Samotný ná£rt nám toho je²t¥ moc neprozradí, ale umoºní nám vyuºití dal²ích

funkcí programu GeoGebra, které nám umoºní v¥t²í náhled do situace. Mezi tyto

funkce pat°í Stopa bodu a Mnoºina bod·.
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Obrázek 23: Nápov¥da získaná pomocí funkce Stopa bodu

Obrázek 24: Vyuºití funkce Mnoºina bod·

34



Vyuºití funkce Stopa bodu je pom¥rn¥ p°ímo£aré. Sta£í si jen u bodu M zapnout

vykreslování stopy bodu. Poté sta£í pohybovat bodem C, bod M se v závislosti na

pohybu bodu C bude pohybovat také. Zárove¬ za sebou bude nechávat stopu, která

nám umoºní lep²í náhled do situace.

Vyuºití funkce Mnoºina bod· bude také velice jednoduché. Sta£í si do parametr·

funkce jako bod tvo°ící mnoºinu bod M a jako bod pohybující se po objektu (v

tomto p°ípad¥ kruºnici) bod C.

GeoGebra nám poskytla p°edstavu o tom, jak by hledaná mnoºina bod· mohla

vypadat. Tato k°ivka se obecn¥ nazývá asteroida.

Pro nalezení rovnice asteroidy musíme op¥t vhodn¥ zvolit kartézskou soustavu

sou°adnic. Tato volba m·ºe vypadat nap°íklad takto.

Obrázek 25: Kartézká soustava sou°adnic

Zavedli jsme si zna£ení S = [0, 0], A = [p, 0], B = [0, q], C = [p, q], M = [m,n].

Nejprve si sestavíme obecnou rovnici p°ímky AB. Obecná rovnice je dána nor-

málovým vektorem a bodem, který leºí na p°ímce. Abychom mohli zjistit normálový

vektor, tak si v tomto p°ípad¥ musíme ur£it sm¥rový vektor p°ímky AB.

−→s = B − A = (0− p, q − 0) = (−p, q)
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Ze sm¥rového vektoru získáme normálový vektor, tak, ºe prohodíme sloºky sm¥-

rového vektoru a u jednoho zm¥níme znaménko. Takºe normálový vektor m·ºe vy-

padat následovn¥:

−→n = (q, p)

Nyní si m·ºeme za£ít sestavovat rovnici p°ímky AB.

qx+ py + c = 0

Abychom si ur£ili c parametr rovnice, tak si do rovnice pot°ebujeme dosadit

jeden bod, který na p°ímce leºí, v na²em p°ípad¥ bude nejvhodn¥j²í si zvolit bod A,

nebo bod B. Vhodné jsou proto, ºe obsahují ve svých sou°adnicích nulu. Zvolíme si

tedy nap°. bod A = [p, 0].

qp+ 0p+ c = 0

qp+ c = 0

c = −pq

Nyní uº máme v²e, abychom sestavili rovnici p°ímky AB.

qx+ py − pq = 0

Dal²í rovnice, kterou budeme pot°ebovat, je rovnice p°ímky, která je kolmá na

p°ímku AB a zárove¬ prochází bodem C. Jako normálový vektor této p°ímky m·-

ºeme pouºít sm¥rový vektor první p°ímky. Tedy vektor (−p, q), nebo vektor (p,−q).

px− qy + c = 0

Dosadíme bod C = [p, q], abychom si vyjád°ili parametr c.

p · p− q · q + c = 0

p2 − q2 + c = 0

c = q2 − p2

Po dosazení parametru c do rovnice dostáváme �nální tvar:

px− qy + q2 − p2 = 0

Poslední rovnici kterou budeme pot°ebovat, je rovnice vyjad°ující, ºe bod C leºí

na kruºnici k. Rovnice kruºnice k je následující. Je vhodné si pro kruºnici zvolit
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st°ed v bod¥ [0, 0] a zárove¬ si zvolit polom¥r roven jedné.

x2 + y2 − 1 = 0

Dosazením bodu C = [p, q] dostaneme:

p2 + q2 − 1 = 0

Te¤ je je²t¥ pot°eba tyto rovnice upravit, tak jak mají být vloºené do programu

CAS. Tedy na p°ímkách se nachází bod M , a na kruºnici bod C. Poslední rovnici,

tedy není ani pot°eba m¥nit.

Dostaneme soustavu následujících t°í rovnic:

qm+ pn− pq = 0

pm− qn− p2 + q2 = 0

p2 + q2 − 1 = 0

Nyní se m·ºeme p°esunout k programu CAS. Do n¥jº zadáme:

Use R::=Q[p, q, m, n];

I:=Ideal(qm + pn - pq, pm - qn - p^2 + q^2, p^2 + q^2 - 1);

Elim(p..q,I);

CAS nám vrátí takovéto °e²ení:

Ideal(-2/9m^6 - 2/3m^4n^2 - 2/3m^2n^4 - 2/9n^6 + 2/3m^4 - 14/3m^2n^2 +

2/3n^4 - 2/3m^2 - 2/3n^2 + 2/9)

Nyní musíme provést faktorizaci tohoto polynomu. Musíme zjistit, jestli se v

tomto °e²ení nenacházejí, krom¥ rovnice asteroidy je²t¥ n¥jaké dal²í k°ivky.

V tomto p°ípad¥ nám faktorizace ºádnou dal²í k°ivku neodhalila. V následujícím

p°íkladu si ukáºeme, pro£ je tato faktorizace nutná k ur£ení p°esného °e²ení.

Pomocí programu GeoGebra si m·ºeme snadno ov¥°it, zda se skute£n¥ jedná o

rovnici Asteroidy. Sta£í zadat výslednou rovnici do pole Input.
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Obrázek 26: Ob¥°ení rovnice Asteroidy

Výsledná rovnice asteroidy je tedy:

x6 + y6 + 3x4y2 + 3x2y4 − 3x4 − 3y4 + 21x2y2 + 3x2 + 3y2 − 3 = 0.

4.3 Strofoida

Je dána úse£ka AB a bod C, který se pohybuje po kruºnici k se st°edem v bod¥ A

a polom¥rem |AB|.

Zadání: Ur£ete mnoºinu v²ech pr·se£ík· vý²ek M trojúhelníku ABC, pokud bu-

deme bodem C pohybovat po kruºnici k.

Situaci si op¥t zkonstruujeme v programu DGS. P°edstavu o °e²ení op¥t získáme

vyuºitím funkce Stopa bodu a funkcí Mnoºina bod·.
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Obrázek 27: Pouºití funkce Stopa bodu

Obrázek 28: Pouºití funkce Mnoºina bod·

P°i pouºití funkce Mnoºina bod· si zvolíme bod M jako bod tvo°ící mnoºinu
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a bod C, jako bod na mnoºin¥. M·ºeme vid¥t, ºe ob¥ vizualizace jsou podobné.

P°ipomínají rovinnou k°ivku, která se nazývá strofoida. Abychom si mohli být jistí,

musíme zjistit její rovnici. K tomu nám pom·ºe vhodn¥ zvolená sou°adnicová sou-

stava.

Obrázek 29: Vhodn¥ zvolená kartézská soustava

Bod A umístíme do po£átku kartézské soustavy, tedy A = [0, 0]. V návaznosti

na toto umíst¥ní si zvolíme bod B = [a, 0]. Bod M , který ozna£uje pr·se£ík vý²ek

trojúhelníku ABC si ozna£íme M = [m,n] a bod C = [p, q].

Z t¥chto bod· si budeme chtít získat obecné rovnice vý²ek na strany AB a BC.

Pot°ebovat budeme je²t¥ rovnici kruºnice k.

Nejprve si m·ºeme sestavit rovnici vý²ky na stranu AB. Ozna£íme ji vAB. P°i

ur£ování obecné rovnice p°ímky pot°ebujeme znát normálový vektor této p°ímky. V

tomto p°ípad¥ je normálový vektor p°ímky vAB stejný jako sm¥rový vektor p°ímky

AB.

−−→nvAB
= −−→sAB = B − A = (a, 0)

vAB : ax+ c = 0

Abychom zjistili parametr c, musíme si do rovnice p°ímky dosadit bod, který
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na této p°ímce leºí. V na²em p°ípad¥ to bude bod P = [p, q]. Po dosazení tedy

dostaneme:

ap+ c = 0

c = −ap

Hodnota parametru c v rovnici vý²ky kolmé na stranu AB je roven −ap. Vzhle-

dem k tomu, ºe a je n¥jaké £íslo, m·ºeme celou rovnici p°ímky tímto parametrem

vyd¥lit, aniº bychom sm¥r vektoru zm¥nili.

ax− ap = 0

a · (x− p) = 0| : a

x− p = 0

Rovnice první vý²ky je tedy známa. Rovnici druhé vý²ky dostaneme obdobným

zp·sobem. Ur£íme si sm¥rový vektor p°ímky BC.

−−→sBC = −−→nvBC
= C −B = (p− a, q)

vBC : (p− a)x+ qy + c = 0

Do této rovnice dosadíme bod, který na této p°ímce leºí, abychom zjistili hod-

notu parametru c. Jediný bod, který je nám znám, je bod A = [0, 0]. Po dosazení

dostaneme:

c = 0

Úprava v tomto p°ípad¥ byla pom¥rn¥ snadná. V²e se nám vynulovalo. Finální

podoba rovnice, tedy bude takováto:

(p− a)x+ qy = 0

Nyní nám zbývá jen ur£it rovnice kruºnice k. Víme, ºe st°ed této kruºnice leºí

v bod¥ A = [0, 0] a její polom¥r odpovídá parametru a. Finální rovnice kruºnice k

bude tedy vypadat následovn¥:

x2 + y2 − a2 = 0

Te¤ uº jen sta£í dosadit si do t¥chto rovnic, body M = [m,n], C = [p, q], tak

aby platilo bod M leºí na p°ímce vAB a zárove¬ leºí na p°ímce vBC . A bod C musí

leºet na kruºnici k. Dostaneme následující rovnice:
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m− p = 0

(p− a)m+ qn = 0

p2 + q2 − a2 = 0

Nyní se p°esuneme do systému CAS, v této práci budu vyuºívat CoCoA 4.7.5.

Do programu zapí²eme:

Use R ::=Q[p, q ,m, n, a];

I:=Ideal(m � p, (p-a)m + qn, p^2 + q^2 � a^2);

Elim(p..q,I);

Tato eliminace prom¥nných p, q ze soustavy rovnic uvedených vý²e nám zjistí

výsledek:

Ideal(m^4 + m^2n^2 - 2m^3a + m^2a^2 - n^2a^2)

Nyní si musíme ov¥°it, zda je tímto polynomem vyjád°ena pouze rovnice strofo-

idy. Pouze vizuální °e²ení pomocí programu GeoGebra nám v tomto p°ípad¥ sta£it

nebude. GeoGebra nám ve v²ech p°ípadech neznázorní, jak by k°ivka mohla vypadat

v p°ípad¥ degenerace trojúhelníku ABC.

Abychom zjistili, zda-li se v polynomu

m4 +m2n2 − 2m3a+m2a2 − n2a2

nachází i n¥co jiného neº pouze rovnice strofoidy, tak musíme polynom faktorizovat.

Faktorizaci m·ºeme provést v programu CoCoA p°íkazem Factor. Do programu

CoCoA tedy zadáme následující p°íkaz:

Factor(m^4 + m^2n^2 - 2m^3a + m^2a^2 - n^2a^2);

Dostaneme následující výsledek:

(m− a)(m3 +mn2 − am2 + an2).

Z tohoto výsledku m·ºeme vid¥t, ºe sou£ástí °e²ení by m¥la být i p°ímka x = a.

42



Tato p°ímka se nám v °e²ení objevuje v p°ípad¥, ºe trojúhelník ABC zdegeneruje.

M·ºe nastat situace, ºe trojúhelník ABC p°estane existovat. Tato situace nastane

v p°ípad¥, ºe B = C.

Bod C p°i pohybu po kruºnici splyne s bodem B. V tento okamºik nastane i

B = C = M .

V tomto p°ípad¥ bychom mohli tento problém odhalit i bez pouºití po£íta£e.

Rovnici hledané mnoºiny bod· odvozujeme z následujících tvrzení:

m− p = 0

(p− a)m+ qn = 0

p2 + q2 − a2 = 0

Dosa¤me si do tohoto systému B = C = [a, 0]. Systém rovnic se nám dostane

do tvaru:

m− a = 0

(a− a)m+ q0 = 0

a2 + 02 − a2 = 0

M·ºeme vid¥t, ºe nám zbude pouze rovnice p°ímky. Zbylé dv¥ rovnice se vynulují.

V této jediné situaci nám výsledná mnoºina hledaných bod· nebude vycházet jako

strofoida. Ov²em zadání úlohy vyºaduje existenci trojúhelníku ABC, coº v tomto

p°ípad¥ neplatí. Tudíº musíme tuto p°ímku z °e²ení vylou£it.
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Obrázek 30: Mnoºina v p°ípad¥ B = C

Vloºením objevené rovnice do pole Input a vytvo°ením slideru pro parametr a,

si ov¥°íme, zda se jedná o rovnici strofoidy.

Obrázek 31: Ov¥°ení v programu GeoGebra
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Objevená rovnice strofoidy je tedy:

x3 + xy2 − ax2 + ay2 = 0.

4.4 Kardioida

M¥jme kruºnici na které se nachází bod M a pevný bod A. V rovin¥, mimo kruºnici,

m¥jme bod P . Ve¤me bodem P te£ny k bod·m A a M .

Zadání: Zjist¥te rovnici mnoºiny bod·, kterou bude opisovat bod P p°i pohybu

bodu M po kruºnici.

Obrázek 32: Kardioida jako mnoºina pat te£en
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Obrázek 33: Kardioida jako mnoºina pat te£en

Získali jsme lep²í p°edstavu o tom, po jaké k°ivce se bude bod P pohybovat.

Tato k°ivka se nazývá kardioida.

Na °ad¥ je odvození rovnice této k°ivky. Musíme si tedy zvolit vhodnou kartéz-

skou soustavu sou°adnic a sestavit vhodné rovnice.

Zvolená kartézská soustava m·ºe vypadat následovn¥:
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Obrázek 34: Kartézská soustava pro kardioidu

Nyní musíme získat rovnice p°ímek t a u a kruºnice k = (S, a).

P°i odvození rovnic p°ímek t a u vyuºijeme faktu, ºe jsou na sebe kolmé. Tedy

sm¥rový vektor jedné p°ímky je normálový vektor druhé p°ímky. Normálový vektor

p°ímky t získáme takto:

−→nt = S −M = (−m,−n)

Kdyº známe normálový vektor p°ímky, tak m·ºeme sestavit obecnou rovnici

p°ímky. Obecná rovnice p°ímky t bude tedy:

−mx− ny + c = 0

−m2 − n2 + c = 0

c = m2 + n2

−mx− ny +m2 + n2 = 0

K získání parametru c obecné rovnice jsme vyuºili dosazení bodu M .

Dále musíme odvodit rovnici p°ímky u. Normálový vektor p°ímky t je sm¥rovým

vektorem p°ímky u. �ili platí:
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−→nt =
−→su

Ze sm¥rového vektoru získáme normálový vektor p°ehozením sou°adnic a obrá-

cením znaménka u jedné této sou°adnice −→nu = (n,−m).

Obecnou rovnici p°ímky u sestavíme stejným zp·sobem jako rovnici p°ímky t

pouze s tím rozdílem, ºe k získání parametru c vyuºijeme dosazení bodu A.

nx−my + c = 0

na+ c = 0

c = −na

nx−my − na = 0

Nyní máme rovnice obou p°ímek. Nyní musíme sestavit rovnici kruºnice k. Odvo-

zení této rovnice není obtíºné. Pomocí programu GeoGebra rovnou vidíme, ºe st°ed

kruºnice k je bod S = [0, 0] a polom¥r kruºnice je a. Rovnice kruºnice je tedy:

x2 + y2 = a2

Máme sestavené v²echny rovnice, které jsou pot°eba. Av²ak musíme je²t¥ sestavit

vztahy, které platí:

M ∈ k1 ⇔ H1 : m
2 + n2 − a2 = 0

P ∈ t ⇔ H2 : −mp− nq +m2 + n2 = 0

P ∈ u ⇔ H3 : np−mq − na = 0

Tedy vztahy jsou, ºe bod M leºí na kruºnici k a bod P leºí na p°ímkách u a t.

V nov¥j²ích verzích programu GeoGebra je implementováno prost°edí CAS. M·-

ºeme si tedy ukázat jeho vyuºití pro získávání rovnic. Nemusíme tedy vyuºívat ex-

terní program CoCoA.

Vyuºívání CAS v prost°edí GeoGebry je uºivatelsky jednodu²²í. Dal²í výhodou

je, ºe se nemusíme u£it pouºívat ºádný dal²í program. GeoGebra je v tomto ohledu

mnohem intuitivn¥j²í, neº program CoCoA.

V tomto p°íkladu tedy vyuºiji prost°edí GeoGebry namísto programu CoCoA

4.7.5.

Nejprve si musíme v programu GeoGebra zobrazit okno pro práci s CAS, které

v základním nastavení zobrazováno není.
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Po spu²t¥ní programu GeoGebra si kurzorem najedeme na nabídkuView/Zobrazit.

V této nabídce je moºnost CAS. Po kliknutí na tuto poloºku menu se nám zobrazí

okno s CAS, ve kterém m·ºeme pracovat.

Obrázek 35: GeoGebra zobrazení okna CAS

Obrázek 36: Vzhled CAS okna v programu GeoGebra

K eliminaci prom¥nných ze systému rovnic nám GeoGebra poskytuje funkci Eli-

minate(<List of Polynomials>, <List of Variables>)/ Eliminovat(<Pole polynom·,
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Pole prom¥nných>).

Tato funkce má dva parametry - pole polynom· a pole prom¥nných. Pole poly-

nom· je seznam vztah· (ve tvaru polynom·), které nám algebraicky popisují geo-

metrickou situaci. Pole prom¥nných je seznam prom¥nných, které pot°ebujeme eli-

minovat ze seznamu polynom·.

V programu GeoGebra se pole zadává do sloºených závorek a jednotlivé poloºky

v poli jsou odd¥lené £árkou.

V na²em p°ípad¥ bude tedy seznam polynom· vypadat následovn¥:

m2 + n2 − a2,−mp− nq +m2 + n2, np−mq − na

Do pole polynom· jiº nemusíme zapisovat, ºe se rovnají nule. GeoGebra to za°ídí

automaticky.

Seznam prom¥nných je následující. Eliminujeme prom¥nné, které se týkají mo-

veru - tedy prom¥nné m a n. Seznam bude tvo°en pouze dv¥ma prom¥nnýma- m a

n.

m,n

Zápis p°ímo v CAS okn¥ v GeoGeb°e je následující:

Obrázek 37: Zápis funkce Eliminate v programu GeoGebra

Na obrázku 37 m·ºeme vid¥t funkci, kterou nám eliminace vrátila.

Pot°ebujeme si ov¥°it, zda se skute£n¥ jedná o rovnici kardiodidy. K tomu nám

GeoGebra také p°ipravila funkce.

V okn¥ CAS si m·ºeme pomocí funkce Substitute nahradit prom¥nné p a q za

prom¥nné x a y. To ud¥láme proto, abychom poté mohli v algebraickém okn¥ pouºít

funkci ImplicitCurve, která nám k°ivku vykreslí.

Funkce Substitute( <Expression>, <Substitution List> ) vyºaduje dva parame-

try. Prvním je výraz, do kterého budeme substituovat a druhý je seznam substitucí.

V na²em p°ípad¥ bude samoz°ejm¥ první parametr polynom, který nám vy²el z

eliminace: a6 − 2a5p+ 2a3p3 − a2p4 + a4q2 + 2a3pq2 − 2a2p2q2 − a2q4.
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Obrázek 38: Zápis funkce Substitute v programu GeoGebra

P°ed prohlá²ením, ºe se jedná o rovnici kardioidy, provedeme faktorizaci poly-

nomu. V tomto p°ípad¥ nám faktorizace op¥t neodhalí ºádnou podmínku degenerace.

A pokud jsme si jiº nev²imli, tak nám faktorizace odhalí moºnost vytknutí £ísla

a2. �ímº si výslednou rovnici m·ºeme zjednodu²it.

Nyní si musíme ov¥°it, zda se skute£n¥ jedná o rovnici kardioidy. Ov¥°íme to

pomocí programu GeoGebra dosazením rovnice do pole Input.

Obrázek 39: Ov¥°ení pomocí programu GeoGebra

M·ºeme vid¥t, ºe se skute£n¥ jedná o rovnici kardioidy. M·ºeme si vytvo°it slider

pro parametr a a sledovat, jaký má jeho zm¥na vliv na tvar kardioidy.

Objevená rovnice kardioidy je tedy:

x4 + y4 + 2x2y2 − 2ax3 − 2axy2 − a2y2 + 2a3x− a4 = 0
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4.5 Ophriuida

M¥jme kolmé p°ímky k a l protínající se v bod¥ O. Dále m¥jme bod A leºící ve

vzdálenosti a od p°ímky l a ve vzdálenosti b od p°ímky k. Pro libovolný bod M na

p°ímce l se strojte bod N na p°ímce k, tak aby AM ⊥ MN .

Zadání: Nalezn¥te rovnici mnoºiny bod· paty kolmice P spu²t¥né z bodu O na

úse£ku MN , zatímco se bod M pohybuje po p°ímce l.

Zkonstruujeme situaci v programu GeoGebra a pouºijeme funkce Stopa bodu a

Mnoºina bod·.

Obrázek 40: Pouºití funkce Stopa bodu

52



Obrázek 41: Pouºití funkce Mnoºina bod·

Pouºití t¥chto dvou funkcí nám umoºnilo hloub¥ji nahlédnout do situace a získat

p°edstavu o tom, jak by mohla výsledná mnoºina bod· vypadat.

Nyní musíme zavést vhodnou kartézskou soustavu sou°adnic a algebraicky popsat

situaci.

V první °ad¥ si popí²eme rovnici vyjad°ující kolmost MN ⊥ AM .

−−→
MN = [n, 0]− [0, v] = (n,−v)

−−→
AM = [0, v]− [a, b] = (−a, v − b)

−−→
MN ·

−−→
AM = (n,−v)(−a, v − b) = −na− v2 + bv

Rovnice popisující vztah MN ⊥ AM je tedy: v2 + na− vb = 0. Dále je na °ad¥

vztah OP ⊥ MN .
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−→
OP = [p, q]− [0, 0] = (p, q)

−−→
MN = [n, 0]− [0, v] = (n,−v)

−→
OP ·

−−→
MN = (p, q)(n,−v) = np− vq

Rovnice popisující vztah OP ⊥ MN je tedy: np−vq = 0. Dále si musíme popsat,

ºe body N , P a M jsou kolineární.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n 0 1

p q 1

0 v 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

Z determinantu této matice získáme rovnici nq + pv − nv = 0. Nyní máme

algebraicky popsané v²echny vztahy, které jsou pot°eba k °e²ení.

Získáváme následující systém rovnic, který zadáme do programu CoCoA a elimi-

nujeme prom¥nné v a n:

MN ⊥ AM ⇔ H1 : v
2 + na− vb = 0

OP ⊥ MN ⇔ H2 : np− vq = 0

P,M,N ⇔ H3 : nq + pv − nv = 0

Program CoCoA nám vrátil prázdné °e²ení (viz 42), a£koliv bychom n¥jaké °e²ení

o£ekávali. Metody pouºité vý²e nám °e²ení poskytly. Situaci musíme prozkoumat

d·kladn¥ji.

Obrázek 42: Výstup programu CoCoA

Dále m·ºeme zjistit Dim(R/I) = 4, m¥lo by se ale rovnat 3, protoºe máme

6 prom¥nných a 3 rovnice. Musíme o²et°it podmínku degenerace. Musíme vyuºít

heuristický p°ístup. Nevíme, jaká podmínka to je a po£íta£ nemá zp·sob, jak nám

ji zobrazit.

Do ideálu p°idáme podmínku v ̸= 0 tedy vt−1 = 0, kde t je pomocná prom¥nná.

54



Obrázek 43: Výstup programu CoCoA

Nyní nám program CoCoA °e²ení vrátil. Dostáváme °e²ení −p3+bpq−aq2−pq2.

Op¥t nesmíme zapomenout si výsledný polynom faktorizovat, abychom nezane-

dbali podmínku degenerace. V tomto p°ípad¥ nám faktorizace nic neodhalila.

�e²ení si ov¥°íme v programu GeoGebra pomocí metody pro zobrazení implicitní

k°ivky.

Obrázek 44: Ov¥°ení pomocí programu GeoGebra

Získali jsme rovnici k°ivky, která se nazývá ophriuida. V tomto p°ípad¥ jsme

si ukázali n¥které limity tohoto p°ístupu. Museli jsme zapojit heuristické metody,

abychom se k °e²ení dostali.

Objevená rovnice je tedy:

x3 + xy2 + ay2 − bxy = 0.

4.6 Holfeld 1773

M¥jme dv¥ vzájemn¥ kolmé p°ímky a, b, které se protínají v bod¥ O. Nech´ bod A

leºí na p°ímce a a bod M leºí na p°ímce b. Kruºnice k s polom¥rem |MO| protíná
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p°ímku AM v bod¥ P . Jaká je mnoºina bod·, kterou opisuje bod P , zatímco se bod

M pohybuje po p°ímce b? [11]

Tento problém je jist¥ °e²itelný jak bez vyuºití po£íta£e, tak i s vyuºitím po£íta£e.

Uvedu ob¥ moºná °e²ení pro porovnání.

4.6.1 �e²ení pomocí programu GeoGebra

První krok se jist¥ nebude li²it, a´ uº budeme °e²it £ist¥ po£íta£ov¥, nebo na papír.

Ud¥láme si tedy ná£rt situace.

Obrázek 45: Ná£rt problému

Nyní budeme pokra£ovat v po£íta£ovém °e²ení a klasický d·kaz bude uveden aº

po po£íta£ovém °e²ení.

Pro získaní v¥t²ího vhledu do situace vyuºijeme funkci Stopa bodu a Mnoºina

bod·.
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Obrázek 46: Pouºití funkce Stopa bodu

Obrázek 47: Pouºití funkce Mnoºina bod·
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Ob¥ funkce nám nazna£ují, ºe by se mohlo jednat o kruºnici. Prohlásit to s

jistotou ov²em je²t¥ nem·ºeme.

Abychom to mohli prohlásit s jistotou, tak musíme zjistit rovnici hledané mno-

ºiny.

Zavedeme si tedy vhodnou kartézskou soustavu sou°adnic:

Obrázek 48: Vhodn¥ zavedená kartézská soustava

Algebraicky si pot°ebujeme vyjád°it, ºe bod P leºí na kruºnici k a zárove¬, ºe

body M , P a A jsou kolineární. Tedy ºe leºí na jedné p°ímce.

Získat rovnici kruºnice k není problém. Z ná£rtu vidíme, ºe st°ed této kruºnice

je v bod¥ S = [0, n
2
] a tedy pro její polom¥r r musí platit r = n

2
.

Z t¥chto znalostí jednozna£n¥ ur£íme, ºe rovnice kruºnice k musí být:

x2 +
(
y − n

2

)2

− n2

4
= 0

Kolinearitu t°í bod· m·ºeme ur£it pomocí matice jejich sou°adnic. U v²ech t°í

bod· sou°adnice známe tudíº pouºití této metody nic nebrání.
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Sestavíme matici a spo£ítáme její determinant. Tento determinant musí být roven

nule.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 n 1

p q 1

a 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

Uºitím Sarrusova pravidla pro matice typu 3× 3 získáme rovnici:

pn+ qa− an = 0

Poda°ilo se nám získat v²echny pot°ebné rovnice. M·ºeme tedy vyjád°it násle-

dující dva vztahy:

P ∈ k ⇔ H1 : p
2 +

(
q − n

2

)2

− n2

4
= 0

M,P,A ⇔ H2 : pn+ qa− an = 0

Z této soustavy rovnic musíme vyeliminovat prom¥nné vztahující se k bodu M .

V tomto p°ípad¥ je to pouze prom¥nná n.

K eliminaci m·ºeme vyuºít prost°edí GeoGebry:

Obrázek 49: Výsledek eliminace

Substitucí p = x a q = y dostaneme tvar x2−xa+q2. Z tohoto tvaru se dopln¥ním

na £tverec dostaneme do základního tvaru kruºnice:(
x− a

2

)2

+ y2 =
a2

4
Hledaná mnoºina bod· je tedy kruºnice se st°edem v bod¥ [a

2
, 0] a s polom¥rem

r = a
2
.

4.6.2 Klasický d·kaz

Klasický d·kaz je zaloºen na dvojité aplikaci Thaletova teorému, který °íká, ºe

v²echny úhly sestrojené nad pr·m¥rem kruºnice jsou pravé.
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Obrázek 50: Velikost úhlu OPM

Z ná£rtu m·ºeme odvodit, ºe velikost úhluOPM je devadesát stup¬·. |∠OPM | =

90◦.

Z tohoto d·vodu m·ºeme odvodit velikost úhlu OPA. Z v¥ty o vedlej²ích úhlech

vyplývá, ºe sou£et velikostí dvou vedlej²ích úhl· musí být roven 180◦. Tedy pro

velikost úhlu OPA musí platit |∠OPA| = 90◦.

60



Obrázek 51: Velikost úhlu OPM

Kdyº máme dokázáno, ºe |∠OPA| = 90◦, tak m·ºeme opa£nou aplikací Thale-

tova teorému prohlásit, ºe na²e hledaná mnoºina je kruºnice o pr·m¥ru OA.

Byl tedy sestaven jak klasický nepo£íta£ový d·kaz, tak i d·kaz po£íta£ový. Ge-

oGebra nám p°i sestavování klasického d·kazu m·ºe zna£n¥ uleh£it práci. I kdy-

bychom se rozhodli °e²it pouze pomocí ná£rtu v GeoGeb°e, tedy nesnaºili bychom

se o odvození rovnice po£íta£ov¥, tak nám dynami£nost ná£rtu m·ºe velmi usnadnit

práci.

4.7 Wallace-Simsonova v¥ta

V p°edchozích p°íkladech jsme hledali rovnice mnoºin bod· daných vlastností. Sys-

témy DGS a CAS se dají vyuºít i k dokazování matematických tvrzení.

Tento postup si budeme demonstrovat na dokázání Wallace - Simsonovy v¥ty.

Provedeme jak klasický nepo£íta£ový d·kaz, tak £ist¥ po£íta£ový d·kaz pomocí pro-

gramu GeoGebra a CoCoA 4.7.4.
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Zn¥ní Wallace - Simsonovy v¥ty: M¥jme trojúhelník ABC a bod P , který leºí na

kruºnici opsané trojúhelníku ABC. Paty kolmic K,L,M spu²t¥né z bodu P na strany

trojúhelníku ABC leºí na jedné p°ímce [12].

Pro za£átek m·ºeme provést veri�kaci v programu GeoGebra. Zkonstruujeme si

tvrzení této v¥ty a m·ºeme ji blíºe prozkoumat. Tato veri�kace v ºádném p°ípad¥

nenahrazuje d·kaz. Pom·ºe nám pouze získat lep²í vhled do situace.

Obrázek 52: Konstrukce Wallace - Simsonovy v¥ty

K veri�kaci m·ºeme pouºít funkci AreCollinear, ve které uvedeme jako parame-

try body K, L a M . Tato funkce nám vrátí hodnotu true nebo hodnotu false. V

tomto p°ípad¥ nám vrátí hodnotu true. Toto v²ak je²t¥ nelze povaºovat za d·kaz

Wallace - Simsonovy v¥ty.

4.7.1 Klasický d·kaz

Pokud se snaºíme dokázat, ºe paty kolmic na strany BC, AC a AB po °ad¥ ozna£ené

K, L, a M jsou kolineární, tedy ºe leºí na jedné p°ímce, tak musíme dokázat, ºe

platí následující rovnost:

|∠CKL| = |∠MKB|
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Tedy ºe tyto dva úhly mají stejnou velikost. Pokud jsou tyto dva úhly stejné,

tak body K, L a M musejí být kolineární.

Obrázek 53: Klasický d·kaz Wallace - Simsonovy v¥ty

O £ty°úhelníku PLCK a £ty°úhelníku PKMB m·ºeme prohlásit, ºe jsou t¥ti-

vové3.
3�ty°úhelník je t¥tivový pokud mu lze opsat kruºnici. Sou£et protilehlých úhl· je 180◦ a jedna

z jeho stran je vid¥t ze zbylých vrchol· pod stejným úhlem.
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Obrázek 54: Klasický d·kaz Wallace - Simsonovy v¥ty

Pokud jsou tyto £ty°úhelníky t¥tivové, tak z jejich vlastností vyplývají následující

vztahy:

|∠CPL| = |∠CKL|

|∠BPM | = |∠BKM |

Z t¥chto vztah· zjistíme, ºe musíme dokázat platnost vztahu |∠CPL| = |∠BPM |.

�ty°úhelníky CABP a AMPL jsou také t¥tivové. V t¥tivovém £ty°úhelníku

platí, ºe sou£et protilehlých úhl· je roven 180◦. Z této vlastnosti odvodíme, ºe platí:

|∠CPB| = 180◦ − |∠CAB|

|∠LPM | = 180◦ − |∠CAB|

Z toho získáme vztah |∠CPB| = |∠LPM |. Dále platí:

|∠CPB| = |∠CPL| − |∠LPB|

|∠LPM | = |∠LPB| − |∠BPM |

Z toho uº nám plyne rovnost |∠CPL| = |∠BPM |. Klasický nepo£íta£ový d·kaz

Wallace - Simsonovy v¥ty je dokon£en. Kolinearita bod· K, L a M je dokázána.
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4.7.2 Po£íta£ový d·kaz

Stejn¥ jako v p°edchozích p°íkladech si na za£átku hledání po£íta£ového d·kazu

musíme zvolit vhodnou kartézskou soustavu sou°adnic. Volbu m·ºeme vid¥t na 55.

Obrázek 55: Zvolená kartézská soustava

Následn¥ musíme op¥t zvolit algebraické vztahy popisující danou situaci. Jako

první si zavedeme vztahy, které nám popisují kolmost p°ímek spu²t¥ných z bodu P

na jednotlivé strany trojúhelníku ABC.

Tedy první nás bude zajímat vztah PL ⊥ AC.Kolmost dvou vektor· zjistíme

tak, ºe spo£ítáme jejich skalární sou£in a ten musí být roven nule. Tedy pokud je

skalární sou£in dvou vektor· roven nule, tak tyto dva vektory jsou kolmé. Ur£íme si

tedy sm¥rové vektory p°ímek PL a AC.

−→
PL = [l1, 0]− [p− q] = (l1 − p,−q)

−→
AC = [0, 0]− [a, 0] = (−a, 0)

Sm¥rové vektory jsou tedy ur£eny a nyní sta£í provést jejich skalární sou£in.

−→
PL ·

−→
AC = (l1 − p,−q) · (−a, 0) = (−al1 + ap, 0)

Kolmost t¥chto dvou vektor· tedy popisuje vztah p− l1 = 0.
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Dále si pot°ebujeme popsat, ºe paty kolmic leºí na stranách trojúhelníku ABC.

Popí²eme tedy K ∈ BC.

−−→
BC = [0, 0]− [b, c] = (−b,−c)

−−→nBC = (c,−b)

Po získání normálového vektoru p°ímky BC si ho dosadíme do obecné rovnice

p°ímky ax+ by+k = 0, parametr c, který se obecn¥ v tomto tvaru udává, nahradím

parametrem k, aby se nezam¥nil s druhou sou°adnicí bodu B.

K získání parametru k si do obecné rovnice p°ímky dosadím bod C = [0, 0].

ax+ by + k = 0

cx− by + k = 0

k = 0

cx− by = 0

Obecná rovnice p°ímky BC je hotova. Nyní m·ºeme algebraicky vyjád°it vztah

K ∈ BC.

k1c− k2b = 0

Postupn¥ vyjád°íme zbývající kolmosti. První se budeme zabývat PM ⊥ AB.

−−→
PM = [m1,m2]− [p, q] = (m1 − p,m2 − q)

−→
AB = [b, c]− [a, 0] = (b− a, c)

−−→
PM ·

−→
AB = (m1 − p,m2 − q) · (b− a, c) = (m1 − p) · (b− a) + (m2 − q) · c

Tuto kolmost m·ºeme tedy popsat vztahem (m1 − p) · (b− a) + (m2 − q) · c = 0.

Poslední kolmost, kterou pot°ebujeme vyjád°it je PK ⊥ BC.

−−→
PK = [k1, k2]− [p, q] = (k1 − p, k2 − q)

−−→
BC = [0, 0]− [b, c] = (−b,−c)

−−→
PK ·

−−→
BC = (k1 − p, k2 − q) · (−b,−c) = (k1 − p) · (−b) + (k2 − q) · (−c)

Poslední kolmost tedy lze popsat vztahem (p− k1) · b+ (q− k2) · c = 0. V²echny

kolmosti jsou algebraicky popsány. Musíme si v²ak je²t¥ popsat jednu patu kolmice

leºící na stran¥ trojúhelníka ABC. Zvolíme si M ∈ AB.
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−→
AB = [b, c]− [a, 0] = (b− a, c)

−−→nAB = (c, a− b)

S normálovým vektorem p°ímky AB m·ºeme sestavit obecnou rovnici popisující

p°ímku AB.

cx+ (a− b)y + k = 0

ac+ k = = 0

k = −ac

cx+ (a− b)y − ac = 0

Vztah M ∈ AB lze tedy zapsat ve tvaru ac−m1c− am2 + bm2 = 0.

Jako poslední p°edpoklad pot°ebuje algebraicky vyjád°it, ºe bod P leºí na kruº-

nici opsané trojúhelníku ABC. To lze popsat vztahem −acp+cp2+abq−b2q−c2q+

cq2 = 0.

Na²i situaci tedy popisuje následující sada rovnic:

PL ⊥ AC ⇔ h1 : p− l1 = 0

PM ⊥ AB ⇔ h2 : (m1 − p) · (b− a) + (m2 − q) · c = 0

PK ⊥ BC ⇔ h3 : (p− k1) · b+ (q − k2) · c = 0

K ∈ BC ⇔ h4 : k1c− k2b = 0

M ∈ AB ⇔ h5 : ac− cm1 − am2 + bm2 = 0

P ∈ k ⇔ h6 : −acp+ cp2 + abq − b2q − c2q + cq2 = 0

Tvrzení, které chceme dokázat je, ºe body K, L a M jsou kolineární. Musíme

toto tvrzení také vyjád°it algebraicky a pomocí programu CoCoA ov¥°íme, zda pat°í

do na²eho ideálu (sada rovnic popisující situaci).

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
k1 k2 1

l1 0 1

m1 m2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

Z ur£ení determinantu získáme rovnici, která je hledanou podmínkou l1m2 +

67



m1k2 − k1m1 − l1k2 = 0. Dále jiº budeme pracovat s programem CoCoA, který nám

ov¥°í, zda je toto tvrzení pravdivé.

V první °ad¥ si v programu CoCoA pot°ebujeme de�novat okruh s prom¥nnými

a, b, c, p, q, m1, m2, k1, k2, l1, l2 a t. Následn¥ musíme vytvo°it ideál I, který je

tvo°en rovnicemi popisující geometrickou situaci.

Use R::=Q[a,b,c,p,q,k[1..2],l[1..2],m[1..2],t];

I:=Ideal(p-l[1],(m[1]-p)(b-a)+(m[2]-q)c,(p-k[1])b+(q-k[2])c,k[1]c-

k[2]b,ac-cm[1]-am[2]+bm[2],-acp+cp^2+abq-b^2q-c^2q+cq^2,

(l[1]m[2]+m[1]k[2]-k[1]m[1]-l[1]k[2])t-1);

P°íkazem NF(1,I) zji²´ujeme, zda je tvrzení obecn¥ pravdivé. Pokud nám tento

p°íkaz vrátí hodnotu jedna, tak tvrzení není obecn¥ pravdivé, pokud nám vrátí

hodnotu nula, tak je tvrzení obecn¥ pravdivé.

V tomto p°ípad¥ nám program CoCoA vrátil hodnotu jedna. Tedy na²e tvrzení

není obecn¥ pravdivé.

Tvrzení nem·ºe obecn¥ platit, protoºe nejsou o²et°eny takzvané podmínky dege-

nerace. Tedy nap°íklad situace, kdy trojúhelník nebude existovat. To m·ºe nastav

p°ípad¥, ºe n¥které dva body trojúhelníka splynou v jeden.

P°i zji²´ování podmínek degenerace získáme následující rovnici: (b2 + c2)((a −

b)2+c2) = 0. Tato rovnice nám popisuje, ºe pro trojúhelník ABC platí A = B, nebo

B = C. Musíme tedy p°edpokládat, ºe A ̸= B a B ̸= C. Musíme p°idat polynom

(b2 + c2)((a− b)2 + c2)t− 1 do ideálu I a op¥t pouºít p°íkaz NF(1,I).

Tentokrát jsme obdrºeli odpov¥¤ rovnou nule. Wallace-Simsonova v¥ta je tedy

dokázána.

Wallace-Simpsonovu v¥tu m·ºeme pomocí program· dynamické geometrie nejen

dokázat, ale také objevit. Nyní se uº nebude jednot o explicitní mnoºinu bod·, ale

o implicitní mnoºinu bod·. V tomto p°ípad¥ jiº nebude �gurovat dvojice mover,

tracer.

Vytvo°íme si v programu GeoGebra trojúhelník, bod P a kolmice z bodu P na

strany vytvo°eného trojúhelníka.
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Obrázek 56: Ná£rt situace

Musíme zjistit, jestli existuje mnoºina pozic, kde se musí nacházet bod P , tak

aby paty kolmic K, L a M byly kolineární.

K tomu nám v programu GeoGebra pom·ºe funkce LocusEquation. Jako para-

metry této funkce vybereme Boolean expression a Moving point. V na²em p°ípad¥

bude na²e podmínka AreCollinear(K,L,M) a druhý parametr bude bod P .

Obrázek 57: P°íkaz LocusEquation

Výstupem této funkce bude kruºnice opsaná trojúhelníku ABC. M·ºeme vid¥t,

ºe objevit toto tvrzení nebyl pomocí po£íta£e velký problém.
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Obrázek 58: Mnoºina bod·, kde se musí vyskytovat bod P

Obrázek 59: Mnoºina bod·, kde se musí vyskytovat bod P

Na vý²e uvedených obrázcích m·ºeme vid¥t, ºe kdyº se bod P bude nacházet na

kruºnici opsané trojúhelníku, tak budou paty kolmic kolineární.
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5 Záv¥r

Cílem této práce bylo p°edvést moderní vyuºívání informa£ních technologií v mate-

matice. Cht¥l jsem ukázat, jak lze správným vyuºitím moderních technologií obje-

vit/dokázat matematické objevy.

Objevy a d·kazy, které matematik·m trvaly dokázat i n¥kolik let, m·ºeme po-

mocí po£íta£· a program· DGS a CAS objevit b¥hem n¥kolika minut.

Práce je strukturovaná do dvou základních £ástí. První se zabývá programovým

vybavením systému dynamické geometrie, konkrétn¥ programem GeoGebra. Tento

program jsem si oblíbil kv·li jeho uºivatelské p°ív¥tivosti a jeho online dostupnosti.

Ve druhé £ásti diplomové práce jsem se zabýval r·znými p°íklady na mnoºiny

bod· daných vlastností. Pokusil jsem se znázornit, jak je objevování t¥chto mnoºin

pomocí po£íta£· snadné.

Jako u£itel matematiky jsem byl hodn¥ rád, ºe jsem m¥l v rámci diplomové práce

moºnost lépe pochopit fungování t¥chto program·. Díky £emuº m·ºu lépe vybírat,

zda je vhodné vyuºívat tyto programy.

Ve své krátké ²kolské praxi jsem se setkal s pozitivní zp¥tnou vazbou na vyuºívání

t¥chto systém·, a to p°edev²ím díky jejich intuitivnosti. �áci umí daleko lépe ovládat

tablety a po£íta£e, neº pravítka a kruºítka. Díky t¥mto program·m se m·ºu se ºáky

více soust°edit na geometrii a ne na obsluhu kruºítka. Tím netvrdím, ºe se musí

nutn¥ upustit od vyuºívání klasických geometrických nástroj·. Ty mají v geometrii

jist¥ také své místo.

Doufám, ºe tato práce pom·ºe s roz²i°ováním vyuºívání DGS ve ²kolách základ-

ních, st°edních i vysokých.
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