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Anotace

Tato diplomova prace je zaméfena na nové funkce systémi dynamické geometrie
a systému pocitacové algebry. V prvni ¢asti diplomové prace prozkoumavam nové
funkce, které systémy dynamické geometrie poskytuji. Druhé ¢ést diplomové prace
se zaméfuje na priklady, které je mozno pomoci téchto funkci teSit. Zejména se
jednéa o automatické objevovani mnozin danych vlastnosti. Zejména se zaméiuje na
objevovani rovnic téchto mnozin. V zavéru je uveden piiklad na porovnani principu

automatického dokazovani a automatického objevovani.

Abstract

This diploma thesis is focused on new funkcionalities of dynamic geometry systems
and computer algebra systems. In first part of the diploma thesis I research new
functions of dynamci geometry systems. Second part is focused on examples which
are possible to solve by usage of said methods. Especially it is focused on automatic
discovery of locus. Main focus is on finding of equations of locuses. In last example

is compared principle of automatic discovery with automatic proving.
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1 Uvod

Geometrie je oblast matematiky zabyvajici se studiem rovinnych a prostorovych
utvari. Zejména se zajima o vztahy mezi geometrickymi atvary.

Objevovani vztaht mezi Gtvary nemusi byt vzdy snadné. I velkym matematikim
v historii mnohdy trvalo nékolik let, nez piisli s nékterymi, dnes jiz notoricky zné-
mymi, vétami. Pythagoras z Milétu svoji slavnou vétu neobjevil jen tak. Vyvstava
tedy otazka: Jak nejlépe predstavit tyto staroveka tvrzeni zakiam béhem omezeného
¢asu, ktery nam skola poskytuje? Miize nam k tomu pomoci moderni technologie.

Dnes méme nové vybaveni, které ndm miiZze pomoci v objevovani vztahu mezi
geometrickymi objekty.

Mezi nejvyznamnéjsi nastroje v objevovani vztahi se jisté fadi systémy dyna-
mické geometrie spolu se systémy pocitacové algebry.

Pomoci téchto nastroji muzeme velmi snadno ziskavat informace o vztazich mezi
objekty a zaroven problémy velmi snadno vizualizovat. Prostiedi téchto systému je
casto velice uzivatelsky privétivé. Proto neni velky problém predstavovat systémy
dynamické geometrie i détem, které jsou na digitalni prostiedi pomérné zvyklé.

Z toho divodu jsem si i toto téma zvolil. Rad bych objevil nové zptisoby préce
s témito prostiedimi a pokusil se objevit principy préce, které bych mohl piipadné
aplikovat i ve své Skolské praxi.

Touto diplomovou praci volné navazuji na svoji bakalaiskou préci, ve které jsem
se také zabyval vyuzivinim systému dynamické geometrie.

V prvni kapitole kratce shrnuji souc¢asny vyzkum vlivu dynamické geometrie na
kvalitu vyuky. Dalsi kapitoly uz se zabyvaji hlavnim tématem této prace.

Druha kapitola predstavuje novéjsi funkce, které jsou do implementovany do kon-
krétniho programu dynamické geometrie - a to do programu GeoGebra. Jmenovité
to jsou funkce Locus, LocusEquation a Envelope. Tato kapitola se zabyva hlavné
predstavenim téchto novych funkei.

Tteti a zaroven nejobsahlejsi kapitola se zabyva fesenim piikladii na mnoziny
bodt danych vlastnosti, coz je jeden z typickych piikladi vyuziti systému dynamické

geometrie. Proces TeSeni tohoto piikladu se nazyva automatické objevovani.



V této kapitole je také uveden piiklad zabyvajici se jinym principem vyuziti
dynamické geometrie - automatické dokazovani. Tento princip je demonstrovan na
prikladu s Wallace-Simsonovou vétou.

Pfi tvofeni této prace jsem vyuzival programy GeoGebra, CoCoA a WolframAl-

pha.



2 Soucasny vyzkum efektu uzivani programi DGS

V této kapitole bych rad uvedl nékolik vyzkumi zabyvajicich se vyuzivanim sys-
tému dynamické geometrie ve vyuce matematiky na rtznych trovnich vzdélavaciho
systému.

V soucasnosti se ve svété mizZeme setkat s integraci modernich technologii ve
vyuce matematiky ve snaze zlepsit vyuku matematiky ve gkolach [1].

Vyuzivani systémi dynamické geometrie ve vyuce matematiky poskytuje zakiam
a studentim dal$i moznosti rozvoje schopnosti feSeni problémi, resp. vymysleni
novych postupi v feSeni problémil s vyuzitim neomezené moznosti vypocetni sily
pocitacu [2].

Uzivani pocitacu pii vyuce rychle pritahlo ucitele a vyzkumné pracovniky. Nej-
vice rozsifenym softwarem vyuzivanym ve vyuce matematiky jsou systémy dyna-
mické geometrie (DGS = Dynamic Geometric System). Takovy software umoziuje
uzivateli vytvaret geometrické konstrukce, méfit riizné proménné, které poté vyuzije
k urcovani vlastnosti, umoziiuje pietahovat objekty (body, tsecky, p¥imky apod.),
umoziuje formulovat hypotézy a odvozovat zobecnéni [3].

To samoziejmé vyvolava otazku, zda-li je vyuka matematiky pomoci DGS efek-
tivni. Na to nemitize odpovédét jedina studie, proto se autofi ¢lanku The Effecti-
veness of Dynamic Geometry Software Applications in Learning Mathematics: A
Meta-Analysis Study |1] rozhodli zkombinovat vysledky nékolika studii na toto téma

a pokusili se nalézt odpovéd na nasledujicich Sest otazek.

e Vyvolava pouzivani DGS pfi vyuce matematiky dostate¢né velky efekt na ma-

tematické schopnosti oproti vyuzivani béznych postupu?

e Jsou znatelné rozdily v efektivité DGS v nasledujicich letech (a) 2010-2012 (b)
2013-2015 (c) 2016-2018 a (d) 2019-20207

e Jsou znatelné rozdily v efektivité pouzivini DGS na riznych stupnich skol-
ského systému: (a) druhy stupen zakladni gkoly (b)stiedni Skoly (c) vyssi

stupné



e M4 velikost zkoumaného souboru vliv na efektivitu pouzivani DGS? Zkouma

se méné nebo rovno triceti a vice nez tficet.

e Existuji znatelné rozdily efektivity mezi nasledujicimi systémy DGS: (a) Geo-

Gebra (b) Cabri (c) Sketchpad a (d) Wingeom?

e Existuji znatelné rozdily v efektivité v zavislosti na poméru pocitact a stu-

dentii? Resp. Je rozdil, jestli zZaci pracuji individualné, nebo ve skupinach.

Ziskana data vzhledem k prvni otdzce naznacuji, Ze vyuzivani DGS pfi vyuce
matematiky ma velky vliv na kvalitu ziskanych znalosti a dovednosti. Zéci, u nichz
probthala vyuka s vyuzitim DGS, dosahovali lepsich vysledku, nez zéci, ktefi byli
vyucovani bez vyuzivani DGS ve vyuce.

Data vedla ke zjisténi, ze vysledky zkoumani efektivity vyuky pomoci DGS se
ligila i podle roku vydani studie, ze které byla data cerpana.

Zkoumané studie také naznacuji, ze znatelny vliv na efektivitu pouziti DGS
ve vyuce méa i droven vzdélavaciho systému, na kterém se zak nachazi. Nejvétsich
pokrokii dosahovali studenti nachazejici se na trovni stfednich skol. To ovSem ne-
znamena, ze by na ostatnich tirovnich nebyl za&dny pokrok zaznamenan.

Data ze studii také urcuji, ze vliv vyuziti DGS je znatelné vyraznéjsi pii pou-
ziti v mensich skupinach. Tady se ovSsem d& spekulovat, zda-li vyuka obecné neni
efektivnéjsi v mensich skupinéch.

Ve zkoumanych tiidach méla nejvétsi zastoupeni GeoGebra, data také ukazuji,
ze je nejefektivnéjsi pii vyuce. Na druhém misté v zastoupeni i efektivité se umistilo
CABRI.

Data také naznacuji, 7e individualni vyuka ma znatelnéjsi efekt, nez vyuka ve

skupinach. Vyuka je efektivnéjsi, ma-li kazdy zak k dispozici jeden pocitac.



Ve shrnuti by se dalo tici, ze vyuzivani DGS ve vyuce ma pozitivni vliv na
kvalitu vzdélavaciho procesu v oblasti matematiky za urcitych podminek, které jsou
uvedeny vyse.

Autofi této studie jesté nepovazuji zkouméani vlivu DGS ve vyuce za hotové a
rozhodnuté. Na zakladé existujicich studii jsou ale pfesvédceni, ze pozitivni vliv na
matematické schopnosti zaki se projevuje, ale je jesté potfeba dalsiho dlouhodobého
a podrobnéjsiho vyzkumu.

Pokud se chceme podivat na situaci ohledné vyuzivani DGS v ¢eském 8kolstvi,
miizeme nahlédnout do druhé kapitoly knihy Kritickd mista matematiky zdkladni
Skoly v FeSenich Zdki od docentky Nady Vondrové [4].

Tato kapitola se zabyva konstruk¢énimi tlohami napfi¢ ro¢niky zékladni skoly.
Soucasti této kapitoly je také shrnuti dotaznikového Setfeni mezi uciteli zakladnich
skol v Ceské republice.

Za zminku stoji, Ze v tomto prizkumu, kterého se ztucastnilo zhruba 250 ¢eskych
druhostupnovych uéitelt, dochazi k zajimavému rozporu. 85 % ¢eskych ucitela je
presvédcéeno, ze vyuzivani DGS pfi hodindch matematiky piispiva k lepsimu pocho-
peni geometrie. AvSak pouze jen 42 % dotazovanych uditeli pouziva DGS pii své
vyuce.

Bohuzel kniha se nezminuje, pro¢ ucitelé nevyuzivaji DGS ve vyuce vice, i kdyz
vétSina z nich véri, Ze je to prinosné.

Zaroven 94 % dotazovanych uditelit povazuje za dilezité, aby Zaci provadéli kon-
strukce i1 za pomoci rysovacich pomticek. Vétsina dotazovanych ucitelt se také stavi
k nazoru, 7Ze systémy dynamické geometrie by se mély do vyuky zaradit az teprve
po zvladnuti probirané latky na papir.

7 téchto dat nasbiranych v ¢eskych Skolach miuzeme pozorovat, ze ceSti ucitelé

DGS véri, ale nejspis si jeSté nejsou moc jisti, jak tyto systémy do vyuky zaradit.
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3 Programové vybaveni GeoGebra

GeoGebra je systém dynamické geometrie fungujici pod licenci open source. To
znamena, zZe je mozno ji vyuzivat zcela zdarma ve Skolach. Tisice skol po celém
svété se proto rozhodlo pro vyuzivani programu GeoGebra ve vyuce. [5].

Od verze programu 4.2 (prosinec 2012) podporuje vypocet mnoziny bodi danych
vlastnosti. Tato moznost je vysledkem spole¢né prace matematiki a programatori
z vyvojaiského tymu GeoGebra |[5].

Plodem této spoluprace je také umoznéni rychlych vypocti v internetovych pro-
hlize¢ich, coz vede jesté k lepsi piistupnosti a moznosti vyuziti programu GeoGebra
[5].

V této ¢asti diplomové préice se zaméfime na metody, které GeoGebra k vySetio-
vani a odvozovani mnozin bodu danych vlastnosti pouziva, zejména se bude jednat
o metodu Locus, LocusEquation a Envelope.

Hlavni prednosti GeoGebry je jednoducha manipulace s jednotlivymi objekty,
které jsou na obrazovce k dispozici, to umoznuje i zakovi zakladni Skoly s timto
programem efektivné pracovat [6].

Nejenomze GeoGebra slouzi jako néastroj precizniho kresleni, pfesna graficka re-
prezentace geometrického problému dokaze zékovi velmi pomoci. Dle Vondrové [4] je
vizualni informace pro zédka daleko silnéjsi, nez informace prevzata z textu. V knize
jeden ze zkoumanych zakt, spravné provedl rozbor tlohy, ale vzhledem k nevhod-
nému nacrtu (ihel, ktery byl mensi nez devadesat stupnu si zakreslil jako tupy uhel),
poté pokracoval podle nac¢rtu, ktery byl nevhodné nakreslen, ale popsan spravné.

GeoGebra je ale vice, nez jen "kreslici platno". Kromé kresleni je GeoGebra
schopna provadét i vypocty. Nazvy metod, které k tomu vyuziva, jsou uvedeny vyse

[5], [6]- V dalsich ¢astech se na né podivame zblizka.
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3.1 Funkce Locus a LocusEquation - explicitni mnozina bodu

danych vlastnosti

Tuto funkci neni mozné vyuzit vzdy. Aby bylo mozno tuto funkci pouzivat, potie-
bujeme mit k dispozici dva body [6].

Prvni bod se nazyva mowver - to je bod, ktery se pohybuje po néjakém objektu. V
Ceské lokalizaci programu GeoGebra je tento bod oznacovan jako "Bod na mnoziné".
Timto objektem muze byt napi. pfimka, kruznice, hyperbola, parabola a dal$i mozné
objekty [6].

Druhy bod se nazyva tracer - to je bod, ktery je néjakym zptisobem zavisly na
moveru. V Ceské lokalizaci programu GeoGebra je oznacovan tento bod jako "Bod
tvorici mnozinu". Zavislost téchto dvou bodi umoziuje kreslit trajektorii traceru v
zévislosti na pohybu moveru po objektu [6].

Ukolem v takovychto typech problému je nalézt mnozinu bodi, po které se bude
v zavislosti na pohybu moveru pohybovat tracer [5].

Takovato mnozina bodili se nazyva explicitni mnozina bodi danych vlastnosti.
Tato mnozina je tedy zadana bodem pohybujicim se po néjakém objektu, nebo cesté.
Poté musi byt zadana konstrukce definujici druhy bod a nésledné musi byt provedena
konstrukce na zjisténi mnoziny bodi, po které se druhy bod pohybuje [7].

Tato funkce je velmi jednoducha, ale i tak je velice uzite¢né. Jeji hlavni nevyho-
dou je, Ze se neda pouzit k vyfeseni kazdého problému [6].

Uvedme si tuto funkci na zékladé jednoduchého prikladu. Sestrojme si libovolny
bod. V nasem piipadé si ho pojmenujeme A. Poté si narysujme kruznici se stiedem
v tomto bodé. Nasledné si na této kruznici sestrojime libovolny bod a nazveme ho
P. Jako dalsi krok si spojime bod A s bodem P, vznikne nam tusecka AP. Poté
sestrojime bod P’ jako stfed tisecky AP.

Ukolem tedy bude zjistit, po jaké trajektorii se bude pohybovat bod P’, kdyz
budeme pohybovat bodem P po kruznici.

V tomto zadani nadm tulohu mowveru plni bod P, ktery se pohybuje po kruznici a
ulohu traceru plni bod P’, ktery se pohybuje v zavislosti na pohybu bodu P.

V programu GeoGebra muzeme vyuzivat obrazkové menu nachézejici se na hor-
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nim pravém okraji okna. Nebo miuzeme vyuzivat piikazovy tadek nachézejici se v
levém spodnim okraji okna. Muzete vidét na obrazku [I]

‘Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda Prihiasit

BREES RN EE

» Algebraické okno %[> Nakresna X

Vstup:

Obrazek 1: Okno programu GeoGebra po spusténi

Pokud se rozhodneme pro vyuziti prikazového fadku, musime znat piikazy, ne-
musime je znat Gplné zpaméti, protoze GeoGebra nam nabizi napovédu. Pokud
bychom se tedy vySe uvedeny ptiklad rozhodli zkonstruovat pomoci prikazového

rfadku, zadavali bychom postupné tyto prikazy:
e A = (0,0) - vytvotili jsme bod A o soufadnicich x =0 ay = 0.

e k = Kruznice(A, 4) - vytvofili jsme kruznici k o poloméru 4, na obrazku
miizete vidét, ze moznosti, jak vytvoiit kruznici je vice, naseptavac je v tomto
piipadé velice ndpomocny a usnadiuje nam ¢innost, nemusime dokonce ani

prikaz psat uplné presné a naSeptavac¢ nam i presto poradi.

e P = Bod(k) - definovali jsme bod P jako bod, ktery se nachazi na objektu (v

nagem piipadé kruznici) k.

e P’= StredSoumernosti(A, P) - definovali jsme bod P’ jako stied tusecky AP.

Za povsimnuti stoji, ze useCka AP nemusi byt zakreslena.
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Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda Pihlasit

Bl A be ol4]N =]+
» Algebraické okno X |» Nakresna x|
® A=(0,0

[Kruznice( <Bod>, <Polomér>)

Kruznice( <Bod>, <Cast> )

Kruznicef
Kruznicef
Kruznicef
Kruznicef

<Bod>, <Bod>)

<Piimka>, <Bod>)

<Bod>, <Bod>, <Bod>) e
<Bod>, <Polomér>, <Smér>) v

Obrazek 2: Ukazka naSeptavace

Po zadani vyse uvedenych piikazi bychom meéli mit sestrojené zakladni zadani,

které by mélo vypadat jako na obrazku [3|

Algebraické okno X [» Nakresna X
A=(0,0)

Kix+y'=16 T

P=(3.3,2.26)

P'=(165,1.13) 6

stup:

Obrézek 3: Zadani piikladu

Nyni si sami muzeme vyzkouset, jak se pohybuje bod P’ v zavislosti na pohybu
bodu P po kruznici k. Vidime, Ze bod P’ se nejspiSe pohybuje po kruZnici.

Pokud se o tom chceme ujistit, muzeme pouzit funkci Locus. V ¢eské lokalizaci
se jedna o funkci MnozinaBodu

Tato funkce ndm mnoZinu bodi, po které se pohybuje tracer vykresli [4]
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DRERNCEPRNEE

» Algebraické okno » Nakresna

=16
® P=(317,244)
® P'=(159,122)

Vstup: IP,P)

Obrazek 4: Reseni prikladu pomoci funkce Locus

Mohlo by se zdéat, ze jiz zde miizeme skoncit a prohlasit, ze bod P’se pohybuje
po kruznici. Vizualné by se mohlo zdat, ze neni o ¢em diskutovat. Pokud si ale svym
prohlaSenim chceme byt stoprocentné jisti, tak nam visudlni diikaz stacit nebude
51, 161, [71-

Abychom mohli s jistotou prohlésit, ze se jedna o kruznici, budeme potiebovat i
jeji rovnici.

V programu GeoGebra je implementovana funkce LocusEquation. V ¢eské lokali-
zaci programu GeoGebra by se jednalo o funkci RovniceMnozinyBodu. Tato metoda
si sestavi rovnice vSech objekti, které se v konstrukci vyskytuji. Tedy definuje sou-
fadnice bodt x4, Y4, Tp,yp, Tp a Yp.

Pomoci téchto soutadnic funkce LocusEquation vytvori soustavu rovnic vyuziva-
jici tyto soutadnice vzhledem ke konstrukci. Poté je tfeba tuto soustavu zredukovat
pouze na rovnice pouzivajici jenom soufadnice ', a yp. Proces, ktery metoda Lo-
cusEquation vyuziva, se nazyva eliminace.

Tento proces v programu GeoGebra provadi Giac Computer Alegebra System
(CAS) na pozadi 5], [6], [7]-

Pokud tedy pouzijeme funkci LocusEquation nejenze ziskdme vizualni reprezen-
taci hledané mnoziny, ale ziskdme i jeji rovnici. Pokud mame rovnici kruznice, uz

nemize byt pochyb o tom, ze hledan& mnozina je skutecné kruznici.
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Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda Pfihlas

DR SE FEINEE

Obrazek 5: Reent prikladu pomoci funkce LocusEquation

GeoGebra nam ukéZe rovnici 22 + y? = 4. Tedy kruznice se stfedem v poc¢atku
souradné soustavy a s polomérem 2. Vzhledem k tomu, 7Ze nase ptivodni kruznice
méla stied také v pocatku soutadnic a tracer byl zkonstruovan, tak aby byl v poloviné
poloméru, neni pochyb o tom, Ze je to spravné feseni.

Tento piiklad slouzi pouze jako ukézkovy ptiklad vyuziti metod Locus a Lo-
cusFquation. Poslouzil také k vysvétleni pojmu explicitni mnoziny bodi danych

vlastnosti.

3.2 Funkce Locus a LocusEquation - implicitni mnozina bodt

danych vlastnosti

Méjme jakykoliv bod I. Miize se jednat o bod v prostoru, nebo o bod na néjakém
objektu, po kterém se miize pohybovat. Takovyto objekt, po kterém se bod I pohy-
buje, mizeme nazyvat cesta. Pfedpokladejme, Ze jsou dané jakési konstrukéni kroky.
Muzeme si vymyslet jakoukoliv podminku, kterd plati ve vztahu k bodu I a ostat-
nim objektim konstrukce. Tato podminka se v programu GeoGebra nazyva Boolean
Expression. V Ceské lokalizaci programu GeoGebra je tato podminka oznacena jako
Pravdivostni hodnota.

Ukolem pfi takovémto zadani bude nalézt rovnici objektu takového, ze kdyz se
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na ném bude nachéazet bod I, tak budou splnény vSechny zadané podminky.

K feSeni takovychto tloh ndm bude opét slouzit metoda LocusEquation. OvSem
v tomto piipadé budeme jako parametry funkce udavat danou podminku (Boolean
expression/Pravdivostni hodnotu) a bod I.

Uvedeme si zakladni hodnoty, které se nAm miizou objevit v parametru Boolean

expression/Pravdivostni hodnota [7] [8]:
e Jakakoliv rovnice napf. a® + b* == ¢?. Pythagorova véta.

e Totoznost dvou geometrickych objekttu, napit A == B. Bod A je totozny s
bodem B. Je mozno pouzit metodu AreEqual[A,B|.

e Shodnost dvou geometrickych objekti pomoci funkce AreCongruent, napf.
AreCongruent|Circle((0,0),1),2%+y? = 1] a AreCongruent|Circle((1,1),1), 22+
y? = 1]. Obe tyto funkce budou vracet pravdivostni hodnotu true. V prvnim
pripadé porovnaviame dvé totozné kruznice - maji stejny polomér i stied. V
tomto piipadé by nam i funkce AreFqual vratila pravdivostni hodnotu true. V
druhém ptipadé porovnavame kruznice se stejnym polomeérem, avsak stied se
ligi. U prvni kruznice je to bod [1,1] a u druhé kruznice je to bod [0,0]. Funkce
AreCongurent ndm vrati pravdivostni hodnotu true, protoze se jedna o kruznici
s polomérem 1. AvSak funkce AreFqual nam vrati pravdivostni hodnotu rovnou
false, protoze kruZnice jsou sice stejné (resp. maji stejny polomér), ale stied
se lisi. V cCeské lokalizaci jsou odpovidajici funkce nazvany JsouTotozne =

AreEqual a JsouShodne = AreCongruent.

e Ovéieni, zda se bod nachéazi na piimce, kruznici apod. nap¥. A € c. Zde se

ptame, zda se bod A nachézi na geometrickém objektu c.

e Rovnobéznost dvou piimek/tsecek, které se zadavaji jako parametry této
funkce. napt. AreParallel[p,q/ vraci hodnotu true v p¥ipadé, Ze jsou primky /asecky
p a q rovnobézné. V ceské lokalizaci je tato funkce oznacena jako JsouRowvno-

bezne.
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e Kolmost dvou piimek/tsecek, napt. ArePerpendicular[p,q/ vrati hodnotu true
v piipadé, ze piimky/tsecky p a ¢ jsou na sebe kolmé. V Ceské lokalizaci je

tato funkce pojmenovana JsouKolme.

e Kolinearita t¥i bodu. Tedy ovéfeni, zda tfi dané body lezi na jedné piimece,
napi. AreCollinear(K,L,M] vraci hodnotu true v pfipadé, ze body K, L a M

lze vést piimku. V ceské lokalizaci je tato funkce pojmenovana JsouKolinearni.

e Ovéieni, zda t¥i pFimky maji jeden spoleény bod, napt. AreConcurrent/[f,g,h/
vraci hodnotu true v p¥ipadé, ze se piimky f, g a h protinaji v pravé jednom

spole¢ném bodé. V ¢eské lokalizaci je tato funkce pojmenovana ProtinajiciSe.

e Oveéieni zda, ¢tyfi body lezi na kruznici, napt. AreConcyclic[A,B,C,D] vrati
hodnotu true v ptipadé, ze mizeme sestrojit kruznici takovou, Ze na ni bu-
dou lezet vSechny ¢tyti body. V ceské lokalizaci je tato funkce pojmenovana

JsouNaKruznici.

Vyuziti implicitni mnoziny bodu danych vlastnosti ukazeme na piikladu odvozeni
Thalethovy véty[l| resp. odvozeni Thalethovy kruznice. Vyuzijeme k tomu funkci
LocusEquation a Pythagorovu Vétuﬂ jako podminku. Tedy vyuzijeme hned prvni
typ podminky ze seznamu uvedeného vyse.

V prvni fadé si sestrojime trojihelnik ABC. K tomu miZeme vyuzit funkci
Polygon/Mnohothelnik, ktera se vyskytuje v hornim menu. Timto zptusobem bychom
se vyhnuli pouzivani vstupniho fadku. Muzeme si také sestrojit tfi body a spojit je

pomoci funkce Segment/isecka viz. obrazek [6]

LnSestrojme libovolnou kruznici s primérem. Koncové body jejtho priiméru oznaéime A a B a
zvolime libovolny bod C na kruZnici. Pak plati, ze trojihelnik ABC je pravothly a ma pravy ihel

u vrcholu C."[9]
2"Obsah ¢tverce sestrojeného nad p¥eponou libovolného pravothlého trojihelniku je roven

sou¢tu obsahi ¢tverci nad ob&ma jeho odvésnami (dvéma kratsimi stranami)."[9]
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Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

Prihldsit
R~ ololalN=] <
» Algebraické okno % |» Nakresna
®A=(1,1)
® B=(9,57)
® C=(9.84,0.2)
® b=888
® a=556
® c=928
® t1=2397

P e N T T n T as Taar]

Obrazek 6: Trojiuhelnitk ABC k vyfeSeni implicitni mnoziny bodi danych vlastnosti

Pokud bychom trvali na vyuziti vstupniho fadku, je to mozné. Museli by vsak jiz
existovat body, které bychom uvedli jako parametry funkce Polygon/Mnohouhelnik.

Dalsim krokem jiz bude vyuziti funkce LocusEquation. V piipadé implicitni
mnoziny bodu danych vlastnosti musime jako parametry funkce Boolean Fxpres-
ston/Pravdivostni hodnotu a bod, kterého se dana podminka tyka.

V naSem piipadeé si tyto parametry mizeme zvolit nasledovné. Budeme piedpo-
kladat, ze pravy thel budeme chtit u vrcholu B. V tom piipadé bude nase funkce s
parametry vypadat nasledovné viz. obrazek [7]:

LocusEquationfa® + ¢* == b, B]/RovniceMnozinyBodufa® + ¢* == b*, B

Pomoci posouvani objekti, které se potahovat daji, mizeme zjistit, ze vysledek
se jevi jako kruznice. Dokonce mame danou i rovnici, ktera tuto kruznici vykresluje.
Tato vizualni pomicka nam pomiize Thalethtuv teorém dokazat. Zatim by se jesté

nemél opomijet "klasicky"dikaz. Ovsem ukézalo se, Ze je daleko jednodussi odvodit
"klasicky"dukaz, kdyz uz je nam vysledek znamy.
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Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda Prihlasit
R AL PO, O 4 N2 %

» Algebraickeé okno % |» Nakresna X
® A=(1,1) 4
® B=(65)

® C=(9.84,02) 8
® b=888

® a=6.15

® c=64

® t1=1968

® d:25x-271x + 25y - 30y = -2/ &
® a=90"

Vstup:
e

Obrézek 7: Implicitni mnozina bodu danych vlastnosti

V nagem piipadé jsme pomoci GeoGebry zjistili, Ze pokud sestrojime kruznici
tak, aby méla za priumér stranu trojuhelnika, tak kdyz se bude bod, ktery na té dané
strané nelezi nachazet na kruznici a zaroven nebude lezet na dané tsecce (nebyl by
to trojthelnik), tak tthel u tohoto vrcholu bude pravy.

Tato znalost nam posléze umozni snadnéji nalézt "klasicky dukaz"|[6].

Pokud chceme aby se bod B nachazel piimo na kruznici, musime pouzit funkci
Attach/Detach / Pripojit/Odpojit. Pokud si takto definujeme bod B, tak se bude
pohybovat pouze po dané kruznici. Tato funkce lze pouzit i na jiné objekty. Po-
hybovani bodem B pouze po kruznici ndm pomitze si snadnéji uvédomit dilezitou

vlastnost dané konstrukce viz
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Usnadnéni v tomto pripadé spociva v tom, 7ze kdyz vime jak vypada feSeni,
snadnéji najdeme i dikaz [6]. Kdyz vime, 7e se snazime dokazat, ze hledand mnozina
bodi danych vlastnosti je kruznice, lehceji si odvodime nékteré vlastnosti, které

muzeme potiebovat pouzit.

Obrézek 8: Zjisténi dulezité vlastnosti

V nasem pripadé snadno uvidime, ze vzdéalenost mezi body A a S je stejna jako
vzdélenosti mezi A a B a A a C. Tedy plati, ze |AS| = |BS| = |CS|. V obrazku
oznaceno Cervenou barvou a také pojmenovano ry,7s a rs.

Pti pohledu na obrézek [§[si také mizeme velmi snadno uvédomit, zZe trojihelniky
BSC' a ASB jsou rovnoramenné trojihelniky. U nich vime, Ze ramena maji stejnou
délku (v nasem piipadé je délka ramen u obou trojihelniki rovna poloméru kruznice)
a zaroven oba thly pii zakladné maji stejnou velikost viz [9]

V trojuhelniku ASB tedy plati a = 8 a v trojihelniku C'SB plati v = 4.

Vime také, ze kdyz se trojihelnik nachézi v Eukleidovské roviné, tak soucet
vnitinich ahli je roven 180°.

Muzeme tedy zapsat o + 5 + v+ 6 = 180°. Protoze vime, ze a« = f a v = 0,

muzeme nékteré symboly nahradit a upravit rovnici do néasledujiciho tvaru:
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a+a+d+9=180°

200 4+ 20 = 180°

Tuto rovnici jiz sta¢i pouze vydélit dvéma a dostaneme:

20 4 20 = 180°] : 2

a4+ =90°

-
2 sb y=61°

Obrazek 9: Rovnoramenné trojuhelniky

Povedlo se ndAm pomérné snadno pomoci programu GeoGebra odvodit Thaletav
teorém. Zadani pro zéky by mohlo napfiklad znit: Mdme dany trojihelnik ABC.
Naleznéte mnozinu bodi, na které se musi nachdzet bod B tak, aby trojuhelnik ABC
byl pravouhly s pravym uhlem pri vrcholu B.

S pomoci konstrukce v programu GeoGebra a vyuZiti pomocné funkce (Lo-
cusEquation/RovniceMnozinyBodu) snadno nalezneme hledanou mnozinu.

Uvédomeéni si vyznamnych vlastnosti je s dynamickym appletem mnohem snazsi,
nez bez néj. ZAci si také mnohem snadnéji uvédomi, 7ze se jedn& o rovnoramenné
trojuhelniky i v pripadé, Ze by se jako prvni vénovali ahlim «, 5,y a 4.

Nejzésadnéjsi krok je sestrojeni si tsecky SB. Poté uz je dikaz pomérné snadno
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odvoditelny.

3.3 Funkce Envelope

Tato funkce slouzi k vypocitani rovnice kiivky, ktera je te¢nou ke skupiné objekti,
zatimco se rodi¢ skupiny objekti pohybuje po urcité draze.

Presnéji feceno, méjme vystupni bod I na dané trase P, urcité konstrukéni kroky
a vystupni trasu O. Vystupni trasa mize byt piimka, kruznice apod. Ukolem je
odvodit rovnici F kiivky C, ktera je te¢nou k trase O, zatimco se bod I pohybuje
na trase P. Timto postupem vznikne F.

Bod I se nazyva mover. E se nazyva envelope equation/rovnice obdlky a jeji
graficka reprezentace se nazyva envelope/obdlka.

Na prikladu si ukdZeme definici elipsy jako obalku. Méjme kruznici a bod, ktery
lezi uvniti kruznice. K¥ivka, ktera je tvorena tecnami ke skupiné kolmych tsecek,
které puli dsecku mezi pohybujicim se bodem na kruznici a jejim vnitfnim bodem,
je elipsa.

Tuto definici si s vyuZitim funkce envelope/obdlka mizeme snadno ovéfit v pro-
gramu dynamické geometrie GeoGebra. V nésledujici ¢asti si ukazeme, jak by se to

dalo udélat.
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Prvnim krokem bude sestrojit si kruznici ¢ se stiedem v bodé A a bodem B,
ktery lezi na kruznici c. Muzeme k tomu vyuzit funkci kruznice dana stfedem a

bodem viz 10

© B=(392,209)
© ciix-08F+(y-086F =143

Obrazek 10: KruZnice ¢ s bodem B

Poté si na kruznici ¢ vlozime bod C. A déle si vlozime libovolny bod D do vnitin{

oblasti kruznice ¢ viz [11l

Obrazek 11: Kruznice ¢ s body C' a D

Nasledné si sestrojime tsecku C'D a jeji osu. Tedy pfimku, kterd je na tuto tsecku
kolma a déli ji na dvé pilky. V programu GeoGebra si vizualné tsecku C'D vykreslo-
vat nemusime, sta¢i nam vyuzit funkci PerpedicularBisector/osa usecky. Tato funkce
nam vykresli rovnou osu tsecky, bez nutnosti si danou tsecku vykreslovat. Pouzitim

této funkce nam vznikne p¥imka f viz
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Obrazek 12: Piimka f jako osa tsecky C'D

V této fazi jsme jiz pripraveni na pouziti funkce Envelope/Obalka. Do okna
vstupu zapiSeme Envelope[f, C|/Obalkaff,C]. V algebraickém okné se nam vypise
rovnice kuzelosecky, v grafickém okné se nam tato kuzelosecka vykresli. Pohybem
bodu C po kruznici ¢ si mizeme graficky ovéfit, ze vSechny osy tsecky C'D jsou

skute¢né te¢ny vzniklé elipsy viz

VVVVV

Obrazek 13: Vznikla elipsa pomoci funkce Evelope/Obalka

Funkce Envelope/Obalka lze vyuzit k prozkoumévani alternativnich definici ku-
zelose¢ek a k prohloubeni znalosti na toto téma. Vyhoda spociva, jako u vSech

zkoumanych funkci, v rychlé a snadné vizualizaci daného problému.
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4 Mnoziny bodt danych vlastnosti

V predchozich kapitolach jsme si predstavili nové funkce, které ndm program Geo-
Gebra nabizi. V této kapitole si ukdzeme moznosti vyuziti vyse uvedenych funkeci na
riznych piikladech.

Existuji dva zékladni pfistupy - automatické objevovani a automatické dokazo-
vani.

Automatické objevovani se zabyva situacemi, kdy je dané tvrzeni pravdivé a
automatické dokazovani se zabyva, jestli je dané tvrzeni pravdivé [13].

V této kapitole se budeme zabyvat predevsim automatickym objevovanim.

Pri teSeni priklada zabyvajici se automatickym objevovanim lze uplatnit nasle-

dujici postup:
1. N&crt situace v programu DGS
2. Demonstrace v programu DGS - pouziti funkce Stopa bodu
3. Ovéfeni za vyuziti funkce MnoZina bodi

4. Sestaveni klasického dikazu - DGS miZe slouZit k nalezeni souvislosti mezi

objekty, ne vzdy lze takovy dukaz sestavit

5. Hledani mnoziny s vyuzitim pocitace a CAS - Zavedeni vhodné kartézské sou-
stavy soufadnic, sestaveni algebraickych rovnic a nasledna eliminace zavislych

proménnych vede k ziskani rovnice hledané mnoziny
6. Srovnani vysledki DGS a CAS

7. Odvozeni zavéru

Automatické objevovani funguje na nasledujicim principu. Méjme tvrzeni H =
T, které je ve vétsiné podstatnych piipadi nepravdivé. Nasim cilem je automaticky
vyprodukovat piidavnou hypotézu Hy, tak aby vzniklo nové tvrzeni (H A Hy) = T
bylo pravdivé [13].

Abychom se timto problém mohli zabyvat, musime pievést problém geometricky
na problém algebraicky. Musime tedy zavést systém rovnic, ktery popisuje geomet-

rickou situaci.
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Pomoci tohoto systému sestavime mnozinu polynomt, které popisuji situaci po-
moci algebraickych rovnic. Tento systém se nazyva idedl. Ze sestaveného idedlu
ziskame vysledné tvrzeni pomoci eliminace zavislych proménnych. K této eliminaci
vyuzivime Grobnerovy baze.

Zakladni piipady jsou implicitni a explicitni mnozina bodt danych vlastnosti
(uvedeno v kapitolach vyse).

V naésledujicich kapitolach si uvedeme piipady, které mohou nastat - ziskani
vysledki rovnou z eliminace, doupraveni vysledki pomoci faktorizace, eliminace

vrati prdzdnou mnozinu.

4.1 Osa tsecky jako mnozina bodt danych vlastnosti

Zadani: Urcete mnoZinu vsech bodi v roviné, které maji stejnou vzddlenost od dvou
zadangjch bodi A a B.

Jako prvni si vytvofime nacrt situace pomoci programu DGS. Musime si zadat
dva bod A a bod B. Nasledné si sestrojime bod C, tak aby byl stejné vzdaleny od
bodu A i od bodu B. Situace by mohla vypadat nasledovné.

Obrazek 14: Nacrt situace

7 tohoto nac¢rtu muzeme usoudit, 7ze se k nalezeni bodu, ktery ma od dvou bodi
stejnou vzdélenost muzeme, vyuzit dvé kruznice o stejném polomeéru.

V programu DGS si mizeme zajistit, pomoci funkce Kruznice dand polomérem,
dvé kruznice o stejném poloméru. Stac¢i si nastavit posuvnik. Hodnotu tohoto po-

suvniku mizeme pak nastavit jako polomér danych dvou kruznic. Bude se nam tedy
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ménit polomér obou kruznic zaroven. To nam umozni lépe prozkoumat situaci.

Obrazek 15: Dva body mnoziny

Touto konstrukei jsme ziskali dva hledané body C a D. Nyni mizZeme pouzit

funkci Stopa mnoziny. Ta ndm umozni ziskat jesté vétsi nahled do situace.

Obrazek 16: Pouziti funkce Stopa bodu

7 obrazku miizeme vidét, Ze se nam podafilo ziskat vétsi vhled do situace. Gra-
ficky se zd4, ze by hledan& mnozina bodu mohla byt pfimka. Toto ovsem jesté nestaci
na to, abychom to mohli prohlasit s jistotou.

K ziskani vétsiho pfesvédceni, Ze se skutecné jednd o pifimku, musime vyuzit
funkci MnozZina bodii.

Funkci MnozZina bodi pouzijeme s parametry bod tvoiici mnozinu a posuvnik.

Bod tvorici mnozinu bude postupné bod C a bod D. Na poradi nezalezi. A do ¢asti
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zadani posuvniku napiSeme nazev posuvniku. V tomto piipadé je to r.

Obréazek 17: Pouziti funkce MnoZina bodi

Funkce MnozZina bodi nas posunula zase o kus dale. Nyni si mizeme byt trochu
jistéjsi, Ze se skute¢né jedna o piimku. V tomto kroku to jesté vSak nemuzeme védét
jisté. Avsak takovyto nahled ndm umozni snadnéji sestavit klasicky nepocitacovy
dikaz.

K zjisténi platnych vlastnosti mezi objekty vyuzijeme funkci Vztah mezi objekty.
Tato funkce nam potvrdi, ze tsecka AB je kolmé na piimku CD. Déle si vytvoiime
prusecik této tsecky a piimky. Dale si sestrojime stied tsecky AB. Porovnanim
tohoto pruseciku a stiedu usecky AB.

vaten - o x

faijsou kolmé

(zkontrolovano numericky) Vice_—
OK
Obréazek 18: Kontrola kolmosti
| Vztah - o x
| a H jsou stejné Vice. ..

(zkontrolovano numericky)

OK

Obréazek 19: Kontrola shodnosti
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Obrazek 20: Sestaveni klasického dukazu

Nyni mame dostatek informaci k sestaveni klasického nepocitacového dikazu.

Pomoci téchto informaci si mizeme vyvodit néasledujici vztahy:
AH| = |BH|
|/AHC| = |4BHC|=90°

Diikaz provedeme pomoci ekvivalence a < b, kde:

Vyrok a: Bod C' lezi na ptimce HG.

Vyrok b: Bod C' lezi ve stejné vzdalenosti od bodu A i od bodu B.

Nejprve dokdzeme vyrok a = b. Na zékladé ziskanych informaci mizeme prohlé-
sit, ze trojihelnik AHC' je podobny trojihelniku BHC podle véty sus. Bude tedy

vzdy platit:

[AC| = [BC|

Prvni implikace je tedy dokdzana. Nyni jesté musime dokazat implikaci b = a.

Tedy pokud plati, ze vzdalenost bodu C' od bodtu A i B stejna, tak bod C' lezi
na piimce HG.

Pri dikazu mohou nastat dva stavy:

Bod C' lezi na tise¢ce AB = bod C musi byt stiedem tsecky AB, tedy musi lezet
na piimce HG.

Bod C nelezi na tse¢ce AB = mohu sestrojit trojuhelnik ABC.

Trojuhelnik ABC' je rovnoramenny, tudiz jeho vyska musi prochézet stiedem
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useCky AB a zaroven na ni musi byt kolméa. Klasicky nepocitacovy dukaz je tedy
sestaven. Zbyva nam jen dikaz za vyuziti CAS.
K vyuziti CAS potfebujeme zavést vhodnou kartézskou soustavu soutradnic. V

nasem piipadé by to mohlo vypadat nasledovné.

C =[m, n]

Obréazek 21: Zavedena kartézska soustava

Bod A = [0,0], bod B = [b,0], bod C = [m,n], b # 0. Nesmime zapomenout na
dvé kruznice se stiedy v bodech A a B a polomérech r.

Jejich rovnice by vypadali nasledovné:
kv 224942 —rP=0
ky @ (=0 4+9y*—r*=0

Prvni rovnice je rovnice kruznice (k1) se stfedem v bodé A. Druhé rovnice tedy
nalezi kruznici (k) se stfedem v bodé B.

Na zakladé pfedchozich analyz si sestrojime pravdiva tvrzeni, kterd jsou rele-
vantni pro feSeni problému. Takovymi tvrzenimi jsou v tomto ptipadé takova, ze
bod C lezi na obou kruznicich zaroven. Tim dostaneme nésledujici vztahy:

Cek, & Hy:m>+n>—r2=0
Ceky & Hy:(m—0b2+n*—r*=0
Nyni se presuneme do systému CAS, v této praci budu vyuzivat CoCoA 4.7.5.

Do programu zapiSeme:

Use R ::= Q[m, n, b, rl;

I:=Ideal(m~2+n~2-r~2, (m-b)~2+n~2-r"2);
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Elim(r, I);

Systém CAS nam uda vysledek:

Ideal(2mb - b~2).

7 tohoto vysledku ziskame:

2mb—b = 0
bQ

m = 2_b

b

m = =

2

Zaménou neznamé m za neznamou x ziskame tvar rovnice, ktery muzeme zadat
do programu GeoGebra a ovérit si, zda se skutec¢né jedna o rovnici pifimky. V tomto
piipadé je zjevné, Ze se jedna o piimku kolmou na osu z a prochézejici stfedem

usecky AB.

4.2 Asteroida

Je dana kruznice k a na ni bod C'. Stfedem kruznice k sestrojime dvé na sebe kolmé
piimky x,y. Poté sestrojime kolmice z bodu C' na ptimky z,y. Paty téchto kolmic
oznac¢ime body A, B. Bodem C' nasledné vedeme kolmici na stranu AB. Prusecik
této kolmice a tusecky AB oznacime bodem M.

Zadéani: Urcete mnozZinu bodi M, kterd vznikne pohybem bodu C po kruznici k.

Prvnim krokem k feSeni tohoto zadani bude na¢rt situace v prostiedi DGS.
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Obrazek 22: Nacrt zadané situace

Samotny nac¢rt nam toho jesté moc neprozradi, ale umozni ndm vyuziti dalsich
funkei programu GeoGebra, které ndm umozni vétsi ndhled do situace. Mezi tyto

funkce patii Stopa bodu a MnozZina bodii.
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Obrazek 23: Napovéda ziskana pomoci funkce Stopa bodu

Obrazek 24: Vyuziti funkce MnoZina bodi
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Vyuziti funkce Stopa bodu je pomérné piimocaré. Staci si jen u bodu M zapnout
vykreslovani stopy bodu. Poté sta¢i pohybovat bodem C', bod M se v zavislosti na
pohybu bodu C' bude pohybovat také. Zaroven za sebou bude nechavat stopu, ktera
nam umozni lepsi nahled do situace.

Vyuziti funkce MnoZina bodu bude také velice jednoduché. Stac¢i si do parametri
funkce jako bod tvofici mnozinu bod M a jako bod pohybujici se po objektu (v
tomto piipadé kruznici) bod C.

GeoGebra nam poskytla predstavu o tom, jak by hledand mnozina bodi mohla
vypadat. Tato kfivka se obecné nazyva asteroida.

Pro nalezeni rovnice asteroidy musime opét vhodné zvolit kartézskou soustavu

soutadnic. Tato volba miize vypadat napiiklad takto.

Obrazek 25: Kartézka soustava soufadnic

Zavedli jsme si znaceni S = [0,0], A = [p,0], B=[0,q|, C = [p,q|, M = [m,n].
Nejprve si sestavime obecnou rovnici pfimky AB. Obecna rovnice je dana nor-
malovym vektorem a bodem, ktery lezi na primce. Abychom mohli zjistit normalovy

vektor, tak si v tomto piipadé musime urcit smérovy vektor piimky AB.
_>
§=B-A=(0-p,q—0)=(-pq)
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Ze smérového vektoru ziskdme normalovy vektor, tak, Ze prohodime slozky smé-
rového vektoru a u jednoho zménime znaménko. Takze norméalovy vektor miize vy-
padat nasledovné:

7 = (q.p)

Nyni si muzeme zacit sestavovat rovnici piimky AB.
gr +py+c=0
Abychom si uréili ¢ parametr rovnice, tak si do rovnice potfebujeme dosadit
jeden bod, ktery na piimce lezi, v naSem piipadé bude nejvhodnéjsi si zvolit bod A,
nebo bod B. Vhodné jsou proto, ze obsahuji ve svych souradnicich nulu. Zvolime si
tedy napi. bod A = [p,0].
gp+0p+c = 0
gp+c = 0
¢ = —pq

Nyni uz mame vse, abychom sestavili rovnici pfimky AB.

qr +py —pg=0

Dalsi rovnice, kterou budeme potiebovat, je rovnice primky, ktera je kolmé na
piimku AB a zaroven prochazi bodem C. Jako normalovy vektor této primky mii-

zeme pouzit smérovy vektor prvni pfimky. Tedy vektor (—p, q), nebo vektor (p, —q).

pr—qy+c=0
Dosadime bod C' = [p, ¢], abychom si vyjadiili parametr c.
pp—q-q+tc =0
P—¢+c = 0
¢ = ¢ —p?
Po dosazeni parametru ¢ do rovnice dostavame finalni tvar:
pr—qy+q' —p* =0
Posledni rovnici kterou budeme potiebovat, je rovnice vyjadiujici, ze bod C' lezi

na kruznici k. Rovnice kruznice k£ je nasledujici. Je vhodné si pro kruznici zvolit
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stied v bodé [0, 0] a zaroven si zvolit polomér roven jedné.

Py -1=0
Dosazenim bodu C = [p, ¢] dostaneme:
g —1=0
Ted je jeSté potieba tyto rovnice upravit, tak jak maji byt vloZzené do programu
CAS. Tedy na pirimkach se nachazi bod M, a na kruznici bod C'. Posledni rovnici,

tedy neni ani potfeba ménit.

Dostaneme soustavu nésledujicich t¥i rovnic:
gn+pn—pg = 0
pm—qn—p°+q¢ = 0
P+ -1 =0

Nyni se mizeme piesunout k programu CAS. Do néjz zadame:

Use R::=Q[p, q, m, nl;

I:=Ideal(gqm + pn - pq, pm - gqn - p~2 + q°2, p°2 + q°2 - 1);

Elim(p..q,I);
CAS nam vrati takovéto feSeni:

Ideal(-2/9m~6 - 2/3m~4n"2 - 2/3m~2n"4 - 2/9n"6 + 2/3m~4 - 14/3m~2n"2 +
2/3n"4 - 2/3m~2 - 2/3n"2 + 2/9)

Nyni musime provést faktorizaci tohoto polynomu. Musime zjistit, jestli se v
tomto feSeni nenachézeji, kromé rovnice asteroidy jesté néjaké dalsi kiivky.

V tomto piipadé nam faktorizace zddnou dalsi kiivku neodhalila. V nasledujicim
prikladu si ukdzeme, pro¢ je tato faktorizace nutna k urceni presného reSeni.

Pomoci programu GeoGebra si mizeme snadno ovéfit, zda se skutecné jedna o

rovnici Asteroidy. Sta¢i zadat vyslednou rovnici do pole Input.
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2% +y° 4 32y’ + 32”y" — 32" — 3y" 4 212”4+ 32" + 3y* —3=10

__________________________________________________

Obrazek 26: Obéreni rovnice Asteroidy

Vysledna rovnice asteroidy je tedy:

29 + 9% 4 3a*y? + 3a?y* — 32t — 3yt + 212%y? +32° + 3y* — 3 =0.

4.3 Strofoida

Je dana tsecka AB a bod C, ktery se pohybuje po kruznici k se stiedem v bodé A
a polomérem |AB|.

Zadani: Urcete mnoZinu vSech pruseciki vysek M trojihelniku ABC, pokud bu-
deme bodem C pohybovat po kruznici k.

Situaci si opét zkonstruujeme v programu DGS. Piedstavu o feSeni opét ziskame

vyuzitim funkce Stopa bodu a funkci MnoZina bodii.
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Obréazek 28: Pouziti funkce MnoZina bodi

P#i pouziti funkce Mnozina bodi si zvolime bod M jako bod tvofici mnozinu
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a bod C, jako bod na mnoziné. Muzeme vidét, ze obé vizualizace jsou podobné.
Ptipominaji rovinnou k¥ivku, ktera se nazyva strofoida. Abychom si mohli byt jisti,
musime zjistit jeji rovnici. K tomu ndm pomiiZe vhodné zvolend soutadnicova sou-

stava.

Obrézek 29: Vhodné zvolena kartézska soustava

Bod A umistime do pocatku kartézské soustavy, tedy A = [0,0]. V navaznosti
na toto umisténi si zvolime bod B = [a,0]. Bod M, ktery oznac¢uje prisecik vysek
trojuhelniku ABC' si oznaéime M = [m,n| a bod C = [p, q].

7 téchto bodu si budeme chtit ziskat obecné rovnice vysek na strany AB a BC.
Potiebovat budeme jesté rovnici kruznice k.

Nejprve si muzeme sestavit rovnici vysky na stranu AB. Oznadime ji vap. PTi
urcovani obecné rovnice primky potiebujeme znat norméalovy vektor této piimky. V
tomto ptripadé je normalovy vektor pfimky v4p stejny jako smérovy vektor piimky

AB.

nvAB:@:B—A:(a,O)

vagp:ar+c=20

Abychom zjistili parametr ¢, musime si do rovnice piimky dosadit bod, ktery
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na této pifmce lezi. V naSem piipadé to bude bod P = [p,q]. Po dosazeni tedy

dostaneme:

ap+c = 0
c = —ap
Hodnota parametru ¢ v rovnici vysky kolmé na stranu AB je roven —ap. Vzhle-
dem k tomu, ze a je néjaké ¢islo, miizeme celou rovnici pfimky timto parametrem

vydélit, aniz bychom smér vektoru zmeénili.
ar—ap = 0
a-(r—p) = 0]:a
z—p = 0
Rovnice prvni vysky je tedy zndma. Rovnici druhé vysky dostaneme obdobnym
zpusobem. Ur¢ime si smérovy vektor piimky BC.
SBC = Mupe = C — B = (p—a,q)
vpe:(p—a)r+qy+c=0
Do této rovnice dosadime bod, ktery na této pfimce lezi, abychom gzjistili hod-

notu parametru c. Jediny bod, ktery je naim znam, je bod A = [0,0]. Po dosazeni

dostaneme:

c=0
Uprava v tomto piipadé byla pomérné snadné. Ve se nam vynulovalo. Finalni

podoba rovnice, tedy bude takovato:

(p—a)z+qy=0
Nyni ndm zbyva jen urcit rovnice kruznice k. Vime, ze stfed této kruznice lezi
v bodé A = [0,0] a jeji polomér odpovida parametru a. Finalni rovnice kruznice k
bude tedy vypadat nasledovné:
P4y —a =0
Ted uz jen staci dosadit si do téchto rovnic, body M = [m,n|, C' = [p,q|, tak

aby platilo bod M lezi na piimce vap a zaroven lezi na piimce vge. A bod C' musi

lezet na kruznici k. Dostaneme nésledujici rovnice:

41



m—p = 0
(p—aym+qn = 0
P —at = 0
Nyni se presuneme do systému CAS, v této praci budu vyuzivat CoCoA 4.7.5.

Do programu zapiSeme:

Use R ::=Qlp, q ,m, n, al;

I:=Ideal(m - p, (p-a)m + gqn, p~2 + q°2 - a~2);

Elim(p..q,I);

Tato eliminace proménnych p, ¢ ze soustavy rovnic uvedenych vyse ndm zjisti

vysledek:
Ideal(m~4 + m~2n"2 - 2m~3a + m~2a"~2 - n~2a~2)

Nyni si musime ovérit, zda je timto polynomem vyjadfena pouze rovnice strofo-
idy. Pouze vizualni feSeni pomoci programu GeoGebra ndm v tomto piipadé stacit
nebude. GeoGebra nam ve vSech piipadech neznazorni, jak by kiivka mohla vypadat
v piipadé degenerace trojiuhelniku ABC.

Abychom zjistili, zda-li se v polynomu

m 1+ m2n? — 2m3a + m2a? — n2a?
nachézi i néco jiného nez pouze rovnice strofoidy, tak musime polynom faktorizovat.

Faktorizaci muzeme provést v programu CoCoA piikazem Factor. Do programu

CoCoA tedy zadame nésledujici piikaz:
Factor(m™4 + m~2n"2 - 2m~3a + m~2a"2 - n~2a"~2);

Dostaneme néasledujici vysledek:

2

(m — a)(m® + mn? — am? + an?).

Z tohoto vysledku mizeme vidét, Ze soucasti feSeni by méla byt i pfimka z = a.
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Tato ptimka se nam v feSeni objevuje v piipadé, Ze trojihelnik ABC' zdegeneruje.
Muze nastat situace, ze trojihelnik ABC prestane existovat. Tato situace nastane
v piipadé, ze B = C.

Bod C pii pohybu po kruznici splyne s bodem B. V tento okamzik nastane i
B=C=M.

V tomto pripadé bychom mohli tento problém odhalit i bez pouziti pocitace.

Rovnici hledané mnoziny bodi odvozujeme z néasledujicich tvrzeni:
m—p = 0
(p—aym+qn = 0
P —at = 0
Dosadme si do tohoto systému B = C = [a,0]. Systém rovnic se nam dostane

do tvaru:
m—a = 0
(a—a)ym+¢0 = 0
a>+0*—a®> = 0
Mizeme vidét, ze naAm zbude pouze rovnice ptimky. Zbylé dvé rovnice se vynuluji.
V této jediné situaci nam vyslednd mnozina hledanych bodua nebude vychazet jako

strofoida. Ov8em zadéani tdlohy vyzaduje existenci trojuhelniku ABC, coz v tomto

pripadé neplati. Tudiz musime tuto piimku z feSeni vyloucit.
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Obrazek 30: Mnozina v piipadé B = C

Vlozenim objevené rovnice do pole Input a vytvorenim slideru pro parametr a,

si ovéiime, zda se jednd o rovnici strofoidy.

2+ ay? — 4z’ + 4y =0

Obrazek 31: Ovéfeni v programu GeoGebra
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Objevené rovnice strofoidy je tedy:

23+ zy? — azx® + ay® = 0.

4.4 Kardioida

Méjme kruznici na které se nachéazi bod M a pevny bod A. V roviné, mimo kruznici,
méjme bod P. Vedme bodem P te¢ny k bodim A a M.
Zadani: Zjistéte rovnici mnoZiny bodi, kierou bude opisovat bod P pti pohybu

bodu M po kruznici.

Obrazek 32: Kardioida jako mnozina pat tecen
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Obrazek 33: Kardioida jako mnozina pat tecen

Ziskali jsme lepsi pfedstavu o tom, po jaké kiivce se bude bod P pohybovat.
Tato krivka se nazyva kardioida.

Na tadé je odvozeni rovnice této kiivky. Musime si tedy zvolit vhodnou kartéz-
skou soustavu soutadnic a sestavit vhodné rovnice.

Zvolena kartézska soustava miuze vypadat nasledovneé:
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Obrazek 34: Kartézska soustava pro kardioidu

Nyni musime ziskat rovnice piimek ¢ a u a kruznice k = (S, a).
Pti odvozeni rovnic pfimek t a u vyuzijeme faktu, Ze jsou na sebe kolmé. Tedy
smérovy vektor jedné piimky je normalovy vektor druhé pfimky. Normalovy vektor

piimky ¢ ziskdme takto:
n,=S5—M=(—m,—n)
Kdyz zname normalovy vektor pirimky, tak muzeme sestavit obecnou rovnici

piimky. Obecna rovnice pifimky ¢ bude tedy:

—mx —ny+c = 0
—m?*—n’*4+c = 0
c = m2+n2
2 2
—mz—ny+m-+n- = 0

K ziskani parametru ¢ obecné rovnice jsme vyuzili dosazeni bodu M.
Déle musime odvodit rovnici pfimky u. Normalovy vektor primky ¢ je smérovym

vektorem piimky wu. Cili plati:
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=5,

Ze smérového vektoru ziskdme normalovy vektor prehozenim soufadnic a obra-
cenim znaménka u jedné této soutadnice iy, = (n, —m).
Obecnou rovnici pfimky wu sestavime stejnym zpisobem jako rovnici p¥imky ¢

pouze s tim rozdilem, ze k ziskdni parametru ¢ vyuzijeme dosazeni bodu A.

nr—my-+c = 0
na+c = 0

c = —na
nr—my—na = 0

Nyni méme rovnice obou pfimek. Nyni musime sestavit rovnici kruznice k. Odvo-
zeni této rovnice neni obtizné. Pomoci programu GeoGebra rovnou vidime, 7Ze stied

kruznice k je bod S = [0,0] a polomér kruZnice je a. Rovnice kruznice je tedy:

24y =
Mame sestavené vSsechny rovnice, které jsou potieba. AvSak musime jesté sestavit
vztahy, které plati:
Mek < H :m*+n>—da’2=0
Pet © Hy:—mp—ng+m?>+n?*=0
Peu & Hz;:np—mqg—na=0

Tedy vztahy jsou, Zze bod M lezi na kruznici k£ a bod P lezi na ptimkach u a ¢.

V novéjsich verzich programu GeoGebra je implementovano prostiedi CAS. Mi-
zeme si tedy ukazat jeho vyuziti pro ziskavani rovnic. Nemusime tedy vyuzivat ex-
terni program CoCoA.

Vyuzivani CAS v prostiedi GeoGebry je uzivatelsky jednodussi. Dalsi vyhodou
je, ze se nemusime ucit pouzivat zadny dalsi program. GeoGebra je v tomto ohledu
mnohem intuitivnéjsi, nez program CoCoA.

V tomto piikladu tedy vyuziji prostiedi GeoGebry namisto programu CoCoA
4.7.5.

Nejprve si musime v programu GeoGebra zobrazit okno pro praci s CAS, které

v zékladnim nastaveni zobrazovano neni.
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Po spusténi programu GeoGebra si kurzorem najedeme na nabidku View/Zobrazit.
V této nabidce je moznost CAS. Po kliknuti na tuto polozku menu se nam zobrazi

okno s CAS, ve kterém muzeme pracovat.

%7 GeoGebra Classic 5
File Edit View Options Tools Window Help

Algebra Ciri+3hift+A | o _
Spreadsheet Cirl+Shift+S \ i'—._ ‘%'
» Algebra CAS Cirl+Shift+K

@ Graphics Ctrl+Shift+1

@ Graphics 2 Cirl+Shift+2

& 3D Graphics Ctrl+Shift+3

= Construction Protocol Ctri+Shift+L

2. Probability Calculator ~ Ctrl+Shift+P

[ Keyboard

+~  Input Bar

¢ Layout ...

=) Refresh Views Ctri+F

Recompute All Objects Ctri+R

Obrazek 35: GeoGebra zobrazeni okna CAS

[#]
File Edit View Options Tools Window Help

= || 5 ON "y x= x=] 7 Lo
» Algebra X |» CAS X
1

Obrézek 36: Vzhled CAS okna v programu GeoGebra

K eliminaci proménnych ze systému rovnic ndm GeoGebra poskytuje funkeci Eli-

minate(<List of Polynomials>, <List of Variables>)/ Eliminovat(<Pole polynomii,
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Pole proménngch>).

Tato funkce mé dva parametry - pole polynomt a pole proménnych. Pole poly-
nomtu je seznam vztahi (ve tvaru polynomi), které nam algebraicky popisuji geo-
metrickou situaci. Pole proménnych je seznam proménnych, které potiebujeme eli-
minovat ze seznamu polynomii.

V programu GeoGebra se pole zadava do slozenych zavorek a jednotlivé polozky
v poli jsou oddélené carkou.

V naSem piipadé bude tedy seznam polynomi vypadat nasledovné:

m? +n? —a*, —mp — ng +m* +n* np — mq — na
Do pole polynomaii jiz nemusime zapisovat, ze se rovnaji nule. GeoGebra to zaridi
automaticky.
Seznam proménnych je nasledujici. Eliminujeme proménné, které se tykaji mo-
veru - tedy proménné m a n. Seznam bude tvofen pouze dvéma proménnyma- m a

n.

m,n
Zapis piimo v CAS okné v GeoGebfte je nésledujici:

» CAS X

1 Eliminate({m"2+n*2-a*2, -m*p-n*gq+m*m+n*n,n*p-m*g-n*a} , {m,n})

o {a('—2a5p+2a3p3—a2p4+a4q2+2a3pq2—2a2p2q2—a2q4}

Obrazek 37: Zapis funkce Eliminate v programu GeoGebra

Na obrazku [37] mizeme vidét funkei, kterou nam eliminace vratila.

Potfebujeme si ovérit, zda se skute¢né jedna o rovnici kardiodidy. K tomu nam
GeoGebra také pripravila funkce.

V okné CAS si muzeme pomoci funkce Substitute nahradit proménné p a ¢ za
proménné z a y. To udélame proto, abychom poté mohli v algebraickém okné pouzit
funkci ImplicitCurve, kterd nadm kiivku vykresli.

Funkce Substitute( <FErpression>, <Substitution List> ) vyzaduje dva parame-
try. Prvnim je vyraz, do kterého budeme substituovat a druhy je seznam substituci.

V nasem piipadé bude samoziejmé prvni parametr polynom, ktery nam vysSel z

eliminace: a® — 2a°p + 2ap?® — a®p* + a*q® + 2a3pq® — 2a*p*¢® — ¢ .
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5 Substitute({a®-2a° p+2atp*-a2pi+at >+ 2atp g2- 2a2 p2 g2 - a2 g4}, {p=x, 9=y} )

- {a('—azx4—a2y4+2a3x3+a4y2—2a5x—2a2x2y2+2a3xy2}

Obrazek 38: Zapis funkce Substitute v programu GeoGebra

Pred prohlasenim, Ze se jednd o rovnici kardioidy, provedeme faktorizaci poly-
nomu. V tomto pfipadé nam faktorizace opét neodhali Zadnou podminku degenerace.

A pokud jsme si jiz nev§imli, tak nam faktorizace odhali moznost vytknuti ¢isla
a2. Cimz si vyslednou rovnici miizeme zjednodusit.

Nyni si musime ovérit, zda se skutecné jedn& o rovnici kardioidy. Ovéfime to

pomoci programu GeoGebra dosazenim rovnice do pole Input.

at oyt 20%y? — 4.462° — 4.46xy® — 4.9Ty" | 22.182 — 24.73 =0

Obrézek 39: Ovéreni pomoci programu GeoGebra

Miuzeme vidét, ze se skutecné jedna o rovnici kardioidy. Mizeme si vytvoftit slider
pro parametr a a sledovat, jaky mé jeho zména vliv na tvar kardioidy.

Objevena rovnice kardioidy je tedy:

zt + yt + 22%% — 2a2® — 2axy® — a*y? + 2dPz — a' =0
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4.5 Ophriuida

Méjme kolmé piimky k a [ protinajici se v bodé O. Dale méjme bod A lezici ve
vzdalenosti a od piimky [ a ve vzdélenosti b od primky k. Pro libovolny bod M na
piimce [ se strojte bod N na piimce k, tak aby AM | MN.

Zadani: Naleznéte rovnici mnoziny bodi paty kolmice P spusténé z bodu O na
usecku MN, zatimco se bod M pohybuje po pFimce l.

Zkonstruujeme situaci v programu GeoGebra a pouzijeme funkce Stopa bodu a

MnoZina bodii.

Obrazek 40: Pouziti funkce Stopa bodu
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Obrazek 41: Pouziti funkce MnoZina bodd

Pouziti téchto dvou funkei ndm umoznilo hloubéji nahlédnout do situace a ziskat
predstavu o tom, jak by mohla vysledna mnozina bodt vypadat.
Nyni musime zavést vhodnou kartézskou soustavu soutadnic a algebraicky popsat
situaci.
V prvni fadé si popiSeme rovnici vyjadiujici kolmost MN L AM.
MN = [0,0] - [0,0] = (n, —v)
AM = [0,0] — [a,b] = (—a,v — b)
MN-AM = (n, —v)(—a,v —b) = —na — v* + bv
Rovnice popisujici vztah MN L AM je tedy: v? + na — vb = 0. Déale je na fadé
vztah OP 1 MN.

93



0P = [p.q] —[0.0] = (p.0)
MN = [n,0] — [0,v] = (n, —v)
OP-MN = (p,q)(n,—v)=np—q
Rovnice popisujici vztah OP L M N je tedy: np—wvq = 0. Dale si musime popsat,
7ze body N, P a M jsou kolinearni.

n 0 1
p g 1]=0
0 v 1
Z determinantu této matice ziskdme rovnici ng + pv — nv = 0. Nyni mame

algebraicky popsané vSechny vztahy, které jsou potifeba k feseni.
Ziskdvame nésledujici systém rovnic, ktery zadame do programu CoCoA a elimi-

nujeme promeénné v a n:

MN 1AM & Hy:v*+na—vb=0
OP L MN & Hy:np—wvqg=0
PM,N < Hs;:ng+pv—nv=20
Program CoCoA nam vratil prazdné feseni (viz , ackoliv bychom néjaké reseni
ocekavali. Metody pouzité vySe nam feSeni poskytly. Situaci musime prozkoumat
dikladnéji.

Use R::=Q[a,b,v,n,p,ql;

I :=Ideal(v*2 +n*a-v*bn*p-v*gn#*g+p*v-n**uv);
Elim(v..n,I):
Ideal (0)

Obréazek 42: Vystup programu CoCoA

Déle muzeme zjistit Dim(R/I) = 4, mélo by se ale rovnat 3, protoze mame
6 proménnych a 3 rovnice. Musime oSetfit podminku degenerace. Musime vyuzit
heuristicky pfistup. Nevime, jakd podminka to je a pocita¢ nema zpiisob, jak nidm
ji zobrazit.

Do ideélu pridame podminku v # 0 tedy vt —1 = 0, kde t je pomocna proménna.
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Use R::=Q[a,b,v,n,t,p,qal;

J :=Ideal(v*2 +n*a-v*bn*p-v*gn#*g+p*v-n*v v*t-1);
Elim(v..t,J);

Ideal (-p"3 + bpg - ag™2 - pg™2)

Obrézek 43: Vystup programu CoCoA

Nyni nam program CoCoA feSeni vratil. Dostavame FeSeni —p® + bpg — aq® — pg?.

Opét nesmime zapomenout si vysledny polynom faktorizovat, abychom nezane-
dbali podminku degenerace. V tomto ptipadé nam faktorizace nic neodhalila.

Regent si ovéifme v programu GeoGebra pomoci metody pro zobrazeni implicitni

kiivky.

—xt — oy — —11y P+ —422y =0
N @]

=

Obrazek 44: Ovétreni pomoci programu GeoGebra

Ziskali jsme rovnici kfivky, kterd se nazyva ophriuida. V tomto pfipadé jsme
si ukazali nékteré limity tohoto ptistupu. Museli jsme zapojit heuristické metody,
abychom se k feseni dostali.

Objevena rovnice je tedy:

23+ zy? + ay® — by = 0.

4.6 Holfeld 1773

Méjme dvé vzdjemné kolmé primky a, b, které se protinaji v bodé O. Necht bod A

lezi na primce a a bod M leZi na piimce b. Kruznice k s polomérem |MO| protind
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primku AM v bodé P. Jakd je mnoZina bodu, kterou opisuje bod P, zatimco se bod
M pohybugje po piimce b? |11]
Tento problém je jisté feSitelny jak bez vyuziti pocitace, tak i s vyuzitim pocitace.

Uvedu obé mozné feSeni pro porovnani.

4.6.1 ReSeni pomoci programu GeoGebra

Prvni krok se jisté nebude lisit, at uz budeme fesit ¢isté pocitac¢ové, nebo na papir.

Udélame si tedy nacrt situace.

Obrazek 45: Nacért problému

Nyni budeme pokracovat v pocitacovém feSeni a klasicky dikaz bude uveden az
po pocitacovém TeSeni.
Pro ziskani vétsiho vhledu do situace vyuzijeme funkci Stopa bodu a MnoZina

bodi.
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Obrazek 46: Pouziti funkce Stopa bodu

Obréazek 47: Pouziti funkce Mnozina bodd
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Obé funkce ndm naznacuji, ze by se mohlo jednat o kruznici. Prohlasit to s
jistotou ovSem jeSté nemizeme.

Abychom to mohli prohlasit s jistotou, tak musime zjistit rovnici hledané mno-
ziny.

Zavedeme si tedy vhodnou kartézskou soustavu soufadnic:

M=[0,n]
k
“S=[0,n/2]
P=[p.q]
A=[a,0]
0=[0,0]

Obrazek 48: Vhodné zavedena kartézska soustava

Algebraicky si potiebujeme vyjadfit, ze bod P lezi na kruznici k a zaroven, ze
body M, P a A jsou kolinearni. Tedy ze lezi na jedné piimce.

Ziskat rovnici kruznice k neni problém. Z nacrtu vidime, Ze stied této kruznice

je v bodé S = [0, 3] a tedy pro jeji polomér r musi platit r = .

7. téchto znalosti jednoznac¢né urc¢ime, ze rovnice kruznice k£ musi byt:
2
n\2 n
2
x” + (y - —) —-—=0
2 4
Kolinearitu t¥1 bodi mizZeme urcit pomoci matice jejich soutadnic. U vSech tii

bodi soutfadnice zname tudiz pouziti této metody nic nebréni.
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Sestavime matici a spo¢itame jeji determinant. Tento determinant musi byt roven

nule.

0 n 1
p g 1]=0
a 0 1

Uzitim Sarrusova pravidla pro matice typu 3 x 3 ziskdme rovnici:

pn+qa—an =0
Podafrilo se ndm ziskat vSechny potfebné rovnice. Muzeme tedy vyjadiit nasle-

dujici dva vztahy:
n\2 n?
Pek o H1:p2—|—<q——> _
2 4
M,PA & Hy:pn+qa—an=0
7, této soustavy rovnic musime vyeliminovat proménné vztahujici se k bodu M.
V tomto pfipadeé je to pouze proménna n.

K eliminaci mizeme vyuzit prostfedi GeoGebry:
» CAS X
Eliminate({p*2+(q-n/2)*2 -(nA2)/4, p*n+a*g-a*n}, {n})

-+ {p’—pa+q’}

1

Obréazek 49: Vysledek eliminace

Substituci p = x a ¢ = y dostaneme tvar 22 —za+¢>. Z tohoto tvaru se doplnénim

na ¢tverec dostaneme do zakladniho tvaru kruznice:
(r=5) =
T — = =—
2) TV T

Hledana mnozina bodi je tedy kruznice se stiedem v bodé [§,0] a s polomérem

r =

MJIS]

4.6.2 Klasicky dikaz

Klasicky dukaz je zalozen na dvojité aplikaci Thaletova teorému, ktery tika, ze

vSechny thly sestrojené nad primérem kruznice jsou pravé.
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Obrazek 50: Velikost thlu OPM

Z n4c¢rtu mizeme odvodit, ze velikost thlu OPM je devadesat stupiiii. |[ZOPM| =
90°.
Z tohoto diivodu muzeme odvodit velikost thlu OPA. Z véty o vedlejsich tihlech

vyplyva, ze soucet velikosti dvou vedlejsich Ghli musi byt roven 180°. Tedy pro

velikost tthlu OP A musi platit |[ZOPA| = 90°.
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90°

Obrazek 51: Velikost thlu OPM

Kdyz mame dokazano, ze |[ZOPA| = 90°, tak mizeme opacnou aplikaci Thale-
tova teorému prohlésit, ze nase hledand mnozina je kruznice o pruméru OA.

Byl tedy sestaven jak klasicky nepocitacovy dikaz, tak i dikaz pocitacovy. Ge-
oGebra nam pii sestavovani klasického dikazu muze znac¢né ulehéit praci. I kdy-
bychom se rozhodli fesit pouze pomoci nacrtu v GeoGebfe, tedy nesnazili bychom
se o odvozeni rovnice pocitacoveé, tak nam dynamicnost nac¢rtu mize velmi usnadnit

praci.

4.7 Wallace-Simsonova véta

V piedchozich piikladech jsme hledali rovnice mnozin bodt danych vlastnosti. Sys-
témy DGS a CAS se daji vyuzit i k dokazovani matematickych tvrzeni.

Tento postup si budeme demonstrovat na dokazani Wallace - Simsonovy véty.
Provedeme jak klasicky nepocitacovy dikaz, tak ¢isté pocitacovy diukaz pomoci pro-

gramu GeoGebra a CoCoA 4.7.4.
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Znéni Wallace - Simsonovy véty: Meéjme trojuhelnik ABC a bod P, ktery lezi na
kruznici opsané trojuhelniku ABC'. Paty kolmic K,L,M spusténé z bodu P na strany
trojihelniku ABC' leZi na jedné primce [12].

Pro zac¢atek muzeme provést verifikaci v programu GeoGebra. Zkonstruujeme si
tvrzeni této véty a muzeme ji blize prozkoumat. Tato verifikace v zddném piripadé

nenahrazuje dikaz. Pomuze nam pouze ziskat lepsi vhled do situace.

Obrazek 52: Konstrukce Wallace - Simsonovy véty

K verifikaci muzeme pouzit funkci AreCollinear, ve které uvedeme jako parame-
try body K, L a M. Tato funkce nam vrati hodnotu ¢rue nebo hodnotu false. V
tomto piipadé nam vrati hodnotu true. Toto vSak jesté nelze povazovat za dikaz

Wallace - Simsonovy véty.

4.7.1 Klasicky dikaz

Pokud se snazime dokazat, ze paty kolmic na strany BC', AC' a AB po fadé oznacené
K, L, a M jsou kolinearni, tedy Ze lezi na jedné primce, tak musime dokazat, zZe

plati nasledujici rovnost:
|/CKL|=|/MKB|
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Tedy 7e tyto dva uhly maji stejnou velikost. Pokud jsou tyto dva thly stejné,
tak body K, L a M museji byt kolinearni.

Obrazek 53: Klasicky dikaz Wallace - Simsonovy véty

O ¢tytfiahelniku PLCK a ¢tytihelniku PK M B miuizeme prohlésit, Ze jsou téti-
vovél

3Ctyfﬁhelnik je tétivovy pokud mu lze opsat kruznici. Soucet protilehlych thli je 180° a jedna

z jeho stran je vidét ze zbylych vrcholi pod stejnym thlem.
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Obrazek 54: Klasicky dikaz Wallace - Simsonovy véty

Pokud jsou tyto ¢tyiftahelniky tétivové, tak z jejich vlastnosti vyplyvaji nasledujici
vztahy:
|ZCPL| = |ZCKL|
|/BPM| = |/Z/BKM|
Z téchto vztahu zjistime, Ze musime dokazat platnost vztahu |[ZCPL| = |£ZBPM|.
étyh’lhelniky CABP a AMPL jsou také tétivové. V tétivovém c¢tyrahelniku
plati, 7e soucet protilehlych thli je roven 180°. Z této vlastnosti odvodime, ze plati:
|Z/CPB| = 180° — |ZCAB]|
|ZLPM| = 180° — |LZCAB|
Z toho ziskdme vztah |ZCPB| = |ZLPM]|. Dale plati:

|LCPB

|L/CPL| - |ZLPB]
\/LPM| = |/LPB|—|/BPM|
Z toho uz nam plyne rovnost |[ZCPL| = |£BPM|. Klasicky nepocitacovy dikaz

Wallace - Simsonovy véty je dokonc¢en. Kolinearita bodu K, L a M je dokézana.
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4.7.2 Pocitac¢ovy diikaz

Stejné jako v predchozich prikladech si na zacatku hledani pocitacového dikazu

musime zvolit vhodnou kartézskou soustavu soufadnic. Volbu miizeme vidét na [B5]

Obrazek 55: Zvolena kartézska soustava

Néasledné musime opét zvolit algebraické vztahy popisujici danou situaci. Jako
prvni si zavedeme vztahy, které nadm popisuji kolmost primek spusténych z bodu P
na jednotlivé strany trojihelniku ABC.

Tedy prvni nas bude zajimat vztah PL 1 AC.Kolmost dvou vektoru zjistime
tak, Ze spocitdme jejich skaldrni souc¢in a ten musi byt roven nule. Tedy pokud je
skalarni souc¢in dvou vektoru roven nule, tak tyto dva vektory jsou kolmé. Uréime si

tedy smérové vektory primek PL a AC.
PL=[1,0] — [p— g = (L — p,—q)
AC =[0,0] - [a,0] = (—a,0)
Smérové vektory jsou tedy urceny a nyni stac¢i provést jejich skalarni soudin.

PL-AC = (I — p,—q) - (—a,0) = (—al; + ap, 0)

Kolmost téchto dvou vektoru tedy popisuje vztah p — 1, = 0.
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Déle si potiebujeme popsat, ze paty kolmic lezi na stranach trojihelniku ABC.
Popiseme tedy K € BC.

BC = [0,0] = [b,d = (—b, —c)
T_@g = (Cv _b)

Po ziskani normalového vektoru pfimky BC' si ho dosadime do obecné rovnice
piimky ax + by + k = 0, parametr ¢, ktery se obecné v tomto tvaru udavi, nahradim
parametrem k, aby se nezaménil s druhou soufadnici bodu B.

K ziskani parametru k si do obecné rovnice piimky dosadim bod C' = [0, 0].

ar+by+k = 0
ct—by+k = 0
E = 0

ce—by = 0

Obecné rovnice piimky BC' je hotova. Nyni muzeme algebraicky vyjadfit vztah

K € BC.
]{310 — k’gb =0
Postupné vyjadiime zbyvajici kolmosti. Prvni se budeme zabyvat PM | AB.
—
PM = [mlme]_[,Q]:(ml—p,mQ—Q)
AB = [bd —[a,0]=(b—a,c)

—

PM-AB = (mi—pmy—q)-(b—a,c)=(mi—p)-(b—a)+ (my—q)-c

Tuto kolmost muzeme tedy popsat vztahem (m; —p)-(b—a)+ (ma—¢q)-c=0.

Posledni kolmost, kterou potiebujeme vyjadrit je PK 1 BC.

—
PK = [klakQ]_[p7Q]:<k1_pak2_q)
BC = [0,0] = [b,d = (—b, —c)
—
PK‘B? = (k1 —pk2a—q) - (=b,—c) = (k1 —p) - (=b) + (k2 — q) - (—¢)
Posledni kolmost tedy lze popsat vztahem (p —ky) - b+ (¢ — k2) - ¢ = 0. VSechny

kolmosti jsou algebraicky popsany. Musime si v8ak jesté popsat jednu patu kolmice

lezici na strané trojihelnika ABC'. Zvolime si M € AB.
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AB = [bd —[a,0] = (b—a,c)

m = (Caa'_b)

S norméalovym vektorem piimky AB miiZeme sestavit obecnou rovnici popisujici

piimku AB.
ce+(a—by+k = 0
ac+k = =0
k = —ac

cx+(a—bly—ac = 0

Vztah M € AB lze tedy zapsat ve tvaru ac — mqc — ams + bms = 0.

Jako posledni predpoklad potfebuje algebraicky vyjadfit, ze bod P lezi na kruz-
nici opsané trojihelniku ABC'. To lze popsat vztahem —acp+ cp? +abg —b*q — ?q+
cqg® = 0.

Nasi situaci tedy popisuje néasledujici sada rovnic:

PLLAC < hy:p—1I =0
PM 1L AB & hy:(my—p)-(b—a)+(may—¢q)-c=0
PK 1 BC < hy:(p—Fk1)-b+(q—ky)-c=0
KeBC & hy:kic—kb=0
MeAB < hs:ac—cmp —ams+bme =0

Peck & hg:—acp+cp®+abg—b*q—c*q+c> =0
Tvrzeni, které chceme dokazat je, ze body K, L a M jsou kolinearni. Musime
toto tvrzeni také vyjadfit algebraicky a pomoci programu CoCoA ovéfime, zda patii

do nageho idealu (sada rovnic popisujici situaci).

ki ke 1
ll 0 1| = 0
my Mo 1

Z urceni determinantu ziskdme rovnici, kterd je hledanou podminkou lyms +
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myke — kiymy — l1ks = 0. Dale jiz budeme pracovat s programem CoCoA, ktery ndm
ovéii, zda je toto tvrzeni pravdivé.

V prvni fadé si v programu CoCoA potiebujeme definovat okruh s proménnymi
a, b, ¢, p, q, my, ma, ki1, ko, l1, l5 a t. Nasledné musime vytvorit ideal I, ktery je

tvofen rovnicemi popisujici geometrickou situaci.

Use R::=Q[a,b,c,p,q,k[1..2],1[1..2],m[1..2],t];

I:=Ideal(p-1[1], (m[1]-p) (b-a)+(m[2]-q)c, (p-k[1]1)b+(q-k[2])c,k[1]c-
k[2]b,ac-cm[1]-am[2]+bm[2],-acp+cp~2+abq-b~2q-c~2q+cq~2,

(1 Im[2]+m[1]1k [2] -k [1Im[1]-1[11k[2])t-1);

Piikazem NF(1,I) zjistujeme, zda je tvrzeni obecné pravdivé. Pokud nam tento
piikaz vrati hodnotu jedna, tak tvrzeni neni obecné pravdivé, pokud nam vréti
hodnotu nula, tak je tvrzeni obecné pravdivé.

V tomto piipadé nam program CoCoA vratil hodnotu jedna. Tedy nase tvrzeni
neni obecné pravdivé.

Tvrzeni nemiize obecné platit, protoze nejsou oSetieny takzvané podminky dege-
nerace. Tedy napiiklad situace, kdy trojihelnik nebude existovat. To muze nastav
piipadé, ze nékteré dva body trojuhelnika splynou v jeden.

Pii zjistovani podminek degenerace ziskAme nasledujici rovnici: (b + ¢?)((a —
b)?+c?) = 0. Tato rovnice nam popisuje, Ze pro trojihelnik ABC plati A = B, nebo
B = C. Musime tedy piedpokladat, ze A # B a B # C'. Musime pridat polynom
(6% + ) ((a — b)* + ¢*)t — 1 do idealu I a opét pouzit pitkaz NF(1,1).

Tentokrat jsme obdrzeli odpovéd rovnou nule. Wallace-Simsonova véta je tedy
dokézana.

Wallace-Simpsonovu vétu mizeme pomoci programi dynamické geometrie nejen
dokazat, ale také objevit. Nyni se uz nebude jednot o explicitni mnozinu bodii, ale
o implicitni mnozinu bodu. V tomto piipadé jiz nebude figurovat dvojice mowver,
tracer.

Vytvoiime si v programu GeoGebra trojihelnik, bod P a kolmice z bodu P na

strany vytvoreného trojuhelnika.
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Obrazek 56: Nacrt situace

Musime zjistit, jestli existuje mnozina pozic, kde se musi nachazet bod P, tak
aby paty kolmic K, L a M byly kolinearni.

K tomu nam v programu GeoGebra pomize funkce LocusEquation. Jako para-
metry této funkce vybereme Boolean expression a Moving point. V naSem piipadé

bude nase podminka AreCollinear(K,L,M) a druhy parametr bude bod P.
Input: ( (K, L, M), P)
Obrazek 57: Piikaz LocusEquation

Vystupem této funkce bude kruznice opsand trojuhelniku ABC'. Muzeme vidét,

ze objevit toto tvrzeni nebyl pomoci pocitace velky problém.
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Obrazek 59: Mnozina bodu, kde se musi vyskytovat bod P

Na vyse uvedenych obrazcich mizeme vidét, ze kdyz se bod P bude nachazet na

kruznici opsané trojihelniku, tak budou paty kolmic kolinearni.
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5 Zaveér

Cilem této prace bylo predvést moderni vyuzivani informacnich technologii v mate-
matice. Chtél jsem ukézat, jak lze spravnym vyuzitim modernich technologii obje-
vit/dokazat matematické objevy.

Objevy a dukazy, které matematikiim trvaly dokazat i nékolik let, mizeme po-
moci poc¢itac¢i a programu DGS a CAS objevit béhem nékolika minut.

Prace je strukturovana do dvou zékladnich ¢asti. Prvni se zabyva programovym
vybavenim systému dynamické geometrie, konkrétné programem GeoGebra. Tento
program jsem si oblibil kvili jeho uzivatelské piivétivosti a jeho online dostupnosti.

Ve druhé casti diplomové prace jsem se zabyval riznymi piiklady na mnoziny
bodii danych vlastnosti. Pokusil jsem se znazornit, jak je objevovani téchto mnozin
pomoci pocitac¢i snadné.

Jako ucitel matematiky jsem byl hodné rad, ze jsem mél v rdmeci diplomové préce
moznost 1épe pochopit fungovani téchto programii. Diky ¢emuz miuzu lépe vybirat,
zda je vhodné vyuzivat tyto programy.

Ve své kratké skolské praxi jsem se setkal s pozitivni zpétnou vazbou na vyuzivani
téchto systémii, a to predevsim diky jejich intuitivnosti. Zaci umi daleko lépe ovladat
tablety a pocitace, nez pravitka a kruzitka. Diky témto programim se muzu se zaky
vice soustfedit na geometrii a ne na obsluhu kruzitka. Tim netvrdim, Ze se musi
nutné upustit od vyuzivani klasickych geometrickych nastroji. Ty maji v geometrii
jisté také své misto.

Doufam, 7e tato prace pomiize s rozsifovanim vyuzivani DGS ve skolach zaklad-

nich, stfednich i vysokych.
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