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Anotace:

Bakald&ska prace je anovana tématu komplexniisla a kvaterniony a jejich aplikace.
Hlavnim Ukolem této prace je seznamit s pojmy kampi ¢islo a kvaterninony a s jejich
dulezitymi vlastnostmi a reprezentacéchto pojni na vhode zvolenych pikladech.
Komplexnicisla Ize mimo jiné pouzit k reprezentaci kwino pohybu v rovi#, kvaterniony
lze uzit pro reprezentaci rotaci v trojraamém prostoru. Cilem prace je poskytnout
piehledné shrnuti teorie a ukazkaedeni praktickychifklada, které by ndzomilustrovaly
uvedené vyuziti komplexnictisel a kvaternioil pii popisu rovinnych resp. prostorovych

pohyhi, pripadre jejich dalSi aplikace.

Summary:

The bachelor thesis is dedicated to the topic ofidlex numbers and quaternions and their
application. The main goal of this thesis is to fa@arze with the subject of complex numbers
and quaternions and their important properties tmgresent these terms with suitably
selected examples. Complex numbers can be usedgawmibers to represent a planar
rotational movement, quaternions can be used tcesept rotations in three-dimensional
space. The aim of this thesis is to provide a aelinged summary of the theory and a sample
solution of practical examples that would illustraty demonstrate the application of
complex numbers and quaternions by descriptionlafhgy or spatial movements or their
further applications.
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Uvod

Bakald&ska prace se zabywvéiselnym oborem komplexnichbisel C a jejich zobectnim
v tifrozmérném prostoru, kvaterniory.

Podle ramcového vzthvaciho programu obdrstedniho vzdlani, MSMT CR, se na
nekterych stednich Skolach komplexriisla nevyguji. V této bakalgské praci bych chi
¢ten&e sezndmit s vyuzZitim komplexniclkisel @i teSeni #@znych algebraickych
a geometrickych uloh, a dalsim vyuzitim tiglad ve fyzice p feSeni slozgSich
elektrickych obvod se stidavym proudem.

Komplexni ¢isla Ize také pouzit k reprezentaci toiidio pohybu v rovieh Stejny vyznam
maji potom kvaterniony pro reprezentaci rotaciojrtzmérném prostoru. Toto jejich vyuziti
prindsi rekteré vyhody oproti pouZiti transfor@ich matic. Kvaterniony tak nachézeji stale
VétSi uplatni pri popisu prostorovych pohyib nag. v robotice, kinematice, kvantové fyzice
a jinych wdnich oborech.

Prace je roztlena do pti kapitol. Prvni actvrtd kapitola seznamujétende s historii
komplexnich¢isel a kvaternioi Ve druhé kapitole s&ten& muze daist o volré dostupnych
matematickych programech GeoGebra, wxMaxima anetevé aplikaci Wolfram Alpha,
véetrg interpretace zapisu a algebraickych operaci s kampmi ¢isly v t&chto programech
a aplikaci. Teti kapitola seznamuj&ten&e s vyuzitim komplexnichtisel v geometrii,
kinematice a $eSenim slozéSich elektrickych obvailse stidavym proudem. Pata kapitola
seznamujeiten&e s vyuZzitim kvaterniain v algelie, v geometrii, fyzice a dalSichédnich
oborech. Ve itti a paté kapitole jsou grafickéSeni piklada verifikovana pomoci programu
GeoGebra.

Cilem bakalgské prace je poskytnouten&i piehledné shrnuti teorie a ukazkoke&Seni
praktickych giklada, které nazor&ilustruji vyuziti komplexnicltisel a kvaternioin .



1 Historie komplexnichéisel

Komplexni¢isla byla poprvé zavedena v teorii kubickych roviRiesenim kubickych rovnic
(. rovnic tetiho stupl) se zabyval italsky matematik C. Cardano (15016)5Cardano
dosgl k vzoraim, které vyjatiovaly kareny rovnic jako satet nebo rozditisel nazyvanych
¢isla komplexni [26]. Kubicka rovnice ma tvar

ax® + bx?> +cx +d = 0;a # 0 [11],
kdea, b, c, disou koeficienty.
Udélame-li substituck =y — % a vyctlime-li ¢islema rovnici
ax3® + bx? + cx + d = 0, dostaneme normovany tvar kubické rovnice

y? +3py +2q =0,

kde

3ac—b? 2b3 bc d
3p = ,2q =

3a2

T 2743 322 a

Tuto Upravu kubické rovnice formuluje Rektorys (14 39).

Pro kdenyy, Y, Y3 rovnicey® + 3py + 2q = 0 plati
Vi=U+V, Y, =&UT ED, Y3 = &U+ &V,

kde

~ %

,u=3\/—q+\/m, v=3\/—q— q% +p?.

Tento tvar Cardanovych vzdréormuluje Rektorys [11].

1 .
g1, =—=-x1
1,2 ot

Cardanovy vzorce jsou pro vyt kaemi kubické rovnice velice nevyhodné. ¥kterych
piipadech vyjatlji realné keeny kubické rovnice pomocéisel imaginarnich. Tento

nedostatek (tzv. casus irreducibilis) bohuzel @astmelze [2].

Priklad 1: Podle Cardanovych vzarge jednim zeif koreni rovnicex3® — 7x — 6 = 0 &islo

3\/3 +i§\/§+ 3\/3 —i?@.



Pokud bychontesili rovnicix® — 7x — 6 = 0 pomoci rozkladu v s@in kofenovychéiniteld,

dosgli bychom k z&¥ru, Ze kdeny rovnice jsodisla-1, -2, 3[2].

Kubické rovnice se v dnesni dobeSi b’ rozkladem v satin korenovych¢éiniteld anebo

goniometrickymieSenim [11].

Italsky matematik Raffaelo Bombelli v r. 1579 vypoaal teorii ryze imaginarnictisel

afeSil kvadratické rovnice, které maji komplexntdwy [26].

Priklad 2: Kvadraticka rovnicec? — x + 3 = 0 ma komplexni kieny

_ 1+iVIT 1-iV11

X .
2 72 2

X1

V 17. a 18. stoleti ukazali Abraham de Moivre (146564), Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716) a Leonhard Euler (1707-1783), Zze kormpl€isla maji uplaténi i v jinych
oborech matematiky, napv geometrii, a ve fyzice. Od L. Eulera pochaznaseni i pro

imaginarni jednotku [2].

V roce 1673 stanovil John Wallis (1616-1788}1 jako geometricky gmeér mezi
+1 a-1[26].

Jean-Robert Argand (1768-1822) v roce 180&irelia + bi znazornil bodem v rovinh

a zavedl pojem modult'a? + b2, ¢isla redlnd znazouje pimka, ¢isla imaginarni pak
piimka kolmo na fedeSlou v bo#lO [26].

Na Obr. 1 je znazoemi ¢isla4+5i, kdeReje realna osdm je imaginarni osa @ je prisetik

os (pa@atek).

Augustin Louis Cauchy (1789-1857) vroce 1821 zavertah mezi exponencialnim

goniometrickym a algebraickym tvarem komplexnicsel
re®' =r(cos ¢ +sing) = a + bi,

kde r je modulva? + b2, ¢ argument (Ghel)i imaginarni jednotkaze?® je exponencialni

tvar,r(cos ¢ + sin ) goniometricky tvar a + bi algebraicky tvar komplexnihtisla [26].



Soubor Upravy Zobrazit Perspektivy Nastaveni Nastroje Okno Napovéda
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Obr. 1: Znazoréni komplexnihaiisla4+5i, a p@&atkuO v programu GeoGebra

Priklad 3: Cislo 1+, které je zapsano v algebraickém tvaru, se pomoci.ACauchyho

vztahu zapiSe do goniometrického a exponencialivino takto:

r=+J124+12 =42

1

Cos @ = —
V2

. 1
sing = —
V2

T

=@ =—
$=%

T

>0 =—
=3

. T T z
1+L—\/§(cos4+151n4)—\/§e4.

Némecky matematik Karl Fridrich Gauss (1777-1855)yerth geometrické znazafni

komplexnich ¢isel jako bod roviny [26]. Dokazal tzv. zakladniétu algebry: ,Kazda

algebraick& rovnice mé v oboru komplexnidbel aspa jeden kden“. Pomoci této &ty Ize

odvodit, Ze kazda algebraicka rovnice ma v obomaexnichcisel pra¢ n koreni, jestlize

kazdy kden pa&itame tolikrat, kolik je jeho nasobnost [2].

Dnes jsou komplexnicisla uZzit€nd pro mnoho obér zejména v geometrii, algih

elektrotechnice, hydromechanice, v jaderné a kwantyrice.
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2 Komplexni éisla v programech

GeoGebra, wxMaxima a Wolfram Alpha

V této casti bakaléské prace chcitend&e seznamit s voln dostupnymi matematickymi
programy GeoGebra, wxMaxima a internetové aplikfolfram Alpha, ¢etns interpretace

zapisu a algebraickych operaci s komplexriisly v €chto programech a aplikaci.
2.1. Komplexni¢éisla v programu GeoGebra

2.1.1 Program Geogebra
Program GeoGebra je nekorir, zdarma $itelny program, ktery podporuje vyuku
matematiky. Jednotlivé matematické problémegi algebraicky a geometricky. Je roesi
po celém s#té. Autorem tohoto programu je Markus Hohenwarterolzahes Kepler
University Linz. Program ziskahdu oce#ni v Rakousku, v Bimecku a v dalSich evropskych
zemich. V sodasnosti se na vyvoji tohoto programu podili mezidar tym programatdr
[27].

Instala&ni soubor programu je dostupny na webové strance.g@ogebra.org

2.1.2 Napo¥da v GeoGelfe
Po stisknuti tléitka napo¥da v pravém hornim rohuigazove listy ziska uzivatel informace
o licenci programu, jednotlivych funkcich programmiizné navody v tutorialech aibe se
Gcastnit i internetového féra o GeoGebNapo¥da se neustéle aktualizuje a jeji obsah je
prakticky cely peloZzeny dateského jazyka a do dalSich jaayk

2.1.3 Znazorréni komplexnich &isel v programu GeoGebra
Komplexnicisla jsou uspi@dané dvojice realnyatisel. Mizeme je zobrazit v tzv. Gaussov
roving (viz kapitolal). Zndzormni komplexnich¢isel pomoci Gaussovy roviny iheme
uplatnit i v GeoGete. V programu rizeme komplexntisla zobrazit jako bod nebo jako

vektor.
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2.1.3.1 Zadani komplexnihdisla jako bod.
MuzZeme postupovat timto @pobem
1) Klikneme levym tlgitkem mysi na ikon@ (Novy bod). Zvolime deleabidce
ikonu@ (Komplexntislo).
2) Libovolre klikneme levym tlditkem mysSi na plochu nakresny. Program znazorni

komplexnic¢islo na nakresnautomaticky jako bod. V oRnalgebry se ve volnych objektech

zobrazi odpovidajici komplexaislo z v algebraickém tvaru (Obr. 2).

Poznamka:
» Klikneme-li pravym tl&itkem mysi na komplexriislo zapsané v algebraickém &kn
muzeme tento bodipjmenovat.
e Podrzime-li levé tlatko mysi na bod komplexnihocisla znazoréného na nakregn
a budeme jim mysSi posouvat, bude se hodnota totista nenit. VSe je mozné

sledovat v ok#& algebry.

Komplexni ¢islo mizeme zadat do programu ve vSech moZznych tvaredel(alicky,
goniometricky a exponencidn pomoci vstupni liSty, nachazejici se dole podcqvai
plochou. V algebraickém okn ale bude ¢islo znazortiné jen v algebraickém tvaru.
Konkrétre se mize postupovat timto agobem:

1) Do vstupni listy napiSeme libovolné komplexiislo napiklad z = 6 + 5i, kde z
piedstavuje nazev (ozéeni) komplexnihdisla, 6 je realnatast a5 je imaginarnicast. Poté
klikneme na kladvesu ENTER.

2) Po stisknuti ENTER s#slo objevi jak v algebraickém okntak i v nakres&

+" GeoGebra EEE
Soubc Uprav Zobraz Perspekfi Nastave Nastro Oknt Napové«

Algebraické ORRt Nakresna Sk
=Volné objekty
~oz=5+6i 6 .
Zavislé objekty

Z

< >

Vstup: ]

Obr. 2: Znazoréni komplexnihaisla jako bod
12



2.1.3.2 Zadani komplexnihaisla jako vektoru
MuzZeme postupovat timto @pobem (Obr. 3):
1) Nejprve postupujeme stéjfako @i vkladani komplexnih@isla do vstupniho okna.
2) Poté, az se&islo zobrazi v nakregnve vstupni lidt pouzijeme pikazu
~vektor[ <Bod> ]“. Misto ,<Bod> , napiSeme do hragah zavorek nazev komplexniho
¢isla. V naSemifpack ,Vektor[z]", poté stiskneme ENTER.

Poznamka:

» Libovolné komplexntislo nagiklad z = 5 + 6i mizeme zadat i jako vektor bez nazvu
timto piikazem ,Vektor[ 5+6i ]“.

* Misto hranatych zavorek je mozné pouzit kulaté ,fgef".

* Pokud pisSemeifkaz ve vstupni ligt st&i napsat péateini pismena fikazu a uz si
jej mizeme zvolit z nabidky, kterou nam program poskytne.

» Pokud pikaz nevime, dole v pravém rohu, u vstupni liSikneme na ikon({]
(Napowda) a oteie se nam okno napédy, kde si nizeme zvolit poZzadovanou

matematickou operaci.

" GeoGebra =03

Soubc Uprav Zobraz Perspekti Nastave Nastro Okni Napovéc

Algebraick Nakresna DE
=Volné objekty
fuz=5+6i 61
= Zavisle objekty

(),

0 2 4 6 8

< >

Vstup: ' @ @

Obr. 3: Znazoréni komplexnihaisla jako vektor



2.1.4 Operace s komplexnimtisly
V GeogGebe mizeme s komplexninmtisly cklat libovolné algebraické operace. V tétasti
bakal&ské prace, na jednotlivychiigladech, uvadim postupripséitani, oditani, nasobeni
a ctleni komplexnich¢isel atreSeni binomické rovnice &wma zmisoby. K postupm jsou

piidana i graficka znazoéni v programu GeoGebra.

2.1.4.1 Sodet komplexnich¢isel:

Priklad 1: Setéte graficky de komplexnicislaa =5+ 6i,b =3i- 4, kdez=a +h.
Reseni:

1) Do vstupni listy napiSeméikaz ,a=5+6i" a stiskneme ENTER.

2) Do vstupni listy napiSemeikaz ,Vektor(a)" a stiskneme ENTER.

3) Stejre jako u komplexnihd@islaa, postupujeme i u komplexnikigslab.

4) Do vstupni listy napiSeméikaz ,z=a+b" a stiskneme ENTER.

5) Do vstupni listy napiSeme,vektor(z)" a stiskneBNTER.

Poznamka:
Vysledek pikladu 1 je znazowmy na (Obr. 4). Na (Obr. 4) je znazény carkovarg
i rovnokéznik. Vodorovna osa je osa realna. Svisla osa @ iosaginarni. Vysledné

komplexnicislo z bude dano satem vektot a, b.

- souet komplexnich Zisel.geb

Soubor Upravy Zobrazit Perspektivy Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

[ALA o) AlN]=] -]

Algebraické okno P& |Nakresna GEE)
=Volné objekty

5a=5+6i 1z{ Im

Sb=-4+3i
= Zavislé objekty

se=7.81 10 7

sd=5

Vstup:| c}

Obr. 4: Sodet komplexnicktisel v GeoGeie
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2.1.4.2 Rozdil komplexnicRisel

Piiklad 2: Ur¢ete graficky rozdil komplexnictiselz; =a-baz=b - g,
kdea =5 + 6i; b = (-4) + 3i.

Reseni

1) NapiSeme do vstupni liStyikaz ,a=5+6i" a stiskétme ENTER.

2) NapiSeme do vstupni listyikaz ,vektor(a)“.

3) Totéz udlejme u komplexnihdislab.

4) Do vstupni liSty napiSmeifiaz ,,z=a-b"* a stiskime ENTER.

5) Do vstupni liSty napiSmerigaz ,z=b-a" a stiskdme ENTER.

6) Do vstupni liSty napiSme ,vektor(z a stiskreme ENTER.

7) Totéz udlejme i uz,

Na (Obr. 5) je znazoimy vysledek.

*..~ rozdil_komplexnich_g&isel.html.ggb

Soubor Upravy Zobrazit Perspektivy Nastaveni Nastroje Okno Napovéda
Ukazovitko B
Lfic- G- a- TK Stiedni -
10 Im
8
a
61
b 4
21
2]
Re
-10 3 5 4 -‘ 0 2 4 6 g 10 12
-2
Vstup::_ =

Obr. 5: Rozdil komplexnictisel v GeoGete
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2.1.4.3 Nasobeni komplexnictisel

Priklad 3: Vynéasobte di komplexni¢islaa=2i-4,b=2 - 2i
Reseni:

1) Do vstupni liSty napiSemeikaz ,a=2i-4" a stiskime ENTER.
2) Do vstupni listy napiSemeikaz ,vektor(a)“.

3) Totéz udlejme u komplexnihdislab.

4) Do vstupni liSty napiSeme ,z=a*b" a stiskme ENTER.

5) Do vstupni liSty napiSeme ,vektor (z)" a stiskre ENTER.
Na Obr. 6 je znazoemy vysledek

. nésobeni_komplexnich_isel.html.ggb

Soubor Upravy Zobrazit Perspektivy Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

(A (o)) L)X =[] pomborats .

LEec~
z 18+

12{Im

Vstup:| &}

Obr. 6: Sodin komplexnicktisel v GeoGete
2.1.4.4 Podil komplexnickisel

Priklad 4: Vyd¢lte dw komplexnicislaa = 1 + 6i; b = 3 + 4i.
Reseni:

1) Do vstupni listy napiSeméikaz ,a=1+6i" a stisktme ENTER.
2) Do vstupni listy napiSemeikaz ,vektor(a)“.

3) Totéz udlejme u komplexnihdislab.

4) Do vstupni liSty napiSme ,z=a/b" a stiskme ENTER.

5) Do vstupni liSty napiSeméikaz ,vektor (z)" a stiskéme ENTER

Na (Obr. 7) je znazodmy vysledek.
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*. podil_komplexnich_gisel.html.ggb

Soul Upr: Zobr: Perspe Nasta Nasti Oki Napov

I He- EH- 2~ TK Stfedni

a

Vstup:

Obr. 7: Podil komplexnictisel v GeoGete

2.1.4.5Res$eni binomické rovnice

Priklad 5: Vyieste binomickou rovnici® — 1 = 0.

Reseni:

1. zpisob:

1) Klikneme na ikondd] (Napeda).

2) Klikneme na funkci ,Funkce & Kalkulus®.

3) Klikneme dvakrat na ,KomplexniKoren*.

4) Do vstupni liSty napiSeme do zavorky funkce ,KadexniKoren“ polynom ve tvaru x"5-1.
5) GeoGebra zobrazi vysledky v algebraickém tvama grafu zobrazi tyto keny v bodech.
6) Chceme-li kéeny rovnice znazornit pomoci vekitorbudeme postupovat st&jnako
v predeslych pikladech. (tj. napiSeme funkci ,Vektor()* a do zésk napiSeme oztani
jednotlivych kdeni).

Na (Obr.8) je znazoemy vysledek.
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2. zpisob
1) Klikneme na ikon . (Posuvnik)
2) Klikneme libovolré na ndkresnu.

3) Objevi se okno s posuvnikem. V tomto ®krolime interval (naip ,od“ (-5) ,,do“5).

4) Ve slozce ,interval* zadame ,Celéslo“.

5) Ve sloZce ,Posuvnik* nechame ,vodoréVia Sicku ,,100“.

6) Ve sloZce ,Animace“ nechame rychlost ,1“ a opaoi,oscilujici“. Nesmime zapomenout
na nazev nagklad. ,n“.

7) Do vstupni listy napiSeme ,Posloupnost[Vektd({ 2« / n k)], k, 0, n - 1] a klikneme na
ENTER.

8) Do vstupni liSty napiSeme ,Posloupnes([ 2= / n k), k, 0, n - 1]“.

9) Mame-li feSit binomickou rovnici x"5-1=0 , musime bod ,n“ mekress posunout

na ,n=5“. Na (Obr. 9) je znazany vysledek

= binomicka rovnice.png.gsb

Soubor Upravy Zobrazit Perspektivy Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

Ukazovatko -

Lfc- 5~ £+ 1 «Stiedn -

Im 1 W,

-."i 06
\ 0.4

N
0.2

e Re
118 16 -1.4 -12 -1 -08 -06 -04 -02-(0 02 04 06 08 1 12 14

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

-1
Vstup:| =

Obr. 8:Re3eni binomické rovnice v GeoGell.zgisobem
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..~ binomicka_rovnice.png.pgh

Soubor Upravy Zobrazit Perspektivy Nastaven! Nastroje Okno Napovéda
Ukazovitko
e 1L —L L [
Im
11
0.8
n=5
— 0.6
0.4
0.2
Re
2 18 16 -14 12 -1 -08 -06 -04 -02 02 04 06 08 1
-0.2
-0.4
-0.6
-0.8
Vstup:‘ | ci]

Obr. 9:ReSeni binomické rovnice v GeoGelR.zgisobem
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2.2 Komplexni¢isla v programu wxMaxima

2.2.1 O programu wxMaxima

Program wxMaxima je volnSititelny pcatitacovy algebraicky program. (Pro tyto programy
pouzivame zkratku CAS z anglického Computer Algel@gstem). Zakladem tohoto
programu je fikazovyiadek, do kterého se vypisugjaké funkce aflkazy. Nekteré funkce
Ize vloZit pomoci grafickych ikon [15].

Instalace programu je vairdostupna na adredatp://sourceforge.net/projects/wxmaxima/.
2.2.2 Zadavani komplexnickisel v programu wxMaxima

Imaginarnicast komplexnihd@isla zadavame takto ,,“%i".

Komplexnicisla mizeme do programu zadat ve vSech moznych tvarech.

2.2.3 Operace s komplexnimtisly
2.2.3.1 Fevod komplexnichéisel:

Priklad 1: Komplexnic¢isloa = 5i + 6 mame pevést do exponencialniho tvaru.
Reseni:

1) Cisloa = 5i + 6 zapiSeme ve tvaru ,6+5*%i".

2) Levym tla&itkem mysi klikneme na panel ,Zjednodusit".

3) MySi najedeme na ,Komplexni zjednoduSeni*.

4) Poté zvolime ,Revod na polarni tvar®.

. 5
5) Program wxMaximaislo a=5i+6 zapi$e v exponencialnim tvaru takiGBT e i2tn(c)

(Obr. 10).

Poznamka

%e je Eulerovciislo a %i je imaginarni jednotka.
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Soubor Editovat Cell Maxima Rownice Algebra Analyza ZjednoduSit Grafy Mumericke wypocty Mapovéda

1 (@ > o (2)

=.-\I|

. i,
a
'——> 6+5*si ]
($3il) polarform(64+5*%%i);
/S"'\
i atar4—J
(301) ~J61 %e \6

Ffipraven na vstup

Obr. 10: Pevod na exponencidlni tvar

Piiklad 2: Komplexni ¢islo zadané v exponencialnim tvabou= Se@i mame pevést do
algebraického tvaru.

Reseni:

1) Komplexni¢islo b= Se@i zadame v tomto tvaru ,5*%e”((1/2)*%pi*%i)",

2) Levym tla&itkem mysi klikneme na panel ,Zjednodusit",

3) MySi najedeme na “Komplexni zjednoduSeni“, potélime ,Konverze na algebraicky
tvar“. Cislo v algebraickém tvaru ve wxMaxémb = 5%i. VSe je znazormo na (Obr. 11).

Soubor  Editovat Cell Mawima Rovnice Algebra Analyza Zjednodusit Grafy  Mumerické vypodty  Napovéda

N@3® & & Bl & @ > o - ©
' —-> 5*sen((1/2)*tpi*si) =

(%$12) rectform(5*%e™((1/2)*Spi*%i));
(%02) 5%i

Pfipraven na vstup

Obr. 11: RPevod na algebraicky tvar

2.2.3.2 Sodet komplexnich¢isel:

Priklad 3: Mame seist dw komplexni¢islaa =6 + 5i,b =4 + 3i.
Re3eni:(Obr. 12)

1) ZapiSeme v tomto tvaru: ,,(6+5*%i)+ (4+3*%i)".

2) Levym tlatitkem mysSi klikneme na ikonu ,Zjednodusit”.

3) Levym tlatitkem mysi klikneme na ,Zjednodusit vyraz“.
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Program tentoifklad vypaita v algebraickém tvargsi+10.

Soubor Editovat Cell Maxima Rovnice Aloebra Analyza Ziednodudit Grafy Mumerické vypocty Mapovéda

&3 &% « B 8@ > 0O - 2)

E' ——>  (6+5%%i)+ (4+3%%i)

(%13) ratsimp((6+5*%1i)+ (44+3%%1));
(%03} B %i+10

[

Pripraven na vstup

Obr. 12: Sotet komplexnicltisel

2.2.3.3 Rozdil komplexnicRisel

s

Piiklad 4: Mame odeist dw komplexnicisla zadana v goniometrickém tvaru:

c= \/E(cos (%) + i sin (%)) id = \/§(cos (%n) + isin (%n))

Re3eni:(Obr. 13)
1) Cisla napiSeme v tomto tvaru:
,Sqrt(2)*(cos((%opi/4)+%i*sin((%opi/4))))-sqrt(3)* (cs((3*%pi/4)) +%i*sin((3*%pi/4)))“.
2) Levym tlatitkem mysi klikneme na panel ,Zjednodusit".
3) Levym tlatitkem klikneme ,Zjednodusit vyraz"“.

Program vypiSe tento vysledek v algebraickém tvaru:

_ (V2V3-2)%i—V2V3-2
> .

Pro exponencialni tvar program vypiSe tento vystede

vz

N
e
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Soubor Editovat Cell Maxima Rowvnice Algebra Analyza Ziednodusit Grafy Mumerické vwypofty Napovéda
[@¥ S w UE 6O > O (2)
-~
K —=> sgrt(2)*(cos((%pi/4)+%i%*sin((%pi/f4))))—sgrt(3)* (cos((3%%pi/4))+%i*sin((3*%pi/4))) i
r ($15) ratsimp(sgrt(2)* (cos(($pi/4)+%i*sin((%pi/4))))-sart(3)*(cos ((3*%pi/4))+%i*sin((3*3pi/4))))+
L 2 5
(2 zra21)
23/2c951 : 75 J*'J?'J?%if—-\‘l?'\f?
| g5s2
(%05) -
2
r (¥16) exponentialize(%);
I (= L )
I~ 1]_,‘;?-‘1 31| :
2| 3e ) S [ | E A BN E RN PR EY
il e =)
(%06)
2
]
Pfipraven na vstup

Obr. 13: Rozdil komplexnictisel v goniometrickém tvaru
2.2.3.4 Nasobeni komplexnictisel

Priklad 5: Mame vyp@itat sodin téchto komplexnich¢isel zadanych v exponencialnim

tvaru:b = 5¢(3)! = VzeD),

Redeni:(Obr. 14)

1) Komplexnicisla b, ¢ zapiSeme do programu v tomto tvaru:
#(5*%e((%opi/2)*%:i))*(((4)N(1/3))*((%opi/2)*%i))".

2) Levym tla&itkem mysi klikneme na panel ,Zjednodusit".

3) Levym tl&itkem klikneme ,Zjednodusit vyraz*.

1/3 . , Ly
Program vypiSe tento v;'/sledek:m2 T co? je vysledek v algebraickém tvaru.

i@ wxMaxima 11.08.0[ neuloZeno® |

Soubor Editovat Cel Maxima Rovnice Algebra Analyza ZjednoduSit Grafy Mumerické wypofty MNapovéda
[ @3 S & DB GO @
~
E o (B*Te™ ((Bpil/2)*Fi) ) ¥ (((4)~(1/3) ) * ((Fpi/f2) *%i)) m
(%$11) ratsimp((5*%e” ((3pi/2)*3i))*(((4)"(1/3))*((%pi/2)*%i))): L
5 41'f37t
(tel) ———
2
f i
Pipraven na vstup

Obr. 14: Nasobeni komplexni¢fsel zadanych v exponencialnim tvaru
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2.2.3.5 Eleni komplexnich¢isel

Priklad 6: Mame vypgitat podil dvou komplexnicéisel zadanych algebraicky
z1 =8+ 3i; z, =3+ 3i.

Re3eni(Obr. 15)

1) Komplexnicislaz, z zapiSeme do programu v tomto tvaru: ,,(8+3*%:i)/(3%8)".
2) Levym tla&itkem mysi klikneme na panel ,Zjednodusit".

3) Levym tla&itkem klikneme ,Zjednodusit vyraz"“.

Program vypiSe tento vysledejgﬁi—::.

Pokud chceme znat hodnotu podédhto dvou komplexnichisel, postupujeme takto:
1) Komplexnicisla z, z, zapiSeme do programu v tomto tvaru: ,,(8+3*%:i)/(Z%8)".

2) Levym tla&itkem mysi klikneme na panel ,Zjednodusit".

3) Levym tla&itkem mysi klikneme na ,Komplexni zjednoduSeni*.

4) Levym tl&itkem mysi klikneme na ,Realriést"”.

5) Opakujeme krok 2 a 3, poté klikneme na ,Imagihéast”.

Program vypiSe zvléhodnotu realné a imaginartasti.

Hodnota realnéasti jel—ﬁl; hodnota imiginarnéasti je—%. Spojime-li tyto d¥ hodnoty, mame

. . s . 11 5.
vysledek podilu komplexniatiselz; a z tj. ;—1 =——cl.
2
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@ wxMaxima 11.08.0[ neuloZeno® |

Soubor Editovat Cell Maxima FRovnice Algebra Analyza Fiednodusit
Grafy Mumericke wypoclty MNapovéda
L = 3 ] =
NE&¥® &% « [ B & > @
| ~
E === "{B+2FEL} S (343%E1) .
' —=>  (B+3*%1i)/ (3+3%%1)
(¥12) ratsimp((B+3*%i)/ (343%%1i});
3%1+8
(F0Z2) —
3%1+3
U —=>  (B+3%%i)/(3+3%%i) =
- ($13) realpart{ (843*%1)/(343*%1));
11
(Fc3) —
&
7 (%i4) imagpart((8+3%%i)/ (3+3%%i));
(%04) s
O ——
&
E= ¥
Pfipraven na vstup

Obr. 15: Podil komplexnictisel v algebraickém tvaru

2.2.3.6 Binomicka rovnice

Priklad 7: Mame najit kdeny binomické rovnicex®> — 1 = 0.
Reseni:(Obr. 16)
1) Do programu zapiSeme binomickou rovnici v tomtauvgx"5-1=0".
2) Levym tlatitkem mysi klikneme na panel ,Rovnice".
3) Levym tlatitkem mysi klikneme naResit..."

Program vypiSe tyto keny rovnice v exponencialnim tvaru:

2%im 4%im _4%in _2%in
Xy=e 5 ;x,=e 5 ;x3=e 5 ;x4=e 5 ;x5=1
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i wxMaxima 11.08.0[ neuloZenc* |

Soubor Editovat Cell Maxima Rownice Algebra Analyza Fiednodusit Grafy  MNumerické vypocty MNapovéda

EEX]

@3 SX « 8 8O > O

2)

A.
'-—> =x7s-1=0 N
($116) solve ([="5-1=01, [x]1); R
2%i% 1%ix 4%ix 2%i®
(3cl6) [x=%e ° FE=%e 2 FE=%e 3 FX=%e : S X=1]

[=

Pripraven na vstup

Obr.16:Reseni binomické rovnice
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2.3 Komplexni¢isla v programu Wolfram Alpha

2.3.1 O programu Wolfram Alpha
Aplikace Wolfram Alpha je vol& dostupna na http://www.wolframalpha.com, vy&a
firmou Wolfram Research. Je vyttema na zakladech produktu Mathematica, ktery vyuziv
pro feSeni algebraickych udloh, numerickych a statistbkyypdti, a vizualizaci vysledk
Vysledek se zobrazi ditelné a pehledné form. Casto je uveden i postup vedouci k vysledku
[17].

Na (Obr. 17) je znazo&éno vstupni okno do aplikace.

2.3.2 Zakladni operace s komplexnimiisly
Komplexnicisla obect zadavame do aplikace Wolfram Alpha v tomto tvértai), kdei je
imaginarni¢ast,b je realnacast komplexniha@isla. Do aplikace fizeme zadat i komplexni

¢isla v exponencialnim a goniometrickém tvaru. Apdi& vypiSe vysledek, v témZe tvaru.

L) Wolfram | Alpha: Computational Knowledge Engine - Mozilla Firefox

Soubor Upravy Zobrazeni Historie Zalpsky Mastoje  Napovéda

| %% wiolfram|Alpha: Computational Knawedge £... | +

& wolframalpha,com

& Wolfram

Ente to calculate or know about:

| B

Examples Random

Obr. 17: Vstupni okno aplikace Wolfram Alpha

2.3.2.1 Sodet a rozdil komplexnichéisel

Priklad 1: Mame vypgitat sodet a rozdil komplexnicbiselz; = 6 + 6i; z, = 4 + 3i.

Reseni:
a) Pro soteet komplexnicktisel napiSeme do aplikace tento zapis: ,6+6i+4a3tikneme na

klavesu ENTER, nebo levym dikem mySi na ikonu rovna § =

Aplikace vypiSe vysledek v algebraickém tvarui yariblizné hodnotu polarnich seadnic

jak v radidnech, tak ve stupnich a znazorni vy&ledeomplexni rovig.
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Kdyz klikneme na ikon{ Exact form , aplikagypiSe pesné hodnoty polarnich sawlnic.

Vysledky:
algebraicky tvar10 + 9i,
exponencidlni tvar (blizna hodnota)r = 13,4536 rad; 8 = 41,9872°,

180arctg(—)°
exponencialni tvariigsna hodnota: = v181; 6 = —ar;g(w) )

Na (Obr. 18) je ukazéano, co aplikace Wolfram Alplypsala:
b) Pro rozdil komplexnicltisel napiSeme do programu tento zapis: ,(6+6i)-(A+Pote

postupujeme stefnjako u soditu.
Vysledky:

algebraicky tvar2+3i,
exponencidlni tvar blizna hodnota)r = 3,6055 rad; 8 = 56,3099°,
180arctg(%)°

exponencialni tvarigsna hodnota: = V13; 0 =

T

& . 1 1 — Ikr.ma’ -
3% WolframA Ipha

6+6i 4+3i =]

Input: Vstupni
6+6i44+3i el

¢ istheimaginary unit »

Resuit r Vysledek Pfesna
hodnota
6+ 2714
I Polarni soufadnice

Polar coordinates

r = 27.6586 , @=774712°

Soufadnicova

kamplexni
plocha

Obr. 18: Sotet v aplikaci Wolfram Alpha
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2.3.2.2So0win a podil komplexnichéisel

1 . 3 .
Priklad 2: Mame vypgitat sodin a podil komplexnicliisel:z; = 5e2™; z, = 4e2™.
Resen:
a) Fi sowinu zadame do aplikace tento tvar: ,5*e”(i(1/2)*d@he/(i(3/2)*pi)“

a klikneme nd -

(1 .(3
Program vysledek vypi3e v exponencialnim tvaﬂg”(l(E)“(E)).
Na (Obr. 19) je ukazano, co aplikace Wolfram Alplypsala:
b) Fi podilu zadameisla do programu takto: ,.5*e”(i(1/2)*pi)/4*e”(i(3)2i)"

a klikneme ng =

(1 (3
Program vysledek vypi3e v exponencialnim t\iaerﬁ(l(f)H(E))

P
2% WolframAIpha
S (i 1/ 2 piTeare (3 2 =]
Sssuming e 15 o mathematical constant | Use as nit instead
Vstupni
data
Tnnplit:
| .I |= | 1 |= «
513)7 413 Vysledek

Exact racult:

20 \._.'T":-]El""llg |

alternate forms:

Tyl
Eﬂ:_'mﬂ”'l;.” =
Alternativnl

zapis

5
—_—
— = | ;

Sa-vy5 245 “.14.|_‘;|-4:|-jp4,:+ qf-l

20 exp
100 000

5

-¥5

I
—2v5 \I||4r'f%]+-4|'[§];—.':4 5% =5n

100 000

Computed by Walfremn Sdoshomasio

Obr. 19: Sotiin v aplikaci Wolfram Alpha
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2.3.2.3ReSeni binomickych rovnic.

Priklad 3: Mame najit kdeny binomické rovnice® — 1 = 0.

Reseni:

Do programu napiSeme tento zapis x"5-1=0 a inkneG .

Program znazorni na kartézskychigmlnicich funkcix® — 1,

zobrazi alternativni zapi® = 1; nebo(x — D(x* + x> +x2+x+1) =0

vypiSe redlny kien x=1, a komplexni Keny v tomto tvaru:
x=—V-Lx= (D5 x= (=15 x==-(-1D%% x = (-1)**

a znazorni kieny v komplexni rovié

Na (Obr. 20) je ukazano, co aplikace Wolfram Alplypsala:
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2% WolframAlpha

| X"5-1=0 al
B D e T = Examples =2 Random
Input:
¥r-1=0 Vstupni

Root piot:

(]
T

data

—
1 Graf funkce x5 =1 U

0.5 1.0 1.5 20

r=1

x=Dft 4+ +x4+1)=0

Alternativni

zépis

Real solution; Rediny kofen £ Step-by-step solution

x=1

lkona zobrazi
fesen|

Complex sa:utinns:l PFiblizna hodnota I Approximate forms ¥ Step-by-step solutior

x==41

Komplexnl
kofeny

Komplexni
rovina

Obr. 20:Reseni binomické rovnice v aplikaci Wolfram Alpha
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2.3.2.4ReSeni algebraickych rovnic

Piiklad 4: Mame najit komplexni a redlnéilemy algebraické rovnice
x8+x7 +3x5 +xt +2x3 —x2—x+1=0.

Resen:

Do programu napiSeme tento tvar rovnice X"8+XNBFGHXNA+2*¥XN3-XN2-X+1=0"

a klikneme ng =

Program znazorni funkcix® + x” + 3x> + x* + 2x3 —x2 —x+1 na ose Kkartézskych
souadnic; zobrazi alternativni zapis, vypiSe reélrné@mplexni kdeny a znazorni vSechny

kofeny v komplexni rovi&
Vysledky:

Realné keéeny:x ~ —1,87316;x = —0,73772,
komplexni kdeny:

x = —0,39480 — 0,96364i; x = 0,39480 + 0,963641;
x = 0,51859 — 0,30278i; x = 0,51859 + 0,30278i;
x =0,68436 —1,18177i ,x = 0,68436 — 1,18177i.

Na (Obr. 21) je ukazano, co aplikace Wolfram Alplypsala.
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2% WolframAlpha

| XAB4XATHI5AG NG 2¥xA T A Daxp 1 =0

Eom om T

_! Vstupni data |
Tnput:

BT e3x rxtr2 - —x+1=0

Root plot:

Graf funkce
BrxT+ 35 +xt 22—t —-x+1

a

]
.
s
|
n
\
|
=]
7

Alternativni zdpis ' Z

Altemate form:

Fax w3 et e 2%+ 1=" 4

% Redlné kofeny j
Real solutions Exact famms Medge oigits
x = -1.87316 EPFE‘SM hodnota | Vétsl pfesnost |

x % -0.73772 ¢ ’/

Complax solutons

x = —0.394804 - 0.963639 Komplexni koFeny

x = —=0.394804 + 0.963639 Zobrazeni

x = 0.515887 — 0.302776 i mensiio puity

koiend

x ~ 0.515887 + 0.302776 ¢
x = 0.68436 — 1.181771

x = 0.68436 + 118177

Foots in the complex plana: —r_KDmP lexnl rovina I

.
-
\VA
- ¥ S P
-
J
.
rﬁfselné osa j
Number line:
& L]
=18 -1.8 =-1.4 -1.2 -1.0 -08

Computed by Wolfram Waieamatics C

) Downlosd pane

Obr. 21:ReSeni algebraické rovnice v aplikaci Wolfram Alpha
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3 Uziti komplexnichéisel

3.1 Komplexni¢isla v geometrii
Pri reSeni m®kterych geometrickych Uloh, zejména planimetrickyamagiklad ulohy
s rovnostrannymi trojahelniky, ¢ini Useéek do daného po¥ru, rotace (otéeni) bodu,
muzeme pouzit komplexrisla, ktera usnadni postigsSeni.
Existuje ale mnoho geometrickych uloh, u kteryche&eni pomoci komplexnictisel velice
slozZité, napiklad ulohy s vice kruznicemi [25].
Tato kapitola by ra ¢tende seznamit gadou geometrickych uloh, jejichSeni pomoci

komplexnichtisel je mén narané, nezesSeni &chto uloh BZnym geometrickym postupem.

Nez se pustime do jednotlivychildadi, ujedn@me si zn&eni.

Pokud budeme pséat ba@dz), C(c), F(f) X(x), atd., bude to znamenat, Ze mame v robiody
Z, C, F X, kterym gislusi komplexntislaz, c, f, xKazdému komplexnimgislu z odpovida
bod v Gaussayroving a kazdému bodu v rowrodpovida komplexniislo.

Pokud zapiSeme komplextislo z=a+bi, pak bodZ(z) ma sowadnice[a,b].

3.1.1 CE¥leni use&ek do daného pondru
Nech’ bodA(a) aB(b) tvori piimku AB. BodZ(z) lezi na pimceAB praw tehdy, kdyz plati:

Z(z)EABo z=ua+ (1—u)b; u € R.

O téchto bodech riwemetici, Ze jsou kolinearni.

Jestlize parametn € (0,1), pak bodyA(a), B(b)tvori use&ku AB a bodZ(z) lezi na této
usece. Tomuto z4pisu g&a konvexni zapis.

Podle konvexniho zapisu pro bddz) lezici na usie AB, ktery cli tuto Us€ku v pongru
|AZ|:|ZB| = m:n plati podle [25] vztah

n m
z=——a+—0»D.
m+n m+n

Podle [1] mizeme definovat kolinearni body pomoci vektorovéldpizu. Z € AB praw

tehdy, kdyZ vektory-zaa-b jsou az na nasobek stejné, neboli
ZEAB o k="2keR.
a-b

Jestlizek € (0,1), pakZ(z)lezi na Usé&ce AB a tyto body jsou v padiA(a), Z(z), B(h)
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Priklad 1: Nekolinearni bodyA(a), B(b), C(c) tvoii libovolny trojuhelnik. Odvdte
souadnice &Zist T(t) tohoto trojuhelnika tak, Ze kdyZ spojiméeslty stranSac(ss), Ssc(S2) a
Sag(s1) s protilehlymi vrcholy, budou mit G8ley ASsc, BSic, CSs spoleny prasetik T(t)
(tezise).

Reseni:

Uvedené tvrzeni fiZeme verifikovat pomoci programu Geograbra (Ob). 22

Trojuhelnik ABC znazornime do Gaussovy roviny. dime stedy stranSac(ss), Ssc(S2) a
Sae(s1). Stedy spojime s protilehlymi vrcholy. Udey ASc, BSie, CSe tvori spoleny
praseik T(t).

.

Im

o LA Sas(®1) ~\B(b) Re .
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 g9 10 11 12 13 14 16

v M

Spojme pimkouz(t) dva libovolné body(a), B(b). Piimka ma rovnici
z(t) =ta+ (1 —t)b; t ER.
Kdyz paramett € (0,1), dostaneme rovnici Usley AB.

Pro sted Uséky S\g(s1) plati:

Spojme bodaa(s) s tetim bodenC(c) (vrcholem). Dostaneme rovnictimky

2(t) = tc + (1 — t) &2,

Pmtzéw

1\ _ (a+b+c)
Z(E) -3
Spojime-li stedy stranSac(ss), Ssc(s2) a Sas(s1) s protilehlymi vrcholy, budou mit U8ey

ASsc, BSic, CSs spolé&ny prisetik T(t) (t€ziste).
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Poznamka:

Z Obr.22 vyplyvaji dalsi vlastnostiZist trojuhelnika:

1) Téznice rozdluji trojuhelnik na Sest stejnyciasti. BZiSt T je takovy bod, Ze trojuhelniky
ABT, BCT, ACT maji stejnou plochu.

vrcholu je dvojnasobek vzdalenosti otksiu progjsi strany [20].

3) Pokud jsou v trojuhelniku dvéZnice stejné, pak je trojuhelnik rovnoramenny [20].

4) VzdalenostdZist od stedu kterékoliv strany je rovna jedriétine délky @islusné &znice.
Ozna&ime-li |ASgc| =ty |BSscl = tp,, |CSag| = t., kde t,, tp, t. jsou BZnice trojuhelnika,

plati:

1 1 1
|TSpc| = 3t |TSsc| = 3t |TSspl = 3l [8].

3.1.2 Méfeni uhha
K meéfeni uhfi (konvexnich i nekonvexnich) se zavadi mira zvaslkast ahlu Zvoli se ukity uhel,
jehoz velikost se vezme za jednotku velikosti Uhtanto Ghel se nazyva jednotkovy uhel.
Libovolnému uhlu se pakifazuje velikost Uhlu ve tvaru nezaporného nasoblalené jednotky
velikosti Uhlu. Postup titeni uhti popisuje Polak ([8], s. 419).
Orientovanym Ghlem AVB (AVB) nazyvame podle [14] uspaanou dvojici polofmek VA,
VB se spolenym paatkemV, kde VA je poéate¢ni rameno, VB koncové ramenoa bod
V vrchol orientovaného uhlu.
Pri VA + VB je AVB # BVA. Ot&i-li se pa&ateni ramenoVA kolem vrcholuV tak, aby
splynulo s koncovym ramenewe sneru pohybu hodinovych ruci¢ek, bude hodnota uhlu
zaporna, v opa&ném gipact kladna, (obr. 23).

B
Koncoveé

rameno

Pocatecni

rameno

N
+m/ 3\-.|

A
& Pocate¢ni v
rameno
Obr. 23: Orientace uhlu (obrazek jikreslen podle ([14], s. 44)
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Priklad 1: M¢&jme ¢tyti shodnéstverce, které jsou umisty vedle sebe (Obr. 24). Délka
strany kazdého z dany¢tverai se rovna jednotce délky. tate sodet velikosti
vyznaenych uhi.

Reseni

Ctverce znazornime do Gaussovy roviny podle (Ob). B&dy CH, H, G, F jsou obrazy

komplexnichtisel CH(z), H(z), G(z), F(z) s argumenty, 3,y, 4.
21=1+i,22 =2+i,Z3 =3+l,Z4=4‘+l

Argument sotinu komplexniclktisel je roven satiu jejich argumerit.

Takzecislo z;.z,. z3.z, ma argumen& + f +y + 4.

a+p+y+56=104,036°.

I CH H G F
- /_/qb —
,/////
/’//
A B C D E

CH H G F

Obr. 25:Ctyii shodné&tverce, umistny vedle sebe, jsou znézeény v Gausso¥ roving
Poznamka:
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a) Fiklad 3 se da uplatnit i pro vice shodnytherai umisénych vedle sebe.

b) Specialni fipad je, kdyZ jsou 8tverce umisiny vedle sebe. Séat uhli a, 8,y je 90°.

c) Fiklad se temi shodnymictverci umisénymi vedle sebeaeSi Emil Calda v &ebnici
Matematika pro gymnazia, komplexfisla na strah119 az 121.

3.1.3 Uhel mezi déma Gse&kami
V komplexni rovig méjme danytyii bodyA(a), B(b), C(c), D(d)kdeA # B aC # D. Body
A(a), B(b)tvori use&ku AB, bodyC(c), D(d)tvori use&ku CD. Pro Uhel, ktery sviraji Ugky
AB aCD v komplexni rovig bude podle [1] platit tento vztah

ar a—b
9 c—d’

Poznamka:

Budeme vlast&i zjiStovat, jaky Uhel sviraji vektorsisela-b ac-d.

Pokud(a — b)/(c — d) € R, 4. arg % = 0, pak jsou podle [25] ahiseky rovnokszné,

protozZe sviraji orientovany uhel 0° nebo 180°.

Pokud nastane, Za-b)/(c-d)je realnym nasobkesislai, tj. R((a — b)/(c — d)) = 0, kde
R je realnaast, pak usky AB aCD jsou na sebe kolmé. Pro kolmost velitarb ac-d nas
zajima jen redlnéast podilu, tj.

(a+ib)(c-id)
c?+d?

[25].

Priklad 1: M¢&me bodyA(a), B(b), O(o) Vypoitéte velikost orientovaného GhHOB aBOA
téchto komplexnicktisela = 6 + 4i; b = 4 — i. BodO(0) je paiatek.

Resen:
a) ReSeni pomoci komplexnicifsel:

AOB = arg (g) =arg (Z+—j,i) =arg (2 - Ei) = 47,7263° ,

17 17
BOA = arg (Z) =arg (4;11) =arg (i -1 ) = —47,7263° .

b) grafickéreSeni (Obr. 26):
VyuZzijeme programu GeoGebra. Do programu zadameplemicislaz, = 6 + 4i,

z, = 4 — i jako vektory. Poté vyziéme podle psatkuO uhly kladré a zapora orientovany.
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A(6+4i)

! B(4-i)

Obr. 26: GrafickéeSeni pikladu 1

Priklad 2: M¢&jme konvexni ptilhelnik ABCDE.Ozna&me postupéM, N, P, Q, XaY stedy
use&ek BC, CD, DE, EA, QMPM. Dokazte, Z&XY || AB. (Prevzato [25]).
Reseni:

Uvedené tvrzeni, ZBY || AB, miaZzeme verifikovat pomoci programu Geograbra (Oby). 27

A B

Obr. 27: Znazoréni prikladu 2
Podle dohody, mala pismena udavajitaduaice pislusnych velkych bad Pro soadnice
stredi plati:
m= %(b +c)n= %(c +d);p = %(d +e);q= %(e + a).
x=%(c+d+e+a);y=%(b+c+d+e).

Aby XY || AB, musi byt podi(x — y)/(a — b) realné&islo.

x-=y _ a-b 1

a-b 4(a-b) - Z

je XY Il AB.
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3.1.4 Otateni (rotace) kolem skedu v roviné
Otoceni (rotace) kolem #&du S o uhel0° < @ < 360° v daném (kladném, resp. zaporném)
smyslu je pima shodnost, kter&ipazuje bodustyz bodS =Sa kazdému bod¥ # S roviny
pritazuje takovy obraX’, Ze plati (Obr. 28).
a) bodX" lezi na kruznici o s€duSa polongru |SX]|,
b) pologimka SX se ziska ot&enim polopimky SXo Uhel otéeni X" SXvelikostia v daném
smyslu (kladném, tj. proti pohybu hodinovychc¢ikiek, nebo zaporném, tj. souhldsn
s pohybem hodinovych é&igek).
Otcceni je jednoznné uréeno stiredem otdeni S velikosti Ghlu otoéeni a a danym
(kladnym, resp. zapornym)smyslem ot@&eni. Uhel ot@eni je orientovany uhel.
Samodruznym bodem ateni je bd’ praw jen sted ot@eni S (je-li velikost Uhlu otdeni
a # 360°), anebo vSechny body jsou samodruzné (je<i 360°). Otateni bul’ neméa zadné
samodruzné imky (je-li @ # 180° a a # 360°), nebo jsou samodruzné vSechnymky
prochazejici $sedem otéeni S (je-li a = 180°), nebo jsou samodruzné vSechnimky
roviny (je-li @ = 360°).
Takto popisuje ot@eni kolem seduPolak ([8], s. 466).

Obr. 28: Znazoréni rotace bot@l A, X, B (Obrazek je fekreslen podle ([8], s. 465))

3.1.5 Podobnost trojuhelniki
Dva trojuhelnikyABCaA"B’C se nazyvaji podobné trojuhelniky, ptddyz existuje takove
kladnécislo k (zvané koeficient podobnosti), ze plati

|A'B’| = k|AB|, |B'C’| = k|BC|, |A'C’| = k|AC]|

V podobnych trojuhelnikacABC, A"B"C” jsou odpovidajici si uhly shodné [8]. (obr. 29).
40



Vé&ty 0 podobnostech trojuhelnika:

Dva trojuhelniky jsou podobné, jestlize

a) se shoduji ve dvou uhlechéfa uu),

b) jsou si rovny poréry délek dvou stran a jsou-li shodné uhly jimiigne (étasug,

C) jsou si rovny poréry délek dvou stran a jsou-li shodné Uhly preétsv z nich (étassy.

Z téchto Wt plyne specialé pro pravouhlé, rovnoramenné a rovnostranné trajike véta:
Dva trojuhelniky jsou podobné, shoduji-li se v jednostrém uhlu nebo v panmu délek dvou
odpovidajicich si stran. Dva rovnoramenné trojuikgljsou podobné, shoduji-li se v Ghlii p

zakladrt nebo v uhlu f vrcholu. Kazdé dva rovnostranné trojuhelniky jgmaobneé.

Véty o podobnostech trojuhelnika jsokepzaty ([8], s. 437).
C

Obr. 29: Dva podobné trojuhelniky

Poznamka:

Pro podobnost trojuhelnikv komplexni rovig plati:

Mame-li 6 bod A4, (a,),A,(a,),As(as), B;(b;1), B5(by), B3(b3) v komplexni rovig, pak
trojuhelnikyA,A,A; aB,B,B5 jsou podobné, maji-li stejnou orientaci a gré&dyz plati

|A1A3| _ |B1By|
|41 A3] |B1B3|

Podle dohody, mala pismena udavajitaduice pislusnych velkych bad pak plati:

laz—aq| |by — bl a—a; b, — b,y az—a; b, — b,y
= rg——=arg S = 1]
laz—a.|  |bz — bl az—a; b3 — b,y az—a; b3—by
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Prikladl: Mé&me dva rovnoramenné trojuhelnikd, A,A; a B;B,B;, kde mala pismena
udavaji sotadnice pislusnych velkych bad

a,=0;a,=2;a3=1+2i; by =4; b, =8; b3 = 6 + 4i.

Dokazte, Ze trojuhelniky jsou podobné.

Reseni:

Priklad mizeme znazornit v GeoGigb(Obr.30).

UZijeme vztahu pro podobnost trojuhelinik komplexni rovig ;2_‘: = ’;2 — ’;1
3~ %1 37 M

apmay _ 270 _2_ 4,
az-a; 142i-0 5 5°'
bp=by _ 84 _2_4,
bs—b;  6+4i-4 5 5

PoZadovana rovnost plati. Trojuhelniky jsou podobné

1 2 by
05 [0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8

Obr. 30: Znazorgni prikladu 1

Priklad 2: Na stranactB, BC, CA trojuhelnikuABC narysujme podobné trojuhelnil@DB,
BEC, CFA, majici stejnou orientaci. DokaZzte, Ze trojuheymliBC a DEF maji stejnédziste.
Prevzato z ([1], s. 68).

Reseni:

Priklad mizeme znazornit v GeoGigb(obr. 31).

Narysujeme v programu trojuhelnik ABC (pro jedndulngt — rovnostranny). Narysujeme
trojuhelniky ADB, BEC, CFA, které jsou podobné a maji stejnou orientaci jak@ihelnik
ABC. Na trojuhelnikuABC a DEF vyznaime €ZiSt. ProtoZe $edy stran trojuhelnikiDEF
jsou pra¥ bodyA, B, C, tak trojuhelnikyABC a DEF maji stejnéedzist.
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Obr. 31: Znazoréni prikladu 2

Podle dohody ozmme malymi pismeny sdéadnice bod ozna@&ené velkymi pismeny.

TrojuhelnikyADB, BEC,CFA jsou podobné se stejnou orientaci, pokud plati

Vyjadiime-li si sodiadniced, e, f, dostaneme:
d=a+b—-a)z;e=b+(c—Db)z;f =c+ (a—c)z.

Pak podle definiceskiste trojuhelnika bude platit

d+c+f _ a+b+c
3 3

Dosgli jsme k za¥ru, Ze trojuhelnikyABC aDEF maiji stejnédZist.

3.1.6 Rovnostranné trojuhelniky
M¢jme rovnostranny trojuhelnikBC, kladné orientovany, v komplexni rovén Jestlize podle
dohody, mala pismena, b, c ozna&uji sodadnice bod A B, C (Obr. 32), pak pro
rovnostranny trojuhelnik plati tyto vztahy [1]:
Dl]a—-bl=|b—c|=|c—al.
2)a? + b? + c¢? = ab + bc + ca;

b-a _ c-b,

)l

52+ + 1 =0, kdez = Z2* (Obr. 32):
z—a z-b z—c 3
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5)(a+¢eb+e%c)(a+e®b+ec) =0, kdee = cosz?” + i sinz?”;

1 1 1
6)la b c¢|[=0
b ¢ a

7Nc—a=¢e(b—a), kdee = cos§+isin§;
8)b—a=c¢(c—a), kdee = coss?ﬂ+isin5?n;

9)a + &b + €%c = 0, kdee = cosz?ﬂ+isin2?”

A

a b
Obr. 32 Znazoréni trojuhelnikuABC pomoci sotadnic v komplexni rovié

Poznamka:
1 1 1
- Pro rovnostranny trojuhelnikBC podle [1] platila b c¢| = 0. Vypogitame-li hodnotu
b ¢ a
tohoto determinantu, tj.:
1 1 1
a b c|=bha+ch+ac—(a?+c?+b?),
b ¢ a

pak mizeme postuphdokazat bod (5), (4), (3), (2), (1)nkaz je nazn&n v [1].
- Body (7) az (9) dokazeme pomoci rotace.
TrojuhelnikABC je rovnostranny a kladrorientovany, jestlize bo@ je ziskan z bodB

rotaci kolem bodi pies uheg. (Obr. 33).
NapiSeme-li misto bdadA, B, Cjejich sodadnicea, b, ¢ pak dostaneme pro saalnicic:
c=a+ (cos§+ i sin;) (b —a).

Tim je dokazan bod (7).
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\

A B
Obr. 33: Znazoréni dikazu bodu (7).

Rotace bodW pres ﬂhe% zobrazi bodC na bodB.

c=a+(coss?”+isin5?n)(b—a) =a+(%+i§)(b—a) =a(%—i£)+b(l+iﬁ).
Tim je dokazan bod (8).

Bod (9) dokadZzeme takto:

a+eb+szc=a+(—%+i§)b+(—%+i§)zc=
os (3reDos (D[ eDer (e

=a+(—§+i§)b—a+(—§+i§)b=0.

Vztah (9) je cyklicky, tzn.a+ eb + e’c = 0;b+ea+e*c=0; c+eb+ e?a=0.

Piiklad 1 M¢jme trojuhelnikABC. K trojuhelnikuABC narysujme rovnostranné trojuhelniky
AC’B, BA'C a CB'A DokaZzte, ze&ist trojuhelniki AC'B, BA'C a CB’A jsou vrcholy
rovnostranného trojuhelnikaid¥zato z ([1], s. 71).

Reseni:

Ptiklad miZzeme znazornit v programu GeoGebra (Obr. 34).

V programu narysujme libovolny trojuhelnikBC. Narysujeme rovnostranné trojuhelniky
A'BC, AB'C, ABC". V trojuhelnikachA'BC, AB'C, ABC" vyzna&me, &ZiS€ Ti,T, a Ts.

Z t&zi& trojuhelniki A'BC, AB'C, ABC’, vytvorime trojuhelnikT, T, Ts.
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C
Obr. 34: Znazorgni prikladu 1
Vrcholy A, B, C, A", B", CpiepiSeme, podle dohody na sadnicea, b, c,a’, b", c.

UzZijeme vztahu (9) pro rovnostranny trojuhelnik ¢b + ¢ = 0,
kdee = cos%ﬂ + isin%” aa, b, c jsou gFislusné sotadnice vrchal kladré orientovaného
rovnostranného trojuhelniksBCv komplexni rovig (Obr. 32).

Vztah (9) plati i pro saadnicea’, b", ¢".Vztah (9) je cyklicky.

To znamena, zZe:

a+ce+be?=0;b+ac+ce?=0;c+b'c+ac?=0,
Tézist trojuhelniki A"BC, AB'C, ABC’, maji sowiadnice:

t1 =%(a+b'+c);t2 =%(a'+b+c); ts =§(a+b+c').
Musime o¥fit, zda plati

t; + te+t,62 =0
3(t3 +ttre+ttie)=(a+b+c)+ (@ +b+c)s+(a+b +c)e? =
=b+ac+ce®)+(c+be+ae®)e+(a+c'e+be?)e? =0

Téznice trojuhelnit A"BC, AB"C, ABC’, jsou vrcholy rovnostranného trojuahelnika.
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Priklad 2 - Fundamental Theorem of 3-Bar Motion

Tuto Wtu objevil vr. 1930 M. Gardner. Tataita popisuje spojenl5 ty¢i a 10 ot&ivych
kloubi. Nejjednodussi sestava je ta, ktera je zkreslemgyh®em t¢i a na trojuhelniklABC

s bodem?7 jsou ges tento bod narysovar/ piimky rovnolEzré se stranami trojuhelniku.
Prisgiky jsou oznaeny 1,2,3,4,5 a 6. Trojuhelniky 127, 348 567 jsou vSechny podobné
trojuhelnikuABC, a vznikly tam i ti rovnokéZniky. Zatimco se cela soustavdiza nenit,
trojuhelniky 127, 347, 567 ztstavaji ve stejném tvaru a velikosti. V deformamirrolEzniky
zustavaji vzdy rovnokzniky, protoZe jejich prejSi strana #stava stejna, ale uhel sesmn
[18].

Je mnoho videi, které znazoji tento gipad. Nize uvadim dva odkazy na YouTube.
https://www.youtube.com/watch?v=KUjMfZLEKv4
https://www.youtube.com/watch?v=As5JSV9Hgtk

Fundamental Theorem of 3-Bar Motiturdi:

TrojuhelnikABC muze nenit velikost, ale vzdyastava jeho fivodni tvar (pokud dva vrcholy
trojuhelnikuABC jsou pevné,ieti se ani neldZe pohybovat). TrojuhelnikBC vzdy Zistava
podobny wi¢i malym trojuhelnikm 127, 347, 567 [18]. (Obr. 35).

/ |
e

Obr. 35: Popisuje Fundamental Theorem of 3-Bar &foti
(obrazek je pekreslen podle [18])
Veéta ,Asymmetric Propeller” se v ptibéhu ¢asu objevila v &kolika variantach, postugn
vice obecwji. Prvni se zabyvalarémi shodnymi rovnostrannymi trojuhelnikyAB, OCD,
OEF. Tvrdila, Ze stedy uséek BC, DE, FA tvori dalSi rovnostranny trojuhelnik [18].
(Obr. 36).
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Obr. 36: Znazorény fti shodné rovnostranné trojuhelniky a rovnostramajihelnik GHI
vznikly ze stedi stranBC, DE, FA

V roce 1973, si Bankoff, Erdés a Klamkin vSimli, #ejuhelniky nemusi byt shodné. Pokud
tii trojuhelniky jsou rovnostranné,“isdovy" trojuhelnik je také rovnostranny.

Na (Obr. 37) jsou znézatny rovnostranné trojuhelnikABC, ADE, AFG a ,stedovy”
rovnostranny trojuhelnik [18].

Obr. 37: Znazorény rovnostranné trojuhelnikqBC, ADE, AFG a ,stedovy” rovnostranny
trojuhelnik (obrazek jeiekreslen podle [18])

Asymmetric Propeller je zobectnim Wty o trech rovnostrannych trojuhelnikach [19].
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V¢éta o tech rovnostrannych trojuhelnikachii stejné rovnostranné trojuhelniky maji jeden

vrchol ve stedu kruhu a ostatni dva na jeho obvodiie@®t jejich stran na kruhu tviodalSi
rovnostranny trojuhelnik [19] (Obr. 38).

E

A

DI
Obr. 38:Znazorrgny tii shodné rovnostranné trojuhelnikBS CDS EFSa rovnostranny
trojuhelnikGHI, kde bodyG aH jsou stedy stranCE aFB

Véta Asymmetric Propeller (asymetricka vrtule). Vrcholy ti podobnych trojuhelnikjsou
spojeny na odpovidajicich vrchole&tvrtého trojuhelnika podobného prvnirerm. VSechny
Ctyfi trojuhelniky maji stejnou orientaciiilpary nezavislych vrchalz vrgjsich trojuhelnik
jsou spojeny a Edy €chto Uséek jsou spojeny. Trojuhelnik takto ziskany je padpb
uvedenynttyiem trojuhelnikm [19].

Poznamka:

Asymmetric Propellese da d@eského jazykaielozit jako asymetricka vrtule.

Na (Obr. 39) je obrazek asymetrické vrtule. Asyioktu vrtuli“ tvori tiéi shodné trojuhelniky
ABC, DEF, 1JG,; trojuhelnik BDG, ktery vznikne spojenim vrcholB, D, G a trojuhelnik
KMN, ktery vznikne spojenimigtdi Useek Al, JE, CF.

Obr. 39 Znazorrni asymetricke vrtule
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Diikaz véty Asymmetric Propeller:
Tato wta se da dokazat pomoci komplexnéesel [19]. V niZze uvedeném diagramu (obr. 40),
je jeden z vrchdil ozna&en jako pdatek O a strany trojuhelnik ozn&ujeme komplexnimi
gisly, sner je vyznaen pomoci SipekX, Y, Z jsou vrcholy ,stedového” trojuhelnikaCtyfi
podobné trojuhelniky jsou podobné obecnému troptikelse stranant, k, a (1-k), kdek je
komplexnicislo. Trojuhelnikyl, 2, 3, 4maji tyto strany:
trojuhelnikl: a, ka, (1-k)a,;trojuhelnik2: b, kb, (1-k)b; trojuhelnik3: c, kc, (1-k)c;
trojuhelnik4: d, kd, (1-k)d.
Abychom utili souradnice pro body, Y, Z které jsou sedy uséek HI, OE, FG, musime
urgit souradnice bod E, F, G, H, I, OTyto sodadnice zjistime pomoci Sipek, které vyzma
S,
Podle dohody ozriane malymi pismeny sd@adnice bod oznaené velkymi pismeny.
Pak pro bod¥, F, G, H, I, Oplati:
e=a—(1—-k)c—kb,
f=a—(A—-k)c+ (1 —-k)b;
g=a—c+d,
h=a—c+kd,
I = ka; O je paatek.
Pro stedyX, Y, Z plati:

h_+i __ (ka)+(a—c+kd) _ ote _ a—(1-k)c—kb g = fi _ (a—c+d)+(a—(1-k)c+(1-k)b)

X = = = =
2 2 2 2

2 2 '
odkud nizeme vypéitat stranyyZ, YX, XZ

YZ=z—y="30" yy = Mavboetd) e,y = (R)@tboctd)
2 2 2 —

TrojuhelnikXYZje skuténé podobny obecnému trojuhelnikiyK, (1-k)).
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Obr. 40: Diagram

3.2. Fiklady z kinematiky

Priklad 1 Po kruznici se pohybuji konstantni rychlosti v @pam sndru dva hmotné body.
Body se z&aly pohybovat v témzeéasovém okamziku a z téhoz mistacéle, ve kterych
¢asovych okamzicich bude jejich vzajemna vzdaledogt-li poner jejich thlovych rychlosti
roven%.

Reseni:

Tento giklad miZzeme reSit pomoci komplexnicktisel. Kruznici nizeme pekreslit do
Gaussovy roviny, kdeigd kruzniceS umistime do pgtku. (Obr. 39).

Polohu hmotného bodu duje polohovy vektor, jehoZ velikost se rovna pol@nm kruznice
r. F¥i konstantni uhlové rychlosts opiSe polohovy vektor za dobuhelp = wt [12].

Pro prvni hmotny bod plati
@1 = 2wt.
Pro druhy hmotny bod plati

P, = wt.
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Za dobut, bude prvni hmotny bod v b&d; a druhy hmotny bod v béd:,.(Obr.41).

Obr. 41: Reprezentace pohybu hmotného bodu po kiuZ@Gaussov roving.

Pro vzdalenodt plati :

d=|Zl_Zz.

Pro komplexntislaz; az plati:
z, = r(cos wt) + i sin(2wt)); z; = r(cos (wt) + i sin(wt)).
Cas t si vyjatime z této rovnice:
d = |z, — z,| = |r(cos wt) + i sin(2wt)) — r(cos (wt) + i sin(wt)) |
d = |(r cos 2Qwt) — r cos(wt)) + (risin Qwt) —r i sin(wt)) |
d? = (r cos 2wt) — r cos(wt))? + (risin Qwt) — r i sin(wt))?

2r? —d?

cos(3wt) = o2

-1 2r2-d?
cos 3
2r

t =

w
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3.3Reseni elektrickych obvod se stidavym proudem (RLC obvody)

Stiridavy proud
Promeénné napti s harmonickym gibéhem ozna&ujeme nadzvem sdavé napti a elektrickym
obvodem prochazi idtavy proud, ktery ma také harmonickyulpth. Stidavé napti

piedstavuje harmonické elektrické kmitani a pro okimuzhodnotu u $tdavého nagti plati:
u = Uy, sin(wt).

kdeUn, je amplituda stdavého nagti, w je thlova frekvencd,je ¢as [12].

Pro uhlovou frekvenci plati:

w=27rf=2?n.

T je periodaf je frekvence [12].

Obvod stridavého proudu s odporem (s rezistorem(obr. 42).

Nejjednodussi sidavy obvod je tvien rezistorem, ktery mé jen odpor. Jestlize obvod
pfipojime ke stidavému nagti, prochdzi obvodem iétlavy proud. Harmonické n&p na
rezistoru ma amplitudliy = IR. Proud je ve fazi s napm [4].

Hp., ".R )
p | :
| |
Uplf) |
I UR |
: ! | ' i
, R IR UR | T2 T
4 R ¢ or T2 T
. ' |
|
1 | |
(@) | |
T— okamziky J
Znazornéné v ()
()
rotace
fazora
\ryuhlnsu' i

()
Obr. 42: a) Rezistor jefipojen ke zdroji. b) Proud a né&p na rezistoru jsou ve fazi a

uskute&ni jeden kmit za jednu periodu c) Fazorovy diagram ukazuje téz situaci jako (bfr

Obrazek je pevzat z ([4], s. 868).
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Obvod stridavého proudu s indukénosti (obvod s civkou)Obr. 43)
IndukénostL civky obvodu sidavého proudu Zsobuje fazovy posun proudu za stm o
Uhel ¢ = —90° a ovliviiuje proud v obvodu svou induktivni reaktanci (indurici) x; .

Jednotkou induktance ghm Q. Pro jeji velikost plati:

UL = IxL; X, = L(l)b [4]

Obvod stridavého proudu s kapacitou (obvod s kondenzatoren(br. 44).

Kapacita kondenzatoru v obvodiidaveho proudu Zfsobuje fazovy posun proudieol
napstim o uhelp = 90° a ovliviiuje proud v obvodu svou kapacitni reaktanci (kapaci)

xc. Jednotkou kapacitancegem Q. Pro jeji velikost plati

1
Uc = Ixc; x¢c = (u_bC [4].

okamziky
znazornéné v (c)

(h)

rotace
fazord
) rychlosti wp
My, —————= U

()

Obr. 43: a) Civka jefipojena ke zdroji. b) Proud je zpaddza naptim o 90°. c) Fazorovy
diagram ukazuje totéz. Obrazek jeyrat z ([4], s. 870).
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(1)

okamZiky —f

Znazornéné v (o)
(h)

rotace

\ fazonri
rychlosti ey,

Obr. 44: a) Kondenzator jgipojen ke zdroji. b) Proudipdbiha ped nagtim o 90°.

c) Fazorovy diagram ukazuje tutéz situaci. Obrjeqkevzat z ([4], s. 869).
RLC obvody
RLC obvody jsou elektrické obvody, které fvaezistor s odporem (rezistanci), civka

(s indukenosti) a kondenzator (s kapacitou).

Obvod jako celek charakterizuje w@ia nazyvana impedanae ktera je definovana:

Jednotkou impedance ¢gdim Q [12].

Metody reSeni skidavych elektrickych obvodi
K feSeni obvoil se stidavymi nagtimi a proudy Ize uzit:
1) fazorovou metodu (fazorové diagramy),

2) komplexni symbolickou metodu.
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Fazorova metoda

Slouzi kieSeni jednodusSich elektrickych obwod@ato metoda je zaloZena na tzv. fazorovém
diagramu. Velliny jsou symbolicky znazo#my orientovanou Us&ou umistnou

Vv soudadnicové soustay tzv. fazor. Fazor ma délku rovnu ampliguckliciny a s osow svira
ahel rovny péateni fazi (tzn. fazi v okamzikw=0). Pomoci fazorového diagramu, &nmz
jsou zakresleny fazoryigtlavého nagti i proudu, Ize snadno posoudit jejich fazorovydib
[12]. (obr. 42c, obr. 43c, obr. 44c).

Komplexni symbolicka metoda

SpaiivA ve vyjadeni elektrickych velin komplexnimi ¢isly. Nad takto vyjagenymi
elektrickymi veltinami piSeme obvykle ¥8ku. Komplexni impedanci miZzeme zapsat

témito zpisoby:

1) algebraicky tvar Z =Re(Z) + Im(2)j,
2) goniometricky tvar 7 = |Z|(cosp + j.sing),
3) exponencialni tvar 7 =Z|e’®,

j v zapisech zr@ imaginarni jednotku [6], [3].
Nejcastji se pouziva algebraického a exponencialniho tvgjadieni.
Pro odpor (rezistanci) platz = 0°= R = R(cos0° + jsin0°) = R.
Pro konduktanci plagp = 90° = X, = wL(c0s90° + jsin90°) = jwL (v civce).
Pro kapacitanci plath = —90° = X, = ﬁ(cos (—90°) + jsin(—90°)) = ,ch
(v kondenzatoru) [3].

Sériok RIC:

A

2=R+X +X=R+joL+--[6] 3]

impedance:

2= 2] = |(re(@) + (m(2))" = {R2 + (02~ L) (8131

fazové posunuti:

Up—Uc wL-— wL——
tgp = = —%C = ¢ = arcty T“’C [6], [3]-

Ug R
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Paralelg RLC

impedance:

Priklad 1: Elektricky proudl protéka obvodem slozenymLz= 6H a C = 2QuF, které jsou
zapojeny paraletha gipojeny ke zdroji sidavého nagti U = 220 Vs frekvencif = 50 Hz
Dany obvod je znazoén na (Obr. 45).

:L*O
.

~u

00—
Obr. 45: Znazoréni elektrického obvodu kifkladu 1

Reseni:

Proudl vypatitdme podle Ohmova zakona jako podil ¢iap obvodu ku celkové impedanci
obvoduZ. St&i nam utit pouze impedanci obvoda

Budeme postupovat na zaktakbmplexni symbolické metody.

Pro impedancf v obvodu na obrazku 1iheme psat:

1 1 1 1 . . 1
§—m+g—m+1wf—1-(wc—w—)

Pro proud pak Ize psat:

I1=7=U.(2nfC - =) = 1,264,

2nfL

Tento giklad miZzeme vyeSit i pomoci programu GeoGebra. V tomto programizeme

ilustrovany piklad zobecnit pro vice hodnot.
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Postup:

1) Pomoci ikonJE (Posuvnik) si na nakeesadefinujeme rozsah (interval) jednotlivych
fyzikélnich veltin U (nagti) ,L (indukénost),f (frekvence)C (kapacita).

(Nap. proU = (0,500)V, C = (0,100)uF, ...).

2) Do vstupni listy nadefinujeme v&hu proud v tomto tvaru:
~proud=U*(2*3,14**C*0.000001-(1/(2*3,14*f*L))"

3) Hodnota proudu se zobrazi v algebraickéméokn

Poznamka

Je poteba pditat ve stejnych fyzikalnich jednotkach. (hapF je poteba gevézt naF).

Pokud budeme #mit na nakresh hodnotyU, L, f, C, bude se mnit v algebraickém okn
hodnota proudu.

Pro lepSi nazornost uvadim na (Obr. 46) algebraigké® GeoGebry a na (Obr. 47) nakresnu
GeoGebry.

" Algebraickeé okno - el... E@

=k

@\
= Volné objekty
La ©=20
@ L=6
@ U=220
L (@ F=50
= Zavislé objekly
L proud = 1.26

Obr. 46: Algebraické okno programu GeoGebraikladu 1

+ - el.obvod1.png.ggb

Soubor Upravy Zobrazit Perspektivy Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

:

lL#Hc-H-

f=60

Frekvence =[Hz]

L=6
— 1

I=U2nfC—

)

Indukénost = [H] Qi “
Kapacita = [JF]
Napéti = [V]
Vstup ‘ K1)

Obr. 47: Nakres v programu GeoGebraikladu 1
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Priklad 2

Je dan obvod podle (Obr. 48.= 25092, L = 0,5 H, C = 1QuF, stidavé napti

U =220V s frekvencf = 50 Hz Ur¢ete proudy, I, al tekouci v obvodu.

C

S

Iz

~Ugf
O O

Obr. 48:Znazorreni elektrického obvodu kifkladu 2
Reseni:

Nejprve utime pomoci komplexni symbolické metody impedance

ZAZ=X\L=](UL$ZZ =|22| =V(U2L2 = wlL

5 1 .1 5 1
leR+jw—C=R—].E=>le|Zl|= /R2+w262.

Proudyl; al; jiz mizeme uéit:

U U

11 = Z_ = — = 0,54‘14
b B amee
U U
I, =L 1,44 .

Abychom ziskali proud, musime proudyl; a |, s&ist jako fazory. Budeme postupovat

ve dvou krocich. Nejprve zjistime fazové posunyiak teprve vyp&éitame proud.

Sériové spojenC aR (Ic alr jsou ve faziUc aUgVvSak ne). Fazorovy diagram je pro tuto

situaci na (Obr. 49).

I

Obr. 49: Fazorovy diagram
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Pro fazové posunuti lze psat:

tgp = Z_:; = I“l’:; = ﬁ = @ = arctg (ZH;RC) = —51°51".
Zjistili jsme, Ze proud fedbiha nagti priblizné 0 51°
L, = I,cos(p) = 0,33 4,
I, =1, — I, sin(p) = 0,98 A.

Celkové paralelni spojenétwi nyni zakreslime fazory proadObr. 50).

Pro vysledny proud pak podle fazorového diagramu na (Obr. 49) podgfhdgorovy ¥ty
vyplyva:

I=/I%+13=+0,33%2+0,982 4 = 1,03 A.

Obr. 50: Zakresleni fazor

Tento giklad vyeSime pro srovnani j€Spouzitim ¢isté komplexni symbolické metody.
Celkova impedance zapojeniZeDéle pro obvod z (Obr. 48) plati:

1_1+1_ 1 +1_(uC(R(uC+j) j _
2 2, 2, R_LC jwoL ~ R2w2C%2+1 L
w

_(szcz )+( wC 1)
= \R2wzc+1) T Rewrczr1 WL/

Pro proud pak plati Ohmv zakon:

U
202 \2 2
( Rw?2C ) +( wC 1)
R2w2C2+1 R2w2C241 wL

Po dosazeniiselnych hodnot vyhazi proudl1,03 A

U
I=5=0%=

Poznamka
Z prikladu je vidit, Ze komplexni symbolickd metoda je jednodusSifaedrova.
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4 Historie kvaterniona.

Po objevu komplexnictisel z&aly dalSi pokusy, jak roz$ti obor komplexnickisel.

Objevil se vyraz
aoao + alal + azaz + M + anan,

kden bylo zvolené firozenécislo, a, ... a,, byla realn&isla, ay ... a, nové zakladni jednotky
[26]. Témto ¢islam, které roz§ovaly obor komplexnickisel se zé&alo fikat hyperkomplexni

cisla [7].

itani €chto formalnich vyrat bylo definovdno po slozkdch ac¢ho tyto vlastnosti:
asociativita, komutativita, existence nulového pne existence ogaych prvki. Nasobeni
melo byt se &itanim spojeno distributivnim zadkonem. Byli®lia definovat jen nasobeni
jednoteka, ... @,,. Na nasobeni byly kladeny mnohe#tsi poZzadavky, ndfklad asociativita,
komutativita, existence jednotkového prvku a exisée inverznich pruk které nalezeni
vhodnych vzoré pro nasobeni jednotek, ... @, velmi komplikovaly. Bmito problémy se
v prvni polovirg 18. stoleti zabyvali William Rowan Hamilton (18a865), Arthur Cayley
(1821-1860), Augustus de Morgan (1806-1871),rbf@harles Graves (1810-1860), John T.
Graves (1806-1870) a Williams Kingdon Clifford (834879)[7].

U zakladi kvaterniorti stal Sir William Rowan Hamilton. N#@pd se pokouSel najit obor
trojslozkovych¢isel. Nakonec dne 16Gijna 1843, kdyz Sel po Broughamském mostesp
Roal Canal v Dublinu na zasedani Kralovské irskéadeknie ¥d, napadl ho vzorec pro
nasobeni zakladnich jednotek. NadSeresgnym problémem, vyryl tento vzorec kapesnim
nozem do kamene Broughamského mostu. Toto mistoedgiipomina deska s napisem
,Here as he walked by
on the 18 October 1843
Sir William Rowan Hamilton
in a flash of genius discovered
the fundamental formula for

guaternion multiplication
i2=j*=k*=ijk=-1

& cut it on a stone of this bridge”.
Tento text je pevzat z Pokroky matematiky, fyziky a astronomi€nik 38 (1993)¢.6.
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Hamilton @iSel na novy drulgisel, které se skladaji Z&t podstat se od sebe liSicialasti,
tato ¢isla obdrzela od &no nazev kvaterniony. Hamilton sestavil pomoci rabvyednotek
imaginarnich, j, k ¢islo
g = xO + ix1+jx2 + k.X3,

kdeXo, X1, X2, X3 ZN&i ¢isla bul’ realna, nebo komplexni, a nazval néigo v @gipad prvnim
kvaternion, ve druhém pak bikvaternion [26}iSEl na to, Ze je pteba mit jednu slozku
realnou aif slozky imaginarni, aby byla zavedena algebra dwadn - Hamilton obijevil
vztah pro nasobewityi zakladnich jednotek. Zagdpokladu asociativity nasobeni plati:

ij = —ji = k; jk = —kj = i; ki = —ik = j [21].

Pro pgehlednost toto nasobeniireme pepsat do tabulky. (Tab. 1)

1 i | Kk
1 1 i j k
i i -1 k S|
j j -k -1 i
k k j -i -1

Tab. 1: nasobeni kvaternibn(tabulka je pevzata z [7])

Ba Kirkmann zobecnil tatoisla tak, Ze slozil z 2niznych ¢4sti pomoci Zn-1) imaginarni
jednotky nové&islo

_ : . . _y2n-1, :
a=ag+agi; +azi; + -+ ayp_qizn—1 = Xikeo Akik,

kde a zn&i ¢islo reélnéjy jednotky imaginérni krogip=1, obdrzeltisla mnohosfezné nebo
plusquaterniony, z nichZ pi>>3 a a=0 se obdrzi

a = aO + alil + aziz + a3i3,
coz je kvaternion, pr&>1 aa=0, pak
a = Qg + alil,

coz jecislo komplexni

a prok>0 aa=0
a = Ay,

coz jecislo reélné [26].
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Hamilton v roce 1853 napsal spis ,Lectures on Quates” ktery byl vydan v Dublinu. Po
smrti Hamiltona byl v roce 1866 utgnén synem Hamiltona spis ,,Elements of Quaternions®.

Oba tyto spisyini zaklad této nauky [26].
Kvaternion lze zapsat jako ugpdana ¢tverice (Xo,(Xi,X2%s)). Casji byva zapsan
ve zkraceném tvarwd,v), kdex je skalar a je chapan jako vektor v trojrozmém prostoru

[21].

V sowasné dob se kvaterniony vyuzivaji n#éjlad v klasické mechanice, kvantové

mechanice a v prostorové geometrii.
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5 Uziti kvaternionu

5.1 Algebraické operace s kvaterniony

Kvaternionqg = qo + iq, + jq, + kqs, kdeqy, q1, g2, g5 jsou realn&isla a lze je zapsat jako
uspdadanouctverici (do,( g1, 92,93)), ve zkraceném tvardo,q), kde qoje skalar aqje
chapan jako vektor v trojrozrmém prostoru. Kvaterniogp miZzeme psat i takto

q = qo + q, ptipadr€ q = qo + g [21],[10].

Umluva: mnozinu vsech kvaterni@rbudeme znst H.

5.1.1 Sodet a rozdil kvaternioni
Sowet kvaterniona
M¢jme dva kvaterniony p, q, kde= q, + iq, + jq, + kq; ap = py + ip1 + jp, + kps.
Pro sodet p+q plati:
p+q=po+qo+ (P +q)i+ (p2+q)j+ (p3 +q3)k [10].

Scitani kvaterniofl je komutativni. Plati

p+q=q+p.

Odecitani kvaterniona
M¢jme dva kveternionyp, g, kde p =py+p a q = qo + q. Odeitani kvaterniof je
definovano:

p—q=p+(—1gq.
Oditani kvaternio neni komutativni.

Piiklad: Vypoctéte sodet a rozdil kvaterniang = (2,(2,3,-5)),p = (1,(2,2,1)).
Reseni:
g+p=Q+2i+3/—-5k)+(1+2i+2i+5)=
=2+1+Q+2)i+@B+2)j+(-5+1Dk=3+4i+5j— 4k = (3,(45 —4)),

q—-p=Q@2+2i+3j—-5k)—(1+2i+2i+5) =

=(2(23,-5)) + (-1(1,(2,2,1)) = (1,(0,1,-6)),
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p—q=A+2i+2i+5)—(2+2i+3j—-5k) =

=(1,(221)+ (-1D(2,(23,-5)) = (-1,(0,—1,6).

5.1.2 Nasobeni kvaterniofi
M¢jme dva kvaternionyp, g, kdep =py +p a q = qo + q. Nasobeni kvaternidgnpq je

definovano:

p-q =Po-qo — P-4 +Po-q +qo.p +p X q[10].

Piiklad: Vypoctéte sodin p.qaqg.p, kdeq = (1, (2,3,4)),p = (2,(3,2,1)).

Reseni:

a)
P-4 =Po-qo —P-9 tPo-qtqo-PtPXq
p.q=21-(321).(2,34)+2.(234) +1.(3,21) + (3,21) X (2,3,4) =
=2 16+4i+6j+8k+3i+2j+k+5i—10j + 5k =
= 14+ 12i — 2j + 14k = (—14, (12, —2,14))
b)

q-P =qo-Po—q-Pt+qo-P +Do-q+qXDp
q.-p=2-(234).(321)+1.(3,2,1) + 2.(2,3,4) + (2,3,4) X (3,2,1) =
=2 16+3i+2j+k+4i+6j+8k—5i—10j — 5k =

= —14 4 2i — 2j + 4k = (—14,(2,-2,4))

5.1.3 Konjugovany kvaternion

Konjugovany kvaternion zgémeq nebog.
q" = qo — iq1 — jqz — kqs [10].

Plati tyto ti vztahy:(¢")* =q,q9+ q" = 290, 9".q = q.q"
Odvozeni &chto ti vztahi najdeme naiklad v [10].
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Piiklad: Mé&me kvaterniong = (1,(2,3,4)).
a) Dokaztey + q* = 2

*

b)Vypoitéte g*. q aq.q

Reseni:
a)
q=1+2i+3j+4k; q- =1—-2i—3j— 4k
=q+q"=1+2i+3j+4k+1—-2i—3j—4k =2
Platiqg + q* = 2
b)

q.q=1-(-2,-3,-4).(234) +1(-2,-3,-4) + 1(2,3,4) + (—-2,-3,-4) x (2,3,4) =
=30—-2i—3j—4k+2i+3j+4k+ 0 =30

qq* =1- (_2) _3r _4) (2)3;4) + (2)3;4) + (_2) _3r _4) + (2,3;4) X (_2' _3' _4) =30

5.1.4 Norma kvaternionu

M¢jme kvaterniong = q, + iq, + jq, + kqs. Norma kvaternionu je dana timto vztahem:

ligll = Va§ +ai + a3 + a5 =q"q. [21]
Norma miZze byt definovana i takto:

lq1* = q.9" = q§ + qf + q5 + q5. [5]

Poznamka:

V jiné literatire se norma Kize psat i timto zapisefq|.
Kvaterniony jejichZ norma je 1, nazyvame jednotkiM@.
Jednotkovy kvaternion tiZe byt nagiklad g = (1, (0,0,0)).

Piiklad: Vypoctéte normu kvaterniong = (1, (2,3,4)).
Reseni:
Vyuzijme predchoziho fikladu, kde jsme potali so&in g*.q a dosadime do vztahu pro

normu kvaternionu:

lgl = \/q*.q = V30.
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5.1.5 Inverzni kvaternion

Inverzni kvaternior* je definovan timto vztahem:

-1 _q_*
q " = 10

Pifklad: Urcete inverzni kvaterniog™ ke kvaternionuy = 1 + 2i + 3j + 4k.
Reseni:
¢ q 1-2i-3j-4k

lgl>  a*q 30

-1

q

Pro inverzni kvaternion plagi~t.q = q.q~! = 1 [10].

Inverzni kvaternion k jednotkovému je konjugovamsaternion [10].

5.1.6 Skalarni a vektorovy sotin kvaternioni

Mgjme dva kvaterniony = (po, (p1, P2, 13)); 4 = (90, (41, G2, 43))-
Skalarni sotin kvaterniori je definovarp, q je definovan:

P-4 = qoPo + P1d1 + P2q2 + P3q3 [24].
Kvaternionyp,qnazyvame ortogonalni, jestlize plati:
p.q = 0 [24].

Vektorovy sodin kvaterniorii p, g je definovan

pXq= —pq;qp [24].

Kvaternionyp, g jsou rovnokzné, jestlize

p X q =0 [24].

Priklad: Mg&me dva kvaterniony = (2,(3,2,1)),q = (1,(2,3,4)) . Vypcitéte skalarni a
vektorovy sodin.

Reseni:

Skalarni sotin:

p.gq=2+32+23+4=18.
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Vektorovy sodin:
Vyuzijeme gikladu 2, kde jsme pdtali sowin kvaterniori pg a gp, sowiny st&i dosadit do
vztahu pro vektorovy s@in

—14+12i—2j+14k—(-14+2i-2j+4k) _ 10i+10k

pXq= > . = 5i + 10k.

5.1.7 Zapis kvaternioni do matice
Prvky 1,1, j, k miZeme zapsat jako komplexni matice

= D= = k- e

Kvaternion q = q, + iq, + jq, + kqs, kde qq, g1, 92, g3 jSou realné koeficienty, tizeme

zapsat do matica, kde
do q1 qz qs
(X IN\N_[~% 9 —93 Qq:
A= ( _) 92 g3 Qo —q1
—q3 —q2 {1 qo

kdex = qy + iqy; ¥y = q, + iq; &y, x jsou komplexa sdruzen&isla [21].
Piiklad: ZapiSte kvaterniog = (1, (2,3,4)) do matice A.

Resent:
1 2 3 4
-2 1 -4 3
A= -3 4 1 -2
—4 -3 2 1
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5.2 Rotace (otdeni) v prostoru

5.2.1 Rotace ve dvourozgrném prostoru
Rotace v dvourozsmém prostoru je popsana v kapitole 3.0#¢eni (rotace) kolem stdu
v roviné. Pro vypd@et rotace mame dvmetody: metoda pomoci matic a metoda pomoci

komplexnichtisel.

5.2.1.1 Metoda pomoci matic

Chceme-li provést rotaci bodu (x,y) uzitim matioupijeme tohoto vztahu:
, o X
(;) N ((s:?r?g as)lsneg) ' (y)

kde (x",y") jsou soiadnice bodu pro rotacdfx,y) jsou sotadnice bodu f&d rotaci,g je uhel
oto¢eni. VySe uvedeny vztahirtheme zapsat jako

x"=xcosf —ysinb,

Yy =xcosf + ysinb.
Vektory (x,y) a (x',y") maji stejnou velikost a jsod sebe oddieny thlemé [22].

5.2.1.2 Metoda pomoci komplexnicliisel

Pro rotaci pomoci komplexniatisel uzijeme Euléiv vzorec:
ez = (cos@ +isin@)(x + iy) =
= (xcos@ —ysinf) +i(xsinf +ycosf) =x"+ iy .

Blize se niZzeme doist ve [22].

5.2.2 Rotace v trojroznérném prostoru
Rotace (otdeni) kolem pimky (osy) v trojrozrdrném prostoru rize byt definovanadkolika
zpasoby. Napiklad podle ([8], s. 531) je rotace kolem tzv. ostgceni o v prostoru o
orientovany uUhel velikostip shodné zobrazeni, kteréifazuje kazdému bodX prostoru
takovy obrazxX’, Ze plati:
a)proX €eojeX =X,
b) proX ¢ o je | X'P| = |XP|, kdeP je spol€na pata kolmic vedenych body X, X'k osge

piicemz rovinaXPX’ je kolm& k ose a orientovany UheYPX" ma velikostp.

69



Piiklad 1. M¢jme dw roviny o, a g,, kde o # 0,. Zvolme libovolnou rovinur, ktera je
nakresnou. Ozrie jeji phase&nice srovinamig;, 0, po fad 05, 0. SloZzenim dvou
rovinnych soundrnosti S;, $ podle rovinyg,, g, vznikne v rovig 7 rovinné geometrické
zobrazeni ze dvou osovych satrosti podle 08;, 0,. Prisenici rovin g4, 0, ozn&imeo.

Jestlizep, ¥ 04, pakio; # 0, a vzniklé sloZzené zobrazeni je v kazdé révimtaenim kolem
boduO € o, ktery je ptise&ikem gimeko;, 0, 0 Uhel velikosti2a, kde a je odchylka rovin
01, 0, (Obr. 51). Toto sloZené prostorové zobrazgmi S, nazyvameotoéeni (rotace) kolem

pirimky o = 0, N o,. [8].

\\-":x
Obr. 51: Otgeni rotace kolemifimky (prekresleno podle ([8], s. 532))

Téleso T je rota¢ni télesq existuje-li takova fimka o (zvanaosa rotace, Ze i kazdém

otoceni kolem této imky se &leso zobrazi samo na sebe. Zvolime-li libovolnoloqmwyinu

s hranéni pfimkou o a ozn&ime M prinik rotatniho €lesaT s touto polorovinou, pak kazdy

bod rot&niho €lesaT dostaneme jako obrazkierého bodu mnoZinyl pii urcitém otaeni

kolem @gimky o [8].

Rotace pomoci kvaterniori
Podle [5] je rotace pomoci kvaterniopopsana takto: oztiame U mnozinu jednotkovych
kvaterniori, V prostor ryze imaginarnich kvaternionPro ryze imaginarni kvaterniony
g=0+u, p=0+v plati:

q.-p = —(uw.v)+uxw.
Ozname int(a)(B) = afa zobrazeni prostoru kvaternibmlo prostoru kvaternian urcené
kvaternionenu. Toto zobrazeni zacho¥éslo 1, protoze

int(a)(1) = ala = 1.
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Toto zobrazeni také zachova normu vekioyze imaginarnich kvaterniéh
ZapiSme jednotkovy kvaternianve tvaru
a = cos¢ + Using,
kdei je jednotkovy vektor. Pak plati:
int(a) () = (cos @ + Usin).u.(cos @ —Using) = u.
Kvaterniona odpovida otdeni kolem osy wené vektoreni.
Dopliime vektori vektory? aw do pravotdivé baze. Paki. v = w a podobg cyklicky i pro
ostatni. Dale je
(cos @ + using).v(cos @ — using) = (cos @V + sin pw)(cos ¢ — U sinp) =
= cos(2¢) ¥ + sin (2p)w.
Jedna se o oteni o Uhel¢.
Nechame-li nyni kvaterniompusobit na vektory baze, ziskame maticicetol kolem osy
U=ui+uyj+usk
0 Uhelg. Pro jeji prvkya,s dostaneme
Ars = O0p5 COS @ + (1 — cOS P)U U + EpgtUs SIN P.
Zde§,4je Kroneckerovo delta,,; je znaménkovy tenzog,,; je rovno znaménku permutace
Ciselrst, ve formuli se &ita podlet.
Poznamka:
Popis rotace kvaternidrby se dal podle [9] zformulovat do jedngyw
Nech’ g € H;, g = (cos ¢, sin D). Nech' r = (x,y,z) € R®> ap = (0,r) € H. Pak
b = qpq
je obrazenp v rotaci o UheR¢ kolem osy, ktera je dan&a 8sravym vektorenw. (Obr. 52).
H, je mnozina jednotkovych kvaternion|v|| = 1.
Dukaz této ¥ty miazeme najit v [9].

Tuto Wtu mizeme znazornit graficky v GeoGeb

Obr. 52: Otéeni boduP o uhel 2 kolem osyo, ktery je dany skrovym vektorenmv.
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Prevod reprezentace osa-uhel do kvaterniain

Tato reprezentace osa-Uhel je jednou z moznoktiyrgit rotaci. Udava osu rotacea Uhelp
kolem této osy podle pravidla praveé ruky. Vektor (nx, ny,nz) je jednotkovy vektor a
platinn = 1. Tato reprezentace popisuje rotéwiefici ¢isel. Prvniit uréuji vektor osy
rotace atvrta zn&i uhel ot@eni kolem této osy.

Vzorec pro pevod reprezentace osa-Uhel do kvaterinjen

q= cos% +1i (nx sin%) +j (ny sin%) +k (nz sing),
kde g je uhel rotace a,, n,, n, je vektor reprezentujici osu ¢emi.
Odvozeni vysSe uvedeného vztahu nalezneme v [9].
Priklad 2: Vytvoite rotaci z bodir[0,1,0] ograd do pozice P’[0,0,1]. (Obr. 53)

y

Obr. 53: Znazorgni prikladu 2
Reseni

Pouzijeme vztahu
q= cos% + i(nx sin%) +j (ny sin%) + k (nz sing)
Vektorn bude [0,1,0].

q= cos%+i(lsin%) +j(OSin%) -I-k(OSin%) =g+j‘/2_i_

Vysledny kvaterniorm je \/Z—E + i?.
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5.3 Uziti kvaterniona v praxi

V této posledni kapitole bych éhtten&e seznamit s tim, Ze kvaterniony se dajéingm

Zivot¢ vyuzit v mnoha #dnich oborech
VyuZiti kvaterniona ve kvantové fyzice

Kvaterniony niizeme ve kvantové fyzice vyuzit riéijdad @i Lorentzow transformaci a
Maxwellovych rovnic.

Podle [4] rovnice Lorenrentzovy transformace spgqyupstor@éasové sotadnice udalosti, jak
je vidi pozorovatelé ve dvou inercialnich soustav@a S’, kdeS” se pohybuje relativhk S

rychlostiv vkladném sniru osx ax’. Ctyfi souradnice jsou spojeny vztahy:

vXx

X =y(x—vt),;y =y;z =z t'=y(t—c—2),

kdey = \/%sze LorentZiv faktor,f = Eje rychlostni paramety, je rychlost uvazovaného

bodu,c je rychlost s¥tlac = 3.10%%km.s™ 1, t je ¢as.

Inercialni vztazna sousta® se pohybuje rychlostivzhledem k soust&\&ve spoléném
kladném sniru jejich vodorovnych os, oztanych jakax ax’. Pozorovatel \S piifazuje
udalosti prostorégasové sotadnicex, y, z, ta pozorovatel &’ ji pfifazuje sotadnice

X, Yy, 2z, t. Z0br. 54) vyplyvaji rovnice Lorentzovy transformace

—p»lr'

- ——  wa—— v wipddlost

F

X X

Obr. 54: D¥ inercialni vztazné soustavy: soustava S'ma rythleéci S.
(obrazek pevzat z ([4], s. 1016))

Lorentzovu transformaci iZeme popsat pomoci kvaternignak, Zetast je skalar, a slozky

X, Y, znebox’, y’, z'tvori vektor tirozmerného prostoru n&fkladqg =t + (x,y, z).
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Vyuziti kvaternion v simulaci

Kvaterniony obect popisuji kinematikudesa v prostoru, néjklad pro letové simulace,
pomoci nich MmzZeme popisovat, jak se letadlo chova v realnéntigais popisuji ohy
druzic.

V [23] je popsana simulace vztlakovéltesa NASA HL-20 pomoci systému MATLAB.

K popisu této simulace se vyuZivaji kvaterniony.

Vyuziti kvaternion v animaci

Jednotkové kvaternionyimeme pouZzit k animaci.

V trojrozmérné grafice je animace proces pro&jéd modifikaci bodi trojuhelnikové sé
(triangle mesh), ktery reprezentuje povrch animeétanobjektu. Jako metoda vyuZivajici
triangle mesh se pouzivéa skeletalni animace.

Skeletalni animaci se zabyva [13], kde je kvatetinio/uzito k popisu modifikace

trojuhelnikové sit na povrchu objektu.

Lékaistvi

V lékarstvi se kvaterniony vyuZivaji jako préstiek grafické vizualizace nebo pomoci
kvaterniomi mizZe |éka ovladat Iékéskou sondu, kdy ndjklad zkouma tlusté stvo nebo
jiné organy. Podrohiji se mizeme doist nagiklad v [9].

Robotika

Pomoci kvaterniolnmiaZzeme popsat vztah mezi sadnicovymi systémy Uchopu robota a

kamery, kterd je k uchopuipevnéna. Tento popis dZeme najit v [16].
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Zaveér

V této bakal&ské praci jsendten&e sezndmil s pomoci vamostupnych matematickych
programii Geogebra, wxMaxima, a valrdostupné internetové aplikace Wolfram Alpha
sc¢iselnym oborem komplexnicatisel C aciselnym oborem kvaternid@rit, vcetre jejich
historie.

Ctené& se v této praci dozdél, Ze komplexntisla jsou velice dleZita proreSeni ikterych
geometrickych aloh. Lze jinfieSit napiklad Ulohy s rovnostrannymi trojuhelniky, podobinos
trojuhelnila, poner délek stran a popis rotace v ravitkomplexnicisla jsou také iezita @i
feSeni Bkterych uloh ve fyzice. #kladem mohou byt GlohkeSeni elektrickych obvadse
sttidavym proudem a ulohy na pohyb.

O kvaternionech s&en& dozwdél, Ze jsou zobeaimim komplexnicRisel, v geometrii
popisuji rotaci v prostoru, a Zze maji Siroké uptatrv dalSich ¥dnich oborech.

Diky této praci jsem se mohl dazlét o dalSimeiselném oboru, kvatenionech, s nimz jsem se
béhem studia matematiky a fyziky na Pedagogické faklll nesetkal.
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