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ANOTACE

Diplomova prace poukazuje na vyuZiti tangramu v zajmové matematice, jakoZto
vhodné pomicky krozvoji geometrického mysleni a kombinaénich schopnosti.

V zavéru prace je pfiloZena sbirka tloh a problémi pro samostatné procviceni.

ANNOTATION

The thesis refers to the use of tangrams in optional mathematics as a suitable
teaching aid for the development of geometric cogitation and combinational abilities. At
the conclusion of the work a collection of exercises and issues for individual practicing

is enclosed.
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1. Uvod

Tangram je stara hra piivodem z Ciny. Je to &tverec dimysIné rozdéleny na
sedm piesné urcenych dild, pomoci kterych muZeme sestavit nejenom ruzné

geometrické tvary, ale také obrazy osob, zvirat, rostlin i véci.

Jak je patrné, téchto tangramovych obrazcii miiZe existovat velmi mnoho, v3e
zaleZi pouze na fantazii a Sikovnosti hra¢e. Tagramova hra fascinuje lidi jiZ po nékolik
staleti. Napfiklad Napoleon Bonaparte, Lewis Carroll nebo tieba Edgar Allan Poe byli
vas$nivymi hradi.

Cilem této diplomové prace je ukazat, Ze tangram neni pouze vyborna hra, ale
muze slouzit jako vhodna pomiicka k rozvoji geometrického my3leni a kombina¢nich

schopnosti. Zaméfim se na to, jak by se dal tangram vyuZit v zdjmové matematice.

Po tuvodni ¢&asti textu, ve které se zminim o nékterych vétich zrovinné
geometrie a zavedu pojmy, na které se dale v textu budu odkazovat, bude nésledovat
kratké seznameni s historii této skladacky. Dale ve své praci uvedu nékolik zplisobi
rozdéleni tangramovych obrazcl (mfizkové obrazce tangramu, konvexni n-thelniky a
délitelné obrazce tangramu). Ke kazdému tématu pfiloZim né€kolik piikladi. Ve své

praci se zminim také o paradoxech obrazce tangramu.

Posledni kapitola v mé praci bude feSena jako sbirka feSenych pfikladi, které

mohou nalézt vyuziti v individualni vyuce nebo samostudiu.

V priloze pfikladam popis dvou internetovych stranek, kde si z4jemci o tuto hru
mohou vyzkouset sloZit nékolik desitek figur. Stranky se od sebe lidi tim, jakym
zptusobem hra¢ ma dané obrazce skladat. At je to do pfedem daného obrysu obrazce

nebo podle vzoru, ktery je ukazan vedle hlavni plochy ve zmenSené podobé.




2. Prehled zakladnich pojmu a pravidel

Tangram: je stara &inska skladacka v Ciné nazyvéna Chi‘i Ch’ae pan, jedna se o
velky C&tverec rozdéleny na sedm mensich &asti: dvou velkych

trojuhelniku, jednoho stFedné velkého trojuhelniku, dvou malych

trojuhelniku, ctverce a rovnobézZniku.

Obr. 1: Tangram

Zakladni trojiihelnik: je to pravouhly rovnoramenny trojihelnik, jehoZ ramena a, b maji

délku @ =b =1 aodvésna c je rovna ¢ = V2.
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Obr. 2: Zékladni trojihelnik




Tany: jsou jednotlivé dily tangramu, sloZené ze zakladnich trojihelniki (cely tangram
se sklada z 16 zakladnich trojuhelniki).

Obr. 3: Rozdéleni tangramu na tany. Jednotlivé tany jsou rozlieny
barvou, v obrazku je také vyznaeno viech 16 zakladnich
trojuhelnikd.

Konvexni mnoZina: MnoZina M bodi v roviné (resp. v prostoru), se nazyva ,.konvexni

mnoZina,“ jestlize s kaZdymi dvéma body X,Y € M obsahuje i
usetku XY .

Raciondlni strana mnohothelniku: je strana sloZené z odvésen zakladnich trojihelnika.

Iraciondlni strana mnohouvhelniku: je strana sloZena z pfepon zékladnich trojihelniku.




Konvexni obal: Je - li M libovolna mnoZina, pak prinik v8ech konvexnich mnozin
obsahujicich mnozinu M nazveme ,.konvexni obal mnoziny M" a
oznatime jej symbolem K(M). Z definice plyne, Ze konvexni

obal je konvexni mnohothelnik.

Stupen nekonvexivity: je pocet zakladnich trojahelniki, které k tangramu
musime piidat, aby se stal konvexnim tangramem.
Budeme jej oznaovat v». Konvexni obrazec

tangramu ma v = 0.

Kartézska soustava souradnic: je to pravouhla soustava soufadnic, kterd je dana
potatkem soustavy soufadnic a dvéma navzijem
kolmymi osami x, y, které prochazeji pocatkem
soustavy, kazdému bodu roviny pfifazujeme

uspofadanou dvojici realnych ¢&isel [x, y].
MFiZ: tvorfena body s celo¢iselnymi soufadnicemi kartézské soustavy.

Pravidla skladani obrazce tangramu: jednotlivé tany se musi dotykat, nesméji byt
pies sebe pielozeny a musi byt pouZito

viech sedmi dilt.
Slovo tangram muZeme vyuZivat ve dvojim vyznamu: skladacka a libovolny obrazec,

ktery z ni slozime.
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3. Historie

Tangram stara ¢inské skladacka pivodem z Ciny. Sklada se ze sedmi dila,
kterym se Casto fika tany a vSechny spoleéné tvoii &tverec. Jeho objeveni neni
historicky pfesné dano, nicméné se uvadi nékolik nazoru ¢&i pfib&hi, které se ndm snazi

pavod jeho vzniku i samotny nazev pfibliZit.

Jeden z prament [1] uvadi, Ze asi pfed ¢tyfmi tisici lety zil vynikajici femeslnik
jménem Tan, ktery navrhl a vyrobil nadherné¢ glazovanou dlazdici jako poctu
nejvys§imu cisafi. KdyZ el Tan predat svij dar cisafi, zakopl na chodbdach palace, upadl
a sviij dar rozbil na sedm kouski. Tan se rychle pokousel sloZit tyto dily zpatky do
dlazdice, ale stile se mu to nedafilo, misto ptivodniho obrazu mu vznikaly nové a nové
geometrické tvary a obrazky. Cisafe hluk na chodbach vyrusil, poslal proto slouzici, aby
zjistili, co se to d&je. KdyZ se slouzici vratili, pfedali cisafi skladanku sedmi dilki jako

dar k jeho poté3eni a zabavé.

Publikace [6] zmirfiuje legendu o lidu Tanka, ktery Zil v okoli feky. Tato feka
byla velkou vodni cestou pro obchod s opiem. Tito lidé si na svych cestach velmi ¢asto

hrali s podivnou sklada¢kou a sestavovali s jeji pomoci roztodivné obrazky.

Podle odbornikii tyto legendy nepochazi z Ciny, ale z anglicky mluvicich zemi.

Obr. 4: Obrazce tangramu
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Nejstar$i znama dochovana knizni zminka o hlavolamu podobnému tangramu
podle [2] je z Japonska z roku 1742. AZ v dobach cisafe Chia Ch’inga (1796-1820), kdy
byl tento hlavolam uZz zna¢né popularni, teprve byly tistény prvni knihy o tomto
hlavolamu. Jednim z diivodi [6], pro¢ nebyly publikovany knihy o této skladacce diive,
je, Ze puvodné byla tato hra uréena pouze détem a Zenam a nikdo se ji proto nezabyval

piili§ podrobné.

Za nejstarsi knihu o tangramech je povaZovana ta, ktera byla vydana v Cing roku
1813. O existenci této knihy se dozvidame aZ od Shan-Chiao, ktery se o ni zmifuje ve
své knize ,New Figures of the Tangram™ v roce 1815, protoZze Zadny original knihy
z roku 1813 se nedochoval. Ale hra tangram musela byt znama uz pred rokem 1813. Jak
nam dokazuje dfevorytina dvou kurtizanek, které se snaZzi feSit problém tangramu,

kterou vytvofil stary dfevorubec Utamaro kolem roku 1800.

Obr. 5: Obrazec dvou kurtizének, feSici problém tangramu

Védci a uenci predpokladaji, Ze tangram vznikl pfed 18. stoletim v Orienté a
potom se zacal velmi rychle rozsifovat zapadnim smérem do mnoha zemich Evropy a

Ameriky.

Jiz kolem roku 1818 se tangramova vyobrazeni objevovala v Americe,
Némecku, Italii, Rakousku, Anglii a Francii (dokonce i Napoleon ve svém vyhnanstvi
byl vasnivym hra¢em tangramu). Rozmach tangramové skladacky pres celou Evropu
jisté souvisi s otevienim obchodu s Cinou, kdy si obchodnici ze svych cest piivazeli

ruzné artefakty a hra¢ky, mino jiné i jakousi podivnou skladacku ze sedmi dilk.
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V ,,.Lipském magazinu pro prumysl* vychazely rizné staté o tangramech. Jako
napiiklad matematicky ¢lanek pojednavajici o novych zplsobech budovani
Euklidovych dlikazi, pomoci tangramu (tedy pouze trojuhelnikovych dili tangramu).
Nebo ¢&lanek od uditele M. Williamse, ktery vySel v roce 1817. Tento ¢lanek obsahuje
celou fadu geometrickych tloh, které mohou byt feSeny pomoci tangramu. Sam
Williams poukazuje na matematicko-didakticky aspekt této hry. Hra je univerzalni
zabavou pro muze a Zeny, pro mladé i staré, pro lidi z rozdilnych vrstev spole¢nosti. Je

poucna a ¢loveék pii hie nemuize prohrat penize.

Prvni zminka o ¢inské hie pojmenované tangram (doposud se mluvilo jen o
skladadce nebo hlavolamu) se objevila v publikaci z roku 1848 od Dr. Thomase Hilla
.Geometrical Puzzles for the Young®, ktery doporucuje, aby byl tangram vyuZit pfi
vyuce geometrie. V této knize soucasné i vysvétluje odkud se mohl vzit nazev tangram.
Jedna se o sloZeninu ¢inského slova ,,T ang™ (coZ je v piekladu ,,Cinsky*) a evropské

koncovky ,,-gram* (coZ znamena ,,néco nakreslené*)

V publikaci [6] se uvadi, Ze v roce 1903 publikoval Sam Loyd knihu s ndzvem
,,Osmad kniha Tanu*, ve které popisuje stafi tangramu. Rik4, Ze tuto hru objevil pied
4000 lety Bih Tan a popsal ji v ,Sedmi knihdach Tanu*. Kazda ztéchto 7 knih
obsahovala vice nez 1000 figur, které¢ ukazovaly podobu svéta. Sedm dili skladacky
vzal Biih Tan ze Slunce, Mé&sice a péti planet (Mars, Jupiter, Saturn, Merkur a Venuse).

TéméF celd kniha byla podvrh, vice nez 600 figur si Sam Loyd vymyslel sam.

S. Loyd a H. F. Dudeney se také zabyvali otdzkou paradoxti u tangramu. (viz
str. 45 )

V3echny americké i evropské knihy o tangramech jsou vice ¢i méné kopiemi
knih ¢&inskych. Jen s tim rozdilem, Ze v ¢inskych knihach je kladen diraz na vyznam
jednotlivych tangramii a na rizné polohy tant. Kazda figura néco popisuje. Ale u
americkych i evropskych knih jde spiSe o samotné skladani figur, u daného tangramu

rozhoduje, jestli jsou viechny tany na svych pravych mistech.
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Toto je vétSinou zplisobeno nepochopenim ¢&inskych texti nebo uplnym
vynechanim &inskych popisi figur. Dalsi novinkou v americkych i evropskych knihach,
je vyobrazeni abecedy a arabskych ¢&islic pomoci tanii (obr. 6).

RRB N

Obr. 6: Néktera pismena a ¢&islice sestavend z tangramu

Tangram se vyskytuje v riznych provedenich: od levné umélé hmoty z dne3ni
doby, z papiru &i dfeva, aZ po luxusnéjsi provedeni ze slonoviny &i z polodrahokami v
lakovych krabi¢kach, které vétsinou slouZily jako dary pro panovniky.

Jerry Slocum v publikaci [5] ukézal i nejstar$i dochovanou tangramovou hru
zroku 1802 (obr. 7), ktera patfila Francisi Walnovi, jehoZ otec byl majitel lodi, které
vozily zbozi do Ciny. Tato hra je umisténa v muzeu blizko Philadelphie v USA.

Obr. 7: Nejstarsi dochovana tangramova hra
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Hlavolam si ziskal svou popularitu jako nastroj zdbavy, ndstroj rozvijejici
tvofivost i fantazii, ale i jako nastroj pro matematické modely. Dokonce zacaly vznikat i
rizné obmény klasického tangramu (obr. 8). Jedna se o tangramy, kde se dany &tverec
rozdélil na jinych sedm dilu nebo se na domluveny pocet dila rozdélil jiny geometricky
obrazec (obdélnik, kruh, oval, srdce,...).

Nejznamé&jsi jsou: 1 "Pythagoras", 2 "Kreuzbecher", 3 "V3e nové"

4 "Zdhadny kruh", 5 "Zlomené srdce" a 6 "Magické oko"
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Obr. 8: Riizné obmény tangramové skladacky




jiné vyuziti tangramu:

Obr. 9: Jidelni souprava tvaru tangramu

Obr. 10: Tangramovy stil




4. Klasifikace obrazce tangramu

Je pocet rliznych tangramovym obrazcii omezeny? Obecné ur€ité ne. Pfesunutim
jen jedné asti obrazce (napf. pootofeni ocasu koCky nebo posunuti jeji hlavy) vznikne
jiny tangram. Na prvni pohled vypadaji stejné (napf. ukazuji sedici ko¢ku), ale stejné
nejsou (napi. ko&ky, které se lisi pouze umisténim ocasu, téchto riiznych poloh ko¢i¢iho
ocasu muze byt nekone¢né mnoho), proto je nemiiZzeme povaZovat za stejny tangram.

Formalné miZeme tedy z tangramu sloZit nekone¢né mnoho riznych obrazcl

napf. postav, zvitat, pismen nebo riiznych dal$ich geometrickych tvari.

Obr. 11, 12: Rizné tangramy zobrazujici ko¢ku

Chceme-li provést néjakou klasifikaci obrazci tangramu, musime stanovit

pravidla, né&jakou vlastnost, podle které bychom mohli po¢et moZnych obrazcii spo¢itat.

4. 1. KONVEXNI n-uhelniky
Tangramovy obrazec oznalime za konvexni, pokud pro kazdé dva libovolné

body plati: A,BeU = ftsetkaABeU (neboli viechny body usetky spojujici

libovolné dva body A, B lezi uvnitf obrazce). Napi. obrazec uplitku je konvexni utvar,
ale srpek mésice uZ ne. Déle budeme predpokladat, ma-li vzniknout konvexni
n-uhelnik, musi se skladat jen raciondlni strany k raciondlnim a iracionalni strany

k iracionalnim, toto tvrzeni je dokdzano v publikaci [3].

JIHOCESKA UNIVERZITA
V CESKYCH BUDEJOVICICH
PEDAGOGICKA FAKULTA
USTREDNI KNIHOVNA -8
Husova 458, 370 05 Ceské Budgjovice =1#=
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Vroce 1942 Fu Traing Wang a Chuan Chih Hsiung ve své knize [3] také
dokazali, Ze existuje konefna mnoZina konvexnich obrazci tangramu (tfi z nich

predstavuji obr. 13, 14 a 15).

Obr. 13 Obr. 14 Obr. 15

Kolik je konvexnich n-uhelniku?
Pocet konvexnich n-thelnikli zjistime na zakladé dikazu, ktery je popsan v

publikaci [3].

V3echny dily tangramu vznikly sjednocenim 16 zakladnich trojuhelniki, odtud
plyne, Ze uhly, které sviraji sousedni strany n-uhelniku jsou:
90° - a to v piipadé, ze obé strany jsou raciondlni (resp. iracionalni),

45° nebo 135° - pokud jedna strana je raciondlni a druhé iracionalni.

Umistime-li nékterou stranu skladaného n-uhelniku vodorovné, pak existuji

pouze urité sméry (obr. 16), se kterymi mohou strany tangramu byt rovnobéZné.
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Obr. 16: MoZné sméry Obr. 17: Piiklad konvexniho n-uhelniku

Omezime-li se jen na konvexni utvary, pak odtud vidime, Ze miZe existovat pouze
n-thelnik, kde » <8 (obr. 17).

Kazdy konvexni n-tihelnik miZzeme vkreslit do obdélniku OTQOR (podle obr. 18),
takZe racionalni strany daného mnohothelniku ABCDEFGH leZi na stranach obdélniku.

R a B C b Q@
- 7 \\\\\ b
AH K B
i \\ P \‘\D y
d //‘ E
3 -l
O d G FCT
X

ys<x
Obr. 18: Zpuisob, jakym vepisujeme n-uhelnik do obdélniku

Predpokladejme, Ze velikost strany OT je rovna x-nasobku raciondlni strany
zékladniho trojuhelniku a strana 7Q y-nasobku raciondlni strany zakladniho
trojuhelniku.

Pak obsah obdélniku OTQR: S=x-y
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Délky odvésen dopliikovych rovnoramennych pravouhlych trojuhelniki
oznatime jako a, b, c, d (obr. 18). Pak tyto trojuhelniky ARB, CQD, ETF, GOH maji

1 1 1 1
obsahy S, :502’ Scop =5b25 S =_2_C2, Scon :Edz-

Konvexni mnohouhelnik musi mit celkovy obsah roven

P=x-y—%(a2+b2+c2+d2). (1)

Kazdy obrazec tangramu je sloZen ze Sestnacti zakladnich trojihelniki, proto je jeho
obsah P=16-P,,kde P, = % -1-1 je obsah jednoho zéakladniho trojihelniku.

Proto tedy plati
Pc§. )

Po tpravé (1), (2) dostaneme diofantovskou rovnici

2-x-y-16=a’* +b*> +c* +d? (3)
y

s neznamymi a, b, ¢, d, x, y € N, pficemz kazda Sestice (a, b, c, d, x, y) urCuje nejvyse
jeden z hledanych n-uhelnikti. Abychom je rychleji nalezli, pfidame k rovnici dopliujici
podminky

x-y=8. 4)
Coz je dusledek vztahu (2), a ddle z rovnosti plyne

a+b<x,

c+d<x,
a+d<y, ©)
b+c<y.
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Navic budeme bez ujmy na obecnosti pfedpokladat y < x a nejprve odhadneme
mozné hodnoty x shora. Pokud y = x, je n-tihelnik ohrani¢en ¢tvercem, jehoZ maximalni
délka strany odpovida lichobéZniku (obr. 19).

Obsah  lichobéZniku  vyjadfime
pomoci proménné X, a pomoci

X1 vztahu (2) dostaneme
%[xi ~(x, -1)*]=8,

odtud snadno vypoéteme maximalni

hodnotu x, =8.

Xm

Obr. 19

Pro y = x tedy plati x<8.

Pro druhou moznost, kde y < x je n-tihelnik ohranien obdélnikem (obr. 20).

X-Yy y
Obsah lichobé&Znika vyjadfime pomoci
proménnych x, y a pomoci vztahu (2)
y P Y dostaneme
P=(x-y)y<8. (6)
Y X-y
Obr. 20

V3echny konvexni n-tihelniky zjistime vyétem mozZnosti. Rozlidime tyto situace:

a) Necht' y = 1. Dosadime do (4) a (6) a zjistime, Ze x =28 a (x - 1)-1 <8.
Odtud plyne: 8 <x<9.
Vyhovujici dvojice jsou: (x,) = {(8,1),(9,1)}.
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b) Necht' y = 2. Dosadime do (4) a (6) a zjistime, Ze x-228 a (x - 2)- 258

Odtud plyne: 4<x<6.
Vyhovujici dvojice jsou: (x,y) = {(4,2),(5,2), (6,2)}.

¢) Necht' y = 3. Dosadime do (4) a (6) a zjistime, Ze x-328 a (x - 3)- 3<8.

Odtud plyne: 3<x<5,(xe Z).
Vyhovujici dvojice jsou: (x,y) = {(3,3),(4,3),(5,3)}.

d) Necht y = 4. Dosadime do (4) a (6) a Zjistime, 7¢ x-4>8 a (x—4)-4<8.

Odtud plyne: 4<x<6.
Vyhovujici dvojice jsou: (x,y) = {(4,4),(5,4),(6,4)}.

e) Necht’ y = 5. Dosadime do (4) a (6) a zjistime, Ze x-52>8 a (x - 5)- 5<8
Odtud plyne: 5<x<6, (xeZ).
Vyhovujici dvojice jsou: (x,y) = {(5,5),(6,5)}.

f) Necht y = 6. Dosadime do (4) a (6) a zjistime, Z¢ x-6>8 a (x—6)-6 <8.
Odtud plyne: 6<x<7,(xe€ Z).
Vyhovujici dvojice jsou: (x,y) = {(6,6),(7,6)}.

g) Necht y = 7. Dosadime do (4) a (6) a zjistime, Ze x-7>8 a (x—7)-7<8.

Odtud plyne: 7<x<8,(xe Z).
Vyhovujici dvojice jsou: (x,y) = {(7,7), (8,7)}.

h) Necht y = 8. Dosadime do (4) a (6) a zjistime, Ze x-8>8 a (x—8)-8<8.

Odtud plyne: 8<x<9.
Vyhovujici dvojice jsou: (x,y) = {(8,8),(9,8)}.
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Nasli jsme dvojice stran obdélnikt, do kterych budeme vepisovat mnohothelniky.

Nyni zjistime mozné kombinace a, b, c, d.

ada) y=1,x=8 (resp.y=1,x=9)

8

Obr. 21

Nema smyl uvazovat, zda-li existuje n&jaka moZna kombinace a, b, c, d.
Tzn. jestli jde do obdélniku o stranach y = 1, x = 8 (resp. y = 1, x = 9) vepsat
n-uhelnik, ktery by 3el sloZit z tangramu. Divod, pro¢ nejde vepsat Zadny n-thelnik,
plyne z velikosti nejvétsiho trojuhelnikového tanu (obr. 22). Tento tan ma alespofi dvé

strany vét3i neZ jsou strany daného obdélniku.

SlozZen ze 4 zakladnich trojuhelnik

a=2
h=72
c=2-\/5.
Obr. 22
C

Obr. 23
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ad b)

¢ y=2,x=4
Podle (3) plati a’+b* +c*+d* =0
Podminky (5) a+b<4 a+d<2
c+d<4 b+c<2
Jediné feSeni a=bh=c=d=0
Obr. 24
4
o y=2’x=5
Podle (3) plati a’*+b* +c* +d* =4
Podminky (5) a+b<5 a+d<?2
c+d<5 b+c<2
Reseni a=b=c=d=1
1
Obr. 25
5
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Podle (3) plati a’+b*+ct+d* =4
Podminky (5) a+b<5 a+d<2
c+d<5 b+c<2
eSeni a=b=c=0
d=2
Obr. 26 2
5
o y= 2, r=8
Podle (3) plati a’+b*+c’+d* =8
Podminky (5) a+b<6 a+d<2
c+d=<6 b+c<2
eSeni a=b=0
c=d=2
Obr. 27 2
6
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Podle (3) plati a’+b*+c* +d* =8
Podminky (5) a+b<é6 a+d<2
c+d<6 b+c<2
Reseni a=c=0
b=d=2
Obr. 28 2
6
ad c)
& y=3,x=3
Podle (3) plati a+b* +c* +d* =2
Podminky (5) a+b<3 a+d<3
c+d <3 b+c<3
Reseni a=b=0
c=d=]
o
Obr. 29
1
3

26




Podle (3) plati al+b*+c*+d* =2
Podminky (5) a+b<3 a+d<3
c+d <3 b+c<3
Reseni a=c=0
b=d=]
1
Obr. 30 .
&
e y=3,x=4
Podle (3) plati a’+b*+c*+d* =8
Podminky (5) a+b<4 a+d<3
c+d <4 b+c<3
Reseni a=h=0
c=gd=2
Obr. 31
2
4

e




Podle (3) plati at+b*+c*+d* =8
Podminky (5) a+b<4 a+d<3
c+d<4 b+c<3
ReZeni g-—0Cc=2
bed=10
2
3
Obr. 32
4
@ y=3,x=5
Podle (3) plati a’*+b’ +ct+d’ =14
Podminky (5) a+b<5 a+d<3
c+d<5 b+c<3
Reseni a=42
b=3
c=1)
d=1
3
2
Obr. 33
1
o
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ad d)

Podle (3) plati a’+b*+c*+d* =14
Podminky (5) a+b<5 a+d<3

c+d=<5 b+c<3
Reseni a=1

b=3

c=0

d=2

1 3
Obr. 34 ?
2
5
& y=4,x=4

Podle (3) plati a’+b*+c*+d* =16
Podminky (5) a+b<4 a+d<4

c+d<4 b+c<4
Regeni a=b=c=0

d=4
Obr. 35 3 4

4
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Podle (3) plati a’+b*+ct+d* =16
Podminky (5) a+b<4 a+d<4
c+d<4 b+c<4
Reseni a=b=c=d=2
Obr. 36 "
2
4
o y=4,x=5
Podle (3) plati a+b*+c?+d* =24
Podminky (5) a+b<5 a+d<4
c+d=<5 b+c<4
Reseni a=d=2 a=b=2
1. c=4 2.c=4
b=0 d=0
nelze sloZit pomoci tangramu,
Obrazek protoZe nejsou splnény podminky:
l. c+d<5 2. b+c<4

<30~



ad e)

.:. y=4,x=6

Podle (3) plati a’+b* +c*+d* =32
Podminky (5) a+b<é6 a+d<4
c+d<6 b+c<4
Reseni ~a=b=4 , a=d=4
c=d =10 b=c=0
nelze sloZit pomoci tangramu,
ekl protoZe nejsou splnény podminky:
. a+b<6 5 a+d<4
c+d<6 b+c<4
% y=5,x=5
Podle (3) plati a’+b*+ct +d* =34
Podminky (5) a+b<5s a+d<5
c+d<5 b+c<5
Regeni ; a=b=4  a=d=l
c=d=1 b=c=4
nelze sloZit pomoci tangramu,
Obrazek protoZe nejsou splnény podminky:
l. a+b<5$ 2. b+c<5

L




Podle (3) plati a*+b* +c? +d* =34
Podminky (5) a+b<5 a+d<5
c+d <5 b+c<5
Reéeni a=4 c=4
3. b=c=3 4, a=b=3
d=0 d=0
nelze sloZit pomoci tangramu,
Obrtok protozZe nejsou splnény podminky:
3 b+c<5 g b+c<5
S a+b<5 S a+bs<5
Podle (3) plati a*+b*+c*+d* =34
Podminky (5) a+b<5 a+d<5
c+d<5 b+c<5
Reseni a=35 a=d=0
5. =3 6. b=35
c=d=0 c=3
nelze sloZit pomoci tangramu,
Obrazek protoZe nejsou splnény podminky:

5. a+b<5 6. b+c<5

AR -



Qe y:S,x=6

Podle (3) plati a*+b* +ct+d* =44
Podminky (5) a+b<6 a+d<5
c+d<6 b+c<5
Reseni a=6 a=b=2
l. b=c=2 2. ¢c=6
d=90 d=0
nelze slozit pomoci tangramu,
Obrazek protoZe nejsou splnény podminky:
1. a+d <5 2. b+c<5
Podle (3) plati at+b*+ct+d* =44
Podminky (5) a+b<6 a+d<5
c+d<6 b+c<5
Reseni a=5 c=5
3. b=c=3 4. a=b=3
d=1 d=1
nelze slozit pomoci tangramu,
protoZe nejsou splnény podminky:
Obrazek b+c<5
3. a+b<6 4. b+c<5
a+d<5

0



oo y= 6, x=06
Podle (3) plati a’+b*+c’+d* =56
Podminky (5) a+b<6 aga+d<6
c+d<6 b+c<6
Reseni a=6 a=06
].b=4 2.JE)=0
= =14
d=0 d=2
nelze slozit pomoci tangramu,
Obrazek protoZe nejsou splnény podminky:
1. a+b<6 2. a+d<6
* y=6,x=17
Podle (3) plati a’+b*+c*+d* =68
Podminky (5) a+b<7 a+d<6
c+d<T7 b+c<6
Reseni a=38
l. b=2
c=d=1
nelze vepsat do daného obdélniku,
Obrazek tento n-thelnik ma vétsi rozmér
jedné strany nez obdélnik.
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Podle (3) plati a’+b>+c*+d* =68
Podminky (5) a+b<7 a+d<6
c+d<17 b+c<6
Reseni a=6 a=c=4 a=7
2.b=c=43.b=6 4 b=c=3
d=0 d=0 d=1
nelze slozit pomoci tangramu, protoze
Okelrel nejsou splnény podminky:
2_a+bs73la+bs74.a+bs7
b+c<6 b+c<6 a+d<6
Podle (3) plati a*+b*+c' +d* =68
Podminky (5) a+b<7 a+d<6
c+d =<1 b+c<6
Reseni b=7
5 asrsd. & a=b=5 7 a=h=35
d=1 c=d=3 c¢=d=3
nelze sloZit pomoci tangramu, protoZe
nejsou splnény podminky:
Obrazek a+b<7 R
I T
b+c<6
b+c<6

35 .



ad g)

e y=7,x=17
Podle (3) plati a’ +b* +c*+d* =82
Podminky (5) a+b<7 a+d<7
c+d<7T b+c<7
Reseni a=9 a=8
1. =1 2. b=e=3
c=d=0 d=0
nelze vepsat do daného obdélniku,
Obrazek tento n-thelnik ma vétsi rozmér
jedné strany nez obdélnik.

Podle (3) plati

a’*+b*+c*+d* =82

Podminky (5) a+b<7 a+d<7
c+d <7 b+c<7
Reseni a=b=35 4 a=c=)5
c=d=4 b=d=4
nelze sloZit pomoci tangramu,
protoZe nejsou splnény podminky:
Gtz a+b<7 a+b<7
c+d=<T c+d<T
‘a+d<7 ‘a+d<7
b+c<7 b+c<7

.36~



B y=7,x=8

Podle (3) plati a’+b*+c* +d’ =96
Podminky (5) a+b<8 a+d<7
c+d<8 b+c<7
Reseni a=3§8 a=c=4
l. b=e=4 2. b=8
d=0 d=
nelze slozit pomoci tangramu,
rotoZe nejsou splnény podminky:
Obrizek P i) P y P i
a+d<7 5 a+b<8
"b+c<T7 " b+c<T
ad h)
oo y= 8’ r=9x
Podle (3) plati a*+b*+c*+d* =112
Podminky (5) a+b<8 a+d<8
c+d<8 b+c<8
Regeni a=8 ) a=c=d=4
" b=c=d=4  b=8
nelze sloZzit pomoci tangramu,
protoZe nejsou splnény podminky:
Obrézek a+b<8 a+b<8
c+d<8 c+d<8
"a+d<8 "a+d<8
b+c<8 b+c<8

e




Podle (3) plati a’+b* +c*+d* =112
Podminky (5) a+b<8 a+d<8§
c+d<8 b+c<8
Reseni L d=2 5 a=¢=3¢=06
a=b=c=6 b=2
nelze slozit pomoci tangramu,
At protoZe nejsou splnény podminky:
-a+b58 2'c+a’38
b+c<8 a+d<8
¢ y=8,x=9
Podle (3) plati a’+b* +c* +d* =128
Podminky (5) a+b<9 a+d<8
c+d<9 b+c<8
Regeni a=b=38
c=d=0
nelze sloZzit pomoci tangramu,
Obrazek protoZe neni splnéna podminka:
l. a+b<9
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Podle (3) plati a’+b*+ct+d* =128
Podminky (5) a+b<9 a+d<8
c+d<9 b+c<8
Reseni a=c=8
" b=d=0
nelze sloZit pomoci tangramu, protoZe n-uhelnik, ktery
bychom méli sloZit pomoci tangramu, je moc uzky se
nejveétsi tan by se tam nevesel (viz ad a)).
Obr. 37
8 8
9
Specidlni pfipady:

1. y=4,x=6,a=c=4,b=d=0

Obr. 38
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Zda se, Zze dany n-thelnik vkreslit do obdélniku jde. Ted’ se budu zabyvat tim,

jestli se tento n-thelnik da slozit pomoci tangramu.

Soucet iraciondlnich stran, vSech sedmi tani, které leZi po obvodu jednotlivych tanii

(obr. 39 ) je roven deseti.
b
A Y 5

A

Obr. 39: Pocet iracionalnich strany zakladnich trojihelniki u jednotlivych tant

Po obvodu n-thelnika (obr. 38) bude leZet osm iracionalnich stran, z toho tedy
vyplyva, Ze zbyvajici dvé iracionalni strany musi leZet uvnitt tangramového obrazce.
Pouze dva tany (stiedné velky trojihelnik a rovnobézniku) maji iraciondlni strany
rozloZeny tak, aby jedna iraciondlni strana mohla leZet po obvodu n-thelnika a druha
uvnitf. Z (obr. 38) vidime, Ze tyto dvé iraciondlni strany, které budou leZet uvnitf, viak
budou navzajem kolmé. A proto je nelze pfiloZit k sobé.

To znamenda, Ze tento n-uhelnik nepujde sestavit pomoci tangramu, protoZe
podle [3] se musi iraciondlni strany pfikladat k iraciondlnim a raciondlni strany

k raciondlnim, aby nam vznikl konvexni »n-uhelnik.

il




2. y=5,x=5,a=5b=0,c=3,d=0

Qbr. 40

Analogické vysvétleni jako u predchoziho piipadu.

3. y=S5,x=S,a=4,b=1,c=4,d=1

Obr. 41

V tomto piipadé musi lezet vech deset iracionalnich stran po obvodu vepsaného
n-thelnika. Jak je z obr. 41 patrné, neni moZné umistit rovnobé&znik tak, aby obé jeho
iracionalni strany lezely po obvodu n-tihelnika. Proto také tento n-uhelnik nelze sestavit

pomoci tangramu.
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4.2. MRIZOVE OBRAZCE TANGRAMU

MfiZovy tangram je takovy obrazec tangramu, ktery milZeme umistit
(tangramem muzZeme i vhodn& pootolit) na miiZ tak, aby se vSechny vrcholy vSech
sedmi tant kryly s body mfiZe a Zadny neleZel mimo danou mfiZ (napf. obr. 42).

Obr. 42: MiiZovy tangram

U mfiZového tangramu lze vypoditat stupeil nekonvexivity v. Nejprve obrazec
doplnime na konvexni mnohothelnik minimalniho obsahu, a pak ur¢ime v, jako potet
zékladnich trojuhelniki, o které se obsah obrazce doplnénim zvysil (v nadem ptikladu
v =19, obr. 43).

Obr. 43: Stupeii nekonvexivity, tj. nejmensi pocet zakladnich trojuhelnik,
které dopliiuji dany obrazec na konvexni n-thelnik

82 =




MtiZzové tangramové obrazce jsou jednim z otevienych problémi, které nejsou
stale plné dofeseny, mluvi se o nich pouze v publikaci [2] a to velmi povrchné. Tam se
také muZzeme dozveédét, Ze jesté neni upln€ pfesné fedeno, jaky nejveétdi stupen
nekonvexivity u n-helnikli existuje. Autor uvadi, Ze mizZe existovat n-thelnik, ktery

ma maximalné v = 56.

Mné osobné se zatim povedlo najit takovy n-uhelnik, ktery ma v = 41 (obr. 44).

Obr. 44

43«



4. 3. DELITELNE OBRAZCE TANGRAMU

Délitelny tangramovy obrazec, je kazdy obrazec, ktery se da rozlozit na dva
identické dily. Mluvime o tzv. délitelnych spojitych mfiZovanych obrazovych
tangramech. Podle [2] existuje 65 takovych ,,dvojéatovych® obrazcli. Napf. na obr. 45a,

46a a 47a. Redeni rozkladu na obr. 45b, 46b, 47b.

H 7 A
HJ A

Obr. 45a Obr. 46a Obr. 47a

d O

ResSeni. :

A
VN

Obr. 45b Obr. 46b Obr.47b
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4. 4. PARADOXY OBRAZCE TANGRAMU

Jedna se o tangramové obrazce, které se zdaji byt stejné, ale vzdy se lisi jednim
detailem. Jak je to mozné? Neni v tom nic zdsadniho, jde pouze o opticky klam, kazdy
obrazek je sloZen jinym zpusobem a jeden obrazek ma vzdy zakladni rozméry ponékud

jiné nez ten druhy.

Napifiklad:
Obr. 48a Obr. 49a
Reseni:

<4
AN

Obr. 48b Obr. 49b
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5. Sbirka uloh

5. 1. Vyfeste paradoxy:

A, B,

Obr. 50a Obr. 50b

Obr. 50c Obr. 50d

Obr. 50e Obr. 50f
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5. 2. Reste délitelné obrazce tangramu:

e
7
)
)

Obr. 51¢

Obr. 51b

Obr. 51d

. By



Obr. 51e Obr. 51f

5. 3. Mfizové obrazce tangramu:

1. ptekreslete tangramy do miiZové sité a urCete jejich stupen nekonvexivity (v)

A, B,

Obr. 52a Obr. 52b

-48 -




1 A

Obr. 52¢ Obr. 52d
E, F,

Obr. 52 Obr. 52f
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2.
A, Piesuiite nebo pootodte jednim tanem, tak aby se stupefi nekonvexivity sniZil o tfi

X

Qbr. 53a

B, Presuiite nebo pootoéte jednim tanem, tak aby se stupefi nekonvexivity nezménil

I

Qbr. 53b

C, Ptesuiite nebo pootodte jednim tanem, tak aby se stupeii nekonvexivity zvysil o 7

Qbr. 53¢

= 50




5. 4. Konvexni n-uhelniky:

A, Dokazte, Zze z dilt tangramu lze slozit jen takové konvexni n-uhelniky, které
maji n<8.

B, UkaZte, Ze tyto n-uhelniky mohou mit vnitini thly jen o velikostech 45°, 90°,
135°.

C. Ma-li konvexni n-uhelnik sloZeny z dili tangramu p thla velikosti 45°, g uhla

velikosti 90° a r ahla velikosti 135° pak plati: g =8-n-2p a r=2n+p-8.

Dokazte.

5. 5. Pomoci tangramu vytvoite obrazek:

A, zidle B, svicky
C, pismen z abecedy D, &islic
E, zajice F, kladiva
G, plachetnice H, Sipky
I, domu J, stromu

5. 6. Sestavte dané obrazky:

A, B,

Obr. 54a Obr. 54b

.



Obr. 54¢

Obr. 54e
G,

Obr. 54¢

Obr. 54d

X

Obr. 54f

Y

Obr. 54h

B2



6. ReSeni
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3. MfiZové obrazce tangramu:

1.A, v=19
Obr. 57a
i v=19
Qbr. 57¢
E, v=16
Obr. 57e

Obr. 57b

25

D, v

Obr. 57d

]

E, v=28

Obr. 57f

285 =




2.A, v=30

napt. v =27

Obr. 58a

B, v=26

Obr. 58¢

C, v=29

Qbr. 58e

Obr. 58b

napf. v =26

Obr. 58d

napt. v =36

Obr. 58f

-56 -




4. Konvexni n-uhelniky:
A, B, viz strana 18-19
C, Soucet vnitfnich thli v mnohouhelniku ozna¢ime N, pak plati

N=p-45 +4q-90° +r-135°, (1)
kde p je pocet ostrych uhli, g je pocet pravych uhld, r je pocet tupych uhla
mnohothelniku. Dale je v tomto dikazu dulezita jednoducha vlastnost mnohothelniku,
a sice ta, Ze soucet viech tihli konvexniho mnohothelniku (ktery ma » stran) je roven

N =(n-2)-180". )

Vztah mezi po¢tem stran a po¢tem uhli miZzeme vyjadfit vztahem n=p+g+r. (3)

Po dosazeni rovnice (2) do (1) dostaneme:

p-45 +q-90° +r-135° =(n-2)-180°. 4)

Po vyjadieni ¢ (pravy thel) z rovnice (3) a (4) dostaneme nasledujici vztah

q=8-n-2p (%)

kde p,g=0

Z toho plyne, Ze mnohothelnik miZe mit max. 8 stran a existuje pouze omezeny pocet

moznych vysledki pro neznamé p, g, r, n.

.




Néktera reSeni:

Podet stran:  6-tthelnik

p=0,r=4,q=2
Obr. 59a Obr. 59b

5-ihelnik

y

p=0,r=2,q=3 p=1,r=3, 9=l
Obr. 59¢ Obr. 59d

4-uhelnik

p=0,r=0, q=4
Obr. 59¢ Obr. 59f
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p=2,r=2,q=0
Obr. 59¢g

p=1,r=1,q=2
Obr. 59;

3-uhelnik

p=2,r=0,q=1

Obr. 59k

Obr. 5%h
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5. obrazky pomoci tangramu

Obr. 60b

Obr. 60a

Obr. 60c
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7. Zavér

Diplomova préace nepfedstavuje uzavienou problematiku. Jejim ukolem spise je,
aby upozornila na moZnosti vyuziti daného tématu a pfispéla k moZné inspiraci a zajmu
0 hlubsi prozkoumani ur¢itych neuzavienych a dosud nevyjasnénych témat, jako je
napf. problematika m¥iZovych tangramovych obrazct.

Praktické vyuZiti této prace muize byt pro zpestfeni vyuky, v zajmové
matematice nebo riznych podobnych matematickych krouZcich. Ale mohou v ni najit
inspiraci i lidé, ktefi se na tangram divaji pouze jako na skladatku. Mohou vyuZit
piiklady z ptiloZené sbirky a vyzkousSet skladani mfiZzovych tangramovych obrazci nebo
napf. mohou zkoumat paradoxy, které se také u téchto obrazcl vyskytuji.

PfiloZzené ulohy pomahaji rozvoji geometrického mysleni a kombinaénich

schopnosti.
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PRILOHY



1.

Adresa: http://www.fwend.com/tangram.htm
(pro spusténi programu stisknéte START TANGRAM)
A, s obrysem hledaného tangramu:
Popis: Levd cdst apletu: je mistem, kde se sklddaji jednotlivé figury do zadaného obrysu
hledaného tangramu
Prava édst apletu: zde leZi jednotlivé tany, kterymi se vypliiuje dany obrys
Ukolem je umistit vech sedm tani tak, aby Zadny dilek nikde nepfesahoval obrys, aby
se Z4dné dilky nepfekryvaly a naopak nikde nebyla Zddna mezera mezi dily.
Tladitka: "easy, medium, hard" (obtiZnost)
"solve" (ukéZe fedeni)
"clear" (vrati dilky z obrysu na své ptivodni misto)
"back" , "next" (posunuji dalsi obrysy )
"help" (ukaZe napovédu, tykajici se ovladani a otaCeni dilki)

tangram : easy: 0



http://www.fwend.com/tangram.htm

B, bez obrysu hledaného tangramu

Adresa:

http://www.curiouser.co.uk/frames/creframe.html ?http://www.curiouser.co.uk/tangram/

Popis: Levd cdst apletu: je mistem, kde se skladaji jednotlivé figury, na zaCdtku jsou
jednotlivé tany rozloZeny podél stran této €asti,

Prava ¢dst apletu: zde lezi vzor, pro skladani dané figury, pro ovéfeni spravnosti
feseni nebo pro napovédu stati ukazat na dany vzor mysi a levym tlatitkem na ngj
poklepat

Tlaéditka: "new" (program vybere libovolnou jinou figuru i mimo potadi)

"reset" (rozloZi tany do ptivodni polohy)

"<<", ">>" (slouZi k posunovéni a vyhledévéani dal3ich figur)



http://wwwxur%c3%adouserxo.uk/frames/creframe.html?http://wwwxur%c3%adouserxo.i%c3%ba%5e

