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Anotace

Bakalarska préace je zamérena na problematiku nerovnosti a jejich dokazovani a re-
prezentaci problémi v programu GeoGebra Classic 5. Prvni ¢ast bakalarské prace
se zabyva nékterymi druhy matematickych praméra (aritmeticky, geometricky, har-
monicky a kvadraticky). Druha ¢ast bakalarské prace se soustfeduje na vybrané
nerovnosti pro trojihelniky a jejich generalizace pro ¢tyfihelniky (Izoperimetricky
problém, Weitzenbdckova nerovnost a Eulertiv vztah pro stied kruznice opsané a

stfed kruznice vepsangé).

Abstract

The bachelor’s thesis is focused on the issues of inequalities and it’s proving and
it’s representation in program GeoGebra Classic 5. The first part of the bachelor’s
thesis is focused on some types of mathematical means (arithmetic, geometric, har-
monic and quadratic). The second part of the bachelor’s thesis is focused on chosen
inequalities for triangles and quadrilaterals (Isoperimetric problem, Weitzenbeck’s

inequality and Euler problem for centre of circumcircle and centre of incircle).
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1 Uvod

Cilem této bakalarské prace je predstavit nékolik zédkladnich nerovnosti a jejich di-
kazi. Zaroven je mym cilem pro kazdou nerovnost vytvorit applet v programu Geo-
Gebra, ktery by slouzil pro lepsi pfedstaveni a nasledné pochopeni dané nerovnosti.
Za timto ucelem vyuziji programu GeoGebra Classic 5. K umoznéni p¥istupu k témto
appletiim jsem vyuzil GeoGebru online. Vytvofil jsem vlastni GeoGebra knihu, ve
které jsou vSechny applety volné k dispozici (https://www.geogebra.org/m/ukucrmty).

V prvni kapitole této bakalaiské prace se budu zabyvat priméry. Konkrétné
aritmetickym, geometrickym, harmonickym a kvadratickym. Uvedu jejich definice a
jejich geometrické reprezentace. Uvedu také nerovnost, ktera mezi jednotlivymi, vyse
zminénymi, priméry plati, a zaroven uvedu algebraicky diikaz této nerovnosti pro
dva prvky. Kromé algebraického dikazu pro dva prvky uvedu také dva geometrické
dikazy.

V dalsi kapitole uvedu jednotlivé vybrané nerovnosti. Jmenovité to jsou Izope-
rimetrickd nerovnost, kterd vyjadiuje vztah mezi obvodem a obsahem trojthelnika
nebo ¢tyftuhelnika. Dale to bude Weitzenbdckova nerovnost, ktera se zabyva vztahem
mezi souctem ¢tverci stran trojuhelnika/¢tyiuhelnika a jeho obsahem. A v posledni
¢asti to bude Eulertiv vztah mezi vzdalenosti mezi stifedem kruznice opsané troji-
helniku a stfedem kruznice vepsané trojuhelniku a jeji generalizaci pro ¢tyftahelnik.

Toto téma jsem si vybral z prostého duvodu. Jednotlivé nerovnosti se mi zdaly
pomérné zajimavé, a chtél jsem o nich zjistit néco vic. Zaroven jsem byl presvédcen,
7e postupy diikazi jednotlivych nerovnosti by se mohly néjakym zplisobem vyuzit
ve vyuce na zakladni nebo stfedni skole.

Applety jsou vytvoreny v programu GeoGebra Classic 5 a bakalaiska prace je

zpracovand v popisovacim jazyce WTEXv programu Texmaker 4.4.1.



2  Priméry

V této kapitole si predstavime aritmeticky, geometricky, harmonicky a kvadraticky
prumér. Divodem pro predstaveni téchto priméra je, Ze mezi nimi plati zajimavé

nerovnosti. V této kapitole byla pouzita prevazné literatura [1], [2].

2.1 Aritmeticky pramér

Jako aritmeticky pramér ¢isel z1,z9,23...2,, n € N, z; € Rai e {1,2,3...n}
definujeme:
T1+ZTo+T3+ ...+ Ty

A(Il,l'g,.rg...l'n) = n (1)

Lze tici, ze aritmeticky primér predstavuje soucet vSech zadanych cisel vydéleny
poctem zadanych ¢&isel.
2.1.1 Geometricka interpretace aritmetického priméru

Jako geometrickou interpretaci aritmetického priiméru pro ¢isla a,b > 0 si mizeme

predstavit polomér Thaletovy! kruZnice sestrojené nad tiseckou AB délky a + b.

C

Obréazek 1: Geometrickd interpretace aritmetického priméru

!Thaletova véta - Sestrojime - li nad tseckou AB kruZnici tak, Ze stfed kruznice lezi ve stiedu
usetky AB a usecka AB tvofii jeji prumér, tak kazdy bod C' na kruznici bude tvofit pravoihly
trojuhelnik.



2.2 Geometricky priumér

Jako geometricky prumér cisel xq,x9,23...2,, v; € R, 2z; > 0an € N, 1 €

{1,2,3...n} definujeme:

G(xl,xg,xg...azn): {L/I'l'QZQ'I'g'...'JZn (2)

Geometricky prumér je definovan jako soucin vSech zadanych ¢isel odmocnény od-

mocninou stupné poctu zadanych cisel.

2.2.1 Geometricka interpretace geometrického priméru

Jako geometrickou interpretaci geometrického priméru pro ¢isla a,b > 0 si muzeme
predstavit néasledujici konstrukei.

Sestrojime si tsecku AB o délce a + b. Na této tsecce si vyznacime bod P. Bod
P bude lezet na tsecce AB tak, aby jeho vzdalenost od bodu A byla rovna a. Poté
sestrojime Thaletovu kruznici nad tseckou AB. Nasledné vztyc¢ime kolmici v bodé
P. Tato kolmice protne Thaletovu kruznici v bodé C. Z Eukleidovy véty o vysce
vime, ze |PC|?> = a - b, z tohoto vztahu vyvodime |PC| = v/a - b.

Obrazek 2: Geometricka interpretace geometrického primeéru



2.3 Harmonicky primeér
Jako harmonicky prameér ¢isel 1, x9, 23 ... 2p,x; E Ry z; #0,m € Nji € {1,2,3...n}

definujeme:

n
1 1 1 1
$1+I2+$3+"'+zn

H(Q?l, T, xgxn) =

(3)

Harmonicky priumér je definovan jako prevracena hodnota aritmetického priuméru

prevracenych hodnot.

2.3.1 Geometricki interpretace harmonického priméru

Jako geometrickou interpretaci harmonického prumeéru pro ¢isla a,b > 0 si muzeme
predstavit nasledujici konstrukci.

K této konstrukei vyuzijeme piedchozi dva priméry, tedy aritmeticky a geome-
tricky. Sestrojime si tisecku AB o délce a + b. Nad ni sestrojime Thaletovu kruz-
nici a aritmeticky a geometricky primér. Dostaneme APSC, kde |PC| = Vab
a |SC| = “T“’ Na tsecku SC' si sestrojime kolmici tak, aby prochéazela bodem P.
Prisec¢ik kolmice s tseckou SC' si oznacime jako () a tsecku CQ) si oznacime jako
h. Z Pythaghorovy véty vidime, ze v APCQ plati, 7e |PQJ*> = (Vab)? — h?. A z
APSC vidime podle Eukleidovy véty, Ze plati |PQ|* = h - (%% — h). Nyn{ miZeme

oba dva vyrazy porovnat:

2
ab_n2=p. Tl e
2
a+b
ab=nh 5
2ab B
at+b
2
h=1—77
ath

Jak vidime, |C'Q)| ndm predstavuje hledany harmonicky pramér.
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Obrazek 3: Geometricka interpretace harmonického prumeéru

2.4 Kvadraticky primér

Jako kvadraticky pramér ¢éisel xy,z9,23...2,, ©; € R, n € Ny i € {1,2,3...n}

definujeme:

4 a3+t + a2

n

Q(x1, T2, 3...7,) = \/ (4)

Kvadraticky primeér je tedy definovan jako odmocnina ze zlomku souc¢tu druhych

mocnin hodnot a celkového pocétu hodnot.

2.4.1 Geometricka reprezentace kvadratického primeéru

Jako geometrickou interpretaci kvadratického priméru pro ¢isla a,b > 0 si mizeme
predstavit néasledujici konstrukci.

Sestrojime si uisecku AB o délce a + b. Nad ni sestrojime Thaletovu kruznici
a aritmeticky prumér tak, aby byl kolmy na tsecku AB. V misté, kde tato kolmice
protne Thaletovu kruznici, vznikne bod D. Tento bod spojime s bodem P, ktery se
nachazi na usec¢ce AB ve vzdalenosti a od bodu A. Dostaneme tedy tsecku D P, kteréa
je kvadratickym primérem. Nyni si ukdzeme, Ze to plati. Oznacime si: PS = “T“’ —

a+b
a DS =192

a

11



2 2
DP2:(Q—2H)> +(a—21—b_a>
2 2
» (a+b b—a
o= (1) + ()

Dp? — a2+2ab+bz+b2—2ab+a2
4 4
Dp? — 2a® + 2b°
4
Dp? — a® + b?
2
pp—,[EEY
2

Tedy |DC| nam piedstavuje kvadraticky pramér hodnot a, b.

D

Obrazek 4: Geometricka interpretace kvadratického priméru
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2.5 Vztah mezi prameéry

V predchozich kapitolach jsme si uvedli ¢tyii zakladni matematické priaméry. Mezi
témito priméry plati dilezity vztah. Dukazy uvedu pouze pro dvé hodnoty a,b > 0,
ne obecné pro n hodnot. 7Z téchto dikazi bude plynout néasledujici vztah:
Necht x > 0, tak plati
Q>A>G>H (5)

Rovnost prumeéri nastdvd pouze tehdy, pokud jsou zadané hodnoty stejné.

Pokud jsou dvé ¢isla rizna, nerovnost bude vzdy ostra.

2.5.1 Algebraicky dtkaz

Ptredvedeme si jednoduchy diukaz vysSe uvedené nerovnosti. Tento diukaz by bylo
vhodné uvést ve t¥idé na druhém stupni.
Nejprve dokazeme nerovnost (Q > A, diukaz provedeme pro ¢isla a,b € Ra a,b >

0 . Do dokazované nerovnosti si nasledné dosadime ¢isla a, b.

0 < (a—b)?
0<a®—2ab+b* |-(-1)
0>2ab—a*—b* |+ 2a*+2b°

2a* + 2b> > a® + 2ab + b* |-

A

a® + b? S a® + 2ab + b?

2 - 4
a?+ v _ (a+b)?
>
> 21 WV

[a? + b? S a+b‘
2 - 2

Rovnost nastava, kdyz a = b.
Vyraz na pravé strané nerovnosti bude vzdy kladny, tudiz nerovnost, ke které

jsme postupnymi upravami dosli, musi také platit. Tedy plati, ze @) > A.
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Stejnym zplusobem dokdzeme i nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym
prumérem A > G. Opét to bude dukaz pro ¢isla a,b € R a a,b > 0. Po dosazeni

dostaneme nésledujici nerovnost.

(a—b)*>0
a®—2ab+b>>0 |+ 4ab

1
a® + 2ab + b* > 4ab |é_l

2 2
a*+2ab+0b > ab

4

(a+b)?

— za v

“;bz\/@.

Rovnost nastava, kdyz a = b.

Pivodni nerovnost bude platit pro jakékoliv a,b. Postupnymi tpravami jsme
tedy opét dosli k nerovnosti, kterd bude vzdy pravdiva. Mizeme tedy nerovnost
A > G prohlasit za pravdivou.

Nyni zbyva uz jen dokdzat nerovnost mezi geometrickym a harmonickym prii-
mérem G > H. K tomu vyuzijeme piedchozi dokdzanou nerovnost A > G. Dikaz

opét provedeme pro ¢isla a,b € R a,b > 0. Dosadime je do vztahu A > G.

b
"> Vab | -ab

a+b-\/%2ab | -
2 a-+b

\/@Z 2ab

a+b
2
vab >

1 1
ats

Rovnost nastava, kdyz a = b.

7 platné nerovnosti jsme opét pomoci tiprav dosli k pozadovanému tvaru nerov-

nosti. Dokéazali jsme tedy, zZe nerovnost G > H plati, vyuzitim pifedem dokizané
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nerovnosti A > G.
Dokéazali jsme postupné tedy, ze plati tyto tii nerovnosti Q > A, A > G a G >
H. Kdyz tyto tfi nerovnosti slozime dohromady, dostaneme nés pozadovany tvar:

Q>A>G>H.

2.5.2 Geometricky dikaz

Nerovnost mezi jednotlivymi druhy priméru se da reprezentovat i geometricky.
Pro studenty by mohlo byt vhodné si jeden geometricky dikaz vyzkouset. Tento
dikaz je z knihy [3].

Do jednoho utvaru mazeme vSechny vyse uvedené praméry ¢isel a,b > 0 zkon-
struovat nasledujicim zpusobem. Nejprve si narysujeme tsecku AB o délce a, poté
narysujeme tsecku BC' o velikosti b tak, aby nam vznikla tisecka AC o velikosti a+b.
Poté si zkonstruujeme bod D, ktery je stfedem tsecky AC. Tento bod vyuzijeme
ke konstrukci Thaletovy kruznice nad tseckou AC. Poté muzeme vztycit v bodé
B kolmici na tsecku AC. V misté, kde tato kolmice protne Thaletovu kruznici,
vznikne bod E a bude platit |BE| = vab. V nasledujicim kroku spojime bod E
s bodem D. Plati, ze |[ED| = “2,

Protoze z predchozi kapitoly vime, Ze harmonicky prumér lezi na pravouhlém
trojihelniku tak, Zze geometricky prumér tvoii jeho preponu a kvadraticky prumér
lezi na pravouhlém trojihelniku tak, ze kvadraticky priamér tvoii pieponu. Této
znalosti vyuzijeme a zkonstruujeme kolmici f na tsecku ED v bodé D. Déle pove-
deme rovnobézku s tseckou DE do bodu B. V misté, kde tato rovnobézka protne
kolmici f, vznikne bod F. Plati, ze |BF| = % Kvadraticky prumér zkonstruujeme
tak, ze si dopocitame délku odvésny, ktera lezi na kolmici f. Tuto délku si oznac¢ime
jako x. Podobnym zpiisobem bychom si mohli dopocitat i odvésnu F'E. pouzijeme

Pythagorovu vétu.

15



2
a2 + b2 s (a+b\?
2 —r
a®+ b, a®+2ab+ b
R e

2a% +20* = a® + 2ab + b* + 42* | —a® — 2ab — b?

a’® — 2ab + bv? = 422

| =

Kdyz ted zname velikost x, sta¢i v bodé E sestrojit kruznici o poloméru z.

V misté, kde tato kruznice protne kolmici f, vznikne bod G. Spojenim bodu G a D

. . % . . 2 2
vznikne dsecka G D o velikosti \/%.

F atb a? 4 b?
ab 2 9

2ab
a+b

b+a
2
A B D c

b_
|IAB|=a |BD|= 2“ IBC|=b

|DC| =

Obrazek 5: Geometricky diikaz nerovnosti mezi priméry

Timto mame sestrojen geometricky dikaz nerovnosti mezi priméry. Na prvni

pohled je ziejmé, Ze plati:

16



2.5.3 GeoGebra ovéreni

Tento dikaz bychom si mohli jednoduse verifikovat i v programu GeoGebra. Stacilo
by vyuzit vyse zminénou konstrukei a za pomoci posuvniki a objekti vytvorit applet
na numerické ovéreni.

Pomoci posuvnikii si miuzeme z ¢isel a,b udélat proménné s ur€enym nézvem.
V naSem piipadé to bude a, b. GeoGebra nam poté umozni se na tyto hodnoty
odkazovat za pomoci funkce Text. V této funkci muzeme vytvaret objekty, které
poté dynamicky reaguji na zménu velikosti ¢isel a, b.

Na obrazku 7 muzeme vidét priklad, jak to muze vypadat. Muzeme vidét, Ze
program GeoGebra vyuziva popisovaciho jazyku IXTEX. S jeho pomoci miZzeme tedy
vytvorit applet, ktery bude reagovat na zmény posuvniki, tedy zmén hodnot pro-
ménnych a, b.

Uzivatel si muze tedy lépe predstavit, jak se rozdil mezi velikostmi jednotlivych

priméri muze ménit v zavislosti na hodnotach a, b.

34

=2
S G H<G<A<Q
o E . 2.67 < 2.83 <3 < 3.16
ca+b
F \ 5 Cl2 + b2
Vab \\ 9
\
\
B \
2ab \
\
a+b \\
\
\ b+a
\[ e =
= \ 2
A B D o}

b—
AB|=a |BD|= 2a IBC|=b

Obrazek 6: Numericky applet
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@ Text X

Upravy
2(ab)/(a+b)<(@ab)*(1/2)<(a+b)/2<((@ +b?)/2)"1/2)

LaTeX vzorec- ‘ Symboly- ‘ Objekty-

o [ 0 T T T [ T [ |

Nahled
267<283<3<3.16

i Napovéda OK Storno

Obrazek 7: Textové pole zafizujici vypocet priuméra

2.5.4 Geometricky dikaz 2

Nerovnost mezi jednotlivymi pruméry lze snadno a prehledné zkonstruovat i v ramci
jednoho lichobézniku, kde jeho rovnobézné strany maji velikosti a, b, jak je uvedeno
v [4].

Nejprve si zkonstruujeme aritmeticky prumeér. Nejprve si zkonstruujeme lichobéz-
nik s vrcholy A, B, C, D. Poté si udélame stfedy stran, které nejsou rovnobézné, tedy
stfedy stran BC' a DA, tyto stfedy pojmenujeme M a N. Témito stiedy povedeme
rovnobézku se stranou AB. Usek mezi body M a N je roven aritmetickému praméru.

Dalgimi konstrukcemi toto tvrzeni dokdZzeme. Body AB povedeme piimku k
a body BN piimku [. Na pruse¢iku piimky k a pfimky [ si oznaCime bod FE.
Timto zpusobem nam vznikly dva trojiuhelniky ADCN a ABEN. Vime, 7e tsek
|CN| = |BN|, a ze |DM| = |MA|, protoze body M a N jsou stiedy stran. Také
vime, ze ZDNC ~ /BNE, kdyz to zkombinujeme se znalosti, ze DC||AB, a ze
/BEN ~ /NDC, dostavame podobnost mezi trojihelniky ABEN ~ ADCN.
7 této podobnosti dostaneme, 7e |DC| = |BE| a 7e |DN| = |NE].

Vzhledem k této znalosti muzeme fict, ze usecka M N je stiedni pfickou AAED.
Pro tuto stfedni pficku plati néasledujici vztah. |[MN| = @
|AE| = |AB| + |BE|. To muzeme dosadit a dostaneme |[MN| = %. Tedy

. A o velikosti usecky

|[MN| =%t coz je hledany aritmeticky primer.

Harmonicky primeér si v lichobézniku zkonstruujeme a dokazeme nasledujicim
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Obrazek 8: Geometricka reprezentace aritmetického pruméru v lichobézniku

zpusobem. Méjme lichobéznik s vrcholy A, B, C, D. Sestrojme si jeho thlopficky AC

a BD a misto, kde se tyto thlopficky protnou, si oznac¢ime jako bod F'. Timto bodem
poté povedeme rovnobézku k se stranou AD a rovnobézku [ se stranou AB. Rovno-
bézka k protne zakladny lichobézniku v bodech H, G. Spolu s rovnobézkou k a thlo-
piickami lichobézniku nam vznikly ¢tyti trojuhelniky ADFG, AGFC,AAHF, ABFH.
Podle véty uu muzeme tict, ze ADFG ~ ABFH a AGFC ~ ANAHF.

7 této podobnosti muzeme vyvodit néasledujici vztah. % = L = b_TQC 7 této
rovnosti vyvodime nésledujici vztah.
x b—ux
= ~x(a—x
—=— |rala-2)
2> =(b—1z)(a— 1)
2 2 2
r*=ab—br —ar+z° |—2°+ar+bx
ar + bx = ab
(a+b)=ab | —
z(a =a .
a+b
ab
r = :
a+b

Dostavame tedy jednu polovinu harmonického priméru. Kdybychom chtéli do-
stat i tu druhou polovinu, tak bychom museli rovnobézku k vést bodem F' rovno-
béznou se stranou BC.

Timto zptisobem bychom zjistili, ze i druh4 ¢ast se rovna tomu samému, a dostali

2ab

=% coZ by byl nas hledany harmonicky prameér.

bychom vztah 2x =
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Obrazek 9: Geometricka reprezentace harmonického prumeéru v lichobézniku

Jako dalsi primér si zkonstruujeme geometricky primér. Mame lichobéznik s vr-
choly A, B,C, D. Spodni zakladnu prodlouzime tak, aby jeji délka byla rovna a + b.
Poté si najdeme stied této noveé vzniklé strany BE. Ze stfedu R strany BE si zkon-
struujeme Thaletovu kruznici a z bodu B povedeme kolmici na stranu BE. V misté,
kde tato kolmice protne Thaletovu kruznici, si vyzna¢ime bod F'. Z piedchozi kapi-
toly vime, Ze tsecka BF je rovna velikosti geometrického priumeéru. Ted uz tedy jen

sta¢i dostat tuto usecku do naseho lichobéZniku.

Obrazek 10: Geometricka reprezentace geometrického primeéru v lichobézniku

Preneseni tsecky provedeme nasledujicim zpusobem. Sestrojme si kruznici se
stfedem v bodé A a s polomérem rovnym velikosti usecky BF'. Misto, kde tato
kruznice protne usecku AF, si oznac¢ime bod (). Bodem () povedeme rovnobézku
se stranou AD. Misto, kde tato rovnobézka protne stranu BC', si oznac¢ime bod N.
Timto bodem poté vedeme rovnobézku se stranou AB. V misté, kde tato rovnobézka

protne tise¢ku AD si oznacime bod M. Usecka M N je nasim hledanym geometrickym
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primérem.

Obrazek 11: Geometricka reprezentace geometrického primeéru v lichobézniku

Jako posledni nam zbyva kvadraticky pramér. Méjme lichobéznik ABC' D a tisecku
MN, u které budeme predpokladat, ze déli lichobéznik na dva dalsi lichobézniky,
které maji stejné obsahy. Vznikly nam tak tii rtizné lichobézniky. Jsou to lichobéz-
niky ABCD, MNCD, ABN M. Ve stejném potradi jsou i jejich vysky, h, hy, hy. Déle
ozna¢ime AB =a,CD =ba MN =c.

D C

A- ®

Obrazek 12: Lichobéznik rozdélen na tii lichobézniky

Obsahy jednotlivych lichobézniki si mizeme zapsat nasledovné S = (agb)h, S =

(a+c 3 SQ (b+c
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Také vime, ze S = Sy, + S3 a h = hy + ha. A z naSeho predpokladu o stejnych
obsazich muzeme napsat, 7ze S = 257 a S = 25;. Dostavame tedy dvé rovnice.

Z prvni rovnice odvodime:

(a+b)h 1

2 = (a+c)hs |'(a+c)h
(a+b) _ hy
2a+c)  h’

7 druhé rovnice odvodime:

(a+b)h 1
I A e
(a—l—b)ihl

2b+¢) h

Dale pak:

hi  hs  hy+ hs
— 4+ == =1.
n T T H
Z vySe uvedenych vztahi dostaneme:

(a+0b) (a+0)
2(b+¢) 2(a+c)

(a+B)(a+e)+(a+b)b+c)=2(b+c)a+0)

=1 [-2(b+c)(a+c)

a® + ac + ab+ be + ab + ac + b* + be = 2(ab + be + ac + )
a® + ac+ ab + be + ab + ac + b* + be = 2ab + 2bc + 2ac + 262

a® + b? + 2ab + 2ac + 2bc = 2ab + 2bc + 2ac + 2¢* | — 2ab — 2ac — 2bc

1
a® 4+ b* =2c° ]5

2 12
o a”+b '
¢ =— KBV

a? + b?
c= :
2

Dokéazali jsme tedy, ze tsek MN je hledany kvadraticky pramér. Ted je jesté

potieba ukazat, jak tento tisek v lichobézniku zkonstruujeme.
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Ke konstrukci nAm pomtze poznamka, Ze vzorec pro kvadraticky primér miazeme

zapsat také jako ¢ = V“j/ng = ﬁVSQH’Q. Vyraz v/a? + b2 je piepona pravouhlého

trojihelniku s rameny o délce a, b.

Obréazek 13: Pravotuhly trojuhelnik s pfeponou v/a? + b2

Diky tseéce |AE| o délce v/a%+ b? miZeme zkonstruovat pravoihly rovnora-
menny trojihelnik s rameny o délce v/a2 + b2. Tudiz jeho piepona bude dlouha
V2v/a? + b2. Kdyz tuto pieponu pfepilime, dostaneme kvadraticky pramér. Ten uz
pak bude stacit jen presunout do lichobézniku.

To udélame nasledovné. Vytvotime kruznici se stfedem v bodé A a s polomérem
rovnym %ﬂ\/m V misté, kde nam tato kruznice protne stranu AB si oznac¢ime
bod J. Bodem J si nasledovné vedeme rovnobézku se stranou AD. Misto, kde tato
rovnobézka protne stranu BC', si oznac¢ime jako bod N. Poté uz jen staci, kdyz
bodem N povedeme rovnobézku se stranou AB, a misto, kde tato rovnobézka protne
stranu AD, si ozna¢ime jako bod M. Usetka MN nam piedstavuje kvadraticky

prumeér.

Obrazek 14: Geometricka reprezentace kvadratického priuméru v lichobézniku
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Ukazali jsme si tedy, ze vSechny vySe uvedené priuméry se daji zakreslit do li-
chobé&Zniku. Ted si muzeme ukézat, jak by to vypadalo, kdybychom vSechny kon-

strukce udélali do jednoho lichobézniku.

D C

/ BN

Obréazek 15: V8echny priméry v lichobézniku

Na prvni pohled je zfejmé, Ze nerovnost plati timto zpisobem:

Rovnost nastava pouze tehdy, plati-li, 7e |AB| = |CD|. Tedy jedna-li se o rov-

nobéznik.
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2.5.5 GeoGebra ovéreni

Pro tento dikaz si mizeme také jednoduse vytvorit algebraicky applet v programu
GeoGebra.

Vytvoiime si dva posuvniky s nazvy a a b, které budou reprezentovat velikost
¢isel a, b. Pomoci funkce Text si vytvoiime dvé textova pole. V prvnim textovém poli
bude napsana pouze textové nerovnost mezi jednotlivymi prumeéry. V druhém poli uz
bude pomoci objekti a LaTeXového zapisu zafizen vypocet tak, aby se jednotlivé
hodnoty priméri ménily v zavislosti na zménach hodnot ¢isel a a b. Tento zapis

muZzeme vidét na obrazku 16.

7 Text X

Upravy
2(ab)/(a+b)=/(aby(1/2)s(a+b)/2 = ((a®+b?)/2)(1/2)

LaTeX vzorec ~ ‘ Symboly ‘ Objekty ~
[ m ] \ | | \ \ \ \ \

Nahled
267 < 2.83 <3 < 3.16

Obréazek 16: Numericky applet
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3 Vybrané nerovnosti

V této kapitole predstavim vybrané nerovnosti. Ke kazdé z nich uvedu klasicky
dikaz, ktery je vhodny k prezentaci na druhém stupni zakladni skoly. Ke kazdé
nerovnosti navic uvedu dynamické ovéreni v programu GeoGebra.

Budeme se zabyvat hlavné témito nerovnostmi. [zoperimetrickd nerovnost, ktera
vyjadiuje vztah mezi obvodem a obsahem trojihelnika, resp. ¢tyituhelnika. Dalsi
nerovnosti, kterou se budeme zabyvat, je Weitzenbockova nerovnost, kterd popisuje
vztah mezi souctem ¢tvercli nad stranami trojihelnika, resp. ¢tyfihelnika, a jeho
obsahem. Posledni nerovnost, kterou se budeme zabyvat, vychézi z Eulerova vztahu
mezi polomérem kruznice trojuihelniku opsané a polomérem kruznice trojuhelniku

vepsané.

3.1 Izoperimetrickd nerovnost

V této podkapitole se budeme zabyvat nejprve izoperimetrickou nerovnosti pro troj-
thelniky a poté pro ¢tyitihelniky.

Tento problém neni zadnou novinkou. Ve skutec¢nosti se jim matematici zabyvaji
jiz nékolik stoleti na zakladé legendy o Did6, kterou napsal fimsky basnik Virgil.

Did6 byla princezna z Fénického mésta Tyre (na tizemi dnesniho Libanonu).
7 tohoto mésta byla nucena uniknout poté, co jeji bratr zavrazdil jejtho manzela.
Unikla do Afriky pobliz Tuniského zalivu. Zde se Did6 rozhodla koupit zem pro sviij
lid od mistniho viidce, krale Jarbase Numidijského. Koupila si tolik pudy, kolik ji
mohla vyznacit kuzi z vola. Aby Didé ziskala co nejvice pudy, rozstiihala kiazi na
tenké pasky a ty svazala do jednoho dlouhého provazu. Na tomto tizemi poté vzniklo
Kartago.

To nas privadi k izoperimetrickému problému: Jak méla Didoé polozit kizi, aby
ziskala co nejvice tizemi? Za predpokladu, ze zemé je rovna a u mofte, zvolila tvar

pulkruhu, coz bylo spravné [5].
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V dalsi ¢asti textu se budeme zabyvat timto problémem pro trojahelnik a ¢tyt-
thelnik [6], [7].
Jsou-li a,b, c délky stran trojihelnika a S je jeho obsah, pak plati:

(a+b+c)?>12v3-S (6)

Rovnost nastdvd pouze tehdy, je-li trojuhelnik rovnostranny.

3.1.1 Klasicky dikaz

V tomto dikazu, ktery je prevzat z [8], vyuzijeme dokdzanou A-G nerovnost z pied-
chozi kapitoly a Herontiv vzorec pro obsah S trojuhelnika. Ozna¢me si délky stran
trojuhelnika jako a,b,c. Pro obsah tohoto trojuhelnika plati S? = s(s — a)(s —
b)(s — c), kde s = ¢, Vyuzijeme znalost A-G nerovnosti a upravime ji pro ¢isla

s —a,s —b,s — c. Dostaneme tedy takovouto nerovnost:

(s —a)(s=b)(s = ¢)
3

V(s —a)(s =b)(s—c) <

Tuto nerovnost budeme postupné upravovat, dokud se nedostaneme k pozado-

vanému tvaru. Upravu provedeme nasledujicim postupem.
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Yo a0 g < D9

(s as o0 < (CTAELZD I

IN

+ S

3
s(s—a)(s—0b)(s—c) < (35—@—6—0)
5 < ( a—i—b—i—c)
§? < a+b+c a+b+c
3
5 < (3a+3b—|—30—2a—2b—20)
5 < (a—l—b—l—c)
&2 < atbt+c fatb+c
- 2 6
§ < atbtc (at+b+c)
- 2 216
a+b+c)*

- 432
b 2
< % |-12V/3

12v3S < (a + b+ c)?

Témito apravami jsme dostali nasi prvni izoperimetrickou nerovnost, ktera nam

tika, ze nejvétsi obsah, s obvodem a+b+-c, bude mit pravé rovnostranny trojihelnik.
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Podobnym zptisobem jsme schopni pievést izoperimetrickou tilohu na ¢tytrahelnik
[8]. Predstavme si ¢tverec o velikosti strany a. Ve ¢tverci plati | = 4a, tedy [? =
16a® = 16S. Z tohoto ¢tverce udélame obdélnik, tak Ze jednu jeho stranu zkratime
o x a dalsi stranu o stejnou délku zvétsime. Jeho obsah bude (a—z)(a+x) = a* — 22
Bude tedy mensi, nez byl obsah ptivodniho ¢tverce.

Jsou-li a,b,c,d délky stran ctyrihelnika, S je jeho obsah a l je jeho obvod, pak

plati

169 < I? (7)

Rouvnost nastane pouze tehdy jednd-li, se o ctverec. Tedy a =b = c =d.

Obrazek 17: Izoperimetricka tloha pro ¢tyfuhelnik

Tento vzorec miZeme opét dokazat pomoci A-G nerovnosti. Brahmaguptiv?

vzorec nam udava nasledujici vztah pro obsah tétivového ¢tyfihelniku [8].

Indicky matematik a astronom (598 - 668). Byl prvni ¢lovék, ktery zavedl nulu jako &islici.
Také zavedl obecné feSeni kvadratickych rovnic. Mezi jeho dalsi préce patii také zavedeni pravidel

pro préaci se zlomky. Také byl prvni, kdo dokézal, ze Mésic je Zemi blize nez Slunce.
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Necht a,b, c,d jsou délky stran tétivového ctyrihelniku ABC D, pak pro obsah S

tetivového clyrihelniku plati

S=/(s—a)(s = b)(s — ¢)(s — d), (8)

kde s je polovina obvodu.

Dale zname Bretschneirderuv vzorec [8].

Nechl a, b, c,d jsou délky stran libovolného konvexniho clyrihelniku. Pak pro ob-
sah S tohoto ctyrihelniku plati

o+

S = \/(s—a)(s—b)(s—c)(s—d)—abchOSZ( ), (9)

kde o a v jsou protilehlé ihly a s je rovno poloviné obvodu.
Je ziejmé, ze plati

(s—a)(s =b)(s—c)(s—d)— abcdcosz(a T

)< (s—a)(s—Db)(s—c)(s—d).

Déle vyuzijeme A-G nerovnost dokdzanou v predchozi kapitole pro ¢isla s—a, s —

b,s — ¢, s — d. Dostaneme tedy nasledujici nerovnost.

VoG- -ae-g< LmarbtEorbod

o2 < (43—a—b—c—d)4
SQ<( a+b—|—c—|—d>
&2 < a+b+c+d a+b+c+d
- 4
&2 < 4a +4b+4c+4d — 2a — 20 — 2c — 2d
- 8
5 < (a+b+c—l—d)
2 (a+b+c+d)
5 256 v
g < (a+b+c+d)?
- 16
165 < I?
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Dokézali jsme izoperimetrickou rovnici i pro ¢tyftahelniky, rovnost nastava pouze

v piipadé, Ze se jedna o Ctverec.

3.1.2 GeoGebra ovéreni

[zoperimetrické problémy pro trojuhelnik a ¢tyitihelnik muzeme snadno reprezento-
vat i v programu GeoGebra.

V prvni fadé si vytvoiime body A, B a C. Tyto body poté spojime funkci Mno-
hothelnik, abychom se pozdéji mohli jednoduse odkazovat na obsah trojuhelniku
ABC. Kdybychom body A, B a C spojili pouze funkci Usetka, nemohli bychom
odkazovat na obsah trojihelniku ABC.

Nasledovné si vytvorime pomoci funkce Text tii textova pole. V prvnim je na-
psanéd pouze Izoperimetrickd nerovnost pro trojihelnik. Ve druhém textovém poli
uz jsou pomoci objektl zapsané velikosti stran trojihelnika ABC tak, Ze jsou jed-
notlivé velikosti stran napsané v souctu, ale jeSté nejsou sec¢teny. Samoziejmé je cely
tento soucet umocnén na druhou. Od tohoto umocnéného souctu odec¢itam obsah
trojuhelnika ABC' vynasobeny 12v/3. Ve druhém textovém poli se vypocet jesté
neprovadi. Vyznam druhého textového pole je v tom, aby uzivatel, v kombinaci
s prvnim textovym polem, vidél, jak se hodnoty velikosti stran a,b a ¢ a velikost
obsahu trojuhelnika ABC méni v zavislosti na zméné pozic bodu A, B a C'. Respek-
tive velikosti stran a,b a c. Ve tfetim textovém poli jiz probiha samotny vypocet
pomoci objekti a LaTeXového zapisu. Tento zapis muzeme vidét na obrazku 19.

Diky tomuto appletu se muze uzivatel snadnéji presvédcit, Ze Izoperimetricka
nerovnost plati a Ze rovnost nastava pouze v piipadé, ze trojihelnik ABC' je rovno-
stranny. Zaroven mitize uzivatel ziskat jasnéjsi predstavu o tom, jak Izoperimetricka
nerovnost funguje.

Podobny applet lze vytvorit i pro ¢tyitihelnik. Postupovalo by se naprosto stejné.
Jenom bychom museli pfidat jeden bod a pozit vzorec na Izoperimetrickou nerovnost

pro ¢tyrahelnik. Tento applet je k dispozici v mé GeoGebra knize.
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C (a+b+c)—12v/35>0
(6+6-+06)"—12v/315.59 >0
0=>0

Obréazek 18: Applet pro trojuhelnik

7 Text b

Upravy
(& +b+c)"2-12\sqrt{3} \cdot 1 =0

LaTeX vzorec = | Symboly ~ | Objekty *

= [ 1 T 1 [ 1|
Nahled
(6+6+6)7—12/3-1559>0

» Napovéda Ok Storno

Obrazek 19: Tteti textové pole

3.2 Weitzenbockova nerovnost

V této podkapitole se budeme zabyvat Weitzenbéckovou nerovnosti, kterd je po-
jmenovana po svém objeviteli, rakouském matematikovi, Rolandu Weitzenbdckovi.
V roce 1961 se tato nerovnost objevila na tfeti mezindrodni matematické olympiade,
kde se pozadovalo vyftesit nasledujici problém |[5], |6].

Necht a,b, c jsou délky stran trojuhelnika a S je jeho obsah. DokazZle:
a’+ b+ > 44/38.

Tato nerovnost se nazyva Weitzenbdckova nerovnost.
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3.2.1 Klasicky dikaz

K dokizani tohoto problému pouzijeme kosinovou vétu nasledujicim zptsobem.
Méjme trojuhelnik ABC'. Nad stranou AB sestrojme rovnostranny trojiuhelnik ABC.
Dikaz prevzaty z |9].

Obréazek 20: Trojuhelnik ABC

Jesté nez se pustime do pouziti kosinové véty, je tieba si pov§imnout, ze |ZC ACy| =
|a—%|. A zaroveii z vlastnosti funkce kosinus mizeme fict, Ze cos(a—%) = cos(3 —a).

Pomoci kosinové véty mizeme tedy vyjadrit velikost tsecky C'Cy nasledovné:

2 12, 2 T
|CCY|* = b" 4 ¢ — 2bc cos <a 3).

Ze znalosti vzorce cos(x — y) = cosxcosy + sinzsiny si miuzeme vyjadieni

velikosti tsecky C'Cy upravit na tento tvar:

|CCL* = b* + ¢ — 2bc (cosozcosg + sin asin g)

1 3
|CCL|* = b* + ¢ — 2bc <§ cos a + %Sina) :

Z kosinové véty pro trojiuhelnik ABC' si vyjadiime cos a, ktery pak budeme moci

dosadit do pravé upravené rovnice.
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a® =b*+c* — 2bccosa | —b* —

a’? — b —c? = —2bccosa |- (—1)
1
2 32, 2
— b =2b :
a”+b"+c ccosa | b
b2 4 2 — g2
cosq = ———.
2be

Nyni mame vyjadien cosa a muzeme ho dosadit do vyjadieni velikosti tisecky
|C'Cy|. Pii tomto dosazeni vyuzijeme nasledujici vzorec pro vyjadieni obsahu troja-

helnika S = %bc sin «.

+ —sin«

1 B2+c2—a2 3
2 2bc 2

ICOL? = b2 + &2 —2bc<

|ICCL|* = b* + & — 2bc (W + ?sina)
|ICCL|* =b* + & — (w + \/§bcsina>
ICCL? =% + & — W —V/3besina
|CCL|* = W — V/3besin

cC|? = W —2Vv3S |2

2|CCL|% = a® + b? + 2 — 4/38.

O velikosti tsecky plati, ze 2|CC1|* > 0, tedy |CCy| > 0. Rovnost nastéva pouze

v pripadé, ze C' = (1, tedy Ze trojihelnik je rovnostranny. Dostavame tedy vztah:

a?+ b2+ > 44/38.
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Obdobny vztah muzeme dokazat i pro ¢tyfiahelnik [6].
Meéjme a,b,c,d strany ctyriuhelnika a S jeho obsah, poté plati

a? +b* 4+ +d* > 48 (10)

Rowvnost nastdvd, pouze pokud jde o ctverec, tedy a =b=c=d.

Tuto nerovnost dokazeme ¢isté geometricky. Avsak nejprve si upravime pivodni

nerovnost [5].

Nésledujici konstrukei vytvoiime geometricky dikaz této nerovnosti [5].

Méjme ¢tyithelnik ABC'D s thlopfickami p, gq. Na thlop#icku p povedeme kol-
mice, které budou prochazet body B a D. V mistech, kde tyto kolmice protnou
uhlopficku p, si vyznac¢ime body E a F.

Obrézek 21: étyfﬁhelnik ABCD s uhloptickami p, g a s kolmicemi

Vidime, Ze pomoci thlopficek p,q a kolmic na dhlopticku p ndm vznikly ¢tyti
trojuihelniky, a to nasledujici: AAFB, ABFC,ACED a ADFEA.

Postupné si nad kazdou stranou sestrojime ¢tverec o délce dané strany. Nyni vi-
dime, ze trojihelnik vznikly uvniti pivodniho ¢tyiihelniku mizeme doplnit na ob-
délnik s thlopfickou, kterou tvori dané strana ¢tyithelnika. Muzeme tedy ve ¢tverci
nad danou stranou sestrojit tiplné stejny trojihelnik. Vzhledem k tomu, Ze se jedna

o Ctverec, tak takovyto trojihelnik miizeme sestrojit nad vSemi stranami daného
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¢tverce. To znamend, ze jsme ukazali, ze se vyse¢ obsahu ptivodniho ¢tyfahelnika
vejde do ¢tverce nad jeho stranou ¢tyrikrat. A pokud pivodni étyitihelnik neni
¢tverec, tak ve ¢tverci vztyceném nad jeho stranou zbyde jesté néjaké misto. Coz
jednoznac¢né ukazuje, Ze nerovnost % + % + % + % > S bude platit.

Miuzeme to vidét na néasledujicim obrazku. Kazdy puvodni trojihelnik AAF B,
ABFC, ACED a ADFEA je vyznaceny jinou barvou. Ve ¢tverci piipojeném na

dany trojihelnik jsou tyto trojuhelniky vyznaceny stejnou barvou.

G

By

A

Obrazek 22: étyfﬁhelnik ABCD se vztyCenymi ¢tverci a doplnénymi trojihelniky

Na nésledujicim obrazku mizete vidét, Ze rovnost nastava pravé tehdy je-li,

pivodni ¢tyttuhelnik ¢tverec.

Obrazek 23: Ctverec ABCD
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3.2.2 GeoGebra ovéreni

Weitzenbockovu nerovnost a jeji zobecnéni pro ¢tyifihelnik si mizeme snadno ovérit
v programu GeoGebra.

V programu GeoGebra si vytvorime body A, B a C'. Ty spojime pomoci funkce
Mnohothelnik, tim ndm vznikne trojihelnik ABC'. Vyuzivime metodu mnohothel-
nik proto, Ze ndm snadno umozni pracovat s obsahem vzniklého trojihelniku. Kdy-
bychom body A, B a C spojili pouze tseckami, nemohli bychom se pozdéji odkazovat
na jeho obsah.

Poté pomoci funkce Text vytvorime tii textova pole. V prvnim z nich je jenom
napsana Weitzenbockova nerovnost. V druhém uz jsou doplnéné hodnoty danych
proménnych, tedy velikosti stran na a,b a ¢ na druhou na jedné strané a 4+/3 krat
obsah trojuhelniku ABC' na strané druhé. Tyto hodnoty se méni v zavislosti na
zméné velikosti stran a,b a c. Respektive se zménou polohy jednoho ¢i vice bodu
A, B nebo C. V druhém textovém poli se nic nepocita. Pouze se zobrazuji hodnoty
danych proménnych. Ve tietim textovém poli jiz probih& samotny vypocet. Ten se
v textovém poli realizuje pomoci objekti, a LaTeXového zapisu. Tento zapis mizeme

vidét na obrazku 24.

7 Text *

Upravy
a? + b2+ 2 =(sqri(3) 411

LaTeX vzorec ~ | Symbaly = | Objekty -
ol T LTI T 1]

Néhled

H5=175

4 Napovéda OK Storno

Obrazek 24: Pohled do tietiho textového pole

Obdobny applet lze vytvorit i pro ¢tyiuhelnik. Stacilo by pfidat bod a textova
pole upravit do podoby pro nerovnost pro ¢tyithelnik. Tento applet je k dispozici
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v mé GeoGebra knize.

Diky témto appletim mize uzivatel 1épe ziskat predstavu o fungovani Weit-
zenboOckovi nerovnosti a jeji generalizaci pro ¢tyfuhelnik. Za pomoci posouvani jed-
notlivych bodu trojuhelnika nebo ¢tyitihelnika muze lépe pochopit, jak tyto nerov-
nosti funguji. Na obrazku 25 mizeme vidét screenshot z appletu, kdyz je zrovna

nastaven rovnostranny trojihelnik. Mizeme vypozorovat, Ze nerovnost plati.

a4+ 0+ >4 3p
5%+ 57+ 5% > 4V/310.83
75 >7TH

Obrazek 25: Geogebra applet nastaven na ovéieni platnosti v piipadé rovnostranného

trojihelnika

3.3 Eulerova nerovnost

V této podkapitole si uvedeme Eulertiv vztah pro vzdalenost mezi stfedem kruznice
trojihelniku opsané a stfedem kruznice trojihelniku vepsané.

Necht x je vzddlenost mezi stiredy kruznic trojuhelniku opsané a trojihelniku ve-
psané. A R je polomér kruznice trojihelniku opsané a r je polomér kruznice troju-

helniku vepsané, pak plati [5], [6], [7].

2* = R(R — 2r) (11)

Tento vztah zvetejnil v roce 1765 Leonhard Euler. Po tomto svycarském matema-
tikovi je také pojmenovana. Nicméné ke stejnému vysledku se dopracoval i anglicky
matematik William Chapple uz v roce 1746.

Protoze x? je neziporné ¢islo, miizeme z vy$e uvedeného vztahu vyvodit nésle-

dujici nerovnost.
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R(R—2r)>0

R*—2Rr >0 |+ 2Rr

1
R?2>92R .=
> 2Rr | 7

R > 2r.

Tento vztah se nazyva Eulerova nerovnost. V této nerovnosti nastdva rovnost
pouze v piipadé, Ze trojihelnik je rovnostranny. Protoze v takovém piipadé stied
kruznice opsané trojuhelniku a sti¥ed kruznice vepsané trojihelniku splynou v jeden.

Tudiz nastava situace, ze x = 0.

3.3.1 Klasicky dikaz

V této podkapitole si dokdzeme platnost Eulerova vztahu pro vzdalenost stiedu

kruznice trojuhelniku opsané a stfedu kruznice trojuhelniku vepsané. Dikaz z [9].

Obrazek 26: Trojuhelnik ABC
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Nejprve pfedpokladejme, Ze se jedna o ostrothly trojuhelnik a ze plati o > [.
Tedy mame ostrotuhly trojihelnik ABC' ve kterém bod O piedstavuje stfed kruznice
trojihelniku vepsané a bod S oznacuje stied kruznice trojihelniku opsané. A z je
vzdalenost mezi témito dvéma stiedy.

V prvni fadé si musime zjistit velikost dhlu OC'S. Vzhledem k tomu, ze vime,
ze stfed kruznice trojihelniku opsané lezi na osach uhla, vime, ze thel ACO je
rovny 7, kde v je thel ACB. Dale si potiebujeme zjistit velikost @hlu SCD. Z
vlastnosti kruznice trojihelniku opsané vime, 7e tsecka t lezi na ose strany a, tudiz
déli stranu a na dvé poloviny a zaroven je na ni kolma. Tudiz ndm vznik& pravothly
trojuhelnik SDC'. Nyni si dopocitame velikost ihlu C'SD. O tomto Ghlu mizZeme
fict, Ze je to polovina stiedového thlu nad stranou BC, tedy nad stranou a. Z véty
o stfedovém a obvodovém thlu?® vidime, Ze thel C'SB je dvojnasobek thlu CAB,
tedy dvojnasobek uhlu a. Je zfejmé, Ze tsecka t tento tihel pili, a vime tedy, Ze tihel
CSD je roven tihlu . Dostavame tedy, Ze tthel SCD je roven § — a (90° = 7).

Dostavame se tedy k velikosti thlu |[ZOCS| = w. Dale muzeme fici, Ze o thlu 3,

muzeme prohlasit, 7e plati vztah =7 —a — v, tedy 7ze —3 =a + v — 7.

_ b T

Y ™

w:’y—E—g—l—a
2y —v — 7+ 2«
w =
2
B el e
= 5 i

Rozepsanim ¢itatele v poslednim kroku na v — 7 + a + «, si nam pomiize uve-
domit, Ze prvni t¥i ¢leny tohoto souctu jsou rovny —f. Jak jsme si uvedli jesté pied

vyjadienim thlu w. Pro thel w tedy dostavame.

3Véta o stfedovém a obvodovém thlu #iké, Ze mame-li na kruznici se stfedem S oblouk AB, pak
plati, Ze dhel, jehoZ vrchol lezi na kruZnici, a neni to bod A, ani bod B, a jehoZ ramena prochézeji
body A a B, nazyvame obvodovy thel oblouku AB. Pro stfedovy thel ASB plati, Ze je dvakrat

vétsi nez obloukovy thel.
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Abychom v dalsim kroku diitkazu mohli pouZit kosinovou vétu, potfebujeme zjistit
velikosti stran OC' a SC'. Ozna¢me si |OC| = d a |SC| = R. Na stranu AC'si z bodu
O miuzeme spustit kolmici o délce r, coz je polomér kruznice vepsané. Vznikne nidm
tedy pravoihly trojuhelnik EOC. 7Z tohoto pravothlého trojihelniku si mizeme
odvodit velikost d. Miuzeme to udélat pomoci definice funkce sinus pro pravouhly

trojihelnik*. Pro d tedy dostavame nasledujici vztah.

"
DT g
sin o = \

1
dsin— =71 |-—
2 sm%
d=—
Sln§

Nyni mame vyjadiené vSechny potifebné strany a thel, které potfebujeme na

pouziti kosinové véty pro vzdalenost stfedu kruznice trojihelniku opsané a stredu

kruznice trojihelniku vepsané x. Mame tedy d = I, |SC| = R, w = anﬁ Dosta-
2

vame tedy nasledujici rovnici.

22 = R?>+ d%> — 2Rd cosw

> =R>+d*—2Rr- cosw

. 1'
Sll’l2

4Sinus dhlu o v pravouhlém trojahelniku je roven poméru délky protilehlé odvésny a pirepony.
Délku protilehlé odvésny si oznac¢me jako p a délku piepony si oznafme jako q. Plati tedy, Ze

sina = 2
q
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Pomér <=5 miizeme nésledujicim zptisobem vyjadrit pomoci velikosti stran troj-
2

Sin
thelniku ABC. Nejprve si ale tento pomér musime upravit, abychom s nim mohli
a—p

2

dale pracovat. Vyuzijeme diive ziskany fakt, ze w = =g - g Dosadime-li do

poméru tento thel, mizeme postupovat nasledovné.

a_ B
cosw o8 G — 3
. 1 . l .
SlIl2 Sln2

Jmenovatel zlomku na pravé strané muzeme upravit podle rozdilového vzorce
pro funkei kosinus, ktery predstavuje nésledujici vztah cos(x — y) = coszcosy +

sin x siny. Po této tpravé bude tedy nase rovnice vypadat nasledovné.

cosw  cos2cos? + sin 2sin 8
_ 2 2 2 2
— — )
sin 5 sin

Abychom mohli v dikazu pokracovat musime, piedstavit nasledujici dva vzorce

pro funkce sinus a kosinus [9]. Pro funkci sinus to bude vzorec sin § = (S_bl))#
a dalsi dva vzorce cyklickou zaménou. Tedy sin g = % asin g = %7

at+b+c
5 -

kde s je rovno poloviné obvodu trojihelnika, tedy s =

Pro funkci kosinus plati obdobny vztah. Pro funkci kosinus plati cos § = 4/ %

B _ s(s=b) _ s(s—c) .
5 =\ ~. acoss = /=, kde s je

a+b+c
—

a dalsi dva cyklickou zaménou. Tedy cos

rovno poloviné obvodu trojuhelnika, tedy s =
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Se znalost{ téchto vzorcti miizeme pokracovat v ditkazu. Sta¢i nam pouze dosadit.

Dostaneme tedy nasledujici vztah.

s(s—a s(s—b s—b)(s—c s—a)(s—c
N o

sin % (s—a)(s—b)
ab

Pro zjednodusSeni tipravy si muzeme vzorec na pravé strané rozdélit na dvé ¢éasti

, [s(s—a) [s(s—b)
a ty upravovat postupné zvlast. Prvni ¢ast bude *—be—Y_2c

o) @ druha cast bude
ab
G=b)(s=c)  [G=a)(s=c)
\/ be \/ ac

\/(Sfa)(sfb) . Nejprve se pustime do Gpravy prvni ¢asti.
ab
\/s(s—a) \/s(s—b) \/s(s—a)s(s—b)
be ac abc?
pu— = ﬁ
(s—a)(s—b) (s—a)(s—b)
ab ab

s2(s—a)(s—b)

abc?

—we — _ [8*(s—a)(s—b) ab s s
(e=alls=b) B abc? (s—a)(s—b) Ve ¢

Po tpravé prvni ¢asti, se muzeme pustit do upravy druhé césti.

\/(sfb)(sfc) . \/(sfa)(sfc) \/(sfa)(sfb)(sfc)(sfc)
be ac . abc?
/ (s—a)(s—b) / (s—a)(s—b)
ab ab

= —

o (S_“)(S_;’ZS_C)(S_C) _ J(s=a)(s=b)(s—c)(s—c) ab N
- (sfail(jsfb) o abc? (S — a)(s — b) n
— )2 —
. (s 20) _ (s —c¢)
¢ c
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Ccos w

Po téchto tpravach si mizeme dosadit do vzorce pro 3*5. SeCteme tedy prvni
2

a druhou ¢ast.

COS w S §—C
L 6-9)

sin % 1 1
COS W 2s — ¢

in 2
SlIl2 C

cosw a+b+c—c

in X
sin 3 c
cosw a-+b

. 1 .
Sin 5 Cc

Vidime, Ze si nyni miiZeme dosadit do naseho pivodniho vzorce 22 = R? + d? —

2Rr - 22%, ktery jsme ziskali pouZitim kosinové véty. Dostavame tedy nésledujici
2

vztah.

2Rr(a+b)
c

w2 = R+ d* -

Nyni si jesté musime upravit d. Vime, Ze pro d? plati tento vztah, ktery je

r2

odvozen z definice funkce sinus, d* = e
2

Z predchozich tprav vime, Ze pro sin 3 plati tento vztah sin J = % Po

umocnéni tedy dostaneme sin? 3= W Tento zlomek dosadime do vztahu pro

d?. Dostaneme nasledujici vztah.

7“2

(s—a)(s—b)
ab

7"2

d? = Eb(s —a)(s—b).

d* =
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Abychom mohli pokracovat v diikazu déle, je t¥eba zminit platnost nasledujicich
s

e

vzorci [9]. Prvni z nich je abc = 4RS, kde S je obsah trojihelnika. Druhy je r =

Abychom tyto vzorce mohli pouZit, vynasobime si pravou stranu £. CoZ je vlastné

jednicka, takze jsme nic nezménili. Mame tedy.

2 r2abc
c(s—a)(s—b)
2 r4dRST
c(s—a)(s—b)
2 r4RS%
c(s—a)(s—b)
&= c(s—a)(s—b)
2= r4RS? 1
s c(s—a)(s—0b)
2 rdRs(s —a)(s — b)(s —¢)
sc(s —a)(s—b)
2 4Rr(s — ¢)
c
AR (s
s
AR (2t
@ = c
, 4Rr(a2+b—c)
@ = c
2o 2Rr(a+b—c¢)
c
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Takto upraveny vztah pro d? si nyni miize dosadit do nasi piivodni kosinové véty.

Dostavame tedy.

2Rr(a+b—c) 2Rr(a+b)

v = R* +
c c
9 5  2Rra+2Rrb—2Rrc  2Rra+ 2Rrb
x° =R+ -
c c

2Ry —2Rrc

c
2? = R* — 2Rr
2> = R(R — 2r).

Dostavame se tedy k Eulerovu vzorci. Eulerova nerovnost plati nejenom pro
ostrothly trojihelnik. Samoziejmé plati i pro vSechny ostatni trojihelniky. Dokazat
by to $lo stejnym zptsobem. Jen by se mirné ménilo vyjadfeni dhlu w.

7 Eulerovy nerovnosti R > 2r zaroven vidime, Ze rovnost nastane pouze tehdy,

kdyz O = S. A to nastane pouze v piipadé, Ze trojuhelnik bude rovnostranny.

3.3.2 GeoGebra ovéreni

Eulerovu nerovnost si miizeme velice snadno ovérit i v programu GeoGebra.

V prvé fadé si vytvorime body A, B a C' a vzhledem k tomu, Ze v tomto vztahu ni-
jak nefiguruje obsah trojihelnika, nemusime pouzivat funkci Mnohothelnik. Postaci
nam pouze tii usecky. Pokud pouzijeme funkci Mnohotihelnik, tak se nic nestane.

Mame tedy trojihelnik ABC. Nyni je tieba sestrojit stiedy kruznice trojihel-
niku opsané a vepsané. Stied kruznice trojihelniku vepsané najdeme snadno. Vime,
ze stied kruznice trojuhelniku vepsané lezi na priseciku os thli trojuhelnika. V Ge-
oGebfe na to existuje specialni funkce Osa tihlu. Vybereme tedy tuto funkci a sestro-
jime osy uhli. Na sestrojeni prisec¢iku nam staci pouze dvé osy. Mame-li sestrojené
obé osy, muzeme pomoci funkce Prusecik sestrojit stfed kruznice trojihelniku ve-
psané. Zvolime tedy funkci Prisecik a oznac¢ime dvé osy thli. Tim ndm vznikl stied

kruznice trojuhelniku vepsané.
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O stiedu kruznice trojihelniku opsané vime, ze lezi na priseciku os stran troja-
helnika. Podobné jako na osu thlu existuje v GeoGebte funkce, tak existuje na osy
stran. Pouzijeme tedy funkci Osa strany na dvé strany trojuhelnika. Mame tedy dvé
osy. Pomoci dvou os jsme schopni funkci Prusecik sestrojit stied kruznice trojihel-
niku opsané.

O kruznici trojuhelniku vepsané vime, ze se dotyka kazdé strany trojuhelnika
pravé v jednom misté. Abychom tedy sestrojili jeji polomér, tak nam staci vést kol-
mici z jejiho stfedu na jednu stranu trojihelnika. Tato tsecka nam piedstavuje po-
lomér kruznice vepsané. Poté jiz mizeme sestrojit samotnou kruznici pomoci funkce
Kruznice dané stfedem a bodem, kde stied bude stfed kruznice a bod bude prisecik
kolmice na stranu trojihelnika ze stfedu a dané strany.

Kruznici trojihelniku opsanou sestrojime jednoduseji. O kruznici trojuhelniku
opsané vime, ze prochazi kazdym vrcholem trojihelnika. Mame-li tedy stied, sestro-
jime kruznici pomoci funkce Kruznice dané stfedem a bodem, kde stfed bude stied
kruznice opsané a bod bude jeden z vrchola trojihelnika.

Ted, kdyZz mame oba stiedy, mazeme je spojit tusec¢kou, jejiz velikost bude repre-
zentovat vzdalenost mezi stifedem kruznice trojihelniku opsané a stfedem kruznice
trojihelniku vepsané.

Samoziejmé si jesté musime zkonstruovat tsecky, které nam budou reprezentovat
délky poloméri kruznic. To si udélame opét pomoci funkce Usedka. Vytvoiime tsecky
ze stfedu kruZnic k samotné kruznici. Tim mame v8e potiebné. Nas$ applet by ted
mél vypadat jako na obrazku 27. S tim, Ze polomér kruznice trojuhelniku vepsané je
prebarven na zeleno a vzdalenost mezi stiedy obou kruznic je pfebarvena na ¢erveno.
Polomér kruznice je nabarven ¢erné.

Nésledné si pomoci funkce Text vytvoiime tii textova pole. V prvnim textovém
poli bude jen napsand Eulerova nerovnost. Druhé textové pole bude jiz referovat
na velikosti polomért kruznic. Nebude vSak jesté nic pocitat. Druhé pole slouzi
hlavné pro zobrazeni aktualnich velikosti poloméru kruznic. Ve tietim textovém poli
jiz bude probihat samotny vypocet. V tomto piipadé to bude velice jednoduchy
vypocet. Na pravé strané stac¢i jen polomér kruznice trojihelniku vepsané nasobit

dvéma. Vnitiek tohoto textového pole mizeme vidét na obrazku 28.
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Obrazek 27: GeoGebra applet

7 Text >

Upravy
Ri=2r

LaTeX vzorec ~ | Symboly ~ | Objekty ~
ol LT T

Nahled
3.63 =324

+ Napovéda OK Storno

Obrazek 28: Pohled do tfetiho textového pole

Vypocet je zafizen pomoci objektu, které jsou v textovém poli schopny referovat
velikost vSech objektil, u kterych to méa smysl. V tomto piipadé to jsou velikosti
usecek reprezentujici poloméry kruznic.

Diky tomuto appletu si uzivatel dokaze lépe predstavit zavislost velikosti polo-
mért jednotlivych kruznic na tvaru trojihelnika za vyuziti moznosti posouvani jed-
notlivych vrcholu trojuhelnika. Mize si tak lépe predstavit platnost tohoto vztahu
v ruznych druzich trojihelniki, napt. v tupotihlém, pravoihlém a rovnoramenném.

Na obrazku 29 mizeme vidét screenshot ze zminovaného appletu, ktery je k dispozici

v ptilozené GeoGebra knize.
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R>2r
3.63>2-1.62
3.63 > 3.24

Obrézek 29: Applet pro Eulerovu nerovnost v nastaveni pro obecny trojuhelnik

3.3.3 Jiny dikaz

Diikaz Fulerovy nerovnosti pro trojihelnik si mizeme dokazat i pomoci geometrické
konstrukee [6].

Sestrojme si trojuhelnik ABC. Poté sestrojme stifedy jeho stran Ay, By a Cf.
Nésledné si musime sestrojit tsecky A, Bp, B1C; a A;C4. Tyto strany tvoii stfedni
pricky trojuhelnika ABC. O stiednich ptickach vime, Ze spojuji stiedy dvou stran
a jsou rovnobézné se stranou, jejiz stfed nespojuji. Zaroven vime, Ze velikost stfedni
pricky je polovi¢ni v porovnéni se stranou, se kterou je rovnobézna.

Tyto stfedni pticky déli trojihelnik ABC' na ¢étyti podobné trojihelniky. Troj-
uhelnik, ktery spojuje stiedy stran, se nazyva prickovy trojuhelnik. Je podobny
s trojihelnikem ABC podle véty sss. Tomuto piickovému trojihelniku sestrojime
kruznici opsanou.

O této kruznici muzeme fict, Ze jeji polomér je roven poloviné poloméru kruznice
opsané trojuhelniku ABC'. Muzeme to Fict, protoze vime, ze pro kruznici opsanou

trojuhelniku plati néasledujici vztah [13].

a b c

"7 9sina 2sinf3 - 2sinvy

Oznacme si polomér kruznice opsané trojihelniku ABC jako r; a polomér kruz-
nice opsané piickovému trojuhelniku A, B;C; jako rs.
7 podobnosti trojuhelniki ABC a A;B1C4 vime, 7e strany trojuhelnika A; B;Cy

jsou poloviéni, ale thly zustavaji stejné. Jak miuzeme vidét na obrazku 30.
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Obréazek 30: Velikosti ihli se zachovavaji

a
2
2sina”

Pro r; tedy plati, ze 1, = 2—. A pro ry plati tento vztah ry =

2sin a

Tento

vztah si trochu upravime.

a

2

ro = .
2sin «
a .
ry = — | - 4sin«
4 sin «

a = 4sin ar,.

Vztah pro a si mizeme dosadit do vztahu pro r;. Dostaneme néasledujici rovnici.

4sin ary
="
2sin
1
7’1:27”2 |'—
2
™
ro = —.
2

Tim jsme si dokézali, ze polomér kruznice opsané prickovému trojuhelniku A; B;C
je polovi¢ni, nez polomér kruznice opsané trojihelniku ABC'. V nasem znaceni Eu-
lerova vztahu (R > 2r) nam to predstavuje &.

Dale si sestrojime trojuhelnik A’, B’ a C’ tak, aby strany a’,b" a ¢’ byly postupné
rovnobézné se stranami a,b a c. Zaroven budeme na tento trojuhelnik pozadovat,
aby kruznice opsand prickovému trojihelniku byla kruznice tomuto trojuhelniku
vepsanou. Strany trojuhelniku A’ B'C’ budou tedy te¢ny kruznice opsané piickovému

tI‘Oj thelniku Al Bl Cl .

20



Dale si sestrojime kruznici vepsanou trojihelniku ABC. Polomér této kruznice
nam bude v nasem znaceni Eulerovy nerovnosti (R > 2r) pfedstavovat r.

ProtoZe zjevné plati, ze AABC C AA'B'C’, musi platit, Ze polomér kruZnice
vepsané trojuhelniku A’B’C’ musi byt vétsi, nez polomér kruznice vepsané troju-
helniku ABC'. Plati tedy, ze % > r, coz nam po upraveni dava Eulerovu nerovnost
R > 2r.

Tim je tento pomérné jednoduchy, ale u¢inny, diikkaz dokoncen. Vzhledem k tomu,
ze je to dikaz skoro Cisté geometricky, 1ze velice snadno provést ovéfeni v programu
GeoGebra.

Staci si v programu GeoGebra vytvorit vyse zminénou konstrukei a pomoci tex-
tovych poli a objekti v nich porovnat polomér kruznice vepsané trojuhelniku A’B'C’
a dvojnasobek poloméru kruznice vepsané trojihelniku ABC.

Priklad, jak by takovyto GeoGebra applet mohl vypadat, mizeme vidét na ob-
razku 31. Uzivatel tohoto GeoGebra appletu miize pohybovat body puvodniho troj-
uhelniku ABC, tak miize pozorovat zmény v poméru velikosti obou poloméri. Déle
si uzivatel muze vyzkouset, ze Eulerova nerovnost plati pro vSechny mozné troji-
helniky, nap¥. rovnostranny, rovnoramenny, pravotihly atd. K tomu slouzi textoveé
pole umisténé pod trojuhelniky. V tomto textovém poli probiha samotny vypocet
a porovnani poloméru. Polomér kruznice vepsané trojihelniku A’B'C” je na obrazku
31 znacen ¢ervenou barvou a polomér kruznice vepsané trojiuhelniku ABC' je na ob-

razku 31 znaden zelenou barvou.

Obrazek 31: GeoGebra applet na geometricky dikaz Fulerovy nerovnosti

Tento GeoGebra applet umozni uzivateli ziskat lepsi predstavu o principu tohoto

geometrického dukazu. A zaroven umozni i ziskat lepsi pfedstavu o fungovani Eu-
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lerovy nerovnosti samotné. Tento applet je samoziejmé k dispozici v mé GeoGebra

knize.

3.3.4 Euleriv vztah pro ¢tyfahelnik (Fuss Theorem)

Podobny vztah existuje i pro ¢tyfihelnik. Tento c¢tyifthelnik musi byt konvexni
a musi mu jit sestrojit kruznice opsané i vepsana. Tedy ¢tytihelnik, ktery je konvexni
a zarovei tétivovy a te¢novy. Takovy ¢tyfihelnik se nazyva dvojstiedovy?®.
Tento vztah mezi stiedy kruznice ¢tyifihelniku opsané a vepsané vymyslel Nicolas
Fuss. Byl to $vycarsky matematik, ktery byl asistentem Leonharda Eulera [10].
Nechl x znaci vzddlenost mezi stiedy kruznice ctyrihelniku opsané a stredu kruz-

nice ctyruhelniku vepsané a R polomér kruznice opsané a r stied kruzZnice vepsané.

x:\/R2+T2—T\/4R2—T2 2
2> =R*>+r* —rVAR? + 12

O 22 mtizeme prohlasit, Ze je nezaporné. Tedy bude platit 22 > 0. Z toho miizeme

vyvodit nasledujici nerovnost.

R4+ —rVAR? +12 >0 |- R*—?
—rVAR? £ 72> —R* % | (—1)
rVAR? + 12 < R* 472 |2
r?(4R* +1r?) < (R* 4+ 1*)?

4R*r? 41t < R* 4+ 2R*r* 40t | —r* — 2R%?

1
2R < RY |- 5
2r° <R* |/

\/§r§ R.

5Pro dvojstiedovy &tyithelnik ABCD tedy plati, 2e a +c=b+daa+y=8+3 =7.
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Dostali jsme tedy nerovnost R > v/2r. Za poviimnuti stoji velkd podobnost mezi

timto vztahem a Eulerovym vztahem (R > 2r).

3.3.5 Klasicky dikaz

Dikaz prevzaty z [10]. Abychom tento vztah dokazali, udélame si pomocnou kon-
strukci, viz. obrazek 32. Zkonstruujeme si dvojstiedovy ¢tyfiahelnik ABC'D. V tom
nam pomiize GeoGebra. Nejprve si udélame libovolnou kruznici. Na této kruznici si
zvolime body A, B a C. Abychom nasli bod D, ktery nam tyto t¥i body doplni na
dvojstiedovy ¢tyfihelnik, vyuzijeme konstrukci hyperboly. Bod D lezi na hyperbole
s ohnisky v bodech A a C' a prochéazejici bodem B. V misté, ve kterém protne tato
hyperbola puvodni kruznici, dostaneme hledany bod D.

Nyni si muzeme sestrojit dvojstiedny ¢tyithelnik ABC D. Puvodni kruznice bude
tomuto ctytihelniku opsana. Vepsanou kruznici sestrojime stejnym zptisobem jako
v trojihelniku.

V mistech, kde kruznice ¢tyiuhelniku vepsané protne stranu AB a BC', si vyzna-
¢ime body K a L. Vzniknou nam tedy dva pravouhlé trojuhelniky ACIL a NAIK.
Usecky CT a AI si prodlouzime tak, aby protnuly kruznici étyfahelniku opsanou.

V bodech protnuti si vyzna¢ime body F' a E. Poté si tyto dva body spojime.

Obrazek 32: Dvojstiedovy ¢tyfahelnik ABCD s kruznici opsanou i vepsanou
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Vime, ze thly p#i vrcholech A a C tvoii dohromady 180°. Tak miizeme tict, ze
plati ZBAI + ZICB = 90°. To nam umozni sestrojit pravoihly trojihelnik ITAC.

MuZeme ho vidét na obrazku 33.

KL

Obrazek 33: Trojuhelnik 1AC

Protoze je trojuhelnik IAC' pravouhly, muzeme si jeho obsah vyjadfit dvéma

zpusoby.

r(AK +CL) AI-CI
2 )
r(AK + CL) = AI - CI

-2

Na pravouhly trojuhelnik muzeme aplikovat i Pythagorovu vétu.

(AK +CL)* = A+ CI* |/
(AK + CL) = VA2 + CI?
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Tento vztah dosadime do vztahu r(AK + CL) = AI - C1. Dostaneme tedy na-

sledujici rovnici, kterou si upravime.

VAR +CI2=Al-CI |?

2 2 2 2 2 ]'
AP+ CI) = AP - CP | — s
P(AI2+CI?)  AI*-CI?
LAY CIE A ALY OT
AP +Crr 1 )
T AR Ch A AR oE |7
r?(AI? + CI?) B r2
r2. AI4-CTA  r4- A2 . CT2
AP+ CI* 1
AI*-CTI* 12 AI2-CI?
Al? crr 1
Aran + AT =2 Apar
A on T Ao~ poApep | A0

AI*-CI?  AI*-Cr? AI*-CI?

A CH VAR O 72 AR O
111

2 AR o

Dale vidime, ze Gsec¢ka IO je téznici trojuhelniku F1E. O téznici plati nasledujici

vztah [9], ktery si upravime. Je t¥eba si uvédomit, ze OI = x a EF = 2R.

_ FI’+EI*> EF’

or? -2
2 |
2
201 = FI* + EI* - EE | - FI* — EI* - 20I*
2

~EI? - FI* = -20I* — EE |- (=1)

2

EF?

EI? + FI? = 201I* + 5

4AR?
EI? + FI? = 222 + -

EI* + FI? = 22° + 2R?

EI* + FI* = 2(2* + R?).
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Dale vidime, ze bodem [ probihaji dvé tétivy kruznice c¢tyruhelniku opsané.
Muzeme tedy pouzit vétu o priise¢iku tétiv [12], kterd nam da tento vztah AI-F1 =

CI-EI = R* — 2%. Z tohoto vztahu si miZzeme odvodit nésledujici dvé rovnice.
R2 _ ZL‘2

CI
R2 - ZL‘2

Al

El =

FI =

Dosadime-li si tyto dvé rovnice do vztahu EI? + FI? = 2(2? + R?), dostaneme
néasledujici rovnici.
(R2 _ IQ)2 N (R2 _1.2)
CI? Al?

1
(R2 — 22)?

11 R+ a?)
CE AR T (R—2)

=2(R*+2%) |-

o . , , . .1 1 1 . ..
Z predchozich tprav vime, ze plati 5 = 4z + 5. Dosadime-li si, dostaneme

tento vztah.

1 2(R*+2%)

r2 (R? — d?)?
R+’ + (R—u2)?

r2 (R2—1:2)2

1 (R+2? | (R-w)?
2 (Rz—xQ) + (R2_$2)2

1 _ (R+ x)? N (R—x)?

r2  (R+z))(R—=x)? (R+2x))(R—1x)?
11

r2 (R—z)> (R+x)?

Posledni fadek nenf nic jiného, nez alternativni zapis Fussovy véty. Dokazali jsme
tedy, ze tento vztah plati pro libovolny dvojstiedny c¢tyiihelnik.

Ovéteni v programu GeoGebra appletu by se udélalo v podstaté stejné jako pro
trojihelnik. Jen bych misto trojihelniku udélal ¢tyitahelnik a pozménil bych vzorec
v textovém poli.

Tento applet bude k dispozici k vyzkouSeni v mé GeoGebra knize.
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4 Zavér

V prvni kapitole této bakalarské prace jsem se zaméril na aritmeticky, geometricky,
harmonicky a kvadraticky primér. U kazdého jsem uvedl jeho definici a geometrickou
reprezentaci. Poté jsem uvedl vztah, ktery plati mezi danymi prumeéry, a uvedl dikaz
pro dva prvky. Nasledné jsem uvedl i dva geometrické diukazy. Dale jsem uvedl i
stru¢ny popis appletu v programu GeoGebra.

V dalsi kapitole jsem se zabyval uz nerovnostmi pro trojihelniky a ctytahelniky.
Prvni takovato nerovnost byla Izoperimetrickd nerovnost. Uvedl jsem jeji znéni a jeji
ditkaz pro trojihelnik i ¢tyfihelnik. Nechybi ani struény popis GeoGebra appletu.

Dalsi uvedenou nerovnosti byla Weitzenbdckova nerovnost. Opét jsem uvedl di-
kaz této véty pro trojuhelniky i jeji generalizaci pro ¢tyftuhelnik. Popis GeoGebra
appletu nechybi ani zde.

Posledni uvedenou nerovnosti byla Eulerova nerovnost a jeji generalizace pro
dvojstiedny ctyriahelnik. Uvedl jsem diikaz jak pro trojuhelnik, tak pro ¢tyfahelnik.
Stru¢ny popis appletu je i v této podkapitole.

Jednim z mych cili bylo poucit se o dikazech matematickych vét, k cemuz
myslim, ze doslo.

Zaroven jsem chtél nékteré dikazy, uvedené v odbornych publikacich, zkusit
rozepsat, aby i ¢tenaf, ktery nemé s matematikou moc zkuSenosti, byl schopny
matematicky dikaz pochopit.

Dalsim cilem bylo vytvorit interaktivni applety, které se tykaji dané problema-
tiky. Ty jsou k dispozici v mé GeoGebra knize.

Cas straveny psanim bakalarské prace mé utvrdil v tom, Ze matematické dukazy
nejsou uplné jednoduché, ale ze by urcité staly za zminku na zakladni nebo stiedni

skole v ramci néjakého matematického krouzku nebo dobrovolnych seminaii.
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