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Anotace

Bakalá°ská práce je zam¥°ena na problematiku nerovností a jejich dokazování a re-

prezentaci problém· v programu GeoGebra Classic 5. První £ást bakalá°ské práce

se zabývá n¥kterými druhy matematických pr·m¥r· (aritmetický, geometrický, har-

monický a kvadratický). Druhá £ást bakalá°ské práce se soust°e¤uje na vybrané

nerovnosti pro trojúhelníky a jejich generalizace pro £ty°úhelníky (Izoperimetrický

problém, Weitzenböckova nerovnost a Euler·v vztah pro st°ed kruºnice opsané a

st°ed kruºnice vepsané).

Abstract

The bachelor's thesis is focused on the issues of inequalities and it's proving and

it's representation in program GeoGebra Classic 5. The �rst part of the bachelor's

thesis is focused on some types of mathematical means (arithmetic, geometric, har-

monic and quadratic). The second part of the bachelor's thesis is focused on chosen

inequalities for triangles and quadrilaterals (Isoperimetric problem, Weitzenbeck's

inequality and Euler problem for centre of circumcircle and centre of incircle).
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1 Úvod

Cílem této bakalá°ské práce je p°edstavit n¥kolik základních nerovností a jejich d·-

kaz·. Zárove¬ je mým cílem pro kaºdou nerovnost vytvo°it applet v programu Geo-

Gebra, který by slouºil pro lep²í p°edstavení a následné pochopení dané nerovnosti.

Za tímto ú£elem vyuºiji programu GeoGebra Classic 5. K umoºn¥ní p°ístupu k t¥mto

applet·m jsem vyuºil GeoGebru online. Vytvo°il jsem vlastní GeoGebra knihu, ve

které jsou v²echny applety voln¥ k dispozici (https://www.geogebra.org/m/ukucrmty).

V první kapitole této bakalá°ské práce se budu zabývat pr·m¥ry. Konkrétn¥

aritmetickým, geometrickým, harmonickým a kvadratickým. Uvedu jejich de�nice a

jejich geometrické reprezentace. Uvedu také nerovnost, která mezi jednotlivými, vý²e

zmín¥nými, pr·m¥ry platí, a zárove¬ uvedu algebraický d·kaz této nerovnosti pro

dva prvky. Krom¥ algebraického d·kazu pro dva prvky uvedu také dva geometrické

d·kazy.

V dal²í kapitole uvedu jednotlivé vybrané nerovnosti. Jmenovit¥ to jsou Izope-

rimetrická nerovnost, která vyjad°uje vztah mezi obvodem a obsahem trojúhelníka

nebo £ty°úhelníka. Dále to bude Weitzenböckova nerovnost, která se zabývá vztahem

mezi sou£tem £tverc· stran trojúhelníka/£ty°úhelníka a jeho obsahem. A v poslední

£ásti to bude Euler·v vztah mezi vzdáleností mezi st°edem kruºnice opsané trojú-

helníku a st°edem kruºnice vepsané trojúhelníku a její generalizaci pro £ty°úhelník.

Toto téma jsem si vybral z prostého d·vodu. Jednotlivé nerovnosti se mi zdály

pom¥rn¥ zajímavé, a cht¥l jsem o nich zjistit n¥co víc. Zárove¬ jsem byl p°esv¥d£en,

ºe postupy d·kaz· jednotlivých nerovností by se mohly n¥jakým zp·sobem vyuºít

ve výuce na základní nebo st°ední ²kole.

Applety jsou vytvo°eny v programu GeoGebra Classic 5 a bakalá°ská práce je

zpracovaná v popisovacím jazyce LATEXv programu Texmaker 4.4.1.
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2 Pr·m¥ry

V této kapitole si p°edstavíme aritmetický, geometrický, harmonický a kvadratický

pr·m¥r. D·vodem pro p°edstavení t¥chto pr·m¥r· je, ºe mezi nimi platí zajímavé

nerovnosti. V této kapitole byla pouºita p°eváºn¥ literatura [1], [2].

2.1 Aritmetický pr·m¥r

Jako aritmetický pr·m¥r £ísel x1, x2, x3 . . . xn, n ∈ N, xi ∈ R a i ∈ {1, 2, 3 . . . n}

de�nujeme:

A(x1, x2, x3...xn) =
x1 + x2 + x3 + . . .+ xn

n
(1)

Lze °íci, ºe aritmetický pr·m¥r p°edstavuje sou£et v²ech zadaných £ísel vyd¥lený

po£tem zadaných £ísel.

2.1.1 Geometrická interpretace aritmetického pr·m¥ru

Jako geometrickou interpretaci aritmetického pr·m¥ru pro £ísla a, b > 0 si m·ºeme

p°edstavit polom¥r Thaletovy1 kruºnice sestrojené nad úse£kou AB délky a+ b.

Obrázek 1: Geometrická interpretace aritmetického pr·m¥ru

1Thaletova v¥ta - Sestrojíme - li nad úse£kou AB kruºnici tak, ºe st°ed kruºnice leºí ve st°edu

úse£ky AB a úse£ka AB tvo°í její pr·m¥r, tak kaºdý bod C na kruºnici bude tvo°it pravoúhlý

trojúhelník.
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2.2 Geometrický pr·m¥r

Jako geometrický pr·m¥r £ísel x1, x2, x3 . . . xn, xi ∈ R, xi ≥ 0 a n ∈ N, i ∈

{1, 2, 3 . . . n} de�nujeme:

G(x1, x2, x3...xn) = n
√
x1 · x2 · x3 · . . . · xn (2)

Geometrický pr·m¥r je de�nován jako sou£in v²ech zadaných £ísel odmocn¥ný od-

mocninou stupn¥ po£tu zadaných £ísel.

2.2.1 Geometrická interpretace geometrického pr·m¥ru

Jako geometrickou interpretaci geometrického pr·m¥ru pro £ísla a, b > 0 si m·ºeme

p°edstavit následující konstrukci.

Sestrojíme si úse£ku AB o délce a+ b. Na této úse£ce si vyzna£íme bod P . Bod

P bude leºet na úse£ce AB tak, aby jeho vzdálenost od bodu A byla rovna a. Poté

sestrojíme Thaletovu kruºnici nad úse£kou AB. Následn¥ vzty£íme kolmici v bod¥

P . Tato kolmice protne Thaletovu kruºnici v bod¥ C. Z Eukleidovy v¥ty o vý²ce

víme, ºe |PC|2 = a · b, z tohoto vztahu vyvodíme |PC| =
√
a · b.

Obrázek 2: Geometrická interpretace geometrického pr·m¥ru
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2.3 Harmonický pr·m¥r

Jako harmonický pr·m¥r £ísel x1, x2, x3 . . . xn,xi ∈ R, xi 6= 0, n ∈ N, i ∈ {1, 2, 3 . . . n}

de�nujeme:

H(x1, x2, x3...xn) =
n

1
x1

+ 1
x2

+ 1
x3

+ . . .+ 1
xn

(3)

Harmonický pr·m¥r je de�nován jako p°evrácená hodnota aritmetického pr·m¥ru

p°evrácených hodnot.

2.3.1 Geometrická interpretace harmonického pr·m¥ru

Jako geometrickou interpretaci harmonického pr·m¥ru pro £ísla a, b > 0 si m·ºeme

p°edstavit následující konstrukci.

K této konstrukci vyuºijeme p°edchozí dva pr·m¥ry, tedy aritmetický a geome-

trický. Sestrojíme si úse£ku AB o délce a + b. Nad ní sestrojíme Thaletovu kruº-

nici a aritmetický a geometrický pr·m¥r. Dostaneme 4PSC, kde |PC| =
√
ab

a |SC| = a+b
2
. Na úse£ku SC si sestrojíme kolmici tak, aby procházela bodem P .

Pr·se£ík kolmice s úse£kou SC si ozna£íme jako Q a úse£ku CQ si ozna£íme jako

h. Z Pythaghorovy v¥ty vidíme, ºe v 4PCQ platí, ºe |PQ|2 = (
√
ab)2 − h2. A z

4PSC vidíme podle Eukleidovy v¥ty, ºe platí |PQ|2 = h · (a+b
2
− h). Nyní m·ºeme

oba dva výrazy porovnat:

(√
ab
)2
− h2 = h ·

(
a+ b

2
− h
)

ab− h2 = h · a+ b

2
− h2

ab = h · a+ b

2
2ab

a+ b
= h

h =
2

1
a
+ 1

b

Jak vidíme, |CQ| nám p°edstavuje hledaný harmonický pr·m¥r.
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Obrázek 3: Geometrická interpretace harmonického pr·m¥ru

2.4 Kvadratický pr·m¥r

Jako kvadratický pr·m¥r £ísel x1, x2, x3 . . . xn, xi ∈ R, n ∈ N, i ∈ {1, 2, 3 . . . n}

de�nujeme:

Q(x1, x2, x3...xn) =

√
x21 + x22 + x23 + . . .+ x2n

n
(4)

Kvadratický pr·m¥r je tedy de�nován jako odmocnina ze zlomku sou£tu druhých

mocnin hodnot a celkového po£tu hodnot.

2.4.1 Geometrická reprezentace kvadratického pr·m¥ru

Jako geometrickou interpretaci kvadratického pr·m¥ru pro £ísla a, b > 0 si m·ºeme

p°edstavit následující konstrukci.

Sestrojíme si úse£ku AB o délce a + b. Nad ní sestrojíme Thaletovu kruºnici

a aritmetický pr·m¥r tak, aby byl kolmý na úse£ku AB. V míst¥, kde tato kolmice

protne Thaletovu kruºnici, vznikne bod D. Tento bod spojíme s bodem P , který se

nachází na úse£ce AB ve vzdálenosti a od bodu A. Dostaneme tedy úse£kuDP , která

je kvadratickým pr·m¥rem. Nyní si ukáºeme, ºe to platí. Ozna£íme si: PS = a+b
2
−a

a DS = a+b
2
.
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DP 2 =

(
a+ b

2

)2

+

(
a+ b

2
− a
)2

DP 2 =

(
a+ b

2

)2

+

(
b− a
2

)2

DP 2 =
a2 + 2ab+ b2

4
+
b2 − 2ab+ a2

4

DP 2 =
2a2 + 2b2

4

DP 2 =
a2 + b2

2

DP =

√
a2 + b2

2

Tedy |DC| nám p°edstavuje kvadratický pr·m¥r hodnot a, b.

Obrázek 4: Geometrická interpretace kvadratického pr·m¥ru
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2.5 Vztah mezi pr·m¥ry

V p°edchozích kapitolách jsme si uvedli £ty°i základní matematické pr·m¥ry. Mezi

t¥mito pr·m¥ry platí d·leºitý vztah. D·kazy uvedu pouze pro dv¥ hodnoty a, b > 0,

ne obecn¥ pro n hodnot. Z t¥chto d·kaz· bude plynout následující vztah:

Nech´ x > 0, tak platí

Q ≥ A ≥ G ≥ H (5)

Rovnost pr·m¥r· nastává pouze tehdy, pokud jsou zadané hodnoty stejné.

Pokud jsou dv¥ £ísla r·zná, nerovnost bude vºdy ostrá.

2.5.1 Algebraický d·kaz

P°edvedeme si jednoduchý d·kaz vý²e uvedené nerovnosti. Tento d·kaz by bylo

vhodné uvést ve t°íd¥ na druhém stupni.

Nejprve dokáºeme nerovnost Q ≥ A, d·kaz provedeme pro £ísla a, b ∈ R a a, b >

0 . Do dokazované nerovnosti si následn¥ dosadíme £ísla a, b.

0 ≤ (a− b)2

0 ≤ a2 − 2ab+ b2 | · (−1)

0 ≥ 2ab− a2 − b2 |+ 2a2 + 2b2

2a2 + 2b2 ≥ a2 + 2ab+ b2 | · 1
4

a2 + b2

2
≥ a2 + 2ab+ b2

4
a2 + b2

2
≥ (a+ b)2

4
|√√

a2 + b2

2
≥ a+ b

2
.

Rovnost nastává, kdyº a = b.

Výraz na pravé stran¥ nerovnosti bude vºdy kladný, tudíº nerovnost, ke které

jsme postupnými úpravami do²li, musí také platit. Tedy platí, ºe Q ≥ A.
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Stejným zp·sobem dokáºeme i nerovnost mezi aritmetickým a geometrickým

pr·m¥rem A ≥ G. Op¥t to bude d·kaz pro £ísla a, b ∈ R a a, b > 0. Po dosazení

dostaneme následující nerovnost.

(a− b)2 ≥ 0

a2 − 2ab+ b2 ≥ 0 |+ 4ab

a2 + 2ab+ b2 ≥ 4ab | · 1
4

a2 + 2ab+ b2

4
≥ ab

(a+ b)2

4
≥ ab |√

a+ b

2
≥
√
ab.

Rovnost nastává, kdyº a = b.

P·vodní nerovnost bude platit pro jakékoliv a, b. Postupnými úpravami jsme

tedy op¥t do²li k nerovnosti, která bude vºdy pravdivá. M·ºeme tedy nerovnost

A ≥ G prohlásit za pravdivou.

Nyní zbývá uº jen dokázat nerovnost mezi geometrickým a harmonickým pr·-

m¥rem G ≥ H. K tomu vyuºijeme p°edchozí dokázanou nerovnost A ≥ G. D·kaz

op¥t provedeme pro £ísla a, b ∈ R a, b > 0. Dosadíme je do vztahu A ≥ G.

a+ b

2
≥
√
ab | ·

√
ab

a+ b

2
·
√
ab ≥ ab | · 2

a+ b
√
ab ≥ 2ab

a+ b
√
ab ≥ 2

1
a
+ 1

b

.

Rovnost nastává, kdyº a = b.

Z platné nerovnosti jsme op¥t pomocí úprav do²li k poºadovanému tvaru nerov-

nosti. Dokázali jsme tedy, ºe nerovnost G ≥ H platí, vyuºitím p°edem dokázané
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nerovnosti A ≥ G.

Dokázali jsme postupn¥ tedy, ºe platí tyto t°i nerovnosti Q ≥ A, A ≥ G a G ≥

H. Kdyº tyto t°i nerovnosti sloºíme dohromady, dostaneme ná² poºadovaný tvar:

Q ≥ A ≥ G ≥ H.

2.5.2 Geometrický d·kaz

Nerovnost mezi jednotlivými druhy pr·m¥ru se dá reprezentovat i geometricky.

Pro studenty by mohlo být vhodné si jeden geometrický d·kaz vyzkou²et. Tento

d·kaz je z knihy [3].

Do jednoho útvaru m·ºeme v²echny vý²e uvedené pr·m¥ry £ísel a, b > 0 zkon-

struovat následujícím zp·sobem. Nejprve si narýsujeme úse£ku AB o délce a, poté

narýsujeme úse£ku BC o velikosti b tak, aby nám vznikla úse£ka AC o velikosti a+b.

Poté si zkonstruujeme bod D, který je st°edem úse£ky AC. Tento bod vyuºijeme

ke konstrukci Thaletovy kruºnice nad úse£kou AC. Poté m·ºeme vzty£it v bod¥

B kolmici na úse£ku AC. V míst¥, kde tato kolmice protne Thaletovu kruºnici,

vznikne bod E a bude platit |BE| =
√
ab. V následujícím kroku spojíme bod E

s bodem D. Platí, ºe |ED| = a+b
2
.

Protoºe z p°edchozí kapitoly víme, ºe harmonický pr·m¥r leºí na pravoúhlém

trojúhelníku tak, ºe geometrický pr·m¥r tvo°í jeho p°eponu a kvadratický pr·m¥r

leºí na pravoúhlém trojúhelníku tak, ºe kvadratický pr·m¥r tvo°í p°eponu. Této

znalosti vyuºijeme a zkonstruujeme kolmici f na úse£ku ED v bod¥ D. Dále pove-

deme rovnob¥ºku s úse£kou DE do bodu B. V míst¥, kde tato rovnob¥ºka protne

kolmici f , vznikne bod F . Platí, ºe |BF | = 2ab
a+b

. Kvadratický pr·m¥r zkonstruujeme

tak, ºe si dopo£ítáme délku odv¥sny, která leºí na kolmici f . Tuto délku si ozna£íme

jako x. Podobným zp·sobem bychom si mohli dopo£ítat i odv¥snu FE. pouºijeme

Pythagorovu v¥tu.
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(√
a2 + b2

2

)2

= x2 +

(
a+ b

2

)2

a2 + b2

2
= x2 +

a2 + 2ab+ b2

4
| · 4

2a2 + 2b2 = a2 + 2ab+ b2 + 4x2 | − a2 − 2ab− b2

a2 − 2ab+ b2 = 4x2

(a− b)2 = 4x2 | · 1
4

(a− b)2

4
= x2 |√

x =
|a− b|

2
.

Kdyº te¤ známe velikost x, sta£í v bod¥ E sestrojit kruºnici o polom¥ru x.

V míst¥, kde tato kruºnice protne kolmici f , vznikne bod G. Spojením bodu G a D

vznikne úse£ka GD o velikosti
√

a2+b2

2
.

Obrázek 5: Geometrický d·kaz nerovnosti mezi pr·m¥ry

Tímto máme sestrojen geometrický d·kaz nerovnosti mezi pr·m¥ry. Na první

pohled je z°ejmé, ºe platí:

Q ≥ A ≥ G ≥ H.
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2.5.3 GeoGebra ov¥°ení

Tento d·kaz bychom si mohli jednodu²e veri�kovat i v programu GeoGebra. Sta£ilo

by vyuºít vý²e zmín¥nou konstrukci a za pomocí posuvník· a objekt· vytvo°it applet

na numerické ov¥°ení.

Pomocí posuvník· si m·ºeme z £ísel a, b ud¥lat prom¥nné s ur£eným názvem.

V na²em p°ípad¥ to bude a, b. GeoGebra nám poté umoºní se na tyto hodnoty

odkazovat za pomoci funkce Text. V této funkci m·ºeme vytvá°et objekty, které

poté dynamicky reagují na zm¥nu velikostí £ísel a, b.

Na obrázku 7 m·ºeme vid¥t p°íklad, jak to m·ºe vypadat. M·ºeme vid¥t, ºe

program GeoGebra vyuºívá popisovacího jazyku LATEX. S jeho pomocí m·ºeme tedy

vytvo°it applet, který bude reagovat na zm¥ny posuvník·, tedy zm¥n hodnot pro-

m¥nných a, b.

Uºivatel si m·ºe tedy lépe p°edstavit, jak se rozdíl mezi velikostmi jednotlivých

pr·m¥r· m·ºe m¥nit v závislosti na hodnotách a, b.

Obrázek 6: Numerický applet
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Obrázek 7: Textové pole za°izující výpo£et pr·m¥r·

2.5.4 Geometrický d·kaz 2

Nerovnost mezi jednotlivými pr·m¥ry lze snadno a p°ehledn¥ zkonstruovat i v rámci

jednoho lichob¥ºníku, kde jeho rovnob¥ºné strany mají velikosti a, b, jak je uvedeno

v [4].

Nejprve si zkonstruujeme aritmetický pr·m¥r. Nejprve si zkonstruujeme lichob¥º-

ník s vrcholy A,B,C,D. Poté si ud¥láme st°edy stran, které nejsou rovnob¥ºné, tedy

st°edy stran BC a DA, tyto st°edy pojmenujeme M a N . T¥mito st°edy povedeme

rovnob¥ºku se stranou AB. Úsek mezi bodyM a N je roven aritmetickému pr·m¥ru.

Dal²ími konstrukcemi toto tvrzení dokáºeme. Body AB povedeme p°ímku k

a body BN p°ímku l. Na pr·se£íku p°ímky k a p°ímky l si ozna£íme bod E.

Tímto zp·sobem nám vznikly dva trojúhelníky 4DCN a 4BEN . Víme, ºe úsek

|CN | = |BN |, a ºe |DM | = |MA|, protoºe body M a N jsou st°edy stran. Také

víme, ºe ∠DNC ' ∠BNE, kdyº to zkombinujeme se znalostí, ºe DC||AB, a ºe

∠BEN ' ∠NDC, dostáváme podobnost mezi trojúhelníky 4BEN ' 4DCN .

Z této podobnosti dostaneme, ºe |DC| = |BE| a ºe |DN | = |NE|.

Vzhledem k této znalosti m·ºeme °íct, ºe úse£ka MN je st°ední p°í£kou 4AED.

Pro tuto st°ední p°í£ku platí následující vztah. |MN | = |AE|
2
. A o velikosti úse£ky

|AE| = |AB| + |BE|. To m·ºeme dosadit a dostaneme |MN | = |AB|+|DC|
2

. Tedy

|MN | = a+b
2
, coº je hledaný aritmetický pr·m¥r.

Harmonický pr·m¥r si v lichob¥ºníku zkonstruujeme a dokáºeme následujícím
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Obrázek 8: Geometrická reprezentace aritmetického pr·m¥ru v lichob¥ºníku

zp·sobem. M¥jme lichob¥ºník s vrcholy A,B,C,D. Sestrojme si jeho úhlop°í£ky AC

a BD a místo, kde se tyto úhlop°í£ky protnou, si ozna£íme jako bod F . Tímto bodem

poté povedeme rovnob¥ºku k se stranou AD a rovnob¥ºku l se stranou AB. Rovno-

b¥ºka k protne základny lichob¥ºníku v bodech H,G. Spolu s rovnob¥ºkou k a úhlo-

p°í£kami lichob¥ºníku nám vznikly £ty°i trojúhelníky4DFG,4GFC,4AHF,4BFH.

Podle v¥ty uu m·ºeme °íct, ºe 4DFG ' 4BFH a 4GFC ' 4AHF .

Z této podobnosti m·ºeme vyvodit následující vztah. |FG||FH| =
x

a−x = b−x
x
. Z této

rovnosti vyvodíme následující vztah.

x

a− x
=
b− x
x

| · x(a− x)

x2 = (b− x)(a− x)

x2 = ab− bx− ax+ x2 | − x2 + ax+ bx

ax+ bx = ab

x(a+ b) = ab | · 1

a+ b

x =
ab

a+ b
.

Dostáváme tedy jednu polovinu harmonického pr·m¥ru. Kdybychom cht¥li do-

stat i tu druhou polovinu, tak bychom museli rovnob¥ºku k vést bodem F rovno-

b¥ºnou se stranou BC.

Tímto zp·sobem bychom zjistili, ºe i druhá £ást se rovná tomu samému, a dostali

bychom vztah 2x = 2ab
a+b

, coº by byl ná² hledaný harmonický pr·m¥r.
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Obrázek 9: Geometrická reprezentace harmonického pr·m¥ru v lichob¥ºníku

Jako dal²í pr·m¥r si zkonstruujeme geometrický pr·m¥r. Máme lichob¥ºník s vr-

choly A,B,C,D. Spodní základnu prodlouºíme tak, aby její délka byla rovna a+ b.

Poté si najdeme st°ed této nov¥ vzniklé strany BE. Ze st°edu R strany BE si zkon-

struujeme Thaletovu kruºnici a z bodu B povedeme kolmici na stranu BE. V míst¥,

kde tato kolmice protne Thaletovu kruºnici, si vyzna£íme bod F . Z p°edchozí kapi-

toly víme, ºe úse£ka BF je rovna velikosti geometrického pr·m¥ru. Te¤ uº tedy jen

sta£í dostat tuto úse£ku do na²eho lichob¥ºníku.

Obrázek 10: Geometrická reprezentace geometrického pr·m¥ru v lichob¥ºníku

P°enesení úse£ky provedeme následujícím zp·sobem. Sestrojme si kruºnici se

st°edem v bod¥ A a s polom¥rem rovným velikosti úse£ky BF . Místo, kde tato

kruºnice protne úse£ku AE, si ozna£íme bod Q. Bodem Q povedeme rovnob¥ºku

se stranou AD. Místo, kde tato rovnob¥ºka protne stranu BC, si ozna£íme bod N .

Tímto bodem poté vedeme rovnob¥ºku se stranou AB. V míst¥, kde tato rovnob¥ºka

protne úse£ku AD si ozna£íme bodM . Úse£kaMN je na²ím hledaným geometrickým
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pr·m¥rem.

Obrázek 11: Geometrická reprezentace geometrického pr·m¥ru v lichob¥ºníku

Jako poslední nám zbývá kvadratický pr·m¥r. M¥jme lichob¥ºníkABCD a úse£ku

MN , u které budeme p°edpokládat, ºe d¥lí lichob¥ºník na dva dal²í lichob¥ºníky,

které mají stejné obsahy. Vznikly nám tak t°i r·zné lichob¥ºníky. Jsou to lichob¥º-

níky ABCD,MNCD,ABNM . Ve stejném po°adí jsou i jejich vý²ky, h, h1, h2. Dále

ozna£íme AB = a, CD = b a MN = c.

Obrázek 12: Lichob¥ºník rozd¥len na t°i lichob¥ºníky

Obsahy jednotlivých lichob¥ºník· si m·ºeme zapsat následovn¥ S = (a+b)h
2

, S1 =

(a+c)h2
2

a S2 =
(b+c)h1

2
.
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Také víme, ºe S = S2 + S3 a h = h1 + h2. A z na²eho p°edpokladu o stejných

obsazích m·ºeme napsat, ºe S = 2S1 a S = 2S2. Dostáváme tedy dv¥ rovnice.

Z první rovnice odvodíme:

(a+ b)h

2
= (a+ c)h2 | · 1

(a+ c)h

(a+ b)

2(a+ c)
=
h2
h
.

Z druhé rovnice odvodíme:

(a+ b)h

2
= (b+ c)h1 | · 1

(b+ c)h

(a+ b)

2(b+ c)
=
h1
h
.

Dále pak:

h1
h

+
h2
h

=
h1 + h2
H

= 1.

Z vý²e uvedených vztah· dostaneme:

(a+ b)

2(b+ c)
+

(a+ b)

2(a+ c)
= 1 | · 2(b+ c)(a+ c)

(a+ b)(a+ c) + (a+ b)(b+ c) = 2(b+ c)(a+ c)

a2 + ac+ ab+ bc+ ab+ ac+ b2 + bc = 2(ab+ bc+ ac+ c2)

a2 + ac+ ab+ bc+ ab+ ac+ b2 + bc = 2ab+ 2bc+ 2ac+ 2c2

a2 + b2 + 2ab+ 2ac+ 2bc = 2ab+ 2bc+ 2ac+ 2c2 | − 2ab− 2ac− 2bc

a2 + b2 = 2c2 | · 1
2

c2 =
a2 + b2

2
| · √

c =

√
a2 + b2

2
.

Dokázali jsme tedy, ºe úsek MN je hledaný kvadratický pr·m¥r. Te¤ je je²t¥

pot°eba ukázat, jak tento úsek v lichob¥ºníku zkonstruujeme.
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Ke konstrukci nám pom·ºe poznámka, ºe vzorec pro kvadratický pr·m¥r m·ºeme

zapsat také jako c =
√
a2+b2√

2
=
√
2
√
a2+b2

2
. Výraz

√
a2 + b2 je p°epona pravoúhlého

trojúhelníku s rameny o délce a, b.

Obrázek 13: Pravoúhlý trojúhelník s p°eponou
√
a2 + b2

Díky úse£ce |AE| o délce
√
a2 + b2 m·ºeme zkonstruovat pravoúhlý rovnora-

menný trojúhelník s rameny o délce
√
a2 + b2. Tudíº jeho p°epona bude dlouhá

√
2
√
a2 + b2. Kdyº tuto p°eponu p°ep·líme, dostaneme kvadratický pr·m¥r. Ten uº

pak bude sta£it jen p°esunout do lichob¥ºníku.

To ud¥láme následovn¥. Vytvo°íme kruºnici se st°edem v bod¥ A a s polom¥rem

rovným 1
2

√
2
√
a2 + b2. V míst¥, kde nám tato kruºnice protne stranu AB si ozna£íme

bod J . Bodem J si následovn¥ vedeme rovnob¥ºku se stranou AD. Místo, kde tato

rovnob¥ºka protne stranu BC, si ozna£íme jako bod N . Poté uº jen sta£í, kdyº

bodem N povedeme rovnob¥ºku se stranou AB, a místo, kde tato rovnob¥ºka protne

stranu AD, si ozna£íme jako bod M . Úse£ka MN nám p°edstavuje kvadratický

pr·m¥r.

Obrázek 14: Geometrická reprezentace kvadratického pr·m¥ru v lichob¥ºníku
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Ukázali jsme si tedy, ºe v²echny vý²e uvedené pr·m¥ry se dají zakreslit do li-

chob¥ºníku. Te¤ si m·ºeme ukázat, jak by to vypadalo, kdybychom v²echny kon-

strukce ud¥lali do jednoho lichob¥ºníku.

Obrázek 15: V²echny pr·m¥ry v lichob¥ºníku

Na první pohled je z°ejmé, ºe nerovnost platí tímto zp·sobem:

Q ≥ A ≥ G ≥ H.

Rovnost nastává pouze tehdy, platí-li, ºe |AB| = |CD|. Tedy jedná-li se o rov-

nob¥ºník.
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2.5.5 GeoGebra ov¥°ení

Pro tento d·kaz si m·ºeme také jednodu²e vytvo°it algebraický applet v programu

GeoGebra.

Vytvo°íme si dva posuvníky s názvy a a b, které budou reprezentovat velikost

£ísel a, b. Pomocí funkce Text si vytvo°íme dv¥ textová pole. V prvním textovém poli

bude napsaná pouze textov¥ nerovnost mezi jednotlivými pr·m¥ry. V druhém poli uº

bude pomocí objekt· a LaTeXového zápisu za°ízen výpo£et tak, aby se jednotlivé

hodnoty pr·m¥r· m¥nily v závislosti na zm¥nách hodnot £ísel a a b. Tento zápis

m·ºeme vid¥t na obrázku 16.

Obrázek 16: Numerický applet
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3 Vybrané nerovnosti

V této kapitole p°edstavím vybrané nerovnosti. Ke kaºdé z nich uvedu klasický

d·kaz, který je vhodný k prezentaci na druhém stupni základní ²koly. Ke kaºdé

nerovnosti navíc uvedu dynamické ov¥°ení v programu GeoGebra.

Budeme se zabývat hlavn¥ t¥mito nerovnostmi. Izoperimetrická nerovnost, která

vyjad°uje vztah mezi obvodem a obsahem trojúhelníka, resp. £ty°úhelníka. Dal²í

nerovností, kterou se budeme zabývat, je Weitzenböckova nerovnost, která popisuje

vztah mezi sou£tem £tverc· nad stranami trojúhelníka, resp. £ty°úhelníka, a jeho

obsahem. Poslední nerovnost, kterou se budeme zabývat, vychází z Eulerova vztahu

mezi polom¥rem kruºnice trojúhelníku opsané a polom¥rem kruºnice trojúhelníku

vepsané.

3.1 Izoperimetrická nerovnost

V této podkapitole se budeme zabývat nejprve izoperimetrickou nerovností pro troj-

úhelníky a poté pro £ty°úhelníky.

Tento problém není ºádnou novinkou. Ve skute£nosti se jím matematici zabývají

jiº n¥kolik století na základ¥ legendy o Didó, kterou napsal °ímský básník Virgil.

Didó byla princezna z Fénického m¥sta Tyre (na území dne²ního Libanonu).

Z tohoto m¥sta byla nucena uniknout poté, co její bratr zavraºdil jejího manºela.

Unikla do Afriky poblíº Tuniského zálivu. Zde se Didó rozhodla koupit zem pro sv·j

lid od místního v·dce, krále Jarbase Numídijského. Koupila si tolik p·dy, kolik jí

mohla vyzna£it k·ºi z vola. Aby Didó získala co nejvíce p·dy, rozst°íhala k·ºi na

tenké pásky a ty svázala do jednoho dlouhého provazu. Na tomto území poté vzniklo

Kartágo.

To nás p°ivádí k izoperimetrickému problému: Jak m¥la Didó poloºit k·ºi, aby

získala co nejvíce území? Za p°edpokladu, ºe zem¥ je rovná a u mo°e, zvolila tvar

p·lkruhu, coº bylo správn¥ [5].
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V dal²í £ásti textu se budeme zabývat tímto problémem pro trojúhelník a £ty°-

úhelník [6], [7].

Jsou-li a, b, c délky stran trojúhelníka a S je jeho obsah, pak platí:

(a+ b+ c)2 ≥ 12
√
3 · S (6)

Rovnost nastává pouze tehdy, je-li trojúhelník rovnostranný.

3.1.1 Klasický d·kaz

V tomto d·kazu, který je p°evzat z [8], vyuºijeme dokázanou A-G nerovnost z p°ed-

chozí kapitoly a Heron·v vzorec pro obsah S trojúhelníka. Ozna£me si délky stran

trojúhelníka jako a, b, c. Pro obsah tohoto trojúhelníka platí S2 = s(s − a)(s −

b)(s − c), kde s = a+b+c
2

. Vyuºijeme znalost A-G nerovnosti a upravíme ji pro £ísla

s− a, s− b, s− c. Dostaneme tedy takovouto nerovnost:

3
√

(s− a)(s− b)(s− c) ≤ (s− a)(s− b)(s− c)
3

Tuto nerovnost budeme postupn¥ upravovat, dokud se nedostaneme k poºado-

vanému tvaru. Úpravu provedeme následujícím postupem.
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3
√

(s− a)(s− b)(s− c) ≤ (s− a)(s− b)(s− c)
3

|3

(s− a)(s− b)(s− c) ≤
(
(s− a) + (s− b) + (s− c)

3

)3

| · s

s(s− a)(s− b)(s− c) ≤ s

(
3s− a− b− c

3

)3

S2 ≤ s

(
s− a+ b+ c

3

)3

S2 ≤ s

(
a+ b+ c

2
− a+ b+ c

3

)3

S2 ≤ s

(
3a+ 3b+ 3c− 2a− 2b− 2c

6

)3

S2 ≤ s

(
a+ b+ c

2 · 3

)3

S2 ≤ a+ b+ c

2
·
(
a+ b+ c

6

)3

S2 ≤ a+ b+ c

2
· (a+ b+ c)3

216

S2 ≤ (a+ b+ c)4

432
|√

S ≤ (a+ b+ c)2

12
√
3

| · 12
√
3

12
√
3S ≤ (a+ b+ c)2

T¥mito úpravami jsme dostali na²i první izoperimetrickou nerovnost, která nám

°íká, ºe nejv¥t²í obsah, s obvodem a+b+c, bude mít práv¥ rovnostranný trojúhelník.
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Podobným zp·sobem jsme schopni p°evést izoperimetrickou úlohu na £ty°úhelník

[8]. P°edstavme si £tverec o velikosti strany a. Ve £tverci platí l = 4a, tedy l2 =

16a2 = 16S. Z tohoto £tverce ud¥láme obdélník, tak ºe jednu jeho stranu zkrátíme

o x a dal²í stranu o stejnou délku zv¥t²íme. Jeho obsah bude (a−x)(a+x) = a2−x2.

Bude tedy men²í, neº byl obsah p·vodního £tverce.

Jsou-li a, b, c, d délky stran £ty°úhelníka, S je jeho obsah a l je jeho obvod, pak

platí

16S ≤ l2 (7)

Rovnost nastane pouze tehdy jedná-li, se o £tverec. Tedy a = b = c = d.

Obrázek 17: Izoperimetrická úloha pro £ty°úhelník

Tento vzorec m·ºeme op¥t dokázat pomocí A-G nerovnosti. Brahmagupt·v2

vzorec nám udává následující vztah pro obsah t¥tivového £ty°úhelníku [8].

2Indický matematik a astronom (598 - 668). Byl první £lov¥k, který zavedl nulu jako £íslici.

Také zavedl obecné °e²ení kvadratických rovnic. Mezi jeho dal²í práce pat°í také zavedení pravidel

pro práci se zlomky. Také byl první, kdo dokázal, ºe M¥síc je Zemi blíºe neº Slunce.
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Nech´ a, b, c, d jsou délky stran t¥tivového £ty°úhelníku ABCD, pak pro obsah S

t¥tivového £ty°úhelníku platí

S =
√

(s− a)(s− b)(s− c)(s− d), (8)

kde s je polovina obvodu.

Dále známe Bretschneirder·v vzorec [8].

Nech´ a, b, c, d jsou délky stran libovolného konvexního £ty°úhelníku. Pak pro ob-

sah S tohoto £ty°úhelníku platí

S =

√
(s− a)(s− b)(s− c)(s− d)− abcd cos2(α + γ

2
), (9)

kde α a γ jsou protilehlé úhly a s je rovno polovin¥ obvodu.

Je z°ejmé, ºe platí

(s− a)(s− b)(s− c)(s− d)− abcd cos2(α + γ

2
) ≤ (s− a)(s− b)(s− c)(s− d).

Dále vyuºijeme A-G nerovnost dokázanou v p°edchozí kapitole pro £ísla s−a, s−

b, s− c, s− d. Dostaneme tedy následující nerovnost.

4
√

(s− a)(s− b)(s− c)(s− d) ≤ (s− a) + (s− b) + (s− c) + (s− d)
4

|4

S2 ≤
(
4s− a− b− c− d

4

)4

S2 ≤
(
s− a+ b+ c+ d

4

)4

S2 ≤
(
a+ b+ c+ d

2
− a+ b+ c+ d

4

)4

S2 ≤
(
4a+ 4b+ 4c+ 4d− 2a− 2b− 2c− 2d

8

)4

S2 ≤
(
a+ b+ c+ d

4

)4

S2 ≤ (a+ b+ c+ d)4

256
|√

S ≤ (a+ b+ c+ d)2

16

16S ≤ l2
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Dokázali jsme izoperimetrickou rovnici i pro £ty°úhelníky, rovnost nastává pouze

v p°ípad¥, ºe se jedná o £tverec.

3.1.2 GeoGebra ov¥°ení

Izoperimetrické problémy pro trojúhelník a £ty°úhelník m·ºeme snadno reprezento-

vat i v programu GeoGebra.

V první °ad¥ si vytvo°íme body A,B a C. Tyto body poté spojíme funkcí Mno-

hoúhelník, abychom se pozd¥ji mohli jednodu²e odkazovat na obsah trojúhelníku

ABC. Kdybychom body A,B a C spojili pouze funkcí Úse£ka, nemohli bychom

odkazovat na obsah trojúhelníku ABC.

Následovn¥ si vytvo°íme pomocí funkce Text t°i textová pole. V prvním je na-

psaná pouze Izoperimetrická nerovnost pro trojúhelník. Ve druhém textovém poli

uº jsou pomocí objekt· zapsané velikosti stran trojúhelníka ABC tak, ºe jsou jed-

notlivé velikosti stran napsané v sou£tu, ale je²t¥ nejsou se£teny. Samoz°ejm¥ je celý

tento sou£et umocn¥n na druhou. Od tohoto umocn¥ného sou£tu ode£ítám obsah

trojúhelníka ABC vynásobený 12
√
3. Ve druhém textovém poli se výpo£et je²t¥

neprovádí. Význam druhého textového pole je v tom, aby uºivatel, v kombinaci

s prvním textovým polem, vid¥l, jak se hodnoty velikostí stran a, b a c a velikost

obsahu trojúhelníka ABC m¥ní v závislosti na zm¥n¥ pozic bod· A,B a C. Respek-

tive velikostí stran a, b a c. Ve t°etím textovém poli jiº probíhá samotný výpo£et

pomocí objekt· a LaTeXového zápisu. Tento zápis m·ºeme vid¥t na obrázku 19.

Díky tomuto appletu se m·ºe uºivatel snadn¥ji p°esv¥d£it, ºe Izoperimetrická

nerovnost platí a ºe rovnost nastává pouze v p°ípad¥, ºe trojúhelník ABC je rovno-

stranný. Zárove¬ m·ºe uºivatel získat jasn¥j²í p°edstavu o tom, jak Izoperimetrická

nerovnost funguje.

Podobný applet lze vytvo°it i pro £ty°úhelník. Postupovalo by se naprosto stejn¥.

Jenom bychom museli p°idat jeden bod a poºít vzorec na Izoperimetrickou nerovnost

pro £ty°úhelník. Tento applet je k dispozici v mé GeoGebra knize.
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Obrázek 18: Applet pro trojúhelník

Obrázek 19: T°etí textové pole

3.2 Weitzenböckova nerovnost

V této podkapitole se budeme zabývat Weitzenböckovou nerovností, která je po-

jmenována po svém objeviteli, rakouském matematikovi, Rolandu Weitzenböckovi.

V roce 1961 se tato nerovnost objevila na t°etí mezinárodní matematické olympiád¥,

kde se poºadovalo vy°e²it následující problém [5], [6].

Nech´ a, b, c jsou délky stran trojúhelníka a S je jeho obsah. Dokaºte:

a2 + b2 + c2 ≥ 4
√
3S.

Tato nerovnost se nazývá Weitzenböckova nerovnost.
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3.2.1 Klasický d·kaz

K dokázání tohoto problému pouºijeme kosinovou v¥tu následujícím zp·sobem.

M¥jme trojúhelníkABC. Nad stranouAB sestrojme rovnostranný trojúhelníkABC1.

D·kaz p°evzatý z [9].

Obrázek 20: Trojúhelník ABC1

Je²t¥ neº se pustíme do pouºití kosinové v¥ty, je t°eba si pov²imnout, ºe |∠CAC1| =

|α− π
3
|. A zárove¬ z vlastností funkce kosinus m·ºeme °íct, ºe cos(α− π

3
) = cos(π

3
−α).

Pomocí kosinové v¥ty m·ºeme tedy vyjád°it velikost úse£ky CC1 následovn¥:

|CC1|2 = b2 + c2 − 2bc cos
(
α− π

3

)
.

Ze znalosti vzorce cos(x − y) = cos x cos y + sinx sin y si m·ºeme vyjád°ení

velikosti úse£ky CC1 upravit na tento tvar:

|CC1|2 = b2 + c2 − 2bc
(
cosα cos

π

3
+ sinα sin

π

3

)
|CC1|2 = b2 + c2 − 2bc

(
1

2
cosα +

√
3

2
sinα

)
.

Z kosinové v¥ty pro trojúhelník ABC si vyjád°íme cosα, který pak budeme moci

dosadit do práv¥ upravené rovnice.
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a2 = b2 + c2 − 2bc cosα | − b2 − c2

a2 − b2 − c2 = −2bc cosα | · (−1)

−a2 + b2 + c2 = 2bc cosα | · 1

2bc

cosα =
b2 + c2 − a2

2bc
.

Nyní máme vyjád°en cosα a m·ºeme ho dosadit do vyjád°ení velikosti úse£ky

|CC1|. P°i tomto dosazení vyuºijeme následující vzorec pro vyjád°ení obsahu trojú-

helníka S = 1
2
bc sinα.

|CC1|2 = b2 + c2 − 2bc

(
1

2
· b

2 + c2 − a2

2bc
+

√
3

2
sinα

)

|CC1|2 = b2 + c2 − 2bc

(
b2 + c2 − a2

4bc
+

√
3

2
sinα

)

|CC1|2 = b2 + c2 −
(
b2 + c2 − a2

2
+
√
3bc sinα

)
|CC1|2 = b2 + c2 − b2 + c2 − a2

2
−
√
3bc sinα

|CC1|2 =
a2 + b2 + c2

2
−
√
3bc sinα

|CC1|2 =
a2 + b2 + c2

2
− 2
√
3S | · 2

2|CC1|2 = a2 + b2 + c2 − 4
√
3S.

O velikosti úse£ky platí, ºe 2|CC1|2 ≥ 0, tedy |CC1| ≥ 0. Rovnost nastává pouze

v p°ípad¥, ºe C = C1, tedy ºe trojúhelník je rovnostranný. Dostáváme tedy vztah:

a2 + b2 + c2 ≥ 4
√
3S.
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Obdobný vztah m·ºeme dokázat i pro £ty°úhelník [6].

M¥jme a,b,c,d strany £ty°úhelníka a S jeho obsah, poté platí

a2 + b2 + c2 + d2 ≥ 4S (10)

Rovnost nastává, pouze pokud jde o £tverec, tedy a = b = c = d.

Tuto nerovnost dokáºeme £ist¥ geometricky. Av²ak nejprve si upravíme p·vodní

nerovnost [5].

a2 + b2 + c2 + d2 ≥ 4S | · 1
4

a2

4
+
b2

4
+
c2

4
+
d2

4
≥ S

Následující konstrukcí vytvo°íme geometrický d·kaz této nerovnosti [5].

M¥jme £ty°úhelník ABCD s úhlop°í£kami p, q. Na úhlop°í£ku p povedeme kol-

mice, které budou procházet body B a D. V místech, kde tyto kolmice protnou

úhlop°í£ku p, si vyzna£íme body E a F .

Obrázek 21: �ty°úhelník ABCD s úhlop°í£kami p, q a s kolmicemi

Vidíme, ºe pomocí úhlop°í£ek p, q a kolmic na úhlop°í£ku p nám vznikly £ty°i

trojúhelníky, a to následující: 4AFB,4BFC,4CED a 4DEA.

Postupn¥ si nad kaºdou stranou sestrojíme £tverec o délce dané strany. Nyní vi-

díme, ºe trojúhelník vzniklý uvnit° p·vodního £ty°úhelníku m·ºeme doplnit na ob-

délník s úhlop°í£kou, kterou tvo°í daná strana £ty°úhelníka. M·ºeme tedy ve £tverci

nad danou stranou sestrojit úpln¥ stejný trojúhelník. Vzhledem k tomu, ºe se jedná

o £tverec, tak takovýto trojúhelník m·ºeme sestrojit nad v²emi stranami daného
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£tverce. To znamená, ºe jsme ukázali, ºe se výse£ obsahu p·vodního £ty°úhelníka

vejde do £tverce nad jeho stranou £ty°ikrát. A pokud p·vodní £ty°úhelník není

£tverec, tak ve £tverci vzty£eném nad jeho stranou zbyde je²t¥ n¥jaké místo. Coº

jednozna£n¥ ukazuje, ºe nerovnost a2

4
+ b2

4
+ c2

4
+ d2

4
≥ S bude platit.

M·ºeme to vid¥t na následujícím obrázku. Kaºdý p·vodní trojúhelník 4AFB,

4BFC, 4CED a 4DEA je vyzna£ený jinou barvou. Ve £tverci p°ipojeném na

daný trojúhelník jsou tyto trojúhelníky vyzna£eny stejnou barvou.

Obrázek 22: �ty°úhelník ABCD se vzty£enými £tverci a dopln¥nými trojúhelníky

Na následujícím obrázku m·ºete vid¥t, ºe rovnost nastává práv¥ tehdy je-li,

p·vodní £ty°úhelník £tverec.

Obrázek 23: �tverec ABCD
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3.2.2 GeoGebra ov¥°ení

Weitzenböckovu nerovnost a její zobecn¥ní pro £ty°úhelník si m·ºeme snadno ov¥°it

v programu GeoGebra.

V programu GeoGebra si vytvo°íme body A,B a C. Ty spojíme pomocí funkce

Mnohoúhelník, tím nám vznikne trojúhelník ABC. Vyuºíváme metodu mnohoúhel-

ník proto, ºe nám snadno umoºní pracovat s obsahem vzniklého trojúhelníku. Kdy-

bychom body A,B a C spojili pouze úse£kami, nemohli bychom se pozd¥ji odkazovat

na jeho obsah.

Poté pomocí funkce Text vytvo°íme t°i textová pole. V prvním z nich je jenom

napsaná Weitzenböckova nerovnost. V druhém uº jsou dopln¥né hodnoty daných

prom¥nných, tedy velikosti stran na a, b a c na druhou na jedné stran¥ a 4
√
3 krát

obsah trojúhelníku ABC na stran¥ druhé. Tyto hodnoty se m¥ní v závislosti na

zm¥n¥ velikostí stran a, b a c. Respektive se zm¥nou polohy jednoho £í více bod·

A,B nebo C. V druhém textovém poli se nic nepo£ítá. Pouze se zobrazují hodnoty

daných prom¥nných. Ve t°etím textovém poli jiº probíhá samotný výpo£et. Ten se

v textovém poli realizuje pomocí objekt·, a LaTeXového zápisu. Tento zápis m·ºeme

vid¥t na obrázku 24.

Obrázek 24: Pohled do t°etího textového pole

Obdobný applet lze vytvo°it i pro £ty°úhelník. Sta£ilo by p°idat bod a textová

pole upravit do podoby pro nerovnost pro £ty°úhelník. Tento applet je k dispozici
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v mé GeoGebra knize.

Díky t¥mto applet·m m·ºe uºivatel lépe získat p°edstavu o fungování Weit-

zenböckovi nerovnosti a její generalizaci pro £ty°úhelník. Za pomocí posouvání jed-

notlivých bod· trojúhelníka nebo £ty°úhelníka m·ºe lépe pochopit, jak tyto nerov-

nosti fungují. Na obrázku 25 m·ºeme vid¥t screenshot z appletu, kdyº je zrovna

nastaven rovnostranný trojúhelník. M·ºeme vypozorovat, ºe nerovnost platí.

Obrázek 25: Geogebra applet nastaven na ov¥°ení platnosti v p°ípad¥ rovnostranného

trojúhelníka

3.3 Eulerova nerovnost

V této podkapitole si uvedeme Euler·v vztah pro vzdálenost mezi st°edem kruºnice

trojúhelníku opsané a st°edem kruºnice trojúhelníku vepsané.

Nech´ x je vzdálenost mezi st°edy kruºnic trojúhelníku opsané a trojúhelníku ve-

psané. A R je polom¥r kruºnice trojúhelníku opsané a r je polom¥r kruºnice trojú-

helníku vepsané, pak platí [5], [6], [7].

x2 = R(R− 2r) (11)

Tento vztah zve°ejnil v roce 1765 Leonhard Euler. Po tomto ²výcarském matema-

tikovi je také pojmenována. Nicmén¥ ke stejnému výsledku se dopracoval i anglický

matematik William Chapple uº v roce 1746.

Protoºe x2 je nezáporné £íslo, m·ºeme z vý²e uvedeného vztahu vyvodit násle-

dující nerovnost.
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R(R− 2r) ≥ 0

R2 − 2Rr ≥ 0 |+ 2Rr

R2 ≥ 2Rr | · 1
R

R ≥ 2r.

Tento vztah se nazývá Eulerova nerovnost. V této nerovnosti nastává rovnost

pouze v p°ípad¥, ºe trojúhelník je rovnostranný. Protoºe v takovém p°ípad¥ st°ed

kruºnice opsané trojúhelníku a st°ed kruºnice vepsané trojúhelníku splynou v jeden.

Tudíº nastává situace, ºe x = 0.

3.3.1 Klasický d·kaz

V této podkapitole si dokáºeme platnost Eulerova vztahu pro vzdálenost st°edu

kruºnice trojúhelníku opsané a st°edu kruºnice trojúhelníku vepsané. D·kaz z [9].

Obrázek 26: Trojúhelník ABC
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Nejprve p°edpokládejme, ºe se jedná o ostroúhlý trojúhelník a ºe platí α ≥ β.

Tedy máme ostroúhlý trojúhelník ABC, ve kterém bod O p°edstavuje st°ed kruºnice

trojúhelníku vepsané a bod S ozna£uje st°ed kruºnice trojúhelníku opsané. A x je

vzdálenost mezi t¥mito dv¥ma st°edy.

V první °ad¥ si musíme zjistit velikost úhlu OCS. Vzhledem k tomu, ºe víme,

ºe st°ed kruºnice trojúhelníku opsané leºí na osách úhl·, víme, ºe úhel ACO je

rovný γ
2
, kde γ je úhel ACB. Dále si pot°ebujeme zjistit velikost úhlu SCD. Z

vlastností kruºnice trojúhelníku opsané víme, ºe úse£ka t leºí na ose strany a, tudíº

d¥lí stranu a na dv¥ poloviny a zárove¬ je na ni kolmá. Tudíº nám vzniká pravoúhlý

trojúhelník SDC. Nyní si dopo£ítáme velikost úhlu CSD. O tomto úhlu m·ºeme

°íct, ºe je to polovina st°edového úhlu nad stranou BC, tedy nad stranou a. Z v¥ty

o st°edovém a obvodovém úhlu3 vidíme, ºe úhel CSB je dvojnásobek úhlu CAB,

tedy dvojnásobek úhlu α. Je z°ejmé, ºe úse£ka t tento úhel p·lí, a víme tedy, ºe úhel

CSD je roven úhlu α. Dostáváme tedy, ºe úhel SCD je roven π
2
− α (90◦ = π

2
).

Dostáváme se tedy k velikosti úhlu |∠OCS| = ω. Dále m·ºeme °íci, ºe o úhlu β,

m·ºeme prohlásit, ºe platí vztah β = π − α− γ, tedy ºe −β = α + γ − π.

ω = γ − γ

2
−
(π
2
− α

)
ω = γ − γ

2
− π

2
+ α

ω =
2γ − γ − π + 2α

2

ω =
γ − π + 2α

2
.

Rozepsáním £itatele v posledním kroku na γ − π + α + α, si nám pom·ºe uv¥-

domit, ºe první t°i £leny tohoto sou£tu jsou rovny −β. Jak jsme si uvedli je²t¥ p°ed

vyjád°ením úhlu ω. Pro úhel ω tedy dostáváme.
3V¥ta o st°edovém a obvodovém úhlu °íká, ºe máme-li na kruºnici se st°edem S oblouk AB, pak

platí, ºe úhel, jehoº vrchol leºí na kruºnici, a není to bod A, ani bod B, a jehoº ramena procházejí

body A a B, nazýváme obvodový úhel oblouku AB. Pro st°edový úhel ASB platí, ºe je dvakrát

v¥t²í neº obloukový úhel.
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ω =
γ − π + α + α

2

ω =
α− β
2

.

Abychom v dal²ím kroku d·kazu mohli pouºít kosinovou v¥tu, pot°ebujeme zjistit

velikosti stran OC a SC. Ozna£me si |OC| = d a |SC| = R. Na stranu AC si z bodu

O m·ºeme spustit kolmici o délce r, coº je polom¥r kruºnice vepsané. Vznikne nám

tedy pravoúhlý trojúhelník EOC. Z tohoto pravoúhlého trojúhelníku si m·ºeme

odvodit velikost d. M·ºeme to ud¥lat pomocí de�nice funkce sinus pro pravoúhlý

trojúhelník4. Pro d tedy dostáváme následující vztah.

sin
γ

2
=
r

d
| · d

d sin
γ

2
= r | · 1

sin γ
2

.

d =
r

sin γ
2

Nyní máme vyjád°ené v²echny pot°ebné strany a úhel, které pot°ebujeme na

pouºití kosinové v¥ty pro vzdálenost st°edu kruºnice trojúhelníku opsané a st°edu

kruºnice trojúhelníku vepsané x. Máme tedy d = r
sin γ

2
, |SC| = R, ω = α−β

2
. Dostá-

váme tedy následující rovnici.

x2 = R2 + d2 − 2Rd cosω

x2 = R2 + d2 − 2Rr · cosω
sin γ

2

.

4Sinus úhlu α v pravoúhlém trojúhelníku je roven pom¥ru délky protilehlé odv¥sny a p°epony.

Délku protilehlé odv¥sny si ozna£me jako p a délku p°epony si ozna£me jako q. Platí tedy, ºe

sinα = p
q
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Pom¥r cosω
sin γ

2
m·ºeme následujícím zp·sobem vyjád°it pomocí velikostí stran troj-

úhelníku ABC. Nejprve si ale tento pom¥r musíme upravit, abychom s ním mohli

dále pracovat. Vyuºijeme d°íve získaný fakt, ºe ω = α−β
2

= α
2
− β

2
. Dosadíme-li do

pom¥ru tento úhel, m·ºeme postupovat následovn¥.

cosω

sin γ
2

=
cos α

2
− β

2

sin γ
2

.

Jmenovatel zlomku na pravé stran¥ m·ºeme upravit podle rozdílového vzorce

pro funkci kosinus, který p°edstavuje následující vztah cos(x − y) = cosx cos y +

sinx sin y. Po této úprav¥ bude tedy na²e rovnice vypadat následovn¥.

cosω

sin γ
2

=
cos α

2
cos β

2
+ sin α

2
sin β

2

sin γ
2

.

Abychom mohli v d·kazu pokra£ovat musíme, p°edstavit následující dva vzorce

pro funkce sinus a kosinus [9]. Pro funkci sinus to bude vzorec sin α
2
=
√

(s−b)(s−c)
bc

a dal²í dva vzorce cyklickou zám¥nou. Tedy sin β
2
=
√

(s−a)(s−c)
ac

a sin γ
2
=
√

(s−a)(s−b)
ab

,

kde s je rovno polovin¥ obvodu trojúhelníka, tedy s = a+b+c
2

.

Pro funkci kosinus platí obdobný vztah. Pro funkci kosinus platí cos α
2
=
√

s(s−a)
bc

a dal²í dva cyklickou zám¥nou. Tedy cos β
2
=
√

s(s−b)
ac

a cos γ
2
=
√

s(s−c)
ab

, kde s je

rovno polovin¥ obvodu trojúhelníka, tedy s = a+b+c
2

.
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Se znalostí t¥chto vzorc· m·ºeme pokra£ovat v d·kazu. Sta£í nám pouze dosadit.

Dostaneme tedy následující vztah.

cosω

sin γ
2

=

√
s(s−a)
bc
·
√

s(s−b)
ac

+
√

(s−b)(s−c)
bc

·
√

(s−a)(s−c)
ac√

(s−a)(s−b)
ab

Pro zjednodu²ení úpravy si m·ºeme vzorec na pravé stran¥ rozd¥lit na dv¥ £ásti

a ty upravovat postupn¥ zvlá²´. První £ást bude
√
s(s−a)
bc
·
√
s(s−b)
ac√

(s−a)(s−b)
ab

a druhá £ást bude√
(s−b)(s−c)

bc
·
√

(s−a)(s−c)
ac√

(s−a)(s−b)
ab

. Nejprve se pustíme do úpravy první £ásti.

√
s(s−a)
bc
·
√

s(s−b)
ac√

(s−a)(s−b)
ab

=

√
s(s−a)s(s−b)

abc2√
(s−a)(s−b)

ab

= =⇒

=⇒ =

√√√√ s2(s−a)(s−b)
abc2

(s−a)(s−b)
ab

=

√
s2(s− a)(s− b)

abc2
· ab

(s− a)(s− b)
=

√
s2

c2
=
s

c
.

Po úprav¥ první £ásti, se m·ºeme pustit do úpravy druhé £ásti.

√
(s−b)(s−c)

bc
·
√

(s−a)(s−c)
ac√

(s−a)(s−b)
ab

=

√
(s−a)(s−b)(s−c)(s−c)

abc2√
(s−a)(s−b)

ab

= =⇒

=⇒ =

√√√√ (s−a)(s−b)(s−c)(s−c)
abc2

(s−a)(s−b)
ab

=

√
(s− a)(s− b)(s− c)(s− c)

abc2
· ab

(s− a)(s− b)
= =⇒

=⇒ =

√
(s− c)2
c2

=
(s− c)
c

.

43



Po t¥chto úpravách si m·ºeme dosadit do vzorce pro cosω
sin γ

2
. Se£teme tedy první

a druhou £ást.

cosω

sin γ
2

=
s

c
+

(s− c)
c

cosω

sin γ
2

=
2s− c
c

cosω

sin γ
2

=
a+ b+ c− c

c

cosω

sin γ
2

=
a+ b

c
.

Vidíme, ºe si nyní m·ºeme dosadit do na²eho p·vodního vzorce x2 = R2 + d2 −

2Rr · cosω
sin γ

2
, který jsme získali pouºitím kosinové v¥ty. Dostáváme tedy následující

vztah.

x2 = R2 + d2 − 2Rr(a+ b)

c

Nyní si je²t¥ musíme upravit d2. Víme, ºe pro d2 platí tento vztah, který je

odvozen z de�nice funkce sinus, d2 = r2

sin2 γ
2

.

Z p°edchozích úprav víme, ºe pro sin γ
2
platí tento vztah sin γ

2
=
√

(s−a)(s−b)
ab

. Po

umocn¥ní tedy dostaneme sin2 γ
2
= (s−a)(s−b)

ab
. Tento zlomek dosadíme do vztahu pro

d2. Dostaneme následující vztah.

d2 =
r2

(s−a)(s−b)
ab

d2 =
r2

a
b(s− a)(s− b).
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Abychom mohli pokra£ovat v d·kazu dále, je t°eba zmínit platnost následujících

vzorc· [9]. První z nich je abc = 4RS, kde S je obsah trojúhelníka. Druhý je r = S
s
.

Abychom tyto vzorce mohli pouºít, vynásobíme si pravou stranu c
c
. Coº je vlastn¥

jedni£ka, takºe jsme nic nezm¥nili. Máme tedy.

d2 =
r2abc

c(s− a)(s− b)

d2 =
r4RSr

c(s− a)(s− b)

d2 =
r4RS S

s

c(s− a)(s− b)

d2 =
r4RS2

s

c(s− a)(s− b)

d2 =
r4RS2

s

1

c(s− a)(s− b)

d2 =
r4Rs(s− a)(s− b)(s− c)

sc(s− a)(s− b)

d2 =
4Rr(s− c)

c

d2 =
4Rr

(
a+b+c

2
− c
)

c

d2 =
4Rr

(
a+b−c

2

)
c

d2 =
4Rr(a+b−c)

2

c

d2 =
2Rr(a+ b− c)

c
.
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Takto upravený vztah pro d2 si nyní m·ºe dosadit do na²í p·vodní kosinové v¥ty.

Dostáváme tedy.

x2 = R2 +
2Rr(a+ b− c)

c
− 2Rr(a+ b)

c

x2 = R2 +
2Rra+ 2Rrb− 2Rrc

c
− 2Rra+ 2Rrb

c

x2 = R2 +
−2Rrc
c

x2 = R2 − 2Rr

x2 = R(R− 2r).

Dostáváme se tedy k Eulerovu vzorci. Eulerova nerovnost platí nejenom pro

ostroúhlý trojúhelník. Samoz°ejm¥ platí i pro v²echny ostatní trojúhelníky. Dokázat

by to ²lo stejným zp·sobem. Jen by se mírn¥ m¥nilo vyjád°ení úhlu ω.

Z Eulerovy nerovnosti R ≥ 2r zárove¬ vidíme, ºe rovnost nastane pouze tehdy,

kdyº O = S. A to nastane pouze v p°ípad¥, ºe trojúhelník bude rovnostranný.

3.3.2 GeoGebra ov¥°ení

Eulerovu nerovnost si m·ºeme velice snadno ov¥°it i v programu GeoGebra.

V prvé °ad¥ si vytvo°íme body A,B a C a vzhledem k tomu, ºe v tomto vztahu ni-

jak ne�guruje obsah trojúhelníka, nemusíme pouºívat funkci Mnohoúhelník. Posta£í

nám pouze t°i úse£ky. Pokud pouºijeme funkci Mnohoúhelník, tak se nic nestane.

Máme tedy trojúhelník ABC. Nyní je t°eba sestrojit st°edy kruºnice trojúhel-

níku opsané a vepsané. St°ed kruºnice trojúhelníku vepsané najdeme snadno. Víme,

ºe st°ed kruºnice trojúhelníku vepsané leºí na pr·se£íku os úhl· trojúhelníka. V Ge-

oGeb°e na to existuje speciální funkce Osa úhlu. Vybereme tedy tuto funkci a sestro-

jíme osy úhl·. Na sestrojení pr·se£íku nám sta£í pouze dv¥ osy. Máme-li sestrojené

ob¥ osy, m·ºeme pomocí funkce Pr·se£ík sestrojit st°ed kruºnice trojúhelníku ve-

psané. Zvolíme tedy funkci Pr·se£ík a ozna£íme dv¥ osy úhl·. Tím nám vznikl st°ed

kruºnice trojúhelníku vepsané.
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O st°edu kruºnice trojúhelníku opsané víme, ºe leºí na pr·se£íku os stran trojú-

helníka. Podobn¥ jako na osu úhlu existuje v GeoGeb°e funkce, tak existuje na osy

stran. Pouºijeme tedy funkci Osa strany na dv¥ strany trojúhelníka. Máme tedy dv¥

osy. Pomocí dvou os jsme schopni funkcí Pr·se£ík sestrojit st°ed kruºnice trojúhel-

níku opsané.

O kruºnici trojúhelníku vepsané víme, ºe se dotýká kaºdé strany trojúhelníka

práv¥ v jednom míst¥. Abychom tedy sestrojili její polom¥r, tak nám sta£í vést kol-

mici z jejího st°edu na jednu stranu trojúhelníka. Tato úse£ka nám p°edstavuje po-

lom¥r kruºnice vepsané. Poté jiº m·ºeme sestrojit samotnou kruºnici pomocí funkce

Kruºnice daná st°edem a bodem, kde st°ed bude st°ed kruºnice a bod bude pr·se£ík

kolmice na stranu trojúhelníka ze st°edu a dané strany.

Kruºnici trojúhelníku opsanou sestrojíme jednodu²eji. O kruºnici trojúhelníku

opsané víme, ºe prochází kaºdým vrcholem trojúhelníka. Máme-li tedy st°ed, sestro-

jíme kruºnici pomocí funkce Kruºnice daná st°edem a bodem, kde st°ed bude st°ed

kruºnice opsané a bod bude jeden z vrchol· trojúhelníka.

Te¤, kdyº máme oba st°edy, m·ºeme je spojit úse£kou, jejíº velikost bude repre-

zentovat vzdálenost mezi st°edem kruºnice trojúhelníku opsané a st°edem kruºnice

trojúhelníku vepsané.

Samoz°ejm¥ si je²t¥ musíme zkonstruovat úse£ky, které nám budou reprezentovat

délky polom¥r· kruºnic. To si ud¥láme op¥t pomocí funkce Úse£ka. Vytvo°íme úse£ky

ze st°ed· kruºnic k samotné kruºnici. Tím máme v²e pot°ebné. Ná² applet by te¤

m¥l vypadat jako na obrázku 27. S tím, ºe polom¥r kruºnice trojúhelníku vepsané je

p°ebarven na zeleno a vzdálenost mezi st°edy obou kruºnic je p°ebarvena na £erveno.

Polom¥r kruºnice je nabarven £ern¥.

Následn¥ si pomocí funkce Text vytvo°íme t°i textová pole. V prvním textovém

poli bude jen napsaná Eulerova nerovnost. Druhé textové pole bude jiº referovat

na velikosti polom¥r· kruºnic. Nebude v²ak je²t¥ nic po£ítat. Druhé pole slouºí

hlavn¥ pro zobrazení aktuálních velikostí polom¥r· kruºnic. Ve t°etím textovém poli

jiº bude probíhat samotný výpo£et. V tomto p°ípad¥ to bude velice jednoduchý

výpo£et. Na pravé stran¥ sta£í jen polom¥r kruºnice trojúhelníku vepsané násobit

dv¥ma. Vnit°ek tohoto textového pole m·ºeme vid¥t na obrázku 28.
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Obrázek 27: GeoGebra applet

Obrázek 28: Pohled do t°etího textového pole

Výpo£et je za°ízen pomocí objekt·, které jsou v textovém poli schopny referovat

velikost v²ech objekt·, u kterých to má smysl. V tomto p°ípad¥ to jsou velikosti

úse£ek reprezentující polom¥ry kruºnic.

Díky tomuto appletu si uºivatel dokáºe lépe p°edstavit závislost velikostí polo-

m¥r· jednotlivých kruºnic na tvaru trojúhelníka za vyuºití moºnosti posouvání jed-

notlivých vrchol· trojúhelníka. M·ºe si tak lépe p°edstavit platnost tohoto vztahu

v r·zných druzích trojúhelník·, nap°. v tupoúhlém, pravoúhlém a rovnoramenném.

Na obrázku 29 m·ºeme vid¥t screenshot ze zmi¬ovaného appletu, který je k dispozici

v p°iloºené GeoGebra knize.
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Obrázek 29: Applet pro Eulerovu nerovnost v nastavení pro obecný trojúhelník

3.3.3 Jiný d·kaz

D·kaz Eulerovy nerovnosti pro trojúhelník si m·ºeme dokázat i pomocí geometrické

konstrukce [6].

Sestrojme si trojúhelník ABC. Poté sestrojme st°edy jeho stran A1, B1 a C1.

Následn¥ si musíme sestrojit úse£ky A1B1, B1C1 a A1C1. Tyto strany tvo°í st°ední

p°í£ky trojúhelníka ABC. O st°edních p°í£kách víme, ºe spojují st°edy dvou stran

a jsou rovnob¥ºné se stranou, jejíº st°ed nespojují. Zárove¬ víme, ºe velikost st°ední

p°í£ky je polovi£ní v porovnání se stranou, se kterou je rovnob¥ºná.

Tyto st°ední p°í£ky d¥lí trojúhelník ABC na £ty°i podobné trojúhelníky. Troj-

úhelník, který spojuje st°edy stran, se nazývá p°í£kový trojúhelník. Je podobný

s trojúhelníkem ABC podle v¥ty sss. Tomuto p°í£kovému trojúhelníku sestrojíme

kruºnici opsanou.

O této kruºnici m·ºeme °íct, ºe její polom¥r je roven polovin¥ polom¥ru kruºnice

opsané trojúhelníku ABC. M·ºeme to °íct, protoºe víme, ºe pro kruºnici opsanou

trojúhelníku platí následující vztah [13].

r =
a

2 sinα
=

b

2 sin β
=

c

2 sin γ

Ozna£me si polom¥r kruºnice opsané trojúhelníku ABC jako r1 a polom¥r kruº-

nice opsané p°í£kovému trojúhelníku A1B1C1 jako r2.

Z podobnosti trojúhelník· ABC a A1B1C1 víme, ºe strany trojúhelníka A1B1C1

jsou polovi£ní, ale úhly z·stávají stejné. Jak m·ºeme vid¥t na obrázku 30.
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Obrázek 30: Velikosti úhl· se zachovávají

Pro r1 tedy platí, ºe r1 = a
2 sinα

. A pro r2 platí tento vztah r2 =
a
2

2 sinα
. Tento

vztah si trochu upravíme.

r2 =
a
2

2 sinα

r2 =
a

4 sinα
| · 4 sinα

a = 4 sinαr2.

Vztah pro a si m·ºeme dosadit do vztahu pro r1. Dostaneme následující rovnici.

r1 =
4 sinαr2
2 sinα

r1 = 2r2 | · 1
2

r2 =
r1
2
.

Tím jsme si dokázali, ºe polom¥r kruºnice opsané p°í£kovému trojúhelníkuA1B1C1

je polovi£ní, neº polom¥r kruºnice opsané trojúhelníku ABC. V na²em zna£ení Eu-

lerova vztahu (R ≥ 2r) nám to p°edstavuje R
2
.

Dále si sestrojíme trojúhelník A′, B′ a C ′ tak, aby strany a′, b′ a c′ byly postupn¥

rovnob¥ºné se stranami a, b a c. Zárove¬ budeme na tento trojúhelník poºadovat,

aby kruºnice opsaná p°í£kovému trojúhelníku byla kruºnice tomuto trojúhelníku

vepsanou. Strany trojúhelníku A′B′C ′ budou tedy te£ny kruºnice opsané p°í£kovému

trojúhelníku A1B1C1.
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Dále si sestrojíme kruºnici vepsanou trojúhelníku ABC. Polom¥r této kruºnice

nám bude v na²em zna£ení Eulerovy nerovnosti (R ≥ 2r) p°edstavovat r.

Protoºe zjevn¥ platí, ºe 4ABC ⊆ 4A′B′C ′, musí platit, ºe polom¥r kruºnice

vepsané trojúhelníku A′B′C ′ musí být v¥t²í, neº polom¥r kruºnice vepsané trojú-

helníku ABC. Platí tedy, ºe R
2
≥ r, coº nám po upravení dává Eulerovu nerovnost

R ≥ 2r.

Tím je tento pom¥rn¥ jednoduchý, ale ú£inný, d·kaz dokon£en. Vzhledem k tomu,

ºe je to d·kaz skoro £ist¥ geometrický, lze velice snadno provést ov¥°ení v programu

GeoGebra.

Sta£í si v programu GeoGebra vytvo°it vý²e zmín¥nou konstrukci a pomocí tex-

tových polí a objekt· v nich porovnat polom¥r kruºnice vepsané trojúhelníku A′B′C ′

a dvojnásobek polom¥ru kruºnice vepsané trojúhelníku ABC.

P°íklad, jak by takovýto GeoGebra applet mohl vypadat, m·ºeme vid¥t na ob-

rázku 31. Uºivatel tohoto GeoGebra appletu m·ºe pohybovat body p·vodního troj-

úhelníku ABC, tak m·ºe pozorovat zm¥ny v pom¥ru velikostí obou polom¥r·. Dále

si uºivatel m·ºe vyzkou²et, ºe Eulerova nerovnost platí pro v²echny moºné trojú-

helníky, nap°. rovnostranný, rovnoramenný, pravoúhlý atd. K tomu slouºí textové

pole umíst¥né pod trojúhelníky. V tomto textovém poli probíhá samotný výpo£et

a porovnání polom¥r·. Polom¥r kruºnice vepsané trojúhelníku A′B′C ′ je na obrázku

31 zna£en £ervenou barvou a polom¥r kruºnice vepsané trojúhelníku ABC je na ob-

rázku 31 zna£en zelenou barvou.

Obrázek 31: GeoGebra applet na geometrický d·kaz Eulerovy nerovnosti

Tento GeoGebra applet umoºní uºivateli získat lep²í p°edstavu o principu tohoto

geometrického d·kazu. A zárove¬ umoºní i získat lep²í p°edstavu o fungování Eu-
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lerovy nerovnosti samotné. Tento applet je samoz°ejm¥ k dispozici v mé GeoGebra

knize.

3.3.4 Euler·v vztah pro £ty°úhelník (Fuss Theorem)

Podobný vztah existuje i pro £ty°úhelník. Tento £ty°úhelník musí být konvexní

a musí mu jít sestrojit kruºnice opsaná i vepsaná. Tedy £ty°úhelník, který je konvexní

a zárove¬ t¥tivový a te£nový. Takový £ty°úhelník se nazývá dvojst°edový5.

Tento vztah mezi st°edy kruºnice £ty°úhelníku opsané a vepsané vymyslel Nicolas

Fuss. Byl to ²výcarský matematik, který byl asistentem Leonharda Eulera [10].

Nech´ x zna£í vzdálenost mezi st°edy kruºnice £ty°úhelníku opsané a st°edu kruº-

nice £ty°úhelníku vepsané a R polom¥r kruºnice opsané a r st°ed kruºnice vepsané.

x =

√
R2 + r2 − r

√
4R2 − r2 |2

x2 = R2 + r2 − r
√
4R2 + r2

O x2 m·ºeme prohlásit, ºe je nezáporné. Tedy bude platit x2 ≥ 0. Z toho m·ºeme

vyvodit následující nerovnost.

R2 + r2 − r
√
4R2 + r2 ≥ 0 | −R2 − r2

−r
√
4R2 + r2 ≥ −R2 − r2 | · (−1)

r
√
4R2 + r2 ≤ R2 + r2 |2

r2(4R2 + r2) ≤ (R2 + r2)2

4R2r2 + r4 ≤ R4 + 2R2r2 + r4 | − r4 − 2R2r2

2R2r2 ≤ R4 | · 1

R2

2r2 ≤ R2 |√

√
2r ≤ R.

5Pro dvojst°edový £ty°úhelník ABCD tedy platí, ºe a+ c = b+ d a α+ γ = β + δ = π.
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Dostali jsme tedy nerovnost R ≥
√
2r. Za pov²imnutí stojí velká podobnost mezi

tímto vztahem a Eulerovým vztahem (R ≥ 2r).

3.3.5 Klasický d·kaz

D·kaz p°evzatý z [10]. Abychom tento vztah dokázali, ud¥láme si pomocnou kon-

strukci, viz. obrázek 32. Zkonstruujeme si dvojst°edový £ty°úhelník ABCD. V tom

nám pom·ºe GeoGebra. Nejprve si ud¥láme libovolnou kruºnici. Na této kruºnici si

zvolíme body A,B a C. Abychom na²li bod D, který nám tyto t°i body doplní na

dvojst°edový £ty°úhelník, vyuºijeme konstrukci hyperboly. Bod D leºí na hyperbole

s ohnisky v bodech A a C a procházející bodem B. V míst¥, ve kterém protne tato

hyperbola p·vodní kruºnici, dostaneme hledaný bod D.

Nyní si m·ºeme sestrojit dvojst°edný £ty°úhelníkABCD. P·vodní kruºnice bude

tomuto £ty°úhelníku opsaná. Vepsanou kruºnici sestrojíme stejným zp·sobem jako

v trojúhelníku.

V místech, kde kruºnice £ty°úhelníku vepsaná protne stranu AB a BC, si vyzna-

£íme body K a L. Vzniknou nám tedy dva pravoúhlé trojúhelníky 4CIL a 4AIK.

Úse£ky CI a AI si prodlouºíme tak, aby protnuly kruºnici £ty°úhelníku opsanou.

V bodech protnutí si vyzna£íme body F a E. Poté si tyto dva body spojíme.

Obrázek 32: Dvojst°edový £ty°úhelník ABCD s kruºnicí opsanou i vepsanou
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Víme, ºe úhly p°i vrcholech A a C tvo°í dohromady 180◦. Tak m·ºeme °íct, ºe

platí ∠BAI + ∠ICB = 90◦. To nám umoºní sestrojit pravoúhlý trojúhelník IAC.

M·ºeme ho vid¥t na obrázku 33.

Obrázek 33: Trojúhelník IAC

Protoºe je trojúhelník IAC pravoúhlý, m·ºeme si jeho obsah vyjád°it dv¥ma

zp·soby.

r(AK + CL)

2
=
AI · CI

2
| · 2

r(AK + CL) = AI · CI

Na pravoúhlý trojúhelník m·ºeme aplikovat i Pythagorovu v¥tu.

(AK + CL)2 = AI2 + CI2 |√

(AK + CL) =
√
AI2 + CI2
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Tento vztah dosadíme do vztahu r(AK + CL) = AI · CI. Dostaneme tedy ná-

sledující rovnici, kterou si upravíme.

r
√
AI2 + CI2 = AI · CI |2

r2(AI2 + CI2) = AI2 · CI2 | · 1

r4 · AI4 · CI4
r2(AI2 + CI2)

r4 · AI4 · CI4
=

AI2 · CI2

r4 · AI4 · CI4
AI2 + CI2

r2 · AI4 · CI4
=

1

r4 · AI2 · CI2
| · r2

r2(AI2 + CI2)

r2 · AI4 · CI4
=

r2

r4 · AI2 · CI2
AI2 + CI2

AI4 · CI4
=

1

r2 · AI2 · CI2
AI2

AI4 · CI4
+

CI2

AI4 · CI4
=

1

r2 · AI2 · CI2
1

AI2 · CI4
+

1

AI4 · CI2
=

1

r2 · AI2 · CI2
| · (AI2 · CI2)

AI2 · CI2

AI2 · CI4
+
AI2 · CI2

AI4 · CI2
=

AI2 · CI2

r2 · AI2 · CI2
1

r2
=

1

AI2
+

1

CI2
.

Dále vidíme, ºe úse£ka IO je t¥ºnicí trojúhelníku FIE. O t¥ºnici platí následující

vztah [9], který si upravíme. Je t°eba si uv¥domit, ºe OI = x a EF = 2R.

OI2 =
FI2 + EI2

2
− EF 2

4
| · 2

2OI2 = FI2 + EI2 − EF 2

2
| − FI2 − EI2 − 2OI2

−EI2 − FI2 = −2OI2 − EF 2

2
| · (−1)

EI2 + FI2 = 2OI2 +
EF 2

2

EI2 + FI2 = 2x2 +
4R2

2

EI2 + FI2 = 2x2 + 2R2

EI2 + FI2 = 2(x2 +R2).
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Dále vidíme, ºe bodem I probíhají dv¥ t¥tivy kruºnice £ty°úhelníku opsané.

M·ºeme tedy pouºít v¥tu o pr·se£íku t¥tiv [12], která nám dá tento vztah AI ·FI =

CI · EI = R2 − x2. Z tohoto vztahu si m·ºeme odvodit následující dv¥ rovnice.

EI =
R2 − x2

CI

FI =
R2 − x2

AI

Dosadíme-li si tyto dv¥ rovnice do vztahu EI2 + FI2 = 2(x2 + R2), dostaneme

následující rovnici.

(R2 − x2)2

CI2
+

(R2 − x2)
AI2

= 2(R2 + x2) | · 1

(R2 − x2)2
1

CI2
+

1

AI2
=

2(R2 + x2)

(R2 − x2)2
.

Z p°edchozích úprav víme, ºe platí 1
r2

= 1
AI2

+ 1
CI2

. Dosadíme-li si, dostaneme

tento vztah.

1

r2
=

2(R2 + x2)

(R2 − d2)2
1

r2
=

(R + x)2 + (R− x)2

(R2 − x2)2
1

r2
=

(R + x)2

(R2 − x2)
+

(R− x)2

(R2 − x2)2
1

r2
=

(R + x)2

(R + x)2(R− x)2
+

(R− x)2

(R + x)2(R− x)2
1

r2
=

1

(R− x)2
+

1

(R + x)2
.

Poslední °ádek není nic jiného, neº alternativní zápis Fussovy v¥ty. Dokázali jsme

tedy, ºe tento vztah platí pro libovolný dvojst°edný £ty°úhelník.

Ov¥°ení v programu GeoGebra appletu by se ud¥lalo v podstat¥ stejn¥ jako pro

trojúhelník. Jen bych místo trojúhelníku ud¥lal £ty°úhelník a pozm¥nil bych vzorec

v textovém poli.

Tento applet bude k dispozici k vyzkou²ení v mé GeoGebra knize.
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4 Záv¥r

V první kapitole této bakalá°ské práce jsem se zam¥°il na aritmetický, geometrický,

harmonický a kvadratický pr·m¥r. U kaºdého jsem uvedl jeho de�nici a geometrickou

reprezentaci. Poté jsem uvedl vztah, který platí mezi danými pr·m¥ry, a uvedl d·kaz

pro dva prvky. Následn¥ jsem uvedl i dva geometrické d·kazy. Dále jsem uvedl i

stru£ný popis appletu v programu GeoGebra.

V dal²í kapitole jsem se zabýval uº nerovnostmi pro trojúhelníky a £ty°úhelníky.

První takováto nerovnost byla Izoperimetrická nerovnost. Uvedl jsem její zn¥ní a její

d·kaz pro trojúhelník i £ty°úhelník. Nechybí ani stru£ný popis GeoGebra appletu.

Dal²í uvedenou nerovností byla Weitzenböckova nerovnost. Op¥t jsem uvedl d·-

kaz této v¥ty pro trojúhelníky i její generalizaci pro £ty°úhelník. Popis GeoGebra

appletu nechybí ani zde.

Poslední uvedenou nerovností byla Eulerova nerovnost a její generalizace pro

dvojst°edný £ty°úhelník. Uvedl jsem d·kaz jak pro trojúhelník, tak pro £ty°úhelník.

Stru£ný popis appletu je i v této podkapitole.

Jedním z mých cíl· bylo pou£it se o d·kazech matematických v¥t, k £emuº

myslím, ºe do²lo.

Zárove¬ jsem cht¥l n¥které d·kazy, uvedené v odborných publikacích, zkusit

rozepsat, aby i £tená°, který nemá s matematikou moc zku²eností, byl schopný

matematický d·kaz pochopit.

Dal²ím cílem bylo vytvo°it interaktivní applety, které se týkají dané problema-

tiky. Ty jsou k dispozici v mé GeoGebra knize.

�as strávený psaním bakalá°ské práce m¥ utvrdil v tom, ºe matematické d·kazy

nejsou úpln¥ jednoduché, ale ºe by ur£it¥ stály za zmínku na základní nebo st°ední

²kole v rámci n¥jakého matematického krouºku nebo dobrovolných seminá°·.
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