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Anotace
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Pouzité matematické zna ¢&eni a zkratky

N,Z,Q,R mnoZzina prozenych, celych, racionalnich a

realnychcisel

N, mnozina{0,12,...}

{y.} nebo(y,) posloupnost

Y, neboy(n+1) (n+1) prvek posloupnosty, }
Ay, neboAy(n) diference posloupnostiy, }
Ay, neboAy(n) k-t& diference posloupnody, }

S(y,) neboS(y(n))  sumace posloupnosly, }
S“(y,) neboS*(y(n)) k-ta sumace posloupnogy, }

Yoz (N) obecné&eseni zkracené diferami rovnice
Yen () partikularniteSeni nezkracené difexer rovnice
Yon (D) obecné&eseni nezkracené difekari rovnice



Uvod

Cilem této diplomové prace je seznamit potencidhéincten&e
s problematikou diferemiho pdtu a gedevsim pak diferé&nich rovnic.
Vzhledem k tomu, Ze se timto témate#étSinacesky psanych publikaci zabyva
pouze okrajo¥, snazi se tato pracégalevsim poskytnout dostatek teoretickych
i praktickych informaci pro osvojeni si meta@Seni jednotlivych tyjp
diferertnich rovnic. Ktomu je nezbynnutné vytveit u ctende také
powdomi o pojmech diference, primitivni posloupnostsamace. ¥Tmto
pojmim se proto ¥nuji Gvodni kapitoly. Sednicast prace se pak jiZruje
samotnym metodarreSeni diferegnich rovnic. Velky draz je v tomto ohledu
vénovan praktickym fkladim, které jsou vzdy dopémy podrobnym
postupemrieSeni s vysitlenim jednotlivych krol. Zawrecné kapitoly této
prace jsou ¥novany praktické ukazce vyuziti difetgrich rovnic v ekonomii
a zhodnoceni jejich praktickéhdiposu. Vzhledem k tomu, Ze difergn paet
vychazi z peétu diferencialniho, fedpokladacteni této publikace alespo
zakladni znalosti pojin jako derivace, wity a neutity integral a také

zakladnich princip feSeni diferencialnich rovnic.



Motivace pro zavedeni diferen €niho po €tu

Jak jist vite metody klasické matematické analyzy (jako inap
derivace, integralci vypocet diferencialnich rovnic) se zabyvajéSenim
problematiky spojené s funkcemi, jejichz defimiiobory jsou spojité,fpadre
alespa caste&ne spojité (s konénym paitem nespojitych bagd. V technické,
ekonomické, alereéba i irodowdné praxi, se vSak mnohetastji setkame
s funkcemi, jejichZ obory jsou nespojité a tudiz manelze vySe uvedené
metody pouzit. Jsou to ndklad hodnoty ziskané z pravidélmpakovanych
meéieni, ¢i pokudi s postupnou z#mou vstupnich dat v pravidelném intervalu.
V tomto gripad® mluvime tzv. o funkcich s diskrétnim oborem (veaalnim
piipads, téZ posloupnosti). A préwz divodu poteby pracovat i s timto druhem
dat, zavadime zcela novou matematickou teorii gepazyvadiferen’ni pa‘et
Tato teorie je analogii k teorii diferencialniho¢fioa proto zavadi i analogické
pojmy k derivaci, primitivni funkci, @itému i neuéitému integrélu a dife-
rencialnim rovnicim. ¥Imito pojmy jsou (ve stejném peadi) diference,
primitivni posloupnost, éita sumace, sumace a dife¢an rovnice. Vyse
zmirgna analogie bude v dalSim textu ¢e$hnohokrat z@irazreéna, protoze
nam poniZze k snazSimu pochopeni godefinovanych pojm. | prestoze, jak

MO LA S

se ukaze, &sina definic v diferetnim paitu je jednodussia jeji ekvivalent
skut&nost Ize dekavat, mimo jiné i proto, Ze difer&m paiet je mnohem

blize skuténosti).

Dovolim si zde jest strtny navrat k definovani rozdilu mezi obecnou
funkci s diskrétnim oborem a posloupnosti. Za furgkdiskrétnim oborem
muzeme povazovat kazdou funkci jejiz defimi obor M muZzeme zapsat ve

tvaru M ={x, +nh}, x,,hOR n= 01,2,.., h> 0.Cisluh fikdme diferetini

krok. Posloupnosti pak nazveme kazdou funkci srédiskm oborem, pro



kterou plati, Ze diferami krok h=1. V této praci budu pracovat pouze
s posloupnostmi, protoZze veSkera odvozeni vztpto funkce s diskrétnim

oborem, jejichz diferetni krok h # 1, by byla zcela analogicka.
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Diference

Diference prvniho fadu

Na zakla@ uvah v pedchozi kapitole nefibe definujme pojem

diference (tedy pojem ekvivalentni k pojmu derivaadiferencialnim pé&tu).

Definice: UvaZzujme posloupnos(y,) definovanou na mnonN a bod

n" ON. Cislo
(Ay)n =Yia~ Y,

se nazyva diference posloupnogti,)v bodt n" ON. Posloupnost((ay),)
dlenii (Ay), pro nO N se nazyva diference posloupnosyi §. Misto ((ay),)

se Bzr¢ pouziva zapidly,, .

Z definice plyne, Ze diference posloupnostj ) je vlastré posloupnosti
rozdili mezi d¥éma nasledujicimileny posloupnostiy, ) a Ize ji tedy sestrojit

ve vSech bodechnd NJedinou vyjimkou je posloupnost definovana na
konené mnozig, tam bude z logiky &ci existovat diference pro vSechny body

s vyjimkou posledniho.

Veéta 1 (o diferenci aritmetickych operacectt (a,),(b,) jsou posloupnosti

a C je konstanta pak plati.

. Aa, £b,)=Aa, £ Ab, , Il. A(Ca,) =Cha, ,
. Aa,b,)=a,Ab, +b,Aa, +Aa Ab, , V. A(%j _ (04, )bbn ;an (b, )
n n™~n+l

11



DK I.:
A(aﬂ i bn) = (an+l i bn+l) - (an i bn) = (an+l - an ) i (bn+l - bn) = Aaﬂ i Abl’]

DK I1.:
A(Can) =Ca,, -Ca, =C(a,,, —a,) =CAa,

DK 111

A(anbn) =a,, b, ~a,[b, =a,, b, -a,lb, +a,lb, -a,lb, =

= bn+1 (an+l - an ) + an (bn+l - bn) = bn+1Aan + anAbn = anAbn + bn+1Aan - bnAan +
+b,Aa, =a Ab, +Aa (b, -b,)+b Aa, =a Ab, +Aa Ab, +b Aa,

DK IV.:

A[EJ _ 8 & a,,0, ~b,.,a, — a,,b, ~b,,,a, +a.b, —a b, -
b,) Dha by b, [, b, [y,

_b,(@n: —a)) -2, (b, =by) _ (83, )o, ~a,(ab,)

) b, (b,., ~ b b,

n

Diference vysSich fadua

V diferencialnim pétu definujeme druhou derivaci funkcg = f (x)

jako derivaci funkcey' = f'(x). Plati tedy vztah y":(y')'. Stejré tak
definujeme derivack—tého fadu jako derivaci aad nizsi derivace funkce
y=f(x), tzn. y® = (y"“”) . Zcela analogicky postupujeme i v dife¢afm

poctu pii zavadni derivaci vySSickad.

Definice:

|. Diferenci druhéhdadu posloupnosty, definované na mnoznN, v bod

NN, nazveme vyraz

Ay, =Dy, — Dy

n-

12



Il. Diferenci k-téhotadu posloupnostly, definované na mnozinN, v bod

NN, nazveme vyraz
Ak yn = Ak—lyn+1 _ Ak—lyn )
Definice:

I. Druha diference posloupnosyi, je posloupnost vSech druhych diferenci

v bod nON tj.
Ny, =A(ny,) .

Il. K-ta diference posloupnosty, je posloupnost vSeck-tych diferenci

v bod nON ftj.

Ny, =A<y, ).

Pomoci matematické indukce Ize tento zapis Wiaako vztahk + 1po sok

jdoucich¢lent posloupnosti

py, =3 (1) (k)ynﬂ -

i=0 I

Praw opakované pouziti definice diferenca yySe uvedené induki
vyjadieni) nAm umaiuje rozepsat diference vysSitdda tak, aby obsahovaly
pouzecleny dané posloupnosti a nikoli diference niz&igtii. Toho secasto
vyuziva @i teSeni diferegnich rovnic. Je samézimé mozné poustupovat
i obracenym zfisobem. Tedy mame-li vyraz, ktery obsahuje pous®lik po
soké jdoucich ¢lena posloupnosti(yn) lze jej pepsat do tvaru, ktery bude
obsahovat pouzélen y, a diference posloupnosti vtomto Wodroho Ize
nekdy vyuZit nap. pii vyjadreni vzord pro (n+k)— ty prvek pomoci diferenci

vSechiadi az dok .

13



M Priklad:
RozepiSte druhou &eti diferenci posloupnosty, tak, aby obsahovaly pouze
prvky dané posloupnosti.
ReSeni:
£, = D8Y,) = A(Yn = ¥o) = Yoz = Yoa) = (Vo = ¥a) =
= Yoz " 2¥nu T Vi

3 . 3
A3 yn = Z (_ 1)3 ( ]yn“ = (_ 1)3 yn +(_ 1)2 [:Byn+l + (_ 1) |:“'Byn+2 + yn+3 =

i=0 I

= yn+3 - 3yn+2 + 3yn+:|_ - yn

M Priklad:
Vypocitejte A’y pro posloupnosy, =4".

ReSeni:Rozepiseme\’y_ na vyjadeni bez diferenci

DYy = Yoz ~3Ynez +3Yna ~ Vi
a dosadime naSi posloupnost
N(a")= 4™ -3@™ +3@™ - 4" =
=4" (@ -3[4" (4% +34" [2-4" =4"(64-3(16+3&4-1) =
4"(64-48+12-1)=2702".
M Priklad:
Vypocitejte prvni, druhou &dti diferenci posloupnosty, =n® +4n+ .3
Reseni:
Prvni diferenci vypsteme dle definice:
By, =(n+1)° +4(n+1) +3-(n? +4n+3)=n? +6n+8-n>-4n-3=
=2n+5
Pro vypa@et druhé diference fiiteme pouZzit iive odvozeny rozpis na tvar bez
diferenci,
Ky, =(n+27 +4n+2) +3-2((n+1)? + 4n+1) +3)+n’ +4n+3=
=n? +8n+15-2(n> +6n+8)+n’ +4n+3=2,

14



nebo vyuZit jiz vypoétené prvni diference a pouzit vztah,

Ny =A(Ay,)=A(2n+5)=2(n+1)+5-(2n+5) = 2.
Analogicky Ize postupovat fpact treti diference,

Ry, =(n+37 +4n+3) +3-3(n+2)* +4n+2) +3)+

+3((n +1)° +4(n+1) +3)— (n2 +4n+3):

=n? +10n+24-3(n* +8n+15)+3(n? +6n+8)~ (n? +4n+3)=0
nebo

Ny, =Ap%y, )=a(2)=2-2=0.

Uziti diferenci (monotonie a extrémy posloupnosti)

Monotonnost posloupnosti
Véta 2 (wta o0 monotonii posloupnostiyle dana posloupnoyt, , definovana na
M O N,. Pakiekneme Ze:

a) posloupnosty, jerostoucina M, plati-li zeAy, > Q

b) posloupnosty, jeklesajicina M, plati-li zeAy, < Q

c) posloupnosty, je neklesajiciha M, plati-li zeAy, = Q

d) posloupnosty, je nerostoucha M, plati-li zeAy, < Q

Lokalni extrémy

Véta 3 (diskrétni Weierstrassovaposloupnosty, definovana na mnozin

M ={a,a+1,...a+n}, adN, ma na této mnoZzinsvé maximum i minimum.

Definice: Posloupnosty,, nOM ma ve vninim bod& sOM lokalni

maXimum (|0k minimum)! je_liys > ys+1 D ys > ys—l (ys < ys+1 D ys < ys—l)'

15



Z této definice je odvozena také&ta o nutné podmince lokalniho

extrému, ktera vySe uvedené nerovnostvadi na diference v bédc as- 1

Veéta 4 (nutna podminka existence lokalniho extrérRosloupnosty,, nOM

ma ve vnitnim bod sCOM lokalni extrém, je-li
Ays—l |Iys < O )

Tato Wta dokaze wit body, ve kterych bude lokalni extrém, ovSem
nedokaze uit, jakého druhu tento extrém bude. Proto zavadiwtu
0 postaujici podmince existence lokalniho extrému, ktefadphozi ¥tu

rozskuje pra¢ o ukeni typu extrému.

Veta 5 (postaujici podminka lokalniho extrému)e dana posloupnoéyn),
nOM,M ={a,a+1..,a+k}. Tato posloupnost ma ve wmfm bod
s mnozinyM lok&lni maximum (lok&lni minimum), plati-li

a) Ay, Dy, <0,

b) A%y, <0, (A%y,, > 0 — pro lokalni minimum).

Vypocty lokalnich extrérmd pomoci &échto Wt byvaji dosti slozité, proto
se v praxi mnohdy vyuzZivaji ekvivalentndty znamé z diferencialniho i,
jejichz reSeni byva jednodusSi a s drobnymi Upravami snaghtikovatelné
I na posloupnosti.

Globéani (absolutni) extrémy

Globalnim extrémem je bod (body), ¥mZ ma dana posloupnofy, ),

NnCOM nejwtSi resp. nejmensi hodnotu. Takovyto bod (body) pakyvame

absolutnim maximem resp. minimem posloupnosti nazimy M.

V ptipact ryze monotonni posloupnos(tj/n), nCOM jsou absolutnimi

extréemy krajni prvky mnozinym :<a, b> a to tak, Ze proffpad posloupnosti

16



rostouci je absolutnim minimem prveka absolutnim maximem prvek

V piipact posloupnosti klesajici je tomu naopak.

V ptipact nemonotonnich posloupnosti postupujemig préovani
absolutnich extrétnasledujicim zfisobem.
1) stanovime vSechny body lokalnich extéém
2) urc¢ime body, ve kterych platty, = ,0
3) Ve vSech &chto bodech a dale také v krajnich bodech mnoziny M
ur¢éime hodnotuy, . Bod (body)s,, v itmz je hodnotay, nejvyssi
je pakabsolutnim maximem bod (body)s,, v ®mz je hodnotay,
nejnizsi jeabsolutnim minimem
M Priklad:
Urcete lokalni a absolutni extrémy posloupnogti=n®-6n°+9n+ néa
mnozire M ={123... 9}.
Reseni:
Uréime Ay, Ay, , a stanovime body vyhovujici podmingg,_, [Ay, < . 0
Ay, = An® —6An® +9An +5A1 =
= (n+1)° -n* =6{(n +1)? —n? )+ 9((n+1) - n) + 5{L-1) =
=3n*+3n+1-6(2n+1)+9=3n>-9n+4
Ay, =A(n-1)° -6A(n-1)* +9A(n-1)+5A1 =
= n* — (n-1)° - 6[n? - (n—1)2)+ 9(n - (n-1)) + 5L -1) =
=3n%-3n+1-6(2n-1)+9=3n> -15n+16.

Pak tedy:
Ay, [Ay, <0
(302 —15n+16)3n° —9n+4)< 0

R P
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To bude zaréeno i rozdilnosti znamének polynaimP,, P,.

. =15% J33 _/n =345 [ probody{0,1,4,5,..,9 kladny
v 6 n, =154 | probody{2,3 zaporny

_9+433 <n1 = 245 { probody{0,3,4, ..,9} kladny

P,:n
2 6 n, =054 | probody{l,2 zaporny

Uvedené nerovnici tedy vyhovuji body =1 a s, = 3. Nyni u€ime druhou
diferenci A’y a owiime typ lokalniho extrému v jednotlivych bodech.
Ny, = A(by,)=ABn? -9n+4)=3(2n+1)-9=6n-6
s, : My, (1)=6-6=0, nelze ukit, musime tedy vyjit z definice adir
hodnoty posloupnosty, v tomto a sousednich bodech.
Y, =0-6[0+9[0+5=5
y, =1-61+91+5=9 tedylokalnimaximum
y, =2°-6[2°+9[2+5=7
s, : A’y (3)=18-6=12, jde tedy o lokalni minimum.
Nyni dle bodu dva postupudavani absolutnich extrdmmusime najit body,
v nichZ jeAy, = Q tedy kdeny polynomu3n® +9n+ 4Ty uZ jsme v3ak nasli
a jsou jimi bodyn, = 245 a n, = 054. Protoze, alen,,n, UM neexistuje
Zadny bod, pro ktery by tato podminka byla gpln MiZzeme tedy fistoupit
k uréeni absolutnich extréim tim, Ze vypdteme hodnoty posloupnosti
v krajnich bodech mnoZinil a v bodech nami nalezenych lokalnich extrém
Yo =5
Y =9
y, =3°-6[B°+9[B+5=5
Yo =9°-60° +9M@+5=329
Posloupnost ma tedy vzhledem k mnezM absolutni minimum v bodech 0,

3 a absolutni maximum v be®.
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Primitivni posloupnost a sumace

Stejre tak jako jsme se vipdchozi kapitole zabyvali pojmem diference
posloupnosti, ktery byl ekvivalentem pojmu derivéigekce, budeme se v této
kapitole zabyvat pojmem primitivni posloupnost,rigtkoresponduje s pojmem

primitivni funkce a sumaci, ktera je ekvivalentartegralu.

Primitivni posloupnost

Definice: O posloupnosti(Yn)definované naM [0 Nrikame, Ze jgrimitivni
k posloupnostiy, ) definované na/, jestlize plati

AY, =y,,prondM

Veéta 6 (0 p@tu primitivnich posloupnosti)Je-li Y, primitivni posloupnost
k posloupnostiy, aC je libovolna konstanta, potom téz posloupndgst C je
primitivni k y, . Plati tedy

AY, =y, =AY, +C)=y,.

Z vySe uvedené &y vyplyva, Ze pokud k dané posloupnosti existuje
primitivni posloupnost, je takovych posloupnostkar@né mnoho. Tim vSak
vznika otazka, zda kdané posloupnosti mohou esastoprimitivni
posloupnosti, které se vzajethsi o vic nez jen pouhou konstantu. Definici

a dikazem nésledujiciéty si vSak dokazeme Ze nikoli.

Véta 7 (0 vztahu mezi primitivnimi posloupnostnNecit’ Y, a Z, jsou d¥
primitivni posloupnosti k posloupnosyi, . Potom existuje konstan@tak, ze

Y, =Z, +C.
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DK 7: ProtozeY, a Z,, jsou primitivni Ky, , plati AY, =y,,AZ =Yy, , atedy
AY, -z, )=AY,-AZ, =y, -y, =0.

Ozn&me Y,-Z,=C,. Odtud plyne AC,=C, -C,=0=C,_,=C,

OnON. Postupnym dosazovanim dostanemgé, =C, =C, =...=C,.

Posloupnost(Cn) je tedy konstantni a po dosazeni do vztahu-Z =C

n

dostavame pozadované tvrzeni.

Predchozi de¢ véty platily za gedpokladu, Ze k dané posloupnosti
existuje posloupnost primitivni. PoloZzme si vSakazé&u zda je tento
piedpoklad platny pro vSechny posloupnosti? Nasleduita nam dokazuje,

Ze ano.

Veta 8 (0 existenci primitivni posloupnostike kazdeé posloupnost(yn)
definované v N existuje posloupnost primitivniY,) definovana v N
S predpisem:

Yn :O pron:nl’ Y :yn1+ynl+1+ynl+2+'"+yn—1 pr0n>n1

n

DK 8: Dukaz plyne z definice primitivni posloupnosti:
AY, =Y, u =Y, =Y, ~0=y,,
AY, =Y., Y, = (ynl Yo Tt Yoa t yn)—(ynl + Yo Tt yn_l): Y,

Jen pro fipomenuti. Analogicka &ta diferencialniho ptiu o existenci
primitivni funkce gedpokladéa spojitost funkce v daném intervalu.

Sumace

Definice: Obecného reprezentanta mnoziny vSech primitivigokloupnosti

k posloupnostiy, ) v mnoZiré N nazvemeneuritd sumace posloupnosfi, )

nebo kratcsumacea znaime ji S(y, ).
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Plati tedy:
S(y,)=C  pron=n,
S(yn) =Y t Yottt Y, +C pronON.

Analogicky plati i ndsledujicidty o vlastnostech sumace.

Véta 9 (o vlastnostech sumaceNecht (a,), (b,) jsou posloupnosti
definované naN a nechi ¢ je konstanta. Pakipvhodném zvoleni sundaich
konstantC plati na uvedené mnoZn
. S(a, +b,)=S(a, )+ S(b,),
Il. S(ca,)=c5(a,)
. s(aa,)=a,.

Veta 10 (o sumaci zakladnich posloupnosiecit B, Q, jsou polynomy

k-tého stupty, a# 1 konstantaC suma&ni konstanta. Pak plati:
. s(0)=c,
I S(Q(n)) = R..(n)+C,

n

a

+C,
a-1

. sla")=

Iv. sla"Q,(n))=a"p,(n)+C.

Sumace vysSich fadu

Je dana posloupnos(lyn), kterda ma sumacl’. Hledame-li sumaci
posloupnosti(Ynl), dostaneme posloupno@ﬁ), kteréiikamesumace druhého
radu posloupnostiy, . Plati tedy AY? =Y:, AY. =y a tedy A°Y =y, .

Zobecrénim tohoto tvrzeni je nasledujici definice.
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Definice: Je dana posloupnos(tyn), nOM . Existuje-li posloupnostY*
takova, ze prdinOM AY* =y_, potom posloupnos(t(n") nazyvamesumaci
k-téhoadu posloupnost{y,) v mnoZit M . RovnostA'Y* =y se rekdy

zapisuje v opgném tvaru, tedyA *y =YX,

M Priklad:
Odvad'te sumace prvnihtadu proa" ana", kdea# 1
ReSeni:
Pri feSeni tohoto iftkladu vyuZijeme vztah8(Ay, ) = y, . Nejprve tedy ufime
prvni diferencia”,
Aa" =a™ -a" =a"(a-1).
Nyni vyuzijeme uvedeného vztahu a odvodime suraagi

slpa")=sla"(a-1) = a"=(a-1)sfa") =

a
a-1

= S(a” ) =

Obdobny postup pouzijeme pra" . Opst tedy nejprve utime prvni diferenci,

n+l

Ana" = (n+1)a™ -na" =na™ +a"™ -na" = na"(a-1)+aa".

Tento vztah oft s pomoci vztahuS(Ay, )=y, upravime, tentokrat viak ke
kone&nému odvozeni sumace vyuzijeme i jiZamou sumaclS(a“),

s{ana’) = sna”(a-1))+ Sfaa") =
= na" = (a-1)s(na")+asfa") =

n

= na" :(a—l)S(na“)+aaa_ =
»\_na' _ a™
= S(na )— a1 (a-1)
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M Priklad:
Uréete sumaci prvniho a druhéfadu pro posloupnosg, =2n+ .1
ReSeni:
Sumace prvnih#adu posloupnosty, je Y. coZ je polynomP, (n) Plati:
Y =A?*(2n+1)=a,n* +an+a,
Proto:
2n+1= A(a2n2 +an+ ao): a,An® +a,An+a,Al=
= az((n +1)° - n2)+ a,((n+1)-n)=a,(2n+1)+a,

Ur¢ime koeficientya,,i = 12 Porovname koeficienty u mocnim.
Pak pro:

n': 2=2a,

n: 1=a,+a.

Protoa, =1, a, =0 a tedy sumace prvnittadu je:
Y. =n’+C,,
kde C je konstanta nebo periodicka posloupnost.
Analogicky postupujeme ifpadt sumace druhéhi@du.
Y? = A‘l(n2 + Cl) =b,n* +b,n* +bn+by,
n? +C, =b,An® + b,An” +b,An + b, AL =D, (3n? +3n+1)+
+b,(2n+1)+b, =n?(3b,)+ n(3b, + 2b,)+ b, +b, +b,

Porovname koeficienty u mocnim:

n’: 1=3a,
n2: 0=3a, +2a, = a, Z%’aZZ_%’ai:%"-Cl
i C=atata

HledanéeSeni sumace druhékadu je tedy:

\ :%ne’ —%nz +(%+Cljn+cz.
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Diferen €éni rovnice ( A Rovnice nebo AR)

Podobr jako diferencialni rovnice udava vztah mezi hlenafunkci
a jejimi derivacemi, diferami rovnice udava vztah mezhledanou
posloupnostia jejimi diferencemi Tyto diference je mozné pomociik
uvedenych vztahrozepsat na vyrazy, které obsahuji potleay posloupnosti,
a difererni rovnice tedy mize ugovat i vztah mezi &kolika po sob jdoucimi
¢leny posloupnosti.

Definice (diferedni rovnice 1.74du): Nech’ je dana funkcef : NxR - R.

Pakdifererni rovnici prvnihoadurozumime rovnici:

Ay, = f(n, yn) nebo vy, = f(n, yn).

Definice (diferedni rovnice k-téhoradu): Nech’ je dana funkcef k+1

promeénnych z NxRx..xR - R. Pak diferen’hi rovnici k-tého radu

rozumime rovnici:

£y, = £y, Ay, . A7y, A, ),

nebo (zapis ve tvaru bez diferenci)

yn+k = f (n’ yn ’ yn+1""’yn+k—2' yn+k—1) '

V literature se #kdy AR zapsané zapisem s diferencemi ¢mjigako
diferereni rovnice prvniho typwa AR ve tvaru bez diferenci jakdiferervni
rovnice druhého typuPouzitim vzoré pro rozepsani diferenci vysSitdmdi 1ze
jeden typAR prevadt na druhy a oba zapisy jsou proto ekvivalentni. $dy

budeme v dalSim textu zabyvat potiegenimAR druhéhaadu.
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M Priklad (p*evedeniAR na tvar bez diferenci):
Preval'te rovnici 24’y —4Ay. +3y. =n na tvar neobsahujici diference.
Reseni:Vyjadiime vztahy praA’y. a Ay,

DYy = Y2 = 2Y0a t Ve @ DAY, = Yon = Vo,
dosadime doijvodni rovnice

2oz =2V * Vo) = MY = ¥a) + 3%, =1,
po Upra¥ dostdvame vysledek

2yn+2 _8yn+1 + 9yn =n

Definice ¢e$eniAR): ReSenim diferetni rovnice na intervaltﬁa, b] rozumime
kazdou posloupnost definovanou na interve{h;b+1], ktera spiuje na
intervalu [a, b] danouA rovnici.

Redenim na mnozinN, rozumime kazdou posloupnost, definovanouNja
spliujici danouA rovnici pro vSechnan N, .

VSechnareSeni difereéni rovniceradu k Ize ¢asto vyjadit jednim vzorcem,
ktery obsahujek nezavislych konstant. Tento vzorec se naah@cné-eSeni

diferereni rovnice Reseni, které splije pocatecni podminky bod |
Yi =P Y = P2y eevs Yiek = Pus

kde p;, p, ,-.., P, jSou realn&isla , se nazyvpartikularni /eSeniAR.

M Priklad:
Oweite Ze posloupnosy, =L+1 je pro libovolnéC OR teSenim rovnice:
n

_n+1
yn+l n+2

0y,
na N,. Dale najdte partikularniteSeni této posloupnosti #pjici patateni

podminkuy, = -5.
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Reéeni:Vypoéteme(n +1)-n|' ¢len zadané posloupnosti a dosadime jepARo

C C _n+l C
n+2  n+2 n+2n+1

yn+1 =

Algebraickou Upravou dostaneme rovnici

cC _C
n+2 n+2’

ktera plati pro libovolnénON, . Posloupnost je tedy obecnyesenim zadané

rovnice. Nyni hledame partikularrieSeni, a proto do rovnice dosadime

pocateEni podminku. Tim dostavame

5= - c=-25
4+1

PartikularnimteSeni difereéni rovnice je tedy posloupnost, =—fi, jejiz
n

prvnl’élenyjsou(— 25,—7, , el

25 _25_25 . 25 j
3' 4 6 )
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Reseni diferen éni rovnice 1. fadu

Jak jiz bylo uvedeno, diferéni rovnici (A rovnice) prvnihoiadu
rozumime rovnicidy, = f(n,y,) resp.y,,, = f(n,y,) kde f : NxR - R je
dana funkce. NejednoduSSim typemrovnice prvnihoradu je pak rovnice
Ay, =g, , jejimz obecnynteSenim jey, = S(gn), tedy sumace posloupnosti
g, - Nyni si ukazme zisobteSeniA rovnice Ay, = g, Y, . K feSeni této rovnice
pouzijeme metodu kraceni podi] jejiz analogii v diferencialnim ptu je

metoda separace praimnych

Metoda kraceni podil G

RedeniA rovnice Ay, =0,Y,

1. Arovnici prepiSeme natvay,,, =V, =9,Y, = Yo = Vs (1+ gn).
p

Ohe¢ strany rovnice vy&lime y, pricemz gedpokladamey, # O/

N,. Pokud by(hy;y, = Qpak byilln=n,;y, = Oa tyto gipady

zohlednime v ba#l6. Proto tedy riwe gistoupit k dtleni:

thn-

Yn

3. Vynasobime levé a pravé stranytfegchozi rovnice pro

n=022,...,m-1:

Yi Y2 ¥3  Yma Ym _
SIS S = = 0P Py - Prieo Py -
yo y1 yz ym—z ym—l o i '

4. Podily na levé strammiazeme zkratit a dostaneme:

m-1

Im PoP.P; - Pro Py = u p -

0
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5. Zvolime y,=C a po vynasobeni rovnice timto vyrazem a

piechodu k pro@nnén dostaneme obecitéSeni:

n-1
yo,(n):Cu p, nON,,C#0.

6. Vedle uvedeného obecnékieSeni ma uvazovana rovnice jest

dalsi obecngeseni typuy, . (n), kON,, C# 0:

n-1
C . pron<Kk,
): g p| P ’

0 pron >k

Yok (n
a singularnieseniy, (n) = 0 pro véechnanON, .

M Priklad: VyteSte rovniciAy, = ny, .
Redeni:metoda kraceni podiil
1. You = Yo =00, tedy y,,, = y,(1+n),

2. It _q4p
Yo

m-1
g Yude Jos So _Plai—m,
Yo¥Y1 Ym2 Yma =

4, Im=m,
Yo

Cnl pron<k,k[N

5. =Cn,pronON ripadré =
yn p 0 prp yn {0’ pr0n>k
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Linearni diferenéni rovnice 1. fradu

Definice: Rovnice

Ynir T PaYn = U
0 neznamé posloupnosy,, kde posloupnostip,, g, jsou definovany na
M ON,, se nazyva linearni diferémi rovnice 1.ftadu v M (LA rovnice 1.
radu). V gipact ze q, = O, tedy nulové pravé strany, haitme o zkracené A
rovnici. V literatde se téz &kdy setkame s oz®anim zkracené A rovnice
jako homogenni a nezkracené (tedy,s# ) jadko nehomogenni, my se vsak

budeme drzet prénjmenovaného nazvoslovi.

Postup feSeni LA rovnic 1. fadu

Resime-li zkracenouA rovnici pouZijeme stefhjako v gredchéazejicim
piikladé metodu kraceni podil(ostat® piredchozi piklad je jednim z fiklada
zkracené A rovnice liadu). V gipact obecné A rovnice nam jiz vSak tato
metoda sama o s®ébk vyireSeni rovnice st& nebude. My vSak vime,
Ze obecnéeSeni kazdé linearni rovnice Ize zapsat jak@etoobecnéhdeSeni

zkracené (homogenni) rovnicg,, (n) a jednoho partikularnihteSeni rovnice
obecné (nehomogenniy,, (n) Zkracenou W rovnici vyfeSit umime, zbyva

nam proto wit jedno partikularnireSeni. K tomu pouzijemmetodu variace
konstanty ktera se pouziva i v diferencialnich rovnicichZev vychazi z toho,

Ze konstantu C nahrazujeme oheoekonstantni posloupnos(ﬁ(n)). Shihime

si pro gehlednost cely postueSeni 1A rovnic 1.fadu do dvou baod

A. Metoda kraceni podili

Hledame-Ili feSeni obecné A rovnice ve tvaruy,,, +p,Y, =4d,,

vyireSime nejtive pisluSnou zkracenou rovnici vy, +p,y, =0
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metodou kraceni podil Tim dostanemeeSeni y,, (n) tedy obecné

feSeni zkracené rovnice, které bez konstanognaime jakoU (n):

Yoz (N Cu p)= (—1)”lnjpi-

u(n)

Metoda variace konstanty
Obecné&eSeni gvodni LA rovnice nyni pedpokladame ve tvaru

Yon (n) = C(n)J (n) :
Nyni pouZzijeme jiz zmignoumetodu variace konstanty
Konkrétni tvar C(n) zjistime dosazenim y,,(n)=C(n)J(n)
analogické y.,(n+1)=C(n+1)(n+1) do pivodni LA rovnice
yn+1 + pn yn = qn )

Dostavame tedy:

n+1-1

C(n+1)(- “UD.HOn |'J|O.—0|n
yON

yON\('rH'l

o)l [ p =0, > =5 5y |+ <
[ ac(n) J ¢ U (n + 1)
U(n+1) Win)
Po dosazenC(n) do vzorce proy,, (n) dostavame vysledek:
You () = (w(n)+ € (n) = w{n)u (n) + U (n),
yPN( ) Yoz (n)

kde yg, (n) je jedno z partikularnicteSeni rovnice a/,,(n) je jiz

uréené obecné&esSeni zkracené rovnice.
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M Priklad: VyieSte A rovnici vy, ,, - y, = iz ,NON,n#£0.
n n

Redeni

A. Resime pislusnou zkracenouA rovnici metodou kraceni podil

1 1 Yoo 1
yn+1__yn20:>yn+1:_yn:> 1:_'

n n y, n
Nasobime levé a pravé strany rovnice pre ,2,...,m- : 1

Yo¥s  Ym 11 1
Y1 Y2 Yma 12 m-1

Po kraceni podilna levé straha gezn&eni dostavame:

h:; - ; = 1
v, (m-1) =Y =W (n-1) = Yoz (n)=C (n-1)"

B. Nyni hledame obecngeseni y,,(n) piicemZ vyuZivdme metodu variace

konstanty.y,, (n) uvazujeme ve tvaru:

Yon ()= c(n)ﬁ. a tedyYou (1+1) = Cln+1)--.

Tyto dosadime dogwodni nezkracenéA rovnice a dostavame:

C(n +1)1 —%C(n) o iz = [C(n +1)—C(n)J£ =1

)n! (h-1) n e non
Zon (n+1, zon(n)
— ac()="" - ()= {Qj - z('j_l) rc.

DosazenimC(n) do y., (n) ziskame vysledny vzorec

)= n—1u+ 1 _ 1 n—1(i_1)!+ 1
Yol (1 i Cj(n—l)! (n—1)!; i C(n_l)!-

yen (n) Yoz (n)
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Zkracena linearni A rovnice 1. radu s konstantnim
koeficientem

Zkracena linearniA rovnice 1.fadu s konstantnim koeficientem je
rovnice ve tvaru
Y., —ay, =0, aOR-{0}.
Hledame-li pak obecni@seni takovéto rovnice neni nutné postupovat idNe d

uvedeného postupu, ale Ize hledegeni ve tvaruy, = A", kde 1 je obeci

komplexni konstanta. Po dosazeni divgani rovnice dostaneme prd
charakteristickou rovniciA-a=0 (CH rovnicg. Obecnym teSenim A

rovnice 1iadu s konstantnim koeficienteane pak

Yoz (n)=Ca".

M Priklad: VyreStey,.,, -3y, = Q

Reseni: Protoze se jedn& oALrovnici s konstantnim koeficientemuireme
urcit fedeniy,, (n) ve vyse uvedeném tvaru:

Yoy -3y, =0 = a=3 = y,(n)=Ccm".

Pro owieni jest vypacteme klasickou metodou kraceni pddil

yn+1 -

1'_2'yn+1_3yn =0 = !
Yn

sgNi¥e Yei Yo _gn L Yn_gn
Yo Y1 Ym2 Ym Yo

5. Yoy (n)=C3".
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Linearni A rovnice 1. fadu s pravou stranou ve tvaru sou  €tu
posloupnosti — princip superpozice

Resime-li 1A rovnici 1.fadu jejiz prava strana je stem rekolika

posloupnosti tzn. je ve tvaru
Yoot Po¥n = Ohn t0op +.o- F Gy
miazeme najit partikularnieseni rovnice pro kazdou posloupnaggt zvlad’ tj.
najit partikulariesentiy,,, (n) rovnic
Yiu (N+1)+ P,V (N) =05 =22, k.
Vysledné partikularnfeSeni pak bude s&tem tchtoieSeni, tedy
Ve (M) = Yaen (M) + Yoo () + ..+ Vi ().
Jak jiz ndzev kapitoly napovida tomuto postiipéameprincip superpozice
M Priklad: ResteA rovnici y_,, +ny. =nl +ni+1 :
ReSeni:
Prvnicast fikladuresime klasicky tj. hledanteseni zkracené rovnicg,, (n).
Yot +1Y, =0=> Vy_ == z_ = (- (m-1)=> y, () = C(~1)"*(n -1)
n 0 uln)

ProtozZe prava strari@Sené rovnice je zadana ve tvarucsoyosloupnostin !

1 . “r . . . : o
a 1 maZeme vyuZzit principu superpozice a najit partiknil&esSeni pro
n

kaZzdou posloupnost zvia$Po dosazeni za,(n) a y.,(n+1) pak tedy
dostavame rovnice:

Vi (N): C(n+2)(=1)"nt+ nC(n)(-1)"*(n -2} = n!
1

Ve (N): C(N+2)(=1)"nt+ nC(n)(-2)"*(n -1) = 1
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1) C(n+1)(-1)"n'+nC(n)-1)"*(h-1)=n= (C(n+1)-C(n))(-2)"ni=n!

ac(n)

ac(n)= (-1 = c(n) = s{(-1)") = %(-1)“1 +C >

= You(0)= (2 0 i o-1= OB e o)

2
yaen (n)
2) C(n+1)(-1)"n+nc(n)(-1)"*(n-1) n%ﬁ
(cln+1)-C)-)rm=—"
ac(n)
_(_a\n 1:>n: a\n 1 :n |+11_|_:>
clr)= (3 ( iy = Cl)=5 (0 Ey =T e

Partikularnim feSenim hledané A. rovnice je pak saiet nalezenych

partikularnichieSenti, tj.

)= O (-3 () L

2 i=0
Vysledné obecn#&eseni je tedy

o )= ) -3 () D e o)

Yoz (n)

Linearni A rovnice 1. radu s konstantnim koeficientem a
specialni pravou stranou — odhad  reSeni

Ve specialnim fipadt, kdy reSime IA rovnici 1.fadu s konstantnim
koeficientem a je-li prava strana rovnice &etupolynonti promgnnén, které

jsou vynasobeny exponencialnimi funkcemi, lze ngértikularni reSeni
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obecné rovnice odhademieBrEji, odhadujeme partikularnieSeni diferegni
rovnice

Yoa — 8, = 4"Re(n),
kde P, (n) je polynom stuphik. Odhadované partikulariéSeni bude ve tvaru
Yon (N) = "R (n)n”, kde @ je nasobnostisla i jako kaenecharakteristické

rovnice A-a=0, kni pgislusné zkracené Ilinearni difetem rovnice
s konstantnimi koeficienty. Vifpad rovnice 1.fadu je tedya = 1 pokud
“=A (f. 4 je karenem CH rovnice) ar = Qjestlize u# A (tj. 4 neni

korenem CH rovnice).

M Priklad:
Na mnozig N, nalezrtefeSeni IA rovnice:
yn+1 + 2yn = (_ 3)“ (n2 _1)
Reseni
Jde o IA rovnici s konstantnim koeficientem a specialnivpra stranou.

MuZzeme tedy pouZzitipdchozi postup. Ze zkracené rovnice ziskame fro

charakteristickou rovnici:
A+2=0=>1=-2 = vy,(n)=(-2)
Prava strana je polynom 2. stépmynasobeny exponencialni posloupnosti
(-3)". ProtoZe =- 3 neni kdenem charakteristické rovnicesa = .0
Hledame tedy partikularieseni ve tvaru:
Yo () = (=3)" (an2 +bn+ c); a,b,c jsou konstanty
(~3)"*{a(n+1)? +b(n+1)+¢)+ 2(-3)"(an? +bn+c) = (-3)" (n> -1)
(-3)-3)"(aln+1)* +b(n+1)+c)+ 2(-3)"(@n? +bn+c)= (-3)"(n* -1)
—3(an2 +2an+ a+bn+b+c)+ 2an® +2bn+2c=n’-1=
—-an’+6an-3a-bn-3b-c=n*-1 =
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n:-a=1 = a=-1
n':-6an-bn=0= -6a=b = b=6 =
n’:-3a-3b-c=-1=-33-Pp+l=c = c=-14
= Yen (n) = (_ 3)n (_ n*+6n _14)
Obecnymie$enim hledané linearni difetan rovnice je pak sdet y,,(n) a
Yex () tedy:
You = (-3)"(-n? +6n-14)+C(-n)" .

yen (n) Yoz (n)
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Reseni diferen éni rovnice k—tého fadu
Linearni diferencéni rovnice k—tého radu

Definice: Rovnice

Yok T Q1 Yneka T oYk oo T Y00 Y Y T 0Y, = s
0 neznamé posloupnostiy,, kde posloupnostia,;i=0,...,k— 1jsou
definovany naM O N,, se nazyva linearni diferémi rovnice k-tého radu
v M (LA rovnicek—téhoradu). V fipact ze g, = 0, tedy nulové pravé strany,

hovaiime stej jako v @ipad LA rovnice 1.fadu o zkracené (homogenni)

rovnici.

Protoze leva stranaALrovnice spiuje vlastnost linearity, I1ze obecné

feSeni této rovnice psat ve tvaru
Yon (N) = Yen () + Yoz (),
kde y,,(n) je obecnéreseni pislusné zkracené rovnice g, (n) je jedno

libovoIné partikularniteSeni fgvodni rovnice. Uloha najit obecriéSeni IA
rovnicek-téhotradu se tedy, stejnjako v gipadct rovnic fadu prvniho, &i na
dvé ulohy, nalezeniteSeni zkrdcené rovnice aceni partikularnihoreSeni

nezkracené rovnice.

Metody feSeni zkracené LA rovnice k—tého fadu

Z definice plyne, Ze kazdi@Seni zkracenéA_rovnice k-téhotradu Ize
vyjadiit jako linearni kombinack reSeni'y, (n);i =12,...,n, ktera odpovidaji
reSeni této rovnice s patenimi podminkami naidklad v, (nl + —1) =9, pro
I,j=12...,n, kde 9, = Oproi# j ad; =1 Jelikoz se jedna o zkracenou

(homogenni) rovnici, vime, Ze mnoZzina vSd&eBeni této rovnice bude o
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vektorovy prostor. ProtoZe jak lze snadno dokapadnotliva reSeni vySe
uvedenych rovnic jsou line&nnezavisla, bude mit vektorovy prostor
definovany lA rovnici k—-tého fadu dimenzik. Kazda mnozinak linearre
nezavislychieSeni 1A rovnice pak tvéi bazi vektorového prostoru a nazyva se
fundamentalni systéneSenidifereréni rovnice. ObecnédeSeni y,,(n) této
rovnice lze tedy vyjéit ve tvaru

Yoz (N) = C,y1(n) + C,y, (n) +...+ Cyi n),

kde C,,C,,...,C, jsou libovolné konstanty.

Zkoumejme nyni linearni zavislost a nezavislogeSeni zkracené A
rovnice. Nech y,(n); i=12...,n, jsouiedeni IA rovnice. Na mnoZin M
sestrojme funkci:

c(n)=C(y,(n)y(n)..... v (n)) =
v:(n) 710 IR A ()

- de yl(rT+1) yz(r_‘+1) yk(r‘]+1) '

y,(n+k-1) y,(n+k-1) ... y (n+k-1)
kterou nazyvameosoratian(ma v teorii diferetinich rovnic stejny vyznam
jako wronskian pro diferencialni rovnice a v litete se niZzeme setkat
i sjeho oznéenim jakowronskidnu pro posloupnogti Z této funkce pak
plyne, Zeteeni y,(n) jsou lineard nezavisla prav tehdy, kdyz CnOM ;

c(n)z0.

Pro casoratian odvodinzerovnici prvnihofadu. Dle definice plati

yi(n+1) y,(n+1) . (n+1)
clre)=aef 172 wlne2) o wln)

(14K .+ w+k) yin+k)
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Protoze posloupnostiy, (n) jsou feSenim diferetni rovnice, lze
v poslednintadku nahradity, (k + n) linearni kombinaciy, (n), y,(n+1), ...,

y, (n+ k —1). Po upraveni dostaneme

Y1(n+1) YZ(rH'l) yk(n+1)

C(n+1):—a0(n)de Y1(n.+2) yz(n.+2) Yk(rT+2) .
W) vl b

C(n+1)=(-1)"ay(n)C(n).

Predpokladejme, Ze posloupnasi(n) je pro véechnanOM rizn4 od
nuly. V tom gipact je C(n) rovno nule nebo nenulové na celé mndAin
sowsasré. Redeniy, (n)i =12...,n jsou pak lineara nezavisla pravtehdy,
kdyZ je jejich casoratiarC(n) nenulovy pro kazdénJM . Proto stai pro
linearni nezavislostieSeni y, (n) owiit, e C(n,)#0 a pomoci takto
nalezenychreSeni jsme schopni dir obecnéieSeni zkracené A rovnice.
Ovsem i nalezeni takovychteSeni je az naékteré specialni typy zkracenych

LA rovnic k-tého fadu znané slozité. Pro zjednoduSeni proto zavadime

metodusnizeniadu zkracend rovnice

Snizeni radu zkracené diferen éni rovnice

Tato metoda je shodna se stejnpojmenovanou metodou
v diferencialnim pétu a vychazi zfedpokladu, Ze zname-li jedrfeSeni A

rovnice, nizeme o jednu sniztad této rovnice.
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Jestlize ma tedy zkracenaALrovnice k—tého fadu k linearre

nezavislychreSeniy, (n); I=12...,k, pak tedy existuji konstant®, tak, ze

Yoz (n) = C,y,(n)+C,y,(n)+...+ C, y, (n)
YOz(n+1) = Clyl(n+1)+czy2(n+1)+"'+Ckyk(n+1)

Yor (N+K)=Cry,(n+k)+C,y,(n+k)+...+C,y, (n+k)
Z tohoto zapisu pak nutrvyplyva, ze

Y1(n) yz(n) yk(n) YOz(n)
o y1(rT+1) yz(r.]+1) Yk(r.]'*'l) yoz(.n+1) _

Y1(n+k) Y2(n+k) yk(n+k) YOz(n+k)
Jestlize tento determinant rozvineme dle posledrsloupce a vydime
casoratianem, ktery je dlg¢guipokladu nenulovy, dostaneme difém@nrovnici

k-téhoiadu, kterd mé linearre nezavislychreseniy, (n);, i =1,2,... k.

Nyni predpokladejme, Ze zname jedreSeni yl(n) zkracené K
rovnice k-tého a platidnOM;y,(n)z 0. Nech' vy (n); i=23,....k jsou
feSenim dané rovnice a tvei spoléné s y,(n) fundamentélni systénesen;
Hledejme tedyeSeniA rovnice ve tvaruy,, (n) = v, (n) ., (n). Ozname jest
posloupnostiz (n);, i =2,... k tak, Ze na mnozinM plati y, (n) =y, (n)  (n)

a dosdme tento vztah do determinantu ie@choziho odstavce. Tim

dostaneme vztah

W) ) o el )
R I A B X G T S

(1K) i+ Kz (1K) sy, (04 Kz (1K) a1+ K)o (1K)
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1 zM) .. z)  z(n)
-y, 1)y e 20 Al el

1z,(n+k) ... z(n+k) z,(n+K)
V tomto determinantu odeemex-ty fadek odx+ *niho a ziskdma rovnici

1 z,(n) e z,(n) Zoz(n)

L T L L

0 Az, (n+k-1) ... Az (n+k-1) Az, (n+k-1)
Z této rovnice pak plyne, ze posloupndst,, (n) spliuje rovnici

Az, (n) .. Dz (n) Az, (n)

de Az,(n+1) ... Az (n+1) Az, (n+1)|

Az,(n+k) ... Az (n+k) Az, (n+k)

co? je predpis pro zkracenouALrovnici (k —1)—nihofadu proAz, (n).

| s pouzitim této metody vSak nalezeni obecnidsni zkracené A
nam jej nepoda nalézt wibec. Uvedeme si proto jen jednoduchiklady na
zopakovani metody snizefédu a dale se budeméneovat pouze specialnimu
piipadulA rovnic s konstantnimi koeficienty kterého existuje i jiny snagsi

zpisob nalezeni obecnébeseni.

M Priklad:

Nalezréte obecnéeSeni difereéni rovnice, jestlize znadme jedno j&geni.
(2n-1)5/(n+2)-20(n+1)- (2n+1)B/(n)= 0, y,(n) = (-1’

Reseni:

Vzhledem k tomu, Ze zname jedfeseni nizeme rovnou fistoupit k hledani

druhéhoteSeni progednictvim metodysnizeniradu Hledame tedyeSeni ve

tvaru Yo,,(n)=(-1"z,(n). Tento tvar dosadime doiyodni rovnice
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a upravime ji tak, abychom dostali zkracenaurbvnici 1.tadu proAz,, (n)
Tedy
(2n-12)(-1)"*2n+2)-2(-1)" 2[n+1) - (2n+1)(-1)"Zn) = 0 =
= (2n-1)z(n+2)+2z(n+1)- (2n+1)z(n)= 0 =
= (2n-1)(z(n+2)-z(n+12))+ (2n +1)(z(n +1) - z(n)) = 0 =
= (2n-1)Az(n+1)+(2n +1)Az(n) = 0.
Tuto rovnici vyeSime standardrmetodou kraceni podil
1.- 2. (2n-2)Az(n+1)+(2n+1)az(n) = 0 =
Az(n+1) _ —(2n+1)
= =
Az(n)  (2n-1)
Nz Az, Az, Az, 1-3-5 -(2(n-2)+1)-(2n-1)+1)
3. -2 -
Nz, Nz, Dz ,0z, 11 3 (2(h-2)-1) (2(n-1)-1)
Az, _1-3-5 -(2n-3)-(2n-1) _ (=™ (2n-1)
Az, 11 3 (2n-5) (2n-3)
5. Az, =C(-1)"*(2n-1) = c(-1)"*(2n-1).
Nyni provedeme odstrani diference

2(n) = s{on) = 8{-1"(2n-1) = (-1 (n-1)

a po nasledném #mém dosazeni do substituce ziskame dieBéni zadané

LA rovnice, tj.
Yoz (n) = (_ 1)n Z(n) = (_ 1)2n (n _1) =n-1.

Hledané obecnieseni tedy bude

yoz(n):C1y021( )+C2yozz( ) ( 1) C +C (n_l)'

Zkracené L A rovnice k—tého fadu s konstantnimi koeficienty

Tak jako v gipact LA rovnice prvnihoradu seieSeni zkracené
rovnicek—téhoradu podstathzjednodusi jestlize je ve tvaru
yn+k + a1yn+k—1 + a2yn+k—2 Tt ak—1yn+1 + ak yn = O pro nQ] NO ’

kde a,,a,,...,8,;a, # (jsou konstantni koeficienty. Pokud potom hleddme

linearre nezavislych reSeni, uvazujeme je ve tvaryy, =A";A# .0
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Po dosazeni doipodni rovnice dostavame tzeharakteristickou rovnici (CH

rovnice)

A+alt+a, A’ +. . +a_A+a =0.

Takto nalezenyclk linearre nezavislychreSeni této rovnice pak bude mit

nasledujici strukturu:

a) s-tici raiznych jednoduchych realnych #emi A,,A,,...,A, CH rovnice
odpovida s-tice linearg nezavislychtreSeni ()l;‘), (/12),...,()!2) pavodni
rovnice,

b) t-nasobnému realnému femu A, CH rovnice odpovidd—tice linears
nezévislyckfeéeni(Ag ) (n)lg), (n2/13), o (n“2/13 ) (nt‘l)lg) pavodni rovnice,

c) dvojice komplexa sdruzenych kieni A,, = a+bi =r(cosg ising) CH
rovnice odpovida dvojici lineaén nezavislych feSeni (r“cos¢n),
(r” sin¢n) pivodni rovnice,

d) dvojice t-nasobnych komplexn sdruzenych kienmi A, =axbi=
=r(cosg +ising) CH rovnice odpovidat2tici linearre nezavislycheseni
puvodni rovnice ve tvaru:

(" cosgn), (nr" cos¢g, }nzrn cosp), ... , (n"*r" cosp)

(r“sin¢n), (nr”sin¢ nzr“sin¢), s (nt‘lr“sin¢).

M Priklad: Najdste obecnéeSeniy,,(n) LA rovnicey,,, —8y,., +15y, = Q
ReSeni:
Vzhledem ktomu, Ze se jedna o zkracenon tovnici s konstantnimi

koeficienty sestavime charakteristickou rovniciyaegime ji:

A2 -81+15=0
) _8+./64-60 _ /A =5
L2 2 A, =3
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Koreny maji strukturu dle boda) predchozi kapitoly a obecriéSeniy,, (n)
ma tedy tvar:

yOZ (n) = C:lsrl + C23n )

M Priklad: Reste IA rovnici y,,, -4y ., +9y ., —10y ., +4y =0.
Reseni:
Jde opt o LA rovnici s konstantnimi koeficienty, a pra&sime CH rovnici:
A =4 P +94° -101 +4 =0.
Nejprve hledame potencionalni racionalnitekty rovnice. €mi mohou byt
+1+2+4. Pomoci Hornerova schéma ¢bvne platnost kieni vcéetns
piipadnych nasobnosti. Z@&eme s+1:
1:1 -4 9 -10 4

1 -3 6 -4
1:1 -3 6 -4 0
1 -2 4
1:1 -2 4 0
1 -1
1-1 3

Owerili jsme tedy, Zed,, = lje dvojnasobny ki@n rovnice a nyni nam zbyva

uz jen daesit rovnici A — 24 + 4 = Oa najit posledni dva keny,

A :Zi _12:212'_3:11i\/§: cosl—Tiisinl—T.
34 2 2 3 3

Koteny rovnice jsou kombinaci strukthy (/112) ac) (/13’4) predchozi kapitoly

a obecnéeseniy,, (n) pavodni LA rovnice tedy bude:

Yoy (N)=C1" +C,n1" +C,2" cos%n +C,2" sin%n .
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M Priklad: Reste IA rovnici y,,, -4y, ., +8y.,, —8y. ., +4y = 0.
Reseni:
Opet hledame kieny CH rovnice
A* -4 +8)* -81+4=0.
Tuto rovnici Ize upravit
A =4 +88 -8l +4=(1-1) +2(A -1) +1=((A-1) +1) =0
Nyni st&i najit kaeny vnitni kvadratické rovnice a ziskame tak dvojici

kofeni CH rovnice, které budou mit nasobnost dva.

:ﬂ:li' =\/§

A, 5

T, T
cos—tsin— |.
( 4 4)

Nalezené kieny odpovidaji strukte d) predchozi kapitoly a obecrtéSeni A

rovnice Yo, (n) tedy bude:
Yoz (n) = Cl(\/i)n cos%n + Czn(\/i)n cos%Tn +C, (\/E)n singn +

+ C4n(x/§)n sin%n.
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Metody feSeni nezkracenych LA rovnic k—tého fadu

Jak uz bylo #ive uvedeno nalezeni obecnéraseni nezkracenéAL

rovnicek—téhoradu, tedy takové kdg, # 6e rozdli na dw ¢asti. Na uteni
obecnéhaeseni zkracenéA.rovnice y,, (n) které bylo popsano wedchozi

kapitole a na nalezeni partikularnitieSeni rovnice nezkracené. K tomu se
stejrg jako v fFipadt LA rovnic prvnihorddu pouziva metodaariace konstant
Za pedpokladu, ey, (n), i=12...,k je fundamentalni systénieeni

zkracené rovnice, pak tedy hledame partikul&géni ve tvaru

k

Yop (n) =C (n)Y1 (n) +C, (n)YZ (n) +...+Cy (n)yk (n) = z G (n)yi (n)’

i=1
kde C, (n) budou neznamé posloupnosti definované na maddink nalezeni

partikularnihoreSeni nam tedy stanalézt jednik—tici téchto funkci tak, aby

byly feSenim nezkracenélrovnice. Ve vztahu

¥(n+1)= 36, (1+1y,(n+1)=
(€, (n+1)-C,()y; (1+1)+ 3G, (n)y, (n+1) =

i=1

k

G, )y, (n+2)+ 32, (), (n+1

i=1

M- 1M

1
-

Zvolime funkceC, (n) tak, aby naN identicky platilo

k

>.AC (n)y,(n+1)=0.

i=1
Za tohoto pedpokladu je pak

k

y(n+1)=>"C (n)y,(n+1),

i=1
a tedy

k k

y(n+2)= 2 AC, (n)y;(n+2)+ >.C (n)y;(n+2).

i=1 i=1
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Zde ot zvolime

Zk:Aci (n)y;(n+2)=0

i=1

a takto postupujeme prg(n + p), p=12,...,k -1, &imZ dostaneme vztahy

v+ p)= 3.0,y (0+ p) a 320C,(ly (n + p) =0,

Protoze zagchto gredpoklad je

k

y(n+k):gaci (n)y, (n+K)+ > C (), (n+K),

i=1
dostaneme po dosazeni do vzorce pkaavnici k—-téhotadu (viz. str. 37)

Kk Kk Kk Kk

Zaj (n)yi (n"' J): ZACi (n)yi (n+k)+zci (n)zaj (n"' j)yi (n+ J): q(k),

j=0 i=1 i=1 j=1
predpokladame-lia, (n)=1. y,(n) jsou podle pedpokladuie$eni homogenni
LA rovnice, z¢ehoz plyne, Ze druh§len na pravé strantakto vzniklé rovnice

je roven nule. Tedy jestlize posloupnoAC, (n) sphuji rovnice

AC,(n)y,(n+1)  +AC,(n)y,(n+1)  ...+AC,(n)y (n+1) =0
AC, (n)3./1 (h+2)  +AC, (ril)y2 (n+2) -t AC, (n)yk (n+1) = 0

AC,(n)y,(n+k-1) +AC,(n)y,(n+k-1) ...+AC,(n)y,(n+k-1) =0
AC,(n)y,(n+k)  +AC,(n)y,(n+k)  ...+AC, (n)y (n+1) =q(n),

je posloupnosty,,(n) feSenim IA rovnice. ProtoZe determinant matice této
soustavy algebraickych rovnic ptC, (n) odpovida casoratianieseniy, (n),
ma& tato soustava nenulovy determinant, a lze edy nalézt posloupnosti
C.(n) pomoci sumace a nakonec je dosadit do rovnice yydn). Tim

dostaneme partikulariiéSeni hledané nezkracen& tovnicek—téhoiadu. Pro
zopakovani si cely postugseni pomocietody variac&konstant uvedeme na

nasledujicim fklack.
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M Priklad: Nalezrite partikularieSeniy,,(n), LA rovnice

y(n+2)—%y(n+1)+%2y(n) —n(n+2)

jestlize zname dyre$eni zkracené rovnicg(n)=n a y,(n) = n?.

ReSeni:

Hledané partikularnieSeni bude ve tvaru:
Yor () = C,(n)y1(n) + C,(n)y, () = nC,(n) + n°C, (n),

kde C,(n) a C,(n) jsou posloupnosti protnné n. Dle vztali z predchozi

kapitoly ndm tedy vznikne nésledujici soustava rmvn
(n+12)AC,(n)+(n+1)°AC,(n)=0 AC,(n)=—(n+12)n,
(n+2)ac,(n)+ (n+2)°Ac,(n) = n(n+ 2)} <Acz (n)

n.

Provedeme sumaci a dostavame

c.()=-s{n )=~ "I ¢ )= gfp)= (-2,

PartikularnireSeniy,,(n) zadané i rovnice je tedy

=11 0= n(a-2)n-1)
3 2 6

Yop (n) =

LA rovnice k—tého fadu s konstantnimi koeficienty a specialni
pravou stanou

Pt hledaniteSeni nezkracenéAlLrovnice je ve specialnichtipadech
mozné vyuZzit i jinych postupk nalezeni partikularnihieSeni nez jengjsté”
variace konstantPrvnim z nich je jiz u A rovnic prvnihofadu uvadny

princip superpozicektery ndm umaiuje v gipack, Ze prava strana je ve tvaru
a(n)=a,(n)+q,(n)+... +,(n),
nalézt partikularnfeseniy,,, (n); pro kazdéq, (n); i = 1,2,..., p zvla¥. Z takto

nalezenyclteSeni Ize pak dit vysledné partikularnieSeniy,, (n) které bude
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yPN (n) = yPNl (n) + yPNZ (n) oot yPNp (n) '
Jak je vidt princip superpozicero LA rovnici skiady je zcela analogicky
s principemieSeni pro A rovnice prvnihaédu a proto jej zde nebudeme vice

rozebirat.

Druhy zpisob zjednoduSeni iweme vyuzit, jestlize mame najit
partikularnifeSeni 1A rovnice s konstantnimi koeficienty jejiz pravaasa je
ve tvarug(n) = #"P(n), tedy

y(n+k)+a,y(n+k-1+... +ayln+1)+ay(n) = u"R(n),
kde R(n) je polynom stupit. TotoreSeni Ize nalézt zcela bez pouziti metody
variace konstant, pomoci tzedhadureSenj protoZze vime, Ze partikularni
reSeniy,, (n) je ve tvaru
Yeu () = "0°Q,(n),

kde Q, (n) je polynom stup&t ar nasobnost kene v CH rovnici.

Jestlize si dale wdomime, Ze funkcecosan a sinan jsou

v komplexnim oboru linearni kombinace exponencéirfunkci € ae™™,
Ize pouzit vySe uvedeny agob nalezeni partikularnitfesSeni i na A rovnice,

jejichz prava strana obsahuije i tyto funkce a gky tee tvaru

q(n) = #"P (n)(Acosan + Bsinan)
kde R(n) je polynom stupét a ¢, a, A, B jsou konstanty. PartikularbéSeni
Yoy (N) U takovéto rovnice pak bude mit tvar

Yen () = £2"n"Q,(n)(C cosan + Dsinan),

kde Q (n) je polynom stup&t, ¢, a, C, D jsou konstanty a = Qresp.
r=j,kdej=12...,k, pokud CH rovnice ifislusné IA rovnice nema, resp.

maj—nasobny kien A = u(cosa +isina).
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M Priklad: Nalezréte obecnéeSeni IA rovnice
y(n+3)-3y(n+1)-2y(n)=4nr{-2)" +6{-1)""

ReSeni:
Nejprve utime obecnéeseni zkracené rovnicg,, (n). Jedna se oA rovnici
s konstantnimi koeficienty, a proto hledarméeni ve tvarw(n) =A" kde 1 je
konstantaReSime tady CH rovnici

A-31-2=0 = (A1-2)1+1)?=0.
Mame tedy jednonasobny tem A = 2 a dvojnasobny ken A = -1 Obecné
reSeni zkracené rovnicg,, (n) tedy bude

Yoz (n) =C,2" +C,(-1)" + C,n(-2)".
Nyni hledame partikularnieSeni. Prava strana je gtam dvou posloupnosti,
takze ji mizeme pomogdrincipu superpoziceozctlit na dw tlohy.
Nalezneme tedy nejprve partikulare&eni pro pravou strarmy(n) = 4n(-2)".
Tato posloupnost ma specialni tvar, jde o ¢soupolynomu 1. stuph
a posloupnost(-2)", tudiz Ize pouziodhadre$eni ProtoZe —2 neni kenem
CH rovnice hledaméeseni ve tvaruy,,,(n)=(an+b)(-2)", kde a, b jsou
koeficienty polynomuQ(n) prvniho stupi. Nyni dosadime doipodni LA
rovnicec¢imz ziskame koeficientg, b.

(-2)"*(a(n+3)+b)-3(-2)"*(a(n+1) +b)- 2(- 2)"(an+b) = 4n(- 2)"

4(-2)"(aln+3)+b)-3(-2)" (a(n+1) +b)+ (- 2)"(an+b) =

=-2n(-2)™

4an+12a+4b-3an—-3a-3b+an+b=-2n

n:2a=-2, n°:9a+2b=0 = a:—lbzg.

PartikularnireSentiy,,, (n) je tedy

Voulr)= (-2 -n+3 | = (-2)"(en-9)
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Partikularnite$eni pro druhowést pravé strany, tedy pra,(n)=-6(-1)"
hledame stejnym Zgobem, ovéemQ(n) bude vtomto fipact polynom
stupré 0 a (-1)" je dvojnasobnym Kenem CH rovnice. Z toho vyplyva, e
partikularnireseniy,,,(n) bude mit tvary,,,(n) = (-1)"an?. Opst dosadime
do rovnice a utfime koeficienta.

(~1)"*(a(n+3)?)-3(- 1) (a(n+1)?)- 2(~1)"an® = -6(-1)"

(-2 (aln+3))-3(-2)"(aln +2° )+ 2(-2)"an® = 6(~2)""
an? +6an+9a—3(an2 +2an+a)+ 2an° =6 = 6a=6 = a=1

PartikularniteSeniy,,,(n) je tedy
yPNZ(n) = (_ 1)n [h?
Hledanym partikularnimreSenim y,, (n) zadané WA rovnice je pak saiet
partikularnichiedeniy,,, (n) a ypy,(n) ti.
Yen (n) = Yenu (n) * Yenz (n) = (_ Z)n_l (2n - 9) + (_ 1)n n®.
Vyslednym obecnynieSenimy,, (n) je pak sotet y,,(n) a yg, (n) tedy

Yo (N)=C,2" +C,(=1)" +Cyn(=1)" + (- 2)"*(2n - 9) +(-1)"n?.

Yoz (n) ven (N)

M Priklad: Reste A rovnici
y(n+2)-24/3y(n+1) + 4y(n) = 2" sin% n.
Reseni:
NejprveieSime zkracenou rovnici s konstantnimi koeficienty
y(n+2)-2v3y(n+1)+4y(n)=0.

Z prislusné CH rovnice dime A,

A2 -2J31+4=0

A, = 2\/51 2'12_16 :\/§ti =2(cosgiisingj.

12
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Obecné&eseni zkracené rovnice je tedy
n /!
Yoz (N) =C,2" cos=n+C,2"sin=n.
6 6
Nyni hleddme partikularniteSeni nezkracené AL rovnice. Prava strana

q(n)=2" singn odpovida tvaru g(n)= "R, (n)(Acosan + Bsinan), kde

u"=2", R(n)=1, t=0, A=0, B=1 a a=%. Vzhledem k tomu,

Ze ,u(cosa+sina) odpovida jednoduchému itamu A bude mit nami hledané
R n m . TT ]

partikularni feSeni tvar y,,(n)=n2 a(CcosEn+ Dsmgnj, kde navic

muZzeme vypustit parametn, predpoklddame-li, Ze jsme timto parametrem

vynéasobili hledané konstan€y a D. Takto upraveny tva,, (n) dosadime do

pavodni LA rovnice a najdeme hodnoty hledanych konstant.

(n+ 2)2”*2(C cosl—g(n +2)+D sin%(n + 2)] -
-2y3(n +1)2”*1(C cosg(n +1)+D sinI—GT(n + 1)) +
+ 4n2”(C cos”n+ Dsinl—Tnj =2"sin’n
6 6 6

Tuto rovnici vydlime vyrazem?2" a poté pouzijeme sotové vzorce pro
coda+p) a sinla+[B). P vypostu si také nizeme pomoc tim, Ze
vypustime vSechnyleny levé strany, které obsahgihitel n. Vime totiZ i bez
pocitani, ze tytatleny se vzajemhvynuluji, coz plati vzdy, kdyx =1, tedy
kdyZ vyraz u(cosa +sina) shodny s jednoduchym tenem CH rovnice
(podobré v pripadt r =2 by se vynulovalyleny obsahujicin® a n atd.). Po

provedeni uvedenych Uprav tedy dostaneme

ZC(— cosgn - @singnj + ZD(\@cos]—gn —singnj = singn.
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upravime tak abychom ¢ parametry pro jednotlivé goniometrické funkce
u sebe a odvodimeiplusné rovnice pro teni paramefrC aD.

(— 2C+ 2\/§D)COS% n+ (— 2J3C - 2D)sin% n= sin% n

cos: —2C + 24/3D = o} J3

C:—_,D:—l_
sin: —24/3C-2D =1 8 8

PartikularnireSentiy,, (n)ma tedy tvar
Yor (N) = —% n2" (\/é cosgn + sinZ—gn}

Nyni jiz zname jak obecni&Seni zkracenéA rovnicey,, (n) tak partikularni
feSeni nezkracenéALrovnice y,,(n) a mizeme tedy uiit obecnéreSeni

nezkraceneé A rovnice y,,, (n) které je jejich sattem. To bude mit tvar

Yon (n)=C, 2" cosgn +C,2" singn—%nzn(\@cosgn +Sin7_67nj .

Yoz(n) ven (n)
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Reseni soustav linearnich A rovnic 1. fadu

Soustavu rovnic

¥ (n+1) = a, (n)y, (n) + & (n)y, (n) +... + &, (n)y, (n) + g, (n)
Y, (n + 1) = az1(n)Y1 (n) +a,, (n)yz (n) RIERRILC P (n)yk (n) +0, (n)

Yic (n +1) =8y (n)yl (n) + 3, (n)yz (n) Tty (n)yk (n) *+q, (n)’

kde (y,(n)), (y,(n)), ..., (y,(n)) jsou neznamé posloupnosti definované\na
a;(n) i,j=12....k a q(n), a(n), ..., a(n) jsou dané posloupnosti
definované naN nazyvame soustavou linearnich difémich rovnic prvniho
fadu. Pokud jsou navic posloupnoqlt(n), ql(n), ql(n) nulové, hovéime
o zkracené (homogenni) sousta8oustavu lze zapsat i vektogox to ve tvaru

y(n+1)=A(n)y(n)+a(n),

resp.y(n+1) = A(n)y(n) — pro zkracenou soustavu,

kde A(n) je matice typuk xk definovana na mnozN a q(n) je vektorova
posloupnost definovana také Na Jako pro kazdou jinou linearni rovnici plati
i zde, Ze obecnymieSenim této rovnice je s&t jejiho libovolného
partikularnihoieSeni s obecnymesSenim fslusné zkracené rovnice. Z toho
analogicky vyplyva, Zze obecriéSeni soustavyA. rovnic prvnihofadu bude
mit tvar

Yon () =Yoz () +yen(n),
kde y,(n) je feSeni pislusné zkracené soustavy rovnicya, (n) je jedno

libovolné partikularnieSeni zadané (nezkracend) lovnice.
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Metody feSeni zkracenych soustav LA rovnic 1. fadu

Z vektorového zapisu soustavy plyne, Ze mnozinachvsieseni
zkracené linearni soustakydiferertnich rovnic prvnihdadu tvdi vektorovy
prostor. KazdéeSeni takoveé soustavy je pak jedn@maircenok nezavislymi
konstantami a dimenze prostoru vSedseni soustavy je tedy rovrk
K nalezeni obecnéhdeSeni této soustavy tedy &tanajit k linearrg
nezavislychieSeniy,(n), i =12...,k. KaZda takova mnoZink lineérrs
nezavislychreSeni soustavy A rovnic nazvemefundamentalnim systémem
reSeni ObecnymieSenim je pak jakakoliv linearni kombinace tohtgéeni,
tedyk—parametricky systém posloupnosti

Yoz (n) = C1yoz1(n) +C¥ oz (n) +. +CYoun (n) ,

kde C,,C,,...,C, jsou libovolné konstanty.

S pouzitim vektorového zapisu zkracené soustai¥eme napsat, Zze

y(no +1)= A(n )y(n,) 1y ON
y(no + 2) = A(no +1)y(no +1) = A(no +1)A(no )Y(no)
y(no + 3) = A(no + 2)A (no + 1)A (no )y(no)

y(n+1)=A(n). ..A(.no +DA(n, )y(n,)

Z toho Ize vyvodit vztah
y(n) = A(n-1A(n-2)... Aln, +1)A(n, Jy(ny) = U(n. n )y(n, )
kde

n-1
U(n,n,) = I Ai), U(n,,n,)=E.
Fundamentalni systéraSeni pak volime jako
You(n)=U(nnoJe,

kde vektore, ma slozky(e;), =0 proi # j a(g), =1.
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M Priklad: Nalezréte obecnédeSeni soustavy diferé&mich rovnic

y,(n+1) = y,(n)®osn + y,(n) $inn _ Afn)=[ Gosn sinn
y,(n+1) = -y, (n)Binn+y,(n)tosn | -sinn cosn)’
Reseni:

Nejprve si uéime vysledek nésledujiciho vztahu,

cosa sina cosB sing) _
(—sina cosajtﬁ—sin[a’ cosﬂ]_
_( cosaltosp-sinalsinB  cosa [S$ing +sina [Cosp
_[—(cosaE%in[a’+sinaB:os,[>’) cosaﬂ:os,[z’—sina@;in[a’j
_(coda+p) sin(a+p)
‘(—sin(aw) COS(CHﬂ)}
Za pomoci tohoto vztahudime U(0,n),
U(n,n,)=A(n-1)1A(n-1)1...IA@Q)IA(0) =
_(cos(n—l) sin(n—l)jtﬁcos(n—z) sin(n—z)jD
| =sin(n-1) codn-1)) {-sin(n-2) cogn-2))
cosl sinl) ( cosO sin0) _
"'[E—sinl cosljtﬁ—sino cosoj_
B cod(n-1)+(n-1)+...+1+0) sin((n-1)+(n-1)+...+1+0)
_(—sin((n—1)+(n—1)+...+1+0) cos((n—l)+(n—1)+...+1+0)}

cosM sinM

n(n —1) COSn(n —1) '
2

-sin

Na zaklad tohoto vztahu pak fiZeme volit za fundamentalni systéeseni

nagiklad vektory

COSn(n -1) sin n(n-1) . cosn(n -1)
Yoz (n) = _sin n(rz]—]_) COSn(n2— 1) (OJ - —sin n(n _1) ’
2 2 2
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0 sin n(n _1)
_ 2 2 = 2
Yozz (n) - n(n —1) n(n —1) (1] - n(n _1) .
2

-sin COST

Obecné&eseni této soustavyALrovnic tedy bude
n(n-1) .
cos——— sin

Yoz (n) = C1y021 (n) + Czyozz (n) = Cl _ n(% _ 1) + Cz n(nz_ 1) )
—SIN———~= COST

kde C,, C, jsou libovoIné konstanty. To rozepsano ve slozkawmena, ze

(n-1) n(n-1)

y,(n)=C, cos% +Cysin=——,

n(n-1)

M+C2 cosT.

y,(n)=-C, sin

Zkracena soustava L A rovnic s konstantnimi koeficienty

V piipads, Ze maticeA(n) zkracené soustavyALrovnic nezavisi na,
fikdme, Ze soustava rkanstantni koeficientyrakovato soustava ma tedy tvar,
y(n+1)=Ay(n),

kde
a; 4 A
a, a a
A — 21 .22 2k '
ak1 ak2 akk

je maticekxk aa;,i,j=12,...,k jsou libovolné konstanty.

Z predchozi kapitoly plyne, Ze obeciéSeni takovéto soustavy bude

mit nasledujici tvar
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kde v je libovolny k—¢lenny konstantni vektor, a nazyvame {&H vektor
JestliZze jev vlastni vektor maticé prislusny k vlastnimaislu A, tj. plati

Av = Av, resp.(A - AE)v =0,
je funkcey,(n)=A"v obecrt komplexnimie$enim soustavy. Vlasttisla A

jsou pakieSenincharakteristické rovnice
defA - AE)=0.

My vSak vyuZijeme toho, Ze na zaktadtruktury jednotlivychieSeni
charakteristické rovnicdze steji jako v @gipad LA rovnic k—tého stupé

vyvodit zawr o feSeni celé soustavy.

a) Je-liteSenim CH rovnic& riznych reélnycktisel A, 4,,..., A, , bude mit

obecné&eSeni soustavy tvar
Yoz (N) = CV AT +C v, A0 +...+C, v, AT,

kdev,,Vv,,...,v, jsou CH vektory fislusné ke ktemim A, i =1,..., k.

b) Je-li teSenim CH rovnic& nasobné realnéislo A,, bude obecnéeSeni
dané soustavy ve tvaru

Yoz (n) =P, (n)A5,

kde P, (n) je vektor polynor promgnnén: *R.(n), *P.(n), ..., *P.(n)
nejvyse(k —1)-ho stups.
Koeficienty polynond *P.(n), 2R.(n), ..., *P.(n) zavislé na obecnych
konstantaciC,,C,,...,C, se uti dosazenim dotwodni soustavyy,, (n)
Ize poté vyjadt jako obecnou linearni kombinakilinearre nezavislych
feéenl'yl(n), yz(n), e Y (n)

c) Je-lik sudé a je-lreSenim CH rovnick-nasobné imaginardislo

A=a+ib=|A|(cosp +ising),
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pak obecnéeSeni dané soustavy bude mit tvar
Yoz (n) = P (n)A]" codgn) + Q, (n)A|" sin(gn),
kde P,(n), resp.Q, (n) jsou vektory polynorin
'R.(n), 2R.(n), ..., “R.(n), resp.*Q,(n), 2Q,(n), ..., “Q.(n)
nejvyse(k —1)—ho stups.

Koeficienty polynond P (n), Q,(n) zavislé na obecnych konstantach

C,,C,,...,C, se opt urci dosazenim do gwodni soustavy. Stejntak
i obecnéteeni y,(n) Ize tak i poté vyjatit jako obecnou linearni
kombinaci klinears  nezavislych ie$eni y,(n).y,(n).....y,(n)
s koeficientyC,,C,,...,C,.

d) Je-lireSenim CH rovnice kombinace libovolnyctegchozich typ bude i

vysledné obecngeseni linearni kombinacfiglusnychreSeni.

M Priklad: Nalezréte obecnédeSeni soustavy diferé&mich rovnic
yi(n+1)=2y,(n)+y, (n)} ) (2 1}
= A= .
V>(n+1) =y, (n)+2y,(n) 12
ReSeni:

Nejprve stanoviméeSeni CH rovnice

det(A—/]E)=de{(i ;]—/1((1) mz‘zl’] 2;‘:(2—/1)2-1:

= ¥ -41+3=0
U
_4xa A =1
Alz_ - —_
2 \1,=3

Struktura feSeni odpovida bodu a)eglchozi kapitoly, nyni tedy &ime

prislusné CH vektory,, v, z prislusné rovnice.
2-1 1 vi) (O
1 2-4)1v,) (o)
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Po dosazenil, =1 dostavame

1 1\v 0 v, +v, =0
= = =V, =V,
1 1)y, 0 v, +v, =0

a po dosazend, =3 dostavame

-1 1)\v, 0 -v,+v, =0
= = =V, =V,.
1 -1)v, 0 v,-Vv, =0

a b
CH vektory tedy mzeme volit libovolg ve tvaruv, :( j VY, :(b} kde
-a

a,b0R. Obecné&eSeni soustavy pak tudiz bude iildjpd

a b 1 1
=C A +C,| N5 =C +C,| . 3",
Yoz (n) 1(_ a] 1 Z(bJ 2 1(_1] 2(1]

pro a,b=1

M Priklad: Nalezréte obecnédeSeni soustavy diferé&mich rovnic

¥ (n+1)=-5y,(n) -y, (n) }j A :(—5 —1J

Y2(n+1)=y1(n)_3yz(n) 1 -3)

Redeni:Stanovime&edeni CH rovnice

|A—/]E|:‘_51_/] _;_1/1 =(-5-1)(-3-A)+1= 1> -81+16=0
A -81+16=0= L, =-4
(-4 |

Re3eni CH rovnice odpovida bodu iegchozi kapitoly a obecriéSeni této

soustavy tedy bude mit tvar

yo(n) =P, ()" = (yom(n)j _ (aln +by j(_ 2.

yOZZ (n) aZn + b2
kde a;,b,,a,,b, jsou konstanty zavislé na obecnych konstant@chC, a

stanovime je dosazenim diavpdni soustavy A rovnic.
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(a(n+1)+b,)(-4)™ = —5(an+b,)(-4)" - (a,n+b, (- 4)"

(8,(n+1)+b,)(-4)™ = (an+b, )~ 4)" ~3an+b, )= 4)
-4(a,(n+1)+b)=-5(an+b)-(a,n+b,)
~4{a,(n+1)+b,) = (an+b;)-3(a,n+b,)

-4an-4a —4b, =-5an-5b —a,n-h,

—-4a,n—4a, —4b, =an+b, —3a,n—3Db,

(a1+a2)n=4a1_b1

_(ai+a2)n:4a2+b1+b2

0=4a +4a, > a =-a,=C,
(C,-C,)n=4C,-b -b, = b =C, = b, =4C, -C,.

Celkové obecnéeSeni dané soustavy ma tedy tvar

veol)=[ Yol ST Yoy -

yozz( ) Cin+4C, -C,

e
- c{_ " 4}(- A+ c{_ll)(- ¥y,

Vysledek je zapsan jako obecna linearni kombinacel dinearg nezavislych

reseniy,,y,.

Metody feSeni obecnych soustav LA rovnic 1. fadu

Tak jako u jednoduchych L rovnic i u L soustav plae jejichieSenim
je soutet obecnéhoeseni pislusné zkracené soustavy a jednoho partikularniho
ieSeni soustavy nezkracené. Vzhledem ktomu, ZeztnalBecnéieSeni
zkracené soustavy jiz umime, budeme se nyni zabyaktzenim partiku-
larnihofeSeni soustavy a jako obvykle k tomu v obecnéipagt vyuzijeme

metoduvariace konstanty
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Metoda variace konstanty

Necht’ je dana nezkracena soustava linearnich diafeh rovnic
y(n+1)=A(n)y(n)+a(n),
a necli posloupnostiy ., (n),i =12,...,k, tvari fundamentalni systerfeseni

prislusné zkracene soustavy
Yoz (n+1) = Al)yos ().

Obecné&esSeni zkracené soustavy je pak dano vztahem
k
Yoz (n) = z CYoz (n) '
i=1

kde C, jsou libovolné konstanty. iPhledani partikularnihaeseni y , (n)

nezkracené soustavy pouzitimetody variace konstantypahradime tyto

konstanty posloupnostmi na mnoZiN a hledame tedieSeni ve tvaru

n

Yen (n) = Z G (n)yOZi (n)

i=1
Protozey ., (n) jsouieSenim zkracené soustavy, plati

Vo (01)=3.C, 0+ By (n+1) =
€ (1+2)-C () (n+2)+ 3G (Ay oz (n+1) =

i=1

n

AC, ()Y oz (n+2)+ > C; (A ()Y oz ().

i=1

M- 1D

1l
-

Jestlize tento vztah dosadime do nezkracené squstenic

n n

ZA yOZ| n+l +ZC| yOZl ZCyOL )
i=1 i=1

> AC (N)y oz (n+1)=q(n).

i=1
ProtoZe jsme iedpokladali, Ze posloupnosty,,(n) tvoii fundamentalni
systémieSeni, je determinant matice této soustavy nenulavigdy z ni Ize

jednoznané urcit diference AC, (n) Tak Ize principiél ziskat posloupnosti
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C, (n) sumaci a s jejich pomoci naslédvyjadiit hledané partikularnfeSeni

Y ey (N) nezkracené soustavy lineérnich difergioh rovnic.

M Priklad: Nalezréte partikularnieSeni soustavy
y,(n+1) =4y, (n)+ y,(n) +1+In(n +1)
y,(n+1)=-6y,(n)-y,(n)-2-3In(n+12).
Reseni:
Nejprve nalezneme obecigSeni pislusné zkracené soustavy
y,(n+1) = 4y,(n) +y,(n) }A=(4 1}
Y,(n+1)=-6y,(n)- y,(n) -6 -1
Jednd se o soustavu kovnic s konstantnimi koeficienty, prateSime pomoci
uréeni kaemi charakteristické rovnice
4-1 1
-6 -1-/
=(A-1)(1-2)=0 = A, =11,=2

|A - JE| =

‘:(4—,])(—1—/])+6:/]2 -31+2=

Nyni dop@teme piislusné CH vektory a ukime obecnéeseniy , (n)

A =1

4-1 1 v 0
= vV, +v, =0= v, =-3v,=>
-6 -1-1)v, 0

v, 1
=V, = 3y zvolmev, =1 = v, = _3)
1

2

AZ
4-2 1 A 0
= v, +v, =0=>v, =-2v,>
-6 -1-2)v, 0

v, 1
=V, = oy zvolmev, =1 = v, = o)
1

n n 1 1 n
Yoz (n) =CvAl +Covpd; = Cl(_ 3} + Cz[_ 2]2 :

—— [ —
Yoz (n) Yoza(n)

63



Z tohoto vztahu vyplyva, Zze nami hledané partikuil&eSeni bude mit tvar

Yo )=, )+ C, s )= 0 7+ T o

rozepsano po slozkach
Yora () = C,(n) + 2°C, (n)
Yenz (n) =-3C, (n) -2m C, (n)

Nyni vyuZijeme v pedchozi kapitole odvozeného vztahu
Z AC, (n)yOZi (n + 1) = Q(n) ,
i=1

dosadime dodj a urime posloupnostt, (n), C, (n)
AC,(n)+2™AC,(n) =1+In(n+1)
-3AC,(n)-2"2AC,(n) = -2-3In(n +1)
3AC, (n)+ 32" AC,(n)=3+3In(n+1)
-3AC,(n)-2"2AC,(n) = -2-3In(n+1)

1

2n+1

32"™AC,(n)-22™AC,(n)=3-2 = AC,(n)=— =

n+l

= Acl(n)+F =1+In(n+1) = AC,(n) =In(n+1).

C,(n)=s(ac,(n)) = s(in(n+1)) = In(n) = ¢,(n) =In(n)

cz(n)=s(Ac2(n)):s[ 1 j— 1 (n)=-2".

ot | on

Nyni jiz nam nic nebrani v deni partikularnihdeSeni, které tedy bude

Yon () =C, (n)(_lg,] +C (n)(fz}z” i '”(”!)(—13] i (—12}

nebo rozepsano po slozkach

yPNl(n) = In(n!) -1
yPNZ(n) = _3|n(n!) +2.
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Princip superpozice

Stejre jako pro vSechny linearni rovnice s nenulovou ptagtanou,
plati i pro soustavy linearnich difekarich rovnic vtomto tvaruprincip
superpozice To znamend, e kdyZ j§.,(n), i =12,r, feSeni soustavy
rovnic

Yeni (n +1) = A(n)yPNi (n) +q (n) ,
proi =12,r, pak je posloupnost

Vou ()= 2y ()

feSenim rovnice

r

Yen (n+1) = A(n) PN (n)"'zch (n)

i=1

Soustavy L A rovnic 1. fadu s konstantnimi koeficienty a
specialni pravou stanou

Tak jako v gipadt jednotlivych LA rovnic, existuji i v pipact soustav
specialni pipady, kdy lze najit partikularnfeSeni jednodusSim &gobem
a vyhnout se takipdevsim jejimu nejobtiZgimu kroku, za ktery hZzeme
v obecném fipact povazovat hledani sumace. Nutnyredqpokladem pro
pouZziti €chto ,alternativnich* postup je vSak jednak soustavaAlrovnic
pouze s konstantnimi a také jeden ze dvou pravych stran.

Prava strana jako vektor polynomd

Jestlize méa prava stramgn) soustavy diferatnich rovnic

y(n+1)=Ay(n)+q(n)

tvar

q(k)= u"P(n),

65



kde Ps(n) je vektor polynom nejvySe s-tého stup® Ize vzdy najit
partikularnire$eniy ., (n) takovéto soustavy a to ve tvaru

Yeu(n) = #"Qu.c (),
kde Q.,,(n) je polynom vektai nejvy3e (s+t)-tého stupt at je nasobnost

kotene i v charakteristické rovnidid — AE[= 0.

Prava strana jako vektor polynomd a funkci sinus a kosinus

Jestlize méa prava stramgn) soustavy diferatnich rovnic
y(n+1)=Ay(n)+q(n)
tvar
q(k)=a" (PSl (n)cospn + P, (n)sin,[z’n),
kde Py (n) resp. P (n) jsou polynomy vektdr nejvySe stuph s, resp.s,,
Ize hledat partikularriedeniy ., (n) ve tvaru
You(n) = a" (R (n)cosph + S, (n)sin fn),
kde s=maxs,,s,), t je nasobnostisla ae” jako kdene charakteristické

rovnice aR,, (n) resp.S,,, (n) jsou polynomy vektdr nejvySe stupt (s+t).

M Priklad: Nalezréte partikularnieSeni soustavy

y1(n +1) = 3)/1(”) -2y, (n) —1+3[2"
Y, (n + 1) =26y, (n) -2y, (n) +n

Reseni:

Nejprve utime kaeny CH rovnice pro zkracenou soustavu, tedy
v (n+1)=3y,(n) - 2y,(n) } A (3 - 2)
yz(n+1):2y1(n)—2y2(n) 2 -2)

3-4 -2

2 -2-1
=(A+1)1-2)=0 = A =-14,=2

|A—/1E|=( (=(3—/1)(—2—/1)+4=/12—/1—2=
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Nyni budeme hledat partikularréSeni nezkracené soustavy. Prava stqi(n)i

LA rovnice je ve tvaru

aln)= (—nl 2”0[:13] |

vyuZijeme tedy principu superpozice a ziskame dslgtory ql(n) a qz(n),
které vyeSime zvlad a vysledné partikularnieSeni pak bude dano stem
téchto vysledk.

a(n)=ay(n)+a,(n) = [_1 i EBJ :(_1)+2n(3]

n 0 n 0

a.(n) a,(n)
Nyni tedy hledameeSeni pro soustavu rovnic s pravou stranefn), ktera je
vektorem polynom 1. stup®. ProtoZze 1 neni kenem CH rovnice bude

hledan&eseniy ., (n) ve tvaru

an+b
n)= , kdea, b, c, d jsou konstanty.
yPNl( ) (cn+ dJ J Yy

Tento tvar dosadime dotyodni LA rovnice (ovSem s pravou stranou jen
q,(n)) a upravime

a(n+1)+b-3(an+b)+2(cn+d)=-1

c(n+1)+d-2(an+hb)+2(cn+d)=n

an+a+b-3an-3p+2cn+2d =-1

cn+c+d-2an-2b+2cn+2d =n

2n(c-a)+(a-2b+2d)=-1

(-2an+3cn)+(-2b+c+3d)=n

, a=c

n: =c=1 a=1
-2a+3c=1
a-2b+2d=-1

n°: =b=2 d=1
-2b+c+3d=0
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Partikularnite$eniy .,,(n) tedy bude mit tvar

oul)=[ 1)

n+1

Druhé partikularfeseniy ., (n) pro soustavu rovnic s pravou stram(n),

uréime analogicky, ovSem s tim rozdilem, Ze 2 jéekem charakteristické
rovnice. HledanéeSeni tedy bude ve tvaru

o) =200

cn+d

Tento tvar dosadime a provedeme Upravy
2" (a(n+1)+b)-32"(an+b)+ 2™ (cn+d)=2" 3
2" (c(n+1)+d)-2"*(an+b)+ 2" (cn+d)=0
2an+2a+2b-3an-3b+2cn+2d =3
cn+tc+d-an-b+cn+d=0
2cn—-an+2a-b+2d =3
2cn—-an-b+c+2d =0

n':a=2c, nag.c=1= a=2
2a-b+2d =3
‘b-c-2d=0

0

}proc:1:> b=2d+1 nag.d =1= b=3.

Partikularniredenty ., (n) tedy bude

ypNz(n)=2”(

Vysledné partikularnieSeniy ., (n) bude sottem zjisénych partikularnich

2n+3
n+1 )

reSeni, tedy

o)=Y+ ymale)= 2221

n+1 n+1
nebo po slozkach

Yons(N) =n+2+2"(2n+3), ypy,(n) =n+1+2"(n+1).
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Prevedeni soustavy diferen ¢€nich rovnic 1. fadu na jednu
rovnici vysSiho Fadu — metoda eliminace

Metoda eliminace jak jiz nazev Kkapitoly napovida neslouzi
k samotnému gSeni soustavy diferémich rovnic, ale k jejimuiievedeni na
jednu LA rovnici vySSihofddu a to tak, Zze mame-li soustakdiferertnich
rovnic 1.f4du gevedeme tuto soustavu na linearni difénérrovnici k—tého
fadu. Tuto rovnici pakeSime BZnymi metodami prdesSeni A rovnic k—tého
fadu, zéehoz jash vyplyva, Ze tato metoda je vyuzitelngegdevsim v fipad
jednodusSich soustav obvykle pouze s konstantndmiidienty. Nyni si tedy

popiSeme metodu po jednotlivych krocich.

%

ReSime-li soustavu rovnic

¥ (n+1)=a,(n)y, (n) +a,(n)y,(n) +... +ay (n)y, (n) + . (n)
Vo(n+1) = a0y, () + a5 (n)y, () + .. + 2z )y () + 0 (n)

ye(1+3) = 3 (V) + 3 (), () +-.. + 3 s () + 4, (),

postupujme $ pouZzitimetody eliminaceasledujicim zggsobem:

1. Zi-té rovnice soustavy vyjéithe neznamouy,(n) kde i # j a

z tohoto vztahu stanoviméealpis proy, (n+1).

2. Vyrazy pro y,(n) a y;(n+1) dosadime do zbyvajicictk - 1

rovnic.

3. Kroky 1. a 2. opakujeme pro dalSi neznamgy z rekteré ze
zbyvajicich rovnic obsahuijicich neznamgy(n) m# j, ale nikoli
y.(n+1). Tuto nezndmou @& osamostatnime a dosadime do

zbyvajicich rovnic. Pokud kazda ze zbyvajicich fovabsahuje

s neznamou posloupnosti i jeji hodnotu védat+1, odstranime
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tuto hodnotu od#enim vhodného nasobku jiné rovnice a postup

znovu opakujeme.

4. Po skowreni kroki 1.-3. nam zbude jedna rovnigetéeho radu,

kterou vy'eSime standardnim agobem

5. ReSeni stanovené vguchozim kroku dosadime do v3ech
zbyvajicich rovnic soustavy¢jmz dostaneme soustakr— rdvnic

o k-1 neznamych, na které cely postup znovu opakujeme.

Jak je na prvni pohled Wttato metoda je vifjpad soustavy ¥tSiho
poctu neznamych velmi zdlouhav4, na druhou stranu paiem jeji kroky
natolik rutinni (s vyjimkou samotnéh@Seni 1A rovnice vySSihdadu), Ze je
tato metoda dale algoritmizovatelna, a tudiz se pouzivadevsim v fipac

implementace metokkSeni soustavA_rovnic do vypdetnich systérin

M Priklad: Reste soustavuA rovnic metodou eliminace neznamych
Yo =2Y, +Z, +3
Z,.,=Y,t2z,.

Reseni:Postupujeme dle jednotlivych knibk

1. 2,=Y,,12Y,-3 = Z.,, =Y T2Y —3,

Yoz = 2Y1 =35 20 + 2AY0 =2V, =3) = Yoo =4V +3Y, =3,

Nalezenou rovniciieSime standardnim postupem geseni A rovnice

D

s konstantnimi koeficienty
Ynsz ~4Ynu +3Y, = 3.

Nejprve nalezneme obecteSeni zkracenéA_rovnice
N2 -421+3=(1-)1-3)=0= A, =14,=3=
= yo,(n)=C,+C, @

a nasledatakeé jedno partikularriesSeni
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a(n) = 4"P,(n) =1"(=3) = yey(n) = 4"n"Q,(n) =1"n"(a)
a(n+2)-4a(n+1)+3an=-3
Oan-2a=-3

3

=— = Yy (n)=§n =
2 PN 2

= yON(n):C1+CZ3n +gn

5. TototeSeni dosadime do prvni rovnice v dda ddeSime
Zon (M) = Yon (N +1) + 20y (n) -3 =

=C,+C,3™ +g(n+1)—2C1 -2C,3"-3n+3=

=-C, +C,3" —g(n+1).

obecné&eSeni soustavy je tedy

You[n)=C, +C,3" 40

Zon (n) =-C, +C,3" _g(n +1)'
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Vyuziti diferen €niho po €tu v ekonomické praxi

Jak jiz bylo v pedchozich kapitolach ¢kolikrat uvedeno,reSeni
obecnych A rovnic, @ uZz prvniho nebo vysSihéadu, stejs tak jako
obecnych soustav, je velice obtizna a v realnytiasich ténst nereSitelna
véc. Proto se v praxi obvyklerigtupuje pouze k vyuzivani difer&rich rovnic
s konstantnimi koeficienty a specialni pravou sitarii jejich feSeni se totiz
muzeme vyhnout wovani sumaci, které jsou obvykle n#gi prekazkou pro
nalezenireSeni rovnic jejichz koeficienty nejsou pouze kanst. Nyni si
ukazeme dva modely, ve kterych se vyuziva difaraah rovnic. Prvnim je
pavwinovy model rovnovahy trha druhym dynamicky model narodniho
diichodu

Pavu éinovy model rovnovéahy trhu

Ozna&me
t —cas,t=123...
D, — poptavka po zbozi v obdabi
S — nabidka zbozi v obdobi

p, — cena zbozi v obdohi

Predpokladejme, Ze zavislost nabidky i poptavky naéde linearni
atidi se rovnicemi
D, =-ap, +Db,
Sa=cp +d,
kde a, b, ¢, d jsou kladné konstanty,fipéemz koeficientb predstavuje vysSi

poptavky, kdyz ceng, = @ koeficientd je vySe nabidkyipcere p, = 0.
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Cena zboZi je stanovena tak, aby bylo dosazenmvay trhu, tj. aby
se v uvazovaném obdobi nabidka rovnala poptavceznBmena, Ze ¥ase
t+1 je

S =D,.

Kdyz do této rovnice dosadime zg,, a D,,, z predchozich dvou

vztahi, dostaneme

~ap., +b=cp, +d

o, +Sp =279
t+1 a t a
. . c b-d . :
Kdyz ozng&ime A=-—, B=—— dostaneme z posledni rovnice tvar
a a
P = AR +B

a zarové ozn&ime jako p, posateEni cenu, tj.

P, = P(0).

Chceme-li zjistit, jaka je cena zboZicaset, znamena to, Ze pro
t=12... budemefieSit nasledujici ulohu pro linearni difeten rovnici

s konstantnimi koeficienty:

Pua ~ AR =B
p(O) = Po-
Reseni:
Obecné&esSeni zkracené rovnice bude ve tvaru
Po (t) = C A
a z r§j plynouci gedpokladany tvar partikularnine@Seni nezkracené rovnice

bude

a, proA#l
ol =, P
a,t proA=1

1. Jestlize A #1 dostaneme po dosazeni do diférdrrovnice,
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B
8 =A% =B = pu(t)=3 =
Obecné&eseni rovnice pak bude ve tvaru
B
1-A
Z pocéteeni podminky wime hodnotu konstang
B
1-a ST
Resenim daného pateiniho problému proA#1 je

Pow (t) = CA' +

P =CIA"+

B B
= - A+ L t=12...
Py (po 1—Aj 1-A 1

2. Jestlize A=1 dostaneme po dosazeni do diférdmmovnice,

a,(t+1)-at =B = py,(t) = a,t = Bt.

Obecné&eseni nezkracené rovnice je pak
Pon (t) = CCA" + B,

Opet dopateme konstant@ pro pa&ateeni podminky p,
p,=C[A° = C=p,.

Reseni daného patesniho problému proA =1 pak tedy je
p,=p, +Bt, t=12...

- . . Cc
Chovani cen je ovlivno konstantouA=-—<0:
a

a) Pokud -1<A< Q posloupnostﬂAt‘} konverguje k0O a ceny tedy
budou klesat.

b) Kdyz A=-1, je posloupnostﬂAt‘} konstantni a ceny ustanou
zachovany. Hovibme o tzv. rovhovazném cyklu.

c) Pokud A< Q posloupnosl{JA“} roste nade vSechny meze a ceny takeé

porostou.
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Dynamicky model narodniho d dchodu

Ozn&me
t —cas,t=123...
C, — vydaje na spéebu v obdobt,
Y, — narodni dchod v obdobt,

I, —investéni vydaje v obdobi.

Uvazujme model
Yt = Ct + It’
C =a+by,,

kde a, b. Prongénné C, a Y, nazyvame endogenni prénmé al, nazyvame

exogenni prorknna. Exogenni proémné na rozdil od endogennich nelze

vypaocitat ze zadané ulohy.

Po eliminaci prorinné C, ze soustavy dostavame dife¢an rovnici
pro neznamou posloupnost

Y, -bY, =1, +a

Pokud je posloupnodt, konstants rovnal, dostavame po transformaci
t —» t+1 diferereni rovnici
Yo —BY =1 +a,

jejiz obecnéeSeni je
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Nyni uvazujme fipad b # 1, a hledejmeeSeni i kterém prot — oo

hodnotaY,,(t) konverguije k

_l+a
1-b’

TototeSeni, jak jasnvidime, bude platit prdg <1, protoze

. [l +a (1 +a
!leON(t)—!lm( b+CEﬁ)j—1_b.

Timto je tedy nalezeno rovnovazieseni.
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Zaver

Méam-li zhodnotit ginosy, ale také problémy spojenéreSenim
diferertnich rovnic a jejich praktickou aplikaci, vypichlydh pedevsim
nasledujici. Diferedni rovnice a diferetni paiet jako takovy, je systém
zaneieny nareSeni Uloh jejichZ zdrojem jsou nespojité mnozéiyz se velice
blizi reali€. Za tuto svou vlastnost pak ovSem plati vysokoii d@odol
praktické néeSitelnosti slozijSich gikladi, které naopak sithlimituji jeho
vyuziti. FredevSim znma limitace jeho praktického pouziti v realnych
vypoctech je pak ficinou nevelkého zajmu o toto téma jak v oblasti ithalS
rozvoje, tak pedevSim v oblasti publikace a to nejetiegké literatie. D4 se
tedy fici, Zze z hlediska matematické analyzy jako celkutgto téma spiSe
okrajové. Realné uplatni znalosti diferetnich rovnic Ize aplikovat zejména
v oblasti ekonomie, kde jsou vyuzZivanyiedevsSim diferefmi rovnice
s konstantnimi koeficienty a specialni pravou sitanSetkdme-li se vSak
v praxi s potebouteSit i sloZi€jSi problémy, pistupuje se obvykle keSeni
téchto problénmi pres diferencialni peet, ktery ma pedevsSim pro wovani
integrali vybudovan mnohem propracovgsi systém. Jeho nevyhodou je vSak
odklon od reélné situace ve smysliegpokladu spojitych mnozin dat (az na
kong&ny paiet nespojitosti), které jsou v realnych podminkackieni

neziskatelné.
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