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Anotace

Cilem diplomové prace je metodické zpracovani vybranych geometrickych jevi, s nimiz
se bézné setkavame, do podoby textu, ktery by bylo mozno vyuzivat ve vyuce geometrie
na zakladni a stredni skole, popiipadé v tvodnich vysokoskolskych kurzech. Poznani
a pochopeni téchto jevii muze sehrat dulezitou roli pii studiu matematiky a geometrie,
ukazuje tyto discipliny v jejich uzkém vztahu k realnému svétu.

Soucasti popisu téchto geometrickych jevi jsou fesené a ukazkové ulohy. Pro kazkou
ulohu je pripraveno zadani, feseni a metodické komentare.

Pfi zpracovani se vychdazelo z aktualnich poznatku didaktiky matematiky a byly vo-
leny formy, prostredky a didaktické postupy, které odpovidaji pozadavkium na ndzornost
feseni (matematicky a geometricky software, pracovni listy, ...) i icelu pouziti prikladu
(vyklad, procvicovéni, ...).

Soucasti prace jsou pracovni listy, pomoci nichz je mozno se seznamit s geomet-
rickymi jevy uvedenymi v praci. Pracovni listy odpovidaji svymi naroky trovni zaku

zéakladnich a stfednich skol.



Annotation

The aim of this diploma thesis is a set of methodical materials for geometry education
on primary, secondary schools and possibly during the basic courses on a university.
This materials will be based on real geometry phenomenon which we meet every day.
The knowledge and understanding of this phenomenon might play an important part
during studies of mathematics and geometry. It also shows mathematics and geometry
in their close relationship with the real world.

The part of the description this phenomenon presented will be solved examples,
examples for demonstration and also examples for practise. They are prepared a task,
solution and a methodical reviews for each exercise.

When preparing this work, it was used his current knowledge of methodology of
mathematics and it was selected such forms, means and didactics procedures, which
will go together with requirements on a visual solution (mathematical and geometri-
cal software, an interactive whiteboard, worksheets, ...) and with the purpose of the
example presented (it “s interpretation, practise, testing, ... ).

The part of this diploma thesis are worksheets. This worksheets can help get to
know with geometrical phenomena in this work. The worksheets have primary and

secondary school level.
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1 Uvod

S geometrickymi jevy se setkavame ve svém zivoté prakticky neustale. Téch za-

kladnich, jako naptiklad tvarta kol u automobilu, oken v byté, budov okolo nas, si jisté

vvvvvv

------

s cilem je predstavit. Pochopeni riznych geometrickych jevi kolem nas pomaha i v roz-
voji nasi spolecnosti. Néekteré architektonické prvky jsou napiiklad odvozeny z tvaru,
které muzeme nalézt v prirodé. Je proto dulezité aby se jiz déti na zékladnich skolach
neucily geometrii jako soubor poucek a navodu k rysovani, ale aby jim byla geomet-
rie pfedstavena ve své provazanosti s readlnym zivotem a pii hodinach tyto spojitosti
objevovaly.

Prace je rozdélena do péti kapitol. Prvni kapitola predstavuje program Phun, ktery
se muze vyuzivat nejen pro modelovani ruznych fyzikalnich jevi. Jde o volné stazitelny
program a jeho ovlddani je vcelku intuitivni. Zbylé ctyfi kapitoly jsou vzdy vénovany
nékterému geometrickému jevu, odvozeni jeho rovnic, jeho pifinosem pro nas zivot
a mistum jeho vyskytu. Témito jednotlivymi geometrickymi jevy jsou fetézovka, trak-
trix, zrcadla a nefroida.

Piilohou prace jsou CD s modely nékterych jevii uvedenych v textu prace, kde
je na né i odkazovano, a deset pracovnich listu, které by mohli slouzit k predstaveni

geometrickych jevu z této prace zakum jednotlivych skol.



2 Predstaveni programu Phun po-

moci modelu sikmého vrhu vzhuru

2.1 Model sikmého vrhu vzhuru v programu Geo-

Gebra

Sikmy vrh vzhiru se skldd4 z rovnomérného pifmocarého pohybu ve sméru pocétecni
rychlosti vy a volného padu. Trajektorii sikmého vrhu vzhuru je parabola, jejiz vrchol
lezi v nejvyssim bodé trajektorie (bod H). [1] Pro lepsi predstavu, o trajektorii sikmého

vrhu vzhuru, ji mame vymodelovanou na obrazku 2.1.

y

Obrazek 2.1: Model trajektorie Sikmého vrhu vzhiru

Model sikmého vrhu na obrazku 2.1 je vytvoren v programu dynamické geometrie
GeoGebra. Trajektorie byla vytvorena zadanim parametrickych rovnic sikmého vrhu

vzhuru. Sikmy vrh vzhuru ma parametrické rovnice:

T =1 t-cos(a) (2.1)

1
Yy =wg-t-sin(a) — 5 gt?, (2.2)
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kde vy je pocédtecni rychlost, « je ihel vrhu, g je tihové zrychleni a t je parametr. [2]
Proto pro trajektorii sikmého vrhu vhuru zaddme do vstupu Krivka[v_0xt*cos(a), v_-0x
t*xsin(a),t,0,2* (v_0*sin(«))/g]. Koncovou hodnotu parametru ¢ ziskame dosazenim

y = 0 do rovnice 2.2. Postupné nam vyjde:

vy -t-sinfa) — = -gt* = 0 (2.3)
vo - t-sin(a) = ;-gt2 (2.4)

vy - sin(a) = ;-gt (2.5)

t = 2-”‘"551@‘) (2.6)

Tuto koncovou hodnotu jsme hledali proto, aby nam ktivka trajektorie sikmého vrhu
vzhuru koncila na ose x. Pokud bychom zadali jinou hodnotu, kfivka by nam koncila
nad nebo pod osou x. Na CD (slozka MODELY, soubor 02_GeoGebra_sikmy_vrh_mo-
del.ggb) mame vytvorené posuvniky a muzeme ménit pocatecni rychlost vy a thel a
a sledovat zmény v trajektorii. Co ale, kdybychom chtéli sikmy vrh vzhuru vymodelovat
bez znalosti rovnic? Kdybychom chtéli, napiiklad, vytvorit délo a sledovat trajektorii
délové koule z ného vystielené? Takovy program, v némz funguji nékteré fyzikalni

zédkony (gravitace, odpor vzduchu a jiné), si predstavime na nasledujicich tadcich.

2.2 Model sikmého vrhu vzhuru v programu Phun

Programatorem Phunu je §véd Emil Ernerfeld, ktery v dobé vzniku programu Phun
studoval na univerzité ve §védském meésté Umea. [3] Program Phun je velmi zajimavy
a jeho odlignosti od vétsiny programu je fungovani nékterych fyzikalnich zdkonu (napf.:
gravitace, foukani vétru, odrazy predmétu atd.) Nebudu zde délat podrobny navod na
program Phun a popisovat kazdou jeho funkci. K tomuto tcelu muze poslouzit zdroj
[4]. Jednd se sice o zavéretnou praci zaka ZS ale pro orientaci v programu Phun je
vice nez dostacujici. My si predstavime program Phun pii vytvareni modelu mechani-
zmu vystielujici délové koule a pak budeme pozorovat jejich trajektorii a jeji zavislost

na thlu naklonu déla. Je pouzita verze programu 5.28. Bohuzel se mi podafilo ziskat



pouze anglickou verzi programu. Nazvy jednotlivych néstroju tak uvadim v anglictine
a za nim v zavorce cesky predklad ziskany ze zdroje [4], jehoz autor mél k dispo-
zici Ceskou verzi programu. Program Phun jiz néjakou dobu neni puvodnimi tvurci
podporovan. Na internetu je vsak dostupny. Muzete se setkat i s jeho nasledovnikem
programem Algodoo dostupného na webové adrese http://www.algodoo.com/, ktery
z Phunu vychézi.

Spustime program Phun a zacneme s vytvareni modelu déla. Pro kratké seznameni
s programem mame na obrazku 2.2 zachyceno Menu a Ndstroje a na obrazku 2.3

otevieni New scene (Nové scény).

£ Phun v5.28

Options Help! About Hide windows 0 PHUN edition v5.28

v “ Zoom: 1,00x I .= O””

"] Zoom to scene
Default view
Import phuniet... b

Background options... b

Obrazek 2.2: Menu a néastrojové listy programu Phun

Options Help! About Hide windows o PHUN edition v5,28
File

T Save scene..
Zoom: 1,00x
Load scene... | |@

Clear scene

L3

Erase all water'...

R New scene

Change language

>
>

"1 Zoom to scene

Default view
| Show sim-info
| Toggle fullscreen
ind more scenes...
heck for updates...

uy Algedoa...

Obrazek 2.3: Otevieni nové scény



Po otevieni nové scény muzeme zacit s tvorbou déla. Nejprve si zvolime nastroj
Bozx (0bdélnik) a vytvoiime obdélnik jaky je na obrazku 2.4. Pokud bychom pfi pouziti

tohoto nastroje drzeli klavesu Shift vytvorili bychom ¢tverec.

Options Help! About Hide windows o PH edition v5,28

Obrézek 2.4: Vytvoteni obdélniku

N4s obdélnik bude tvoiit horni dil déla. Ted budeme chtit vytvofit stejny obdélnik,
ktery bude pouzit na dolni dil. Abychom dostali rozmérové stejny obdélnik pouzijeme
nastroj Clone (Klonovdni). Nejprve musime kliknout na nas jiz vytvoreny obdélnik a na
levé strané okna programu se ndm objevi menu. Zde vybereme néastroj Clone (je u néj
obrézek ovce). Po potvrzeni nastroje Clone se ndm klonovany obdélnik objevi vedle
naseho puvodniho, stejné jako na obrazku 2.5. Klonovany obdélnik presuneme pod ten
puvodni (nechdme mezi nimi prostor, kde se bude nachézet mechanismus odpalovani
a budou se sem umistovat délové koule) pomoci ndstroje Move (Posouvdni). Je to hned

prvni nastroj na nastrojové liste.



VYVVYVVYVYVYY

selected
lone selected

Obrazek 2.5: Vyuziti néstroje Clone (Klonovdni)

V nésledujicim kroku vytvoiime dalsi obdélnik, jenz bude piekryvat levé konce
horniho a dolniho dilu déla, tak jako na obrazku 2.6. Mame tak jiz vytvofenou siluetu
hlavné déla.

£ prun g T

Obrazek 2.6: Silueta hlavné déla

Aby nase jednotlivé ¢tverce drzely pohromadé musime je spojit. K tomu slouzi

nastroj Fizate (Ukotveni). Umisténi nastroje Fizate a jeho vizualizaci vidime na obrazku

8



2.7. Novy obdélnik ukotvime k horni i dolni ¢asti hlavné. Barva kiizku, ktery prezen-
tuje ukotveni, je shodna s barvou objektu, k némuz jsme ukotvili. Objekt 1ze ukotvit

i k pozadi. Cehoz vyuzijeme pozdéji.

Options Help! About Hide windows 0 PH edition v5.28

Obrazek 2.7: Vyuziti néstroje Fizate (Ukotveni)

Kousek od levého konce hlavné zkonstruujeme sloupek, stejné jako na obrazku 2.8,
a ukotvime ho k horni ¢asti hlavné déla. Na obrazku jste si jisté vSimli i kruhu, ktery
budeme také vytvaret. Na jeho konstrukci pouzijeme nastroj Circle (Kruh). Po jeho

vytvoreni ho pfesuneme na sloupek.



Options Help! About Hide windows 0 PH edition v5,28

Obrazek 2.8: Vytvoteni sloupku a kruhu

Kruh musime spojit se sloupkem. Chceme aby se kruh mohl otacet. Nepouzijeme
proto nastroj Fizate ale ukotvime ho pomoci loziska. Lozisko musime umistit do stfedu
kruhu. I na toto programator Phunu myslel a takovy piikaz najdeme. Staci oznacit kruh
a v menu najet na Geometry actions (Moznosti utvaru) a v podmenu zvolit Add center
hinge (Pridat do stredu loZisko). Cestu k tomuto nastroji méte zobrazenu na obrazku
2.9.

10



Erase

& Clone

7] Mirror
Selection..

I Appearance...
Material...

| Information...

Geometry actions for circle «

¢ controller.., 7
X Glue to background

®) Add center hinge

>
>
>
>
>
>
>
>
»

Script mel
@ Attach tracers

Destroy key: [0l A
Mirror key: (G0 A Liguify selected

Gearity

Il Transform into box

Obrazek 2.9: Ukotveni kruhu pomoci loziska

Lozisko, kterym jsme ukotvili kruh, muzeme jednoduse preménit na motor. Ozna-
¢ime lozisko a v levém menu, které se nam objevi, oznacime Hinges (LoZiska). V okné,
jenz se nam objevi zaskrtneme moznost Motor. Déle zde muzeme nastavit rychlost
otaceni motoru a jeho silu. Nas bude zajimat pouze moznost zvoleni klaves na zapinani
a vypinani motoru. U népisu Brake key: (Brzdovd kldvesa:) klikneme na bilé policko
a zmackneme na klavesnici néjakou klavesu (v nasem piipadé Sipku dolu). Déle za-
skrtneme vedle moznost Toggle (Prepindni). Popsany postup je zachycen na obrézku
2.10.

Erase
- Clone
[Z] mirror

Selection.

Hinge options for hinge

Destroy key:
Mirror key:

Motor spee:

Motor strength: 100 Nm

Impulse hreak limit: +inf Ns

Forward key: [[ERCRTITIRTT) M Toggle
Back key: [T M Toggle
Brake key: [[TRTIPTIN| m roggie

Obrazek 2.10: Moznosti nastaveni{ motoru

Nyni vytvorime v hlavni déla pist a spojime ho s kruhem. Vysledek je ilustrovan

na obrazku 2.11. Nejprve vytvoiime v hlavni jeden obdélnik a pak druhy, ktery bude

11



castecne prekryvat prvni obdélnik a také bude ¢astecné prekryvat kruh. Druhy obdélnik
k prvnimu a ke kruhu upevnime pomoci lozisek. Zde uz nevyzadujeme aby byla loziska
ve sttedu objektu. Vyuzijeme proto nastroje Hinge (LoZiska), ktery je piimo na nastro-

jové liste.

Options Help! About Hide windows 0 PH edition v5.28

Obrazek 2.11: Vytvofeni pistu

Na pistu si ukazeme, jak se daji upravovat rozméry jiz vytvorenych objektu. Na
nastrojové listé si vybereme nastroj Scale (Méritko). Poté klikneme na pist a objevi
se nam body, kterymi muzeme pohybovat a ménit velikosti objektu. Pokud budeme
drzet klavesu Shift, budou se zachovavat pomeéry stran. Body, kterymi muzeme hybat

u pistu, jsou zobrazeny na obrazku 2.12.

12
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_

Obrazek 2.12: Uprava rozmeéru

V programu Phun funguje i kolize objektu. To znamend, ze jeden objekt muze
narazit do druhého. Pii nasem sestaveni mechanismu déla by nam nyni kruh a obdélnik
spojujici kruh a pist kolidovaly s dolni a horni ¢4sti hlavné. V programu se daji nastavit
ruznym skupinam objektu odlisné kolizni skupiny. Toho mi vyuzijeme. Pomoci nastroje
Box (Obdélnik) vybereme kruh a obdélnik spojujici kruh s pistem, jako na obrézku 2.13.
V menu vybereme Collision menu (Kolize) a odskrtneme Collision group A (Kolizni

skupina A).

13



Erase
- Clone
[Z] mirror

Selection.,

] Appearance...

Material...
| Information...

Zllisidt b dea di Coliision menu for 2 geometries « —
Geometry actions.

n group A
Geometry controller...

g group B
CSG,,
n group C

VYVYVVVVYVYY

Script menu...

P n group D
LES T [ None selected
LD Al None selected Collision group E
Collision group F

c n group G

No selfcollision

Obrazek 2.13: Kolizni skupiny

Muzeme si vyzkousSet zda se ndm podarilo kolizi odstranit. Nejprve musime hlaven
upevnit k pozadi a pak muzeme spustit simulaci. Spustime ji zelenou Sipkou pod
néastrojovou listou. Pist by se vam mél pohybovat a zvolenou kldvesou (v nasem piipadé
kldvesou Sipka dolu) muzeme motor vypinat a zapinat. Poté animaci vypneme abychom
mohli pokracovat v budovani modelu déla.

Déle udélame pomoci obdélniku pricku z horniho dilu na spodni dil hlavné. Pricka
musi byt v takové vzdalenosti aby se ji ve své krajni poloze pist nedotykal. Ale nebu-
deme ji od krajni polohy pistu délat moc vzdélenou. O tuto pticku se budou zarazet
délové koule. Budeme ted potiebovat sestrojit jesté jeden obdélnik, ktery bude ukot-
ven na pistu a bude ve své krajni poloze zasahovat az za ptricku. Az ho zkonstruujeme,
ozna¢ime ho spolu s pfickou a v Collision menu (Kolize) zaskrtneme moznost No self-
collision (Nekolidovat sdm se sebou). Postup mame ilustrovany na obrazku 2.14. Tim
docilime, ze ikdyz se objekty prekryvaji, nekoliduji se sebou. Coz si muzete vyzkouset

zapnutim animace.
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Erase

& Clone

7] mirrar
Selection...

Appearance...

| Information...

>
>
Material... »
>
>

Collision menu... -y
Collision menu for 2 boxes «» —

Geometry actions... P
} "= Collision group A
Geometry controller... ‘
Collision group B

CSG...
> Callision group C

Script menu... »
Collision group D
PERIO ES [ None selected
Mirror key: jone selected Collision group E
Collision group F
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with water

No selfcollision \

Obrazek 2.14: Odstranéni kolize dvou prekryvajicich se objektu

Horni i dolni ¢ast hlavné prodlouzime. Vnitini mechanizmus déla mame jiz hotovy.
Vytvorili jsme motor, ktery bude pohybovat pistem a obdélnik spojeny s pistem bude
narazet do deélové koule a preda ji svou kinetickou energii. Mnozstvi predané energie
muzeme bud upravit vykonem motoru nebo zménou hodnoty koeficientu restituce.

Pti nedokonale pruzném razu se velikost vzajemné rychlosti po rdzu zmensi. To
vyjaditme rovnici ug —uy; = k- (v; —vq), kde u; a uy jsou rychlosti objektu pred razem,
v1 a vy jsou rychlosti objektu po rdzu a 0 < k < 1 je koeficient restituce. [5] Jak
vidime, pfi srazce dvou predmétu dochazi pouze k ¢astecnému predani energie a tudiz
bude mit druhy objekt mensi rychlost nez prvni objekt pred srdzkou. Vyslednd rych-
lost druhého télésa samoziejmé zavisi i na poméru hmotnosti obou téles. My chceme
simulovat vybuch, ktery svou silou vystreli délovou kouli. Proto nastavime koeficient
restituce mnohonasobné vétsi nez 1. Klikneme na obdélnik prekryvajici piicku a v menu
vybereme Material (Materidl) a klikneme na hodnotu vedle népisu Restitution:. Tam
napiSeme hodnotu 4000. Pro lepsi orientaci mame toto menu zobrazené na obrazku
2.15.
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Obrézek 2.15: Nastaveni koeficientu restituce

Délo uz mame hotovo. Mame ho zavésené v prostoru. Pro lepsi orientaci a srovnani
dostrelu jednotlivych délovych kouli pii ruznych thlech naklonéni déla, si vytvorime
rovinu na niz budou koule dopadat. Pouzijeme néstroj Plane ( Rovina). Rovinu muzeme
naklonit ale my budeme chtit rovinu s tthlem 0°; jak vidime na obrazku 2.16. Po jejim

vytvoreni muzeme rovinu pomoci néstroje Scale (Méritko) vytdhnout a priblizit ji délu.
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Obrazek 2.16: Vytvoreni roviny

Nyni vytvoiime délovou kouli. Pouzijeme néstroj Circle (Kruh) a umistime ji do
hlavné déla. Protoze chceme sledovat trajektorii této délové koule, umistime na délovou
kouli stopu pomoci néstroje Tracer (Stopovka). Stopovku umistime na délovou kouli.
Pak ji oznacime a v levém menu, stejné jako na obrazku 2.17, vybereme Tracers (Sto-
povka) a nastavime Fade time (Doba trvdni) na maximélni hodnotu. To ndm zaruéi, ze

pii porovnavani trajektorii vice délovych kouli nam nebude stopovka mizet.
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Obrazek 2.17: Vytvoreni stopovky a jeji nastaveni

Poslednim krokem je naklonéni déla a vystiel z néj. Pred otocenim musime nejprve
pomoci nastroje Boz (Obdélnik) oznacit celé délo. Pak vybereme na néstrojové listé
nastroj Rotate (Otdceni), klikneme levym tlacitkem mysi na délo a muzeme ho otacet.
Dostaneme podobny vysledek jako na obrazku 2.18. Pokud budeme mit délo dostacné
oddélené bude se nam 1thel ménit po 15°. Po priblizeni déla a nasledném pouziti nastroje

Rotate (Otdceni) bude zména thlu i v fddech desetin stupné.
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Obréazek 2.18: Otoceni déla

Ted uz jen oddalime délo koleckem my$i, spustime animaci, zmackneme tlacitko pro
spusténi motoru (v nasem piipadé tlacitko sipka dolu) a muzeme sledovat podobnou

trajektorii té na obrazku 2.19.
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Obréazek 2.19: Trajektorie délové koule

Pro porovnani ruznych trajektorii vytvoiime dalsi délovou kouli a umistime na
ni stopovku. Pokud stopovku oznac¢ime a v levém menu vybereme Appearance ( Vzhled
a barvy) muzeme zménit jeji barvu. Pak zménime ndklon déla a muzeme znovu vystielit.
[lustrace upfesnujici umisténi nastaveni barev je na obrazku 2.20 a na obrazku 2.21 je
porovnani trajektorii délovych kouli vystielenych pod ruznym thlem. Takto vytvoreny
model najdete na CD (slozka MODELY, soubor 02_Phun_sikmy_vrh_model.phz)

Obrézek 2.20: Zména barvy
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Obrazek 2.21: Porovnani trajektorii délovych kouli vystielenych pod riznym thlem
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3 Retézovka

Retézovka je rovinné kiivka tvaru ohebného volné vysiciho vlgkna, zavéseného ve
dvou bodech (stejné ¢i ruzné vysoko). [6]
Pro lepsi predstavu tohoto tvaru mame fetézovku na obrazku 3.1.

N

y

Obrazek 3.1: Retézovka

3.1 Odvozeni obecné rovnice retézovky

Odvozeni rovnice fetézovky si muzeme ukazat napriklad na zavéseném kabelu elek-
trického vedeni, jehoz model vidime na obr. 3.2. Na kabel v bodé A pusobi tahova sila
T, ktera je zpusobena vahou kabelu pod trovni bodu A. Tahovou silu T 1ze rozlozit na
dveé slozky, jez jsou na sebe kolmé. Slozku horizontélni F; a slozku vertikdlni (tihovou
sflu) F,. [7] Rovnici budeme zjistovat pomoci smérnice tecny ¢ kabelu v bodé A. V na-

sledujicich vypoctech oznaceni kabelu f(x) nahradime znakem y, neboli y = f(x).
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f(x)

Obrazek 3.2: Odvozeni rovnice fetézovky

7 vySe uvedenych informaci a z obr. 3.2 je patrné, ze muzeme sestavit rovnice:

F,=T-sin(a) = p; - s(x) (3.1)
Fy =T -cos(a) = c, (3.2)

kde p; je délkova hustota kabelu ([p] = kg -m™") [7], s(z) je délka kabelu, jenz ptisobi
tihovou silou a spocitdme ji pomoci vzorce s(x) = f;’\/l + (v")? dx, kde a, b jsou
x-ové souradnice krajnich bodu kabelu. Diky vlastnosti ohebnosti kabelu se velikosti
horizontalni sily ptsobici v kazdém bodé kabelu vyrovnavaji. Hodnota horizontdlni
sily F; bude proto v kazdém bodé kabelu stejnd (konstantni). V rovnici 3.2 je tedy
¢ konstanta.
Vyuzijeme vzorce k; = tan(a) = f/(A), kde k; je smérnice tecény ¢ :
Fy  T-sin(a)  p-s(x)

tan(a) = 7~ T cos(a) = (3.3)
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Za s(x) dosadime vyse zminény vzorec:

tan(a) = % : / "t () de, (3.4)

kde a a b jsou z-ové souradnice krajnich bodu kabelu. V nasem piipadé a =0a b= A,.
Znovu vyuzijeme vyse zminény vzorec k; = tan(a) = f'(A), kde k; je smérnice
teény t. Vyuzijeme i vztahu f = j—g. Dostaneme diferencidlni rovnici, v niz se vyskytuje

integral:
WO [ i  da (3.5)
de ¢ Jo
Pro odstranéni integrélu obé strany rovnice zderivujeme:

Py p
— = —-4/1 )2 3.6
el (3.6)

Diferenciédlni rovnici 3.6 dopoc¢itame nize za pomoci programu Maple:

Pro lepsi prehlednost nasledujicich vypoctu provedeme substituci:

Po substituci ziskdme tvar diferencidlni rovnice:

2 d ?
difrov = 73y () =uq\| 1+ (dwy (x))
Resenfm rovnice je funkce:

res = 1 (z) = cosh(Ciu + ux) L

cvv s

s~/

24



bodeé funkce je jeji tecna vodorovnd, coz znamena, ze derivace v tomto bodé bude rovna
0. Po derivaci y(x) dostaneme y/(x) = sinh(C1-u+u-z). V nejnizsim bodeé tedy y'(x) = 0
neboli sinh(C'1-u + u-2) = 0. Z definice hyperbolického sinu vyplivd, ze sinh(a) = 0
pravé tehdy, kdyz a = 0. Tudiz C'1 - u + u -z = 0. Jak je vySe uvedeno z = 0 proto
C1-u = 0. Konstanta u nam uvadi pomér délkové hustoty kabelu ku konstantni hori-
zontalni sile. Z toho vyplyva, Ze u nebude nikdy rovno 0 a proto C'1 = 0. Dostali jsme
tvar y(z) = W + (2. Dalsim krokem je odstranéni konstanty C2. Nejnizsi bod
funkce jsme si umistili do po¢atku soustavy souradnic, proto y(0) = 0 praveé tehdy, kdyz
%ziu-o) + C2 = 0. Z definice hyperbolického cosinu plyne, ze cosh(0) = 1. To znamen4,
ze % + C2 = 0. Dostaneme vysledek C2 = =L. V programu Maple proto vyuZzijeme

u

nasledujici kod.

> _C1=0,
> _C2=-1/u;

C1=0,.02=—u"!

Dostaneme funkci bez integracnich konstant:

~ cosh (ux) 1

res? = y(x) —u

u

Abychom se zbavili zlomku provedeme substituci:

Vysledny tvar bude:
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Funkci muzeme prevést i na exponencialni tvar:

er = y(m):;a(ei—l—ez—Z)

Nyni mame odvozenou obecnou rovnici fetézovky v exponencidlnim tvaru i ve tvaru
hyperbolického cosinu. Mizeme se setkat i s rovnici ve tvaru a-cosh(2), kde a je polomér
kiivosti. Polomeér kiivosti je vzdalenost mezi stfedem oskulacni kruznice a bodem T,
pricemz oskula¢ni kruznice je takova kruznice, ktera nejlépe vystihuje kiivku v okoli
daného bodu T'. [8] Vrchol fetézovky v tomto tvaru nebude lezet v pocatku soustavy

soufadnic. Bude stale lezet na ose y ale jeho y-ova souradnice bude rovna a. Pro

a

%(ew + e ) bude platit stejné tvrzeni. Demonstrace

rovnici fetézovky ve tvaru y =

tohoto tvrzeni je na obrazku 3.3.

a - cosh (£>
a

T
a - cosh (—) —a
a X X

Obréazek 3.3: Srovnani obecnych rovnic fetézovky

3.2 Vybrané vlastnosti retézovky

7, exponencialniho tvaru obecné rovnice fetézovky miuzeme postiehnout, ze by se fe-
tézovka dala interpretovat také jako aritmeticky prumeét y-ovych soufadnic rostouct
a klesajici exponencialy, které se odlisuji pouze ve znaménku v exponentu. Obrazek 3.4
nam zminénou vlastnost demonstruje. Exponencialy na obrazku 3.4 jsou jiz, kvuli lepsi

prehlednosti a nazornosti, vydéleny dvéma. Pro ziskani jejich aritmetického primeéru
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y-ovych soutadnic je tedy stac¢i pouze secist. Zpusob pouzity na obrazku 3.4 je po-
rovnani usecek a; a a). Pokud ma byt retézovka aritmetickym prumérem exponencialy
rostouci a klesajici musi se a; = a}. Totéz musi platit pro vsechny dvojice tsecek, které
lezi na jedné kolmici na osu x, z nichz jedna je ohrani¢ena osou x a exponencialou
blizsi k ose x a druhd je ohranicena vzdalenéjsi exponencialou od osy x a fetézovkou

(naptiklad as a ab).

f(x)=3.4/ 2 e (x | 3.4)
9(x)=3.4/ 2 e7((-x) | 3.4)

a,=1.06 a',=1.06
a,=0.85 a',=0.85

Obrézek 3.4: Retézovka jako aritmeticky priimér exponencial, pievzato z [10]

Retézovka je, jak je patrné napiiklad na obrézich 3.1, 3.2, 3.4, osové soumérns
podle osy y. Zaroven bod lezici na ose y je nejhlubsim bodem (vrcholem) fetézovky.
Retézovka je uréena parametrem nebo dvéma zavésnymi body a vrcholovou teénou. 6]

Pokud bychom drzeli dva konce zavéseného tetézu a priblizovali bychom je k sobé,
je tvar krivky , ktera je reprezentovana onim zavésenym fetézem, popsan stale toutéz
rovnici, v niz se méni pouze parametr a. [9]

Na zakladé vyse zminéné podobnosti fetézovek muzeme pomoci jedné fetézovky
najit vrchol druhé retézovky, u niz zname jen dva body, které ji nalezi. Nastin feseni

je na obrazku 3.5. Podrobné feseni je uvedeno v [10] na stranach 14 a 15.
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Obrazek 3.5: Zjisténi vrcholu pomoci podobnosti fetézovek, prevzato z [10]

3.3 Retézovka nebo parabola?

Na prvni pohled se da fetézovka lehce zaménit s parabolou. Potvrzuje to i historie této
rovinné kiivky. V jedné staré matematické tloze bylo ikolem matematicky vyjadrit
tvar krivky, kterou vytvorii fetéz nebo lano, jehoz konce jsou upevnény stejné vysoko.
Roku 1638 tvrdil Galileo Galilei, Ze tento problém vyftesil. Prohlasil, ze fetéz zavéseny
v gravitacnim poli zaujme tvar paraboly (s obecnou rovnic{ y = A - 22). OvSem roku
1669 ukazal némecky matematik Joachim Jingius, ze se Galileo mylil. Spravné teseni
této ulohy nalezli v roce 1691 Gottfried Leibniz, Christiaan Huygeng, David Gregory
a Johann Bernoulli. [9]
Zavéseny tetéz nebo lano jsou zatizeny pouze svou vlastni vahou. Jak je to ale u lan

visutych mostl, u nichz se muze na prvni pohled zdat, ze maji také tvar fetézovky?
Oproti zavésenému Tetezu jsou vSak lana visutych mosti zatizena nejen vlastni vahou

ale také vdhou samotné mostovky. [11] Uz z obrdzku 3.6 je zfetelné, ze tato skutecnost

ma vliv na tvar provéseni lan visutych mostu.
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Obrazek 3.6: Srovnani modelu zavéseného lana a lana u visutého mostu

Odvod'me si tedy rovnici lana u visutého mostu. Budeme vychézet z obrazku 3.7.
Na lano visutého mostu pusobi v bodé A tahova sila T. Muzeme ji rozlozit na dvé na

sebe kolmé slozky. Na horizontalni silu F; a vertikalni tthovou silu Fj,.

e

Fy A
[of
T F
fx)
a
X
t

Obrazek 3.7: Model visutého mostu
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7 obrazku je zfejmé, ze muzeme sestavit rovnice:

F,=T - sin(a) =p; - o (3.7)
Fy =T - cos(a) =c, (3.8)

kde p; je délkovd hustota lana ([p;] = kg-m™') a ¢ je konstanta. [7]

Pro dalsi postup vyuzijeme vztahu:

sin(«) ,
k, =t = = (A 3.9
t an(a) COS(O{) f ( )7 ( )
kde k; je smérnice tecny t.
Dostaneme rovnici:
T - sin(«)
t = — 3.10
an(a) T - cos() (3.10)
Po dosazeni rovnic 3.7 a 3.8 do rovnice 3.10:
tan(a) = prot (3.11)
c
Opét vyuzijeme vztahu 3.9 a upravime rovnici 3.11 do tvaru:
dy  p
- _ 7 3.12
dr ¢ v ( )
Poslednim krokem je zintegrovani rovnice 3.12:
PL 2
= — 3.13
y=g,% (3.13)

Jak jsme zjistili, lana u visutych mostu nemaji tvar fetézovky. Rovnice 3.13 je
rovnici paraboly. Na obrazku 3.8 mame Cliftonsky visuty most prolozeny parabolou

v programu GeoGebra.
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Obrazek 3.8: Cliftonsky most, prevzato z [12]

3.4 Ctvercové kolo

Naprostd veétsina kol, kterd muzeme ve svém okoli vidét maji kulata kola. Proto na
otazku, zda se da hladce jezdit i na bicyklu se ¢tvercovymi koly, témeér kazdy odpovi
zaporné. Hladka jizda zavisi na tom aby kolo pfi jizdé neustdle nepohazovalo nahoru
a dolu. Pii jizdé s kruhovymi koly na rovném povrchu se téziste kola pohybuje vpted

po piimce. Na rovném povrchu se plynule pohybovat na bicyklu se ¢tvercovymi koly

Obréazek 3.9: Trajektorie tézisté ctvercového kola na rovném povrchu
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Co ale kdybychom upravili povrch? Zkusme najit povrch vhodny pro jizdu na
bicyklu se ¢tvercovymi koly. Takovyto povrch musi spliiovat hned nékolik podminek.
Tézisté ctvercového kola pfi pohybu vptred musi zustat stile ve stejné vysce (y-ova
s povrchem, musi byt tecnou povrchu v bodé dotyku. Kolmice s osou x prochézejici bo-
dem dotyku musi prochdzet i tézistem kola. Jiz ted si lze predstavit, Ze nasim povrchem
bude fada "kopecku”. Posledni podminkou je, ze délka jednotlivych ”kopecku” musi byt
rovna délce strany ctvercového kola. Povrch vhodny pro hladkou jizdu na bicyklu se
¢tvercovym kolem vymodelovany v programu GeoGebra je na obrazku 3.10. Tento
model najdete na CD (slozka MODELY, soubor 03_ctvercove kolo_model.ggh)

1Povrch

Obrazek 3.10: Model povrchu vhodného pro jizdu na ¢tvercovém kole
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Ptedstavu o tvaru povrchu vhodného pro jizdu na ¢tvercovém bicyklu jiz méme.

Ted se ho pokusime matematicky vyjadfit. Pomuze ndm k tomu obrazek 3.11.

y

y=d

(x;y)
X

N\

Obréazek 3.11: Odvozeni rovnice povrchu vhodného pro jizdu na ¢tvercovém kole

7 obrazku je patrné, ze muzeme a vyjadrit jako:

a=(d—y)-cos(a) (3.14)

V obrézku 3.11 muzeme zkonstuovat jesté jeden pravothly trojihelnik a dostaneme
obréazek 3.12.

y=d

Obréazek 3.12: Obréazek 3.11 doplnény o druhy pravouhly trojuihelnik
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Pii prechodu z obrazku 3.12 na obrazek 3.14 vyuzijeme podobnosti trojuhelniku
ilustrovanou na obrazku 3.13. Pokud mame dany tihel « pii vrcholu B pravouhlého
trojihelniku A; BCY, jsou trojuhelniky Ay BC, AsBCs a A3BC5 podobné podle véty
uu (pravy thel a uhel «). Muzeme proto zkonstruovat takovy podobny trojihelnik
k modrému trojihelniku na obrazku 3.12, ktery bude mit délku jedné prepony rovnu
1. Libovolnou primku muzeme zadat ve tvaru y = k-x, kde k je smérnice primky. Pokud
je délka horizontalni odvésny rovna 1, pak délka vertikalni odvésny je rovna pravée k.

— 4y

Vyuzijeme vztahu k = tan(a) = 2. Odtud jsme dostali délku vertikalni odvésny 2.

2
Délka prepony je pak, dle Pythagorovy véty, 1/1 + (%) . Takovy trojuhelnik mame na
obrazku 3.14.

Ty
/ &
Ay
A
a | / _ / X,
B c, C, Cy

Obrazek 3.13: Vyuziti podobnosti trojihelniku
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Obrazek 3.14: Trojihelnik podobny s pravothlym trojuhelnikem z obrazku 3.12

Po téchto upravach doplnime rovnici 3.14 na tvar:

a=(d—y)-cos(a)=(d—y) ————— (3.15)

2
. . : ) ) co o
Rovnici 3.15 muzeme upravit vyndsobenim celé rovnice ~~———— a umocnéni rov-

nici na druhou. Rovnice pak bude mit tvar:

dy 2 d—y 2
1+—=| = 3.16
<d$> ( a ( )
Daéle si z rovnice 3.16 osamostatnime na levé strané rovnice % a odmocnime:

:Md;y)?—l (3.17)

Abychom odstranili absolutni hodnotu, musime zohlednit znaménka proménnych dx

dy
dx
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a dy. Proménna dx je kladna, zatimco dy, protoze y-ova souradnice se béhem pohybu
¢tverce po hledaném povrchu zmensuje, je zaporna. Proto po odstranéni absolutni

hodnoty dostaneme dostaneme tvar:

i?i:_d <d;y>2_1 (3.18)

Nyni vyfesime diferencidlni rovnici 3.18 pomoci metody separace proménnych. Nej-

prve osamostatnime na levé strané rovnice dux:

~1
do = ————dy (3.19)

(=

Poté obé strany rovnice zintegrujeme:

/ dr = / (3.20)
/ d— y
Pti feSeni pouzijeme substituci u = T = —a - du:
a
dr = [ ———du 3.21
/ —— (3:21)
Po zintegrovani dostaneme:
a-cosh™(u) =z +c (3.22)
d—
a-cosh™! (y) =z +c, (3.23)
a
kde cosh™ je inverzni funkce k hyperbolickému kosinu a ¢ je konstanta.
Postupné vyjadiime proménnou y:
d—
cosh™! ( y) = T4 (3.24)
a a
d—
Y — cosh (x + c) (3.25)
a a
d=y = a-cosh (x + C) (3.26)
a
y = d—a-cosh (w + c) (3.27)
a



Rovnice 3.27 je rovnici kiivky, ktera tvori nas hledany povrch. Vysledny tvar rovnice
mame zobrazeny na obrazku 3.15. Z obrazku i rovnice je patrna podobnost s fetézovkou.
A skuteéné se o ni jedna. Jen je obrdacena vzhuru nohama. Podobnym zpusobem lze
zkonstruovat povrch pro kolo libovolného pravidelného n-tihelniku. Povrch se s vyssim
poctem vrcholi pravidelného n-tihelniku zplostuje a piiblizuje se piimce. Problém je
pouze s rovnostrannym trojihelnikem, ktery pii prevalovani bude zadrhavat rohy ne-
prve o vzestupny oblouk a pak o sestupny. [9] V Matematické muzeu v New Yorku

muzete takovy povrch i kola vidét. Na obrazku 3.16 jsou zachyceny.

y

f(x) = d - a cosh(x/a)

Obrézek 3.15: Obracena fetézovka

Obrazek 3.16: Kola v Matematickém muzeu v New Yorku, pfevzato z [13]
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4 Traktrix

Traktrix je rovinna kiivka, jejiz tec¢ny maji od te¢ného bodu k pruseciku s tidici
kiivkou stalou délku a. Pro lepsi ptredstavu tohoto tvaru ji mame zobrazenou na
obréazku 4.1. [6]

Obréazek 4.1: Traktrix

4.1 Odvozeni obecné rovnice traktrix

K odvozeni obecné rovnice traktrix ndm pomuze obr. 4.2. Vidime funkci traktrix f(z),
tecny bod A a pravouhly trojihelnik tvofeny stranami x, z a [, kde x je z-ova soutadnice
bodu A, [ je tsecka lezici na técné t kiivky f(x) v bodé A, jejiz velikost je |AP|, kde P
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je prusecik teény s osou y, a z je usecka o velikosti |RP|, kde R ma souiadnici x = 0
a y-ovou souradnici mé stejnou jako bod A. [14]

Obrazek 4.2: Odvozeni rovnice tratrix

Z obr. 4.2 je patrné, ze muzeme sestavit nasledujici rovnice:

Dosazenim z rovnice 4.2 do rovnice 4.1 dostaneme::

-
tan(a) = Tx (4.3)
Vyuzijeme vzorce k; = tan(a) = f'(A)
P
=Y 7 44
y ” (4.4)



Zbytek vypoctu provedeme v programu Maple:

Rovnici zintegrujeme a dostaneme:

y = V2 -2+ (212+2\/f - _x2> (\/l_?)_1+c
Pomoci vzorcu pro pocitani souctu a rozdilu logaritmu funkei upravime na tvar:
y =1 @)+l () +1n(VE=2+1) = lln(x) - VB -2’ +¢
Konstantu ¢ zvolime tak abychom eliminovali prvni a druhy ¢len funkce:
¢ := —lIln(2)—1In(l)

Dostali jsme obecnou rovnici funkce traktrix:

T

VIZ—a22 41
Tratriz = lln <H> — V2 — 22
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Geometricky tvar obecné rovnice traktrix 4.1 mame zobrazen na obrazku 4.3.

N

f(x)

v

Obréazek 4.3: Grafické zobrazeni vysledné funkce traktrix

4.2 Vybrané vlastnosti traktrix

Vsechny traktrix si jsou podobné. Lisi se pouze v parametru a. Traktix muzeme
priblizné zkonstruovat pomoci nasledujicitho postupu zobrazeného na obrazku 4.4. Nej-
prve si na osu y naneseme body 1, 2, 3, 4, 5, 6 a 7. Na ose x musime zkonstruovat
bod M o soutadnicich [a; 0], kde a je parametr kiivosti traktrix. Spojime body 1 a M.
7 bodu 2 sestrojime kruznici o polomeéru a a dostaneme prusecik A s tuseckou 1M . Pak
spojime bod 2 s bodem A a z bodu 3 sestrojime kruznici opét o poloméru a. Takto
ziskame prusec¢ik B. Opakovanim vyse popsaného postupu ziskame pruseciky C', D, FE
a F. Sestrojime-li kiivku prochazejici body A, B, C, D, F a F dostaneme ptiblizny
tvar traktrix. Na obrazku 4.4 vidime, ze body A, B, C', D, E a F priblizné kopiruji

tvar traktrix f(z) ale nelezi na ni. [6]
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Obrazek 4.4: Konstrukce ptiblizného tvaru traktrix

4.2.1 Evolventa traktrix

Evolventa je kiivka vznikld bodem lezicim na piimce, kterda se po puvodni kiivce od-
valuje. Jak toto odvalovani bude vypadat a jaky tvar muze evolventa mit nam demon-
struje obrazek 4.5, kde mame evolventu f(x) ke kruznici k. Evolventu nam vytvoril bod
D lezici na tecné t ke kruznici k. Tecna t se po kruznici k£ odvaluje a tim se zkracuje
vzdalenost usecky T'D, kde T je tecny bod kruznice k£ a bod D vykresluje evolventu
f(z). Zajimavou vlastnosti evolventy je, zZe je kolmé na vSechny te¢ny k puvodni kiivee.
Tvaru evolventy se pouziva u ozubenych kol. Diky jeji vlastnosti maji zuby u ozubenych
kol stély thel zébéru i tlaku. [15] Model evolventy kruznice najdete na CD (slozka MO-
DELY, soubor 04_evolventa_kruznice_model.ggb). V modelu lze ménit polohu bodu 7'

na kruznici k a tim odvalovat ptimku t.
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Obrazek 4.5: Evolventa kruznice

Po tom co jsme si ukazali vytvoreni a kone¢ny tvar evolventy u kruznice, se podivame
jakou evolventu ma rovinna ktivka tetézovka. Hledame opét kiivku, kterou tvorii tra-
jektorie bodu lezictho na tecné k fetézovce. Tato tecna se po fetézovee odvaluje a tim se
zkracuje vzdélenost bodu tvoticitho evolventu a bodu tecného. V programu dynamické
geometrie GeoGebra si muzeme vyse zminény pripad vymodelovat. Vysledek vidime
na obrazku 4.6. Jak je z obrazku patrné evolventou fetézovky je traktrix. Znamena to,
ze traktrix je kolma na kazdou tecnu k fetézovce. Model této evolventy naleznete na
CD (slozka MODELY, soubor 04_evolventa retezovky model.ggb). V modelu muzete
posouvat bod T a bude se vam vykreslovat evolventa. Po oznac¢eni bodu 7" ho muzete

posouvat i Sipkami doleva a doprava.
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Obrazek 4.6: Evolventa rovinné kiivky fetézovky

4.2.2 Pseudosféra

Polozme si otazku jaky geometricky objekt vznikne rotaci traktrix z obréazku 4.1 kolem
své asymptoty osy y? Vznikly geometricky objekt je na obrazku 4.7 a nazyva se pseu-
dosféra. Na obrazku 4.7 je ¢ervené vyznacena vychozi traktrix, z niz pseudosféra rotaci
kolem osy y vznikla. Pojmenovani pseudosféra pochazi z anglického pseudosphere ne-
boli "neprava koule”. Zatimco koule mé stejnou kladnou kiivost (%, kde r je polomér)
v kazdém bodé na povrchu, pseudosféra ma v kazdém svém bodé na povrchu stejnou
zapornou ktivost (—%, kde r je polomér). Vysledkem toho ma koule uzavieny povrch a
koneény objem, zatimco pseudosféra ma otevienou plochu a nekonecny objem. Jednim
z dusledku negativniho zaktiveni pseudosféry je, ze trojihelniky zkonstruované na jejim
povrchu mohou mit soucet vnitinich hla mensi nez 180°. Povrch pseudosféry je tedy
jednim z povrchu, ktery je modelem neeukleidovské geometrie. [16] Na povrchu koule
muzeme sestrojit trojuhelnik, jehoz soucet vnitrnich thlu bude vétsi nez 180°, a na
povrchu pseudosféry muzeme sestrojit trojuhelnik, jehoz soucet vnitinich thla bude

mensi nez 180°. [17]
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Obrézek 4.7: Pseudosféra

Eukleidovska geometrie musi spliovat pét postulatu:
1. Od kteréhokoliv bodu ke kterémukoliv bodu lze vésti primku.
2. Piimku omezenou nepftetrzité 1ze rovné prodlouzit.
3. 7 jakéhokoliv sttedu a jakymkoliv polomérem lze narysovat kruznici.
4. VSechny pravé thly jsou si rovny.
5. Kdyz piimka protina dvé primky a tvofi na téze strané vnitini tihly mensi dva pravé,
pak ty dvé piimky prodlouzené do nekonec¢na shihaji se na té strané, kde jsou thly
mensi nez dva pravé. [18]
Posledni postulat se dnes formuluje také jako: K danému bodu, jenz nelezi na

dané pifmce, existuje toliko jedind piimka, kterou danou primku neprotind. [19] Pokud
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néktera plocha nespliuje paty postuldt je modelem neeukleidovské geometrie. Coz je
pripad pseudosféry.

Matematicky muzeme pseudosféru vyjadiit pomoci parametrickych rovnic:

z(u,v) = a - sech(u) - cos(v) (4.5)
y(u,v) = a - sech(u) - sin(v) (4.6)
z(u,v) = a - (u — tanh(u)), (4.7)

kde sech je hyperbolicky sekans a tanh je hyperbolicky tangens. Grafy funkei hyperbo-

licky sekans a hyperbolicky tangens mame zobrazeny na obrazku 4.8. [20]

/1 N

2 27

W\ )
0 N 0

4 3 2 1 o1 2 3 4 -4 -3 2 1/To1 2 3 4

1 - 17
tanh (xz
-2 2]

N\

Obrazek 4.8: Graf funkei hyperbolicky sekans a hyperbolicky tangens

4.3 Tazeni retizku

Zkusme vyftesit problém, ktery uz v 17. stoleti zaujal Gottfrieda Wilhelma Liibnitze.
Ten se zajimal o to jakou kfivku opiSou kapesni hodinky zavésené na tetézu jestlize
konec fetézu uchopime a budeme s nim pohybovat po piimce. [14]

Pro teseni tohoto problému, v nasem pripadé, nahradime kapesni hodinky nécim,
kterou vytvoti trajektorie piivésku nam pomtuze obrézek 4.9. Obrazek 4.9 je vytvoren
v programu Adobe Photoshop ze série fotografii zachycujicich pohyb ptivésku tazeného

fetizkem, jehoz pohyb je zapii¢inén posunem druhého konce fetizku po hrané stolu,
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a nasledné v programu GeoGebra prolozen trojihelnikem a cervenou kiivkou. Na CD
(slozka MODELY, soubor 04_tazeni_retizku.gif) si muzete prohlédnout animaci tazeni
fetizku. Soubor otvirejte v nékterém internetovém prohlizeci (napt.: Google Chrome,

Mozilla Firefox, Internet Explorer, ...)

Obrazek 4.9: Trajektorie tazeného privésku

7 obrazku 4.9 je patrné, ze muzeme sestavit rovnice:

tan(a) = = (4.8)
G (49)

kde y je y-ova soutadnice bodu T, z je délka tusecky LB, kde L je prusecik osy x
a kolmice z bodu T na osu x, a B je prusecik tecny t s osou x. Dale [ je délka tsecky
T B, ktera prezentuje délku tetizku.

Dosazenim z rovnice 4.9 do rovnice 4.8 dostaneme rovnici:

tan(a) = ——= (4.10)
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Vyuzijeme vztahu tan(a) = k; = f'(A), kde k; je smérnice tecny t. Dale vyuzijeme

i vztahu f'(A) = % a dostaneme difencialni rovnici:

da
dy y
- = 4.11
dz 1?2 — y? (4-11)
Zacneme ji Tesit pomoci separace proménnych:
T2 — 42
de =YY gy (4.12)
()

Poté rovnici ¢astecné zintegrujeme:

/ dr = / VZQy_dey (4.13)
r= / Vl?y_dey (4.14)

Déle budeme fesit pomoci substituce y = [ - sin(p), pak dy = [ - cos(p)dp =

[-\/1—sin?(p)de = 12— y2dp. [21]

Po substituci a vyuziti vzorcu pro pocitani s goniometrickymi funkcemi postupné

dostaneme:

o / (4.15)
— sin?

z = / = (4.16)

r = ( dyp — /sm dap) (4.17)
sin(¢p
sin(¢

r = l( - dp — /sm dgp) (4.18)

sin( )

r = l( 1—c082(<p dcp /sm d(p) (4.19)
Y. ORI . C —/in( )d (4.20)
B 2 1—coscp) LD 1 + cos(p) 4 Sip,ag '

11— cos(y)
r = l( lnl—i—cos )—cos( ))—i—C’ (4.21)
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Po tpravé (rozsifeni prvntho vyrazu élenem 1+ cos(y)) ndm vznikne tvar:

r=1 (cos(go) + ln%) +C (4.22)

A po zpétném dosazeni ze substituce:

~I<

z=1 ( y n \/7) (4.23)

jsme dostali rovnici traktrix.[21]
Ktivka, kterou opise privések tazeny na fetizku, je tedy nam znama rovinnd kiivka
traktrix. U traktrix plati: Je-li x = 0 pak musi byt y = [. Odsud dostaneme, Ze

integracni konstanta C' = 0. Rovnice bude mit vysledny tvar:

Y2 4
c=1-1-2 —lp— L (4.24)
( ¢ 1+\/1—’2’2>

Traktrix jsme si jiz popsali dvémi rovnicemi. Rovnici 4.1 a rovnici 4.24. S rovnici

popisujici kiivku traktrix se muzeme setkat i v parametrickém tvaru:

x(t) = a- (t — tanh(t)) (4.25)

y(t) = a - sech(t), (4.26)

kde tanh je hyperbolicky tangens, sech je hyperbolicky sekans, a je polomér kfivosti a ¢
je parametr. [22] Grafy funkei hyperbolicky tangens a hyperbolicky sekans mame jiz na

obrazku 4.8. V programu GeoGebra lze zadat rovnice kiivek i parametricky, jak nam

demonstruje obrazek 4.10, kde je pomoci parametrického zadani vykreslena traktrix.
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fit) = —20<t<20

x =3 (t —tanh (t))
y = 3 sech (t)

Obrazek 4.10: Traktix vykreslena v programu GeoGebra pomoci parametrického zadani

4.4 Karetni trik

Podivejme se blize na jeden karetni trik. Kouzelnik v ném nejprve postupné rozlozi
karty do pasu a pak na strané, na které zacinal pas rozvijet, ho za¢ne zvedat. Nakonec
dostane karty do pozice jaka je na obrazku 4.11 a pak uz jen pomoci jednoho prstu

muze posouvat ”$picku”této stavby zleva do prava a karty nespadnou. [16]

Obrazek 4.11: Stavba z karet

Navic horni hibety karet vykresluji zajimavou kiivku. Budeme-li takto vytvoirenou
krivku déle zkoumat, dojdeme k nasledujicim poznatkum. Nejprve si musime uvédomit,

ze vSechny karty maji stejnou vysku v. Déle, ze kazd4 karta je posunuta po horizontélni

50



ose kousek dél od predeslé karty. Kdyz si toto uvédomime, zjistime, Ze se jedné o stejny
piipad jako v podkapitole 4.3. Tam jsme tahli po horizontéalni ose tetizek o konstantni
délce a pohybovali jsme tak privéskem, ktery vykreslil fetézovku. Rovnici bychom od-
vodili obdobné jako v podkapitoldch 4.1 (na strané 38) a 4.3 (na strané 46). Na obrazku

4.12 mame nasi karetni stavbu prolozenou cervené vyznacenou kiivkou traktrix.

Obrazek 4.12: Stavba z karet prolozena kiivkou traktrix
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5 Zrcadla

Zabyvame-li se geometrii v redlném prostiedi, ur¢ité by nam nemeéla uniknout
pomucka, kterou vétsina lidi vyuziva prakticky denné. Poméha ndm pfi rannim vypra-
vovani. Vyuzivame ji, chceme-li spattit néco, co je mimo nas zorny uhel nebo chceme-li
vidét sami sebe. Jisté jste z popisu poznali, ze je Te¢ o zrcadlech. VSechna zrcadla ovsem
nejsou tvarové stejna. Naptiklad si muzete vSimnout, ze zpétnd zrcatka v automobi-
lech maji jiny tvar nez zrcadlo, které mate v koupelné. Jsou vypukla, zatimco zrcadlo
v koupelné je rovinné. Jejich tvar vychdazi z vlastnosti, které po nich pozadujeme.

Prenos svételnych paprsku mezi predmétem a jeho obrazem zprostiedkovava op-
ticka soustava. Tyto svételné paprsky a jejich geometrické vlastnosti pri odrazech
zkoumad geometricka optika. Geometricka optika je zalozena na predpokladu
1) ptimocarého siteni svétla (svételné paprsky se i1 po primce), 2) nezavislosti siteni
jednotlivych paprsku (ktizici se papsky se navzajem neovliviiuji) a 3) nezdvislosti drahy
paprsku na smyslu, ve kterém paprsek sledujeme (draha paprski je stejnd pohybuji-li
se jednim nebo opaénym smérem). [23]

Na prechodu mezi dvéma prostiedimi (napiiklad mezi vzduchem a vodou) se pa-
prsky chovaji podle zdkona odrazu a zdkonu lomu. To znamend, ze pokud paprsek
dopadne na prechod dvou ruznych prostiedi, ¢ast paprsku se odrazi a ¢dst se lame. [23]

Uvazujeme-li v bodé na prechédu mezi dvéma optickymi prostifedimi, do kterého
dopada paprsek, kolmici vzhledem k ploSe prechodu, muzeme zavést uhel dopadu «,
jenz svira kolmice s paprskem. Bude-li g thlem odrazu tak podle zdkonu odrazu plati
a=[f.[24]

Uhel lomu je takovy tihel 9, ktery svird norméla k prechodu s lamajicim se paprskem.
Podle zakonu lomu pro néj plati n; -sin(«) = ny-sin(é), kde ny je index lomu prostiedi,
z néjz paprsek prichézi, ns je index lomu prostiedi do kterého se paprsek lame, « je ihel
dopadu a ¢ je thel lomu. Tomuto zdkonu se také fika Snelluv zakon. [25] Dopadajici
a odrazeny/lomeny paprsek lezi spolu s normdlou v jedné roviné. Indexy lomu pro

jednotliva prostiedi lze nalezt ve fyzikdlnich tabulkach.
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Geometrické zobrazeni zékonu lomu a zakonu odrazu je na obrazku 5.1. Na obrazku
je prostiedi s ny vzduch (n; = 1,000293) a prostiedi s ny je diamant (ny = 2,417).
[26] Bude-li paprsek prechézet z prostiedi s niz§im indexem lomu do prostedi s vyssim
indexem lomu, bude se lamat k normale. V opacném piipadé se bude paprsek lamat
od normaély. [24] Na CD (slozka MODELY, soubor 05_odraz_a_lom.ggh) muzete ménit

uhel dopadajici paprsku a indexy lomu n; a ne a pozorovat zmeény.

pfechod

kolmice dopadu

% Ghel odrazu: p=31.24°
Uhel lomu: 6=12.39°
prostredi s n, prostredi s n,

Obrazek 5.1: Odraz a lom paprsku

Popisme si tedy jednotlivé druhy zrcadel, jejich geometrické vlastnosti a jejich

vyuziti v nasem okoli.

5.1 Rovinna zrcadla

Nejjednodussim typem zrcadla je zrcadlo rovinné. Jeho profil tvoti tisecka. Bézné v ném
kontrolujeme svuj vzhled v predsinich ¢ koupelndch nasich domovu. Ve sluzbédch se
s nim muzeme setkat napiiklad u kadeinika. Své zastoupeni ma i v armadé, kde se
vyuziva u zrcadlovych periskopu v ponorkich. Anebo se s nim muzeme setkat pri
traveni volného ¢asu v posilovnach nebo tane¢nich studiich. [27]

Schéma principu zrcadlového periskopu vidime na obrézku 5.2. Paprsek svétla (na

obrazku 5.2 zluté) se odrazi od dvou sklicek, ktera jsou v periskopu upevnéna pod
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uhlem 45°, a doputuje k oku pozorovatele. Periskopu se v armadé pouziva chceme-
li ze svého tkrytu pozorovat okoli aniz bychom museli opustit svij ukryt. Muzeme
byt schovani naptiklad v zdkopu a bez toho aniz bychom vystréili hlavu, a vystavili
se nebezpeci, pozorovat okoli. Zrcadlovym periskopem byly vybaveny i prvni modely
znamého sovétského tanku T-34. [28]

N

Obréazek 5.2: Schéma principu periskopu

5.1.1 Osova soumeérnost

Zakon odrazu jsme si vyse jiz vysvétlili. Jeho znéni je: thel odrazu se rovna thlu
dopadu. Abychom pfti zobrazovani v rovinném zrcadle nemuseli neustale mérit dopa-
dové uhly paprsku a nésledné konstruovat tihly stejnych velikosti v opacné poloroviné
abychom vytvorili odrazeny paprsek, muzeme vyuzit jiné vlastnosti. Paprsek dopa-
dajici na zrcadlo a paprsek od zrcadla se odrazejici jsou osové soumérné podle kolmice
dopadu.

Seznamme se blize s osovou soumérnosti. Pokud se divdme napiiklad na strom
u potoka ¢i jiné vodni plochy, stejné jako na obrazku 5.3, vidime ve vodé odraz tohoto
stromu. Skuteény strom nazyvame vzorem a odraz stromu nazyvame obrazem. Jisté si
vSak vSimneme, ze obraz stromu je oproti svému vzoru pievracen. Vodni plocha nam
strom vlastné zobrazuje. Takovému vztahu fikame zobrazeni. Pokud bychom popsany

jev vyfotografovali a fotografii prelozili v misté ohrani¢eni vodni plochy, strom i jeho
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obraz by se prekryli. Navic bychom diky tomuto postupu ziskali osu podle niz dochazi
k zobrazeni. Tato osa by na fotografii byla znéazornéna ryhou vzniklou prehnutim foto-
grafie.

Vlastnosti osové soumérnosti vyuzivaji i déti na prvnim stupni zdkladni skoly.
Ptijdou s ni do styku, naptiklad, pti vyrobé snéhovych vloc¢ek z papiru. Nejprve papir
nékolikrat prehnou a pak vysttihaji do papiru ruzné vzory. Po rozlozeni papiru dosta-

nou krasny pravidelny tvar. Tento postup je zachycen na obrazku 5.4

Obrazek 5.3: Odraz stromiu ve vodni hladiné
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Obrazek 5.4: Vyroba snéhové vlocky z papiru

Dva body A, A’ jsou osové soumérné podle osy o, jestlize oba lezi na téze kolmici
na osu soumérnosti. Osa soumérnosti déli rovinu na dvé poloroviny. Pak body A, A’
lezi kazdy v jiné poloroviné a jejich vzélenost od osy o je stejnd. Bod P (pata kolmice
na osu soumeérnosti) je tedy stredem tusecky AA’. Obrazem bodu, ktery lezi na ose
soumeérnosti je tento bod samotny. Takovy bod nazgyvame samodruzny. [29] Bod A,

jeho obraz A’, samodruzny bod B a patu kolmice P mame zobrazeny na obrazku 5.5.

(o]

Obrazek 5.5: Zobrazeni bodu A a B v osové soumeérnosti

Osova soumeérnost patii mezi shodna zobrazeni v roviné. Coz znamena, ze obraz

ma stejné rozmeéry jako vzor. Na obrazku 5.5 jsme si ukézali zobrazeni bodu v osové

tvaru a demonstrovali si dalsi vlastnost osové soumérnosti.
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Jak muzeme vidét, obraz je oproti svému vzoru preklopeny. Je to dusledkem toho, ze
vzdélenost bodu od osy o je stejna. Vzdalenost bodu A od osy o je vétsi nez vzdalenost
bodu B proto i vzdalenost bodu A’ od osy o je vétsi nez vzdalenost bodu B’. Dusledkem

toho je u vzoru bod A vlevo od bodu B a u obrazu je bod A" vpravo od bodu B’.

Obrazek 5.6: Zobrazeni nepravidelného pétithelniku v osové soumérnosti

5.1.2 Zobrazeni predmétii v rovinném zrcadle

Uvedeme si, jak vlastné rovinné zrcadlo zobrazuje predméty. Pomuze nam k tomu
obrazek 5.7. Vidime na ném ¢islici jedna. K zobrazeni celé cislice jedna ndm postaci
zobrazit tii jeji body, jez ji tvori. Jde o modry, zeleny a cerveny bod. K sestrojeni
obrazu téchto bodu musime kazdym bodem zkonstruovat dva paprsky. Sestrojime pa-
prsek jdouci bodem a konéici na zrcadle. V bodé, kde se dotyka zrcadla, sestrojime
kolmici dopadu. Vime, ze podle zakona odrazu se thel odrazu rovna ihlu dopadu.
Jednim z dusledku této véty je, ze paprsek dopadajici na zrcadlo je osové soumeérny
s paprskem odrazejicim se od zrcadla a osou soumérnosti je kolmice dopadu. Druhy
paprsek muzeme sestrojit obdobné anebo si muzeme ulehéit praci. Sestrojime-li kolmici
z urcitého bodu k zrcadlu, paprsek jdouci po této kolmici se odrazi od zrcadla a zpatky
bude prochéazet opét bodem, z néjz jsme ho zkonstruovali. Nemusime tak hledat thel

dopadu a thel odrazu.
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Obraz bodu dostaneme v pruseciku téchto dvou paprsku. Na obrazku 5.7 vidime,
ze se nam paprsky protly za zrcadlem. I ve skutecnosti, pokud se divame do zrcadla,
se nam obraz jevi jako by byl za zrcadlem. Takovy obraz nazyvame neskutecnym nebo
virtudlnim. [25] Model zobrazeni najdete na CD (slozka MODELY, soubor 05_rovin-

ne_zrcadlo_zobrazeni.ggb).

Obréazek 5.7: Zobrazeni rovinnym zrcadlem

Na obrazku 5.7 si muzeme povsSimnout, ze obraz ma od zrcadla stejnou vzdélenost
jako vzor a navic ma i stejné rozmeéry. Jedind patrnd zména pfi zobrazeni rovinnym
zrcadlem je, Ze obraz je oproti vzoru preklopeny. Stejné se chovaji obraz a vzor pfi zob-
razovani v osové soumérnosti. Ptedstavime-li si zrcadlo jako osu, zjistime, ze zobrazeni

v rovinném zrcadle 1ze interpretovat jako osovou soumeérnost.

5.1.3 Problémova uloha se zrcadlem

Chceme si do predsiné koupit zrcadlo, v némz bychom se vidéli celi. Zjistéte jak vysoké
musi zrcadlo byt, jestlize je nase vyska v. Zjistéte také jak bude vyska zrcadla h zaviset
na vzdalenosti [ odkud do néj budeme koukat.

V zrcadle vidime sami sebe. Zobrazeni nasi vysky v zrcadle probiha tak, ze paprsky
vychéazejici z naseho temene a nohou se odrazeji od zrcadla a odrazi se do naseho
oka. Vime, ze zobrazeni v rovinném zrcadle lze interpretovat jako osovou soumeérnost,

kde osa soumérnosti je pravé hrana zrcadla. Stejné jako ve skutecnosti, se pak zda, ze
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paprsky vychazejici z temena a nohou maji svij puvod za zrcadlem. Je pak zfejmé, ze
zobrazené temeno, zobrazené nohy a nase oko tvoii trojihelnik. K vyrteseni problému
je déle nutné si uvédomit, ze vzdalenosti a rozméry obrazu za zrcadlem jsou stejné
jako vzdalenosti a rozmeéry vzoru pred zrcadlem. Z toho nam plyne, ze délku usecky,
kterou nam tvori obraz temene a oko, a délku usecky, jenz tvori obraz nohou a oko,

nam zrcadlo puli. Diky témto poznatkum sestrojime obréazek 5.8.

N IIIIIIIIIoIIoImrorromanatizEassaee- L e
ffi zrcadlo

Obrazek 5.8: Zobrazeni problémové tlohy

Useéka, jejimiz krajnimi body jsou stredy dvou stran trojihelniku, se nazyva stredni
pricka trojuhelniku. A prave tyto vlastnosti ma nase zrcadlo. Zrcadlo v nasem ptipadé
je stfedni pricka trojuhelniku tvoreného zobrazenym temenem, zobrazenymi nohami
a okem. Posledni krok k vyfeSeni této problémové tulohy je obsazen ve znéni veéty
o sttednich prickach trojuhelniku. Kazda stfedni pricka trojuhelniku je rovnobézné
s jeho protéjsi stranou a jeji délka je rovna poloviné délky této strany. [30]

Jestlize je zrcadlo sttedni prickou tak velikost zrcadla je rovna poloviné nasi vysky,
neboli A = 5. Pokud budeme ménit nasi vzddlenost od zrcadla bude se ménit i vzda-
lenost obrazu od zrcadla a zrcadlo bude stéle stiedni ptickou. Vzdalenost od zrca-
dla tedy nema vliv na velikost zrcadla, v némz bychom se vidéli celi. Na pfilozeném
CD je v programu GeoGebra vymodelovana nase tloha (slozka MODELY, soubor
05_problemova_uloha.ggb), kde je mozné meénit vzdalenost od zrcadla a vysku zobra-
zovaného clovéka. I na tomto modelu muzete vidét, ze pii zméné vzdalenosti se vyska

zrcadla neméni a stale je rovna jedné poloviné vysky zobrazovaného ¢lovéka.

59



5.2 Sféricka (kulova) a asféricka zrcadla

Jak jiz nézev napovida, sférické zrcadlo je vytvofeno na povrchu ¢asti kulové plo-
chy a asféricka zrcadla na povrsich asférickych ploch. Asféricka zrcadla se tvarem lisi
od kulové plochy. Jsou to plochy vuéci optické ose rotacne symetrické. Mezi asférické
plochy patii naptiklad kvadriky, neboli paraboloid, elipsoid a hyperboloid. Pro lepsi
predstavu tvaru téchto téles méame na obrazku 5.9 zobrazenu kouli a paraboloid a na
obrazku 5.10 elipsoid a hyperboloid. Asféricka zrcadla slouzi ke korekcim vad zobra-
zovani, které nejsou sférickymi zrcadly odstranitelné vibec, nebo je jich nutno pouzit
velké mnozstvi. Podle toho zda je zrcadlici plocha zvenku ¢i z vnittku povrchu délime
sféricka a asféricka zrcadla na vypukla a duta. Jak si ukdzeme v nasledujicich podka-

pitolach, je mezi nimi velky rozdil ve vlastnostech zobrazeného obrazu. [24]

Obrazek 5.9: Koule (zlutd) a paraboloid (zeleny)
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Obrazek 5.10: elipsoid (Cerveny) a hyperboloid (modry)

5.2.1 Vypukla zrcadla

Vypuklé zrcadlo je vytvoreno na vnéjsim povrchu sférické nebo asférické plochy. Jeho
fez mame na obrazku 5.11. Uvedeme si dulezité pojmy, charakterizujici vypuklé zrcadlo,
vyznacené na obrazku. Opticka osa se znaci o. Podle optické osy jsou zrcadlo i paprsky
na néj dopadajici symetrické. Prusecik zrcadla s optickou osou se znaci V' a tikd se mu
vrchol zrcadla. Dalsim dulezitym bodem je ohnisko F. O jeho vlastnostech si povime
v podkapitole Zobrazeni ve vypuklém zrcadle. S je stied ktivosti zrcadla a polomérem
kiivosti (vzdalenost sttedu S od vrcholu V) je r. Poslednim dulezitym pojmem je
ohniskova vzdalenost f. Je to vzdalenost ohniska F' od vrcholu V. U kulové plochy,
ktera ma, na rozdil od asférickych ploch, v kazdém bodé konstatni kiivost, plati vzorec
r =2 f. U asférickych ploch se poloha sttedu kfivosti pro rizné body méni. Bude to

vzdy prusecik optické osy a norméla v bodé, pro néjz zjistujeme polomér kiivosti. [31]
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Obréazek 5.11: Vypuklé zrcadlo

Zobrazeni ve vypuklém zrcadle

Nejprve si uvedeme chovani ti{ vyznamnych paprsku pii odrazu ve vypuklém zrcadle,
které nam pfi zobrazovani velmi pomohou. Tyto paprsky jsou vyobrazeny na obrazku
5.12. Kazdy paprsek rovnobézny s optickou osou (paprsek ¢islo 1) se od vypuklého
zrcadla odrazi tak, ze pokud bychom jeho trajektorii protahli do opa¢ného smyslu
prochézela by ohniskem F'. Kazdy paprsek smétujici do ohniska F' (paprsek ¢islo 2) se
od vypuklého zrcadla odrazi a jeho odraz je rovnobézny s optickou osou. Poslednim
vyznamnym paprskem je paprsek sméfujici do sttedu kiivosti S (paprsek ¢islo 3). Ten

se od vypuklého zrcadla odrazi a putuje zpét po stejné draze. [31]
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Obrazek 5.12: Vyznamné paprsky ve vypuklém zrcadle

Pii zobrazovani predmétu ve vypuklém zrcadle vyuzijeme vyse zminéné paprsky. Pii
zobrazeni jednotlivych bodu predmétu, jak vidime na obrazku 5.13, ndm budou stacit
dva paprsky. Vyuzijeme vlastnosti papskt rovnobéznych s optickou osou a paprsku
smeétujicich do ohniska zrcadla. Z kazdého bodu vysleme paprsek rovnobézny s optickou
osou a parsek smérujici do ohniska. Oba paprsky se od vypuklého zrcadla odrazi a pru-
seCik jejich odrazu je obrazem naseho puvodniho bodu. Opakujeme-li tento postup
pro kazdy bod (charakterizujici tvar predmétu) dostaneme obraz celého predmétu.
Jak si muzeme povsimnout na obrazku 5.13 je obraz predmétu virtualni, vzprimeny,
zmenseny a zkresluje ihly. Model zobrazeni ve vypuklém zrcadle si muzete oteviit na
CD (slozka MODELY, soubor 05_vypukle_zrcadlo_zobrazeni.ggb).
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Obréazek 5.13: Zobrazeni ve vypuklém zrcadle

Vyuziti vypuklych zrcadel

Ve vypuklych zrcadlech, diky jejich tvaru, je zachycena daleko vétsi oblast, nez jakou
bychom zachytili rovinnym zrcadlem. Vyuzivaji se proto tam, kde je potieba vidét co
nejvétsi prostor. To je napiiklad pri vyhledu z auta. Proto se vyuzivaji pro zpétna
zrcatka v automobilech (obrazek 5.14) nebo v neprehlednych kiizovatkéch a zatackach
jako dopravni zrcadla (obrézek 5.15). S vypuklymi zrcadly se muzeme setkat i v ob-
chodech. Jsou zde umistény z duvodu kontroly jinak nepfehlednych mist a odhaleni
pripadnych kradezi. Vlastnosti vypuklého zrcadla maji i kulaté vanocni ozdoby, kterymi
se zdobi vanoéni stromky. Maji leskly povrch a muzeme v nich vidét cely prostor pred
nimi. Tedy od 0° do 180°.
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Obrazek 5.14: Zpétna zrcatka automobilu

Obréazek 5.15: Dopravni zrcadlo

5.2.2 Duta zrcadla

Dut4 zrcadla jsou vytvofena na vnitinim povrchu sférické nebo asférické plochy. Rez

dutého zrcadla je zobrazen na obrazku 5.16. Stejné jako u vypuklého zrcadla mame
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u dutého zrcadla dulezité body a vzdalenosti. Opticka osa o puli zrcadlo a zrcadlo
i vSechny paprsky jsou podle ni soumérné. Prusecikem optické osy o a zrcadla je vrchol
zrcadla, jenz se znaci V. Ohnisko, jehoz vlastnosti si uvedeme v podkapitole Zobrazeni
v dutém zrcadle, se znaci F. Vzdalenost ohniska od vrcholu nazyvame ohniskovou
vzdalenosti a zna¢ime ji f. Bod S je sttedem ktivosti a  je polomér kiivosti. U kulovych
dutych zrcadel je stredem kiivosti vsech bodu zrcadla stale tentyz bod a polomér
ktivosti se proto pro zadny bod neméni. U asférickych dutych zrcadel plati, ze zrcadlo
ma v kazdém svém bodé v poloroviné ohranic¢ené optickou osou jiny polomeér kiivosti.

A proto ma i kazdy bod v této polorovineé jiny stied kiivosti.

w
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-
<

Obréazek 5.16: Duté zrcadlo

Zobrazeni v dutém zrcadle

Obdobné, jako u vypuklého zrcadla, si nejdiive predstavime chovani tii vyznamnych
paprsku pii odrazu od dutého zrcadla. Vsechny tfi paprsky mame znédzornény na
obrézku 5.17. Paprsek rovnobézny s optickou osou o (paprsek ¢islo 1) se od dutého zr-
cadla odrazi tak, ze jeho odraz bude probihat ohniskem zrcadla F'. Paprsek probihajici

ohniskem zrcadla F' (paprsek ¢islo 2) se od zrcadla odrazi a odrazeny paprsek bude
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rovnobézny s optickou osou o. Posledni vyznamny paprsek (paprsek ¢islo 3) probiha
sttedem ktivosti S. Od dutého zrcadla se odrazi a bude zpét pokracovat stejnou ces-
tou. [31]

A\
/

Obrazek 5.17: Vyznamné paprsky v dutém zrcadle

Pti zobrazovani v dutém zrcadle vyuzijeme vyse zminéné paprsky. Budou nam stacit
dva. Protoze stted kiivosti je u asférickych kulovych zrcadel, a pravé tim zobrazujeme
na obrazku 5.18, pro ruzné body rozdilny, vyuzijeme papsky rovnobézné s optickou
osou a paprsky prochazejici ohniskem. Kazdym bodem, ktery chceme zobrazit, vedeme
paprsek rovnobézny s optickou osou a paprsek prochazejici ohniskem. Ty se odrazi
podle vyse zminénych zdkonitosti a prusecik jejich odrazu bude obraz zobrazovaného
bodu. Provedeme-li tento postup u vsech bodu charakterizujicich tvar zobrazovaného
predmétu, dostaneme jeho obraz. Duté zrcadlo je vyjimeéné svymi zobrazovacimi vlast-
nosmi. Coz si muzete vyzkousSet i na modelu zachycujicim zobrazovani v dutém zrcadle
(na CD soubor dute_zrcadlo_zobrazeni_model.ggh). Pfi zobrazovani dutym zrcadlem
rozliSujeme tii ruzné piipady. VSe zavisi na vzdélenosti vzoru od vrcholu zrcadla.

V prvnim piipadé je vzor ve vzdalenosti vétsi nez 2 f od vrcholu zrcadla. Jak vidime

na obrazku 5.18 obraz je skutecny, prevraceny a zmenseny. [32] Model zobrazeni v du-
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tém zrcadle najdete na CD (slozka MODELY, soubor 05_dute_zrcadlo_zobrazeni.ggh).

Obréazek 5.18: Zobrazeni v dutém zrcadle pti vzdalenosti obrazu vétsi nez 2 f

V druhém piipadé je vzor umistén mezi vzdalenosti 2f a f od vrcholu zrcadla.
Pokud tak u¢inime, dostaneme, stejné jako na obrazku 5.19, obraz skutecny, prevraceny

ale oproti prvnimu piipadu zvétseny. [32]

N
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Obrazek 5.19: Zobrazeni v dutém zrcadle pii vzdalenosti obrazu mezi 2f a f
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V poslednim pripadé vzor umistime do vzdalenosti mensi nez f od vrcholu zrca-
dla. Jak je zfejmé z obrazku 5.20 obraz je oproti prvnim dvéma zobrazenim virtudlni

a pifmy. Déle je zvétseny. U viech ti{ pripadu dochézi pti zobrazi ke zkreslen{ tihlu. [32]

Obréazek 5.20: Zobrazeni v dutém zrcadle pii vzdalenosti obrazu mensi nez f

Vyuziti dutych zrcadel

Dutd zrcadla jsou hojné vyuzivana. Jednou z vlastnosti dutych zrcadel je, jak jsme
uvedli vySe, ze paprsky rovnobézné s optickou osou se odrazi do ohniska zrcadla. Této
vlastnosti vyuzili stavitelé solarni pece ve francouzském Odeillo. Tuto solarni pec mame
na obrazku 5.21. Pied peci je rozestaveno 63 heliostatu, které odrazeji slunecni pa-
prsky smérem k peci tak aby byly rovnobézné. Od dutého zrcadla tvaru paraboloidu
(s rozméry 54 m x 40 m) se odrazi do ohniska, v némz se dosahuje teploty az 4000 °C'.
Téchto teplot se vyuzivéd ke zkouméni latek pfi extrémnich teplotach. [33]

Stejné vlastnosti odrazu rovnobéznych paprsku smétrujicich na zrcadlo vyuziva New-
tonuv reflekéni dalekohled. Princip jeho zobrazovani je zachycen na obrazku 5.22. Jak
vidime, paprsky ptichézejici do tubusu se v jeho spodni ¢ésti odrazi od dutého zrca-
dla. To je soustfeduje na ploché zrcatko, které je odrazi pod thlem 90° do okuldru

k nasemu zraku. [35]
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Obréazek 5.21: Solarni pec ve francouzském Odeillo, pievzato z [34]

Okuldr Pfffhézejkl"
svétlo

Obnisko

Sekunddrni
(ploché) zrcdtko

Odrazené svétlo

Hlavni (duté) zrcadlo

Obrazek 5.22: Schéma Newtonova reflekéniho dalekohledu, prevzato z [35]
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Velké vyuziti najdeme u osvétlovacich systému a svétlometi. Umistime-li do oh-
niska zdroj svétla, budou paprsky odrazené od zrcadla rovnobézné a tim budou lépe
osvétlovat. Vyuzivame tedy opacny princip nez u vyse zminéného Newtonova reflekéniho
dalekohledu nebo u solarni pece. Toho se vyuziva u svétlometu automobilu, které
maji povétsinou tvar paraboloidu. Svétlomety automobilu jsou zachyceny na obraz-
ku 5.23. [24]

Obrazek 5.23: Svétlomety automobilu
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6 Nefroida

6.1 Krivka v hrnku

V dobte umytém hrnku ¢i sklenici nebo na hladiné napoje v nich muzeme obcas spatftit
kfivku podobnou srdci, tak jako na obrazku 6.1. Jak jste jisté uhadli pomoci nazvu ka-
pitoly, tato kfivka bude mit néco spoletného s nefroidou. Jak muzeme zjistit naptiklad
v [36], je to jeji polovina. Kfivka vznika jako obalka svételnych paprsku odrazenych od
vnitini stény nédoby. [37]

Na kone¢ny tvar nasi kiivky v hrnku bude mit vliv zdroj svételnych paprski. Bud
muzeme uvazovat, ze se zdroj nachazi v nekonec¢nu a paprsky jsou rovnobézné nebo
bude zdroj bodovy a paprsky budou rozbihavé. My si sestrojime oba piipady. Bodovy
zdroj lezici na okraji hrnku sestrojime v programu GeoGebra a zdroj v nekonecnu
s rovnobéznymi paprsky v programu Maple.

V programu GeoGebra nejprve sestrojime kruznici, ktera znazornuje okraj hrnecku.
Poté sestrojime dva body na kruznici a spojime je pfimkou. Jeden z bodu ndm bude
reprezentovat zdroj svételnych paprski. V druhém bodé piimky sestrojime normalu
ke kruznici a podle ni sestrojime obraz primky v osové soumérnosti. Tento obraz je
vlastné odrazenym paprskem. Piimku znazornujici odrazeny paprsek upravime po-
moci nastroje vlastnosti tak, aby byla jeji barva ¢ervena, styl byl tvoren teckami a aby
se zobrazovala jeji stopa. Nyni plynule posouvame druhy bod po kruznici a stopa
obrazu piimky nam vymodeluje, stejné jako na obrazku 6.2, nasi kfivku nalezenou
v hrnku s kdvou. Tento model naleznete na CD (slozka MODELY, soubor 06_nefroi-
da_model.ggb).
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Obrazek 6.1: Polovina nefroidy zachycena v hrnku kavy

Obrazek 6.2: Model kiivky v hrnku v programu GeoGebra

Model kfivky v hrnku ziskané odrazem rovnobéznych paprsku vymodelujeme v pro-
gramu Maple pomoci nasledujiciho zdrojového kédu. Nejprve musime nacist knihovnu
geometry a pak nastavime parametr a a proménnou n, na niz zavisi pocet zobrazenych
paprsku.
restart; with(geometry) :
a:=1:
n:=16:

Poté zkonstruujeme pomoci soutadnic body A, B a kruznici k, ktera obéma body
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prochazi a ma stred S.

point(A, 0,4 x a); point(B,0, —4 * a) :

circle(k, [A, B], centername = S) :

Déle nastavime interval ¢ a vytvofime mnoziny bodu, tsecek, dopadajicich paprsku
a odrazenych paprsku. Pouzijeme k tomu operator ||, ktery nam pii pouziti point(C||i)
vygeneruje body C1, Cs, ... . Analogicky funguje tento operdtor u usecek, ptimek a dal-
Sich geometrickych utvaru.

rays := NULL :

for i from —n ton do

l:=4xixa/n;

point(C||i, 1,8 * a);

point(D|li, 1, —sqrt((4 * a)* — 1?));

segment(ray||i, C||i, D||i);

line(rad||i, [S, D||i]);

reflection(refl||i, ray||i, rad||i);

rays = rays,ray||i, refl||i
end do;

Nakonec pouzijeme ptikaz pro vykresleni naseho zadani.
draw([rays(color = red), k(color = blue), S|, ares = none);

Vysledkem vyse uvedeného zdrového kédu je obrazek 6.3. Coz je opét model nasi
kiivky nalezené v hrnku s kdvou. Na prvni pohled je kfivka na obrazku 6.3 svym
tvarem vice podobné nasi kiivce v hrnku néz kiivka z obrazku 6.2. Je to tim, ze model
vytvoreny v programu Maple je svym zaddnim (zdroj slunec¢nych paprsku v nekone¢nu

a rovnobézné paprsky) blize realné situaci.
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Obrazek 6.3: Model kiivky v hrnku v programu Maple

6.2 Odvozeni parametrickych rovnic nefroidy

Polovinu nefroidy jsme jiz vymodelovali v programech GeoGebra a Maple. Nyni si
odvodime parametrické rovnice této kiivky.

Uvazujeme rovinnou kiivku danou implicitni rovnici F'(z,y,«) = 0, kde a je pa-

rametr popisujici jednotlivé kiivky dané soustavy kiivek. Nechf °F 0, tj. tvorici
y y O

kfivka méa s obalovou kfivkou lokalné spole¢ny jen bod, tedy kiivka se svym pohybem

nereprodukuje. Pak souradnice bodu obalové kiivky jsou fesenim soustavy:

F(z,y,a) =0 (6.1)
OF (v,y,a)
e = 0 (6.2)

Uvazujeme-li @ jako parametr, dostaneme obalovou kiivku a « je jeji parametr. [38]
Parametrické rovnice nasi kiivky jsou fesenim soustavy rovnic 6.1 a 6.2. Pro feseni

této soustavy vyuzijeme program Maple.

Nejprve zaddme soufadnice bodu dopadu A a norméalovych vektoru nd (norméalovy

vektor dopadajiciho paprsku) a no (normélovy vektor odrazeného paprsku). Dopadajici

1)



paprsek bude rovnobézny s osou x proto bude jeho normélovy vektor roven (0,1). K od-
vozeni ostatnich soufadnic ndm pomuze obrazek 6.4. U nefroidy zac¢indme s bodem A
v druhém kvadrantu. Kruznice na obrazku je jednotkova. Proto budou souradnice bodu
v druhém kvadrantu A = [cos(a), sin(a)]. Checeme-li bod A posunout do prvniho kvad-
rantu, posouvame thel « o % Proto bude mit bod A v prvnim kvadrantu soutadnice
[cos (a + %) ,sin (a + %)], neboli A = [—sin(«a), cos(a)]. Z obrézku také vyplyva, ze
pokud bychom udélali totéz s normélovym vektorem no dostaneme obdobné soutadnice,

pouze thel by byl dvojndsobny. Tedy no = (—sin(2«a), cos(2a)).

Obrézek 6.4: Odvozeni souradnic bodu A a vektoru nd a no

A = [—sin(a),cos (a)]
nd = [O 1}
no := [—sin(2a),cos (2 @)]
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Nyni definujeme dvé vyse uvedené rovnice a fesime jejich soustavu.

[ (alpha) :== (x — A (1)) -no (1) + (y — A(2)) - no (2) :
ld (alpha) := diff (I (alpha),alpha) :
Krivka := solve([l(alpha) = 0,ld(alpha) = 0, [z, y]) :

Pokud bychom méli vysledek zobrazeny byl by vcelku neptehledny a komplikovany.
Pouzijeme proto funkci ”simplify”s parametrem "trig”, ktery nam za vyuziti vzorcu

pro pocitani s trigonometrickymi funkcemi vysledek upravi na tvar:

nephroid = [[v = —1/2 (2 (cos (a))” + 1) sin () ,y = (cos ()]

Ziskané parametrické rovnice si zobrazime graficky:

Obrazek 6.5: Grafické znazornéni vypocitanych parametrickych rovnic

V ruznych zdrojich muzete najit parametrické rovnice v jiném tvaru. Je to zpuso-

beno odlisnou zavérecnou upravou vysledku soustavy rovnic 6.1 a 6.2 pomoci vzorcu
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pro poc¢itani s trigonometrickymi funkcemi, které provadéji jednotlivé algebraické pro-
gramy.

Pokud bychom umistili nad hrnek s kavou dva podobné vykonné zdroje svétla
(naptiklad dveé zafivky) muze se ndm podafit v hrnku vytvorit celou nefroidu. Vysledek

tohoto pokusu je zachycen na obrazku 6.6.

Obrazek 6.6: Nefroida zachycena v hrnku s kavou

6.3 Dalsi moznosti konstrukce nefroidy

Ukézali jsme si, ze nefroidu lze sestrojit jako obalku svételnych paprsku odrazenych
od hrnku. To ovSem neni jediny zpusob, jak muzeme zkonstruovat nefroidu. Déle se
budeme vénovat i jinym zpusobum sestrojeni této zajimavé kiivky. Jak se muzeme
docist napiiklad v [39], nefroidu si lze vylozit i jako specifickou epicykloidu nebo jako

obélku kruznic s danymi vlastnostmi.

78



6.3.1 Nefroida jako epicykloida

Epicykloida je kiivka, kterou vytvaii bod pevné spojeny s pohybujici se kruznici ko,
jenz se odvaluje bez smyku z vnéjsku po kruznici k. [40] Pokud je ry polomér ks a
polomér k; a plati r, = %, pak je epicykloidou nefroida. Ilustraci tohoto tvrzeni mame

na obrazku 6.7. Model jehoz vysledkem je obrazek6.7 je na CD (slozka MODELY,
soubor 06_nefroida_epicykloida.ggh)

Obrazek 6.7: Nefroida jako epicykloida

Stejnou situaci muzeme vymodelovat i v programu Maple. Vysledek vidime na
obrazku 6.8. Vidime zde zdkladni kruznici, po niz se odvaluje druha kruznice. Ta je
zde zachycena v mnoha svych polohach pficemz jeji pevny bod meénici odvalovanim
kruznice svou polohu vykresluje cernou ktivku. Jak vidime z obrazku, touto kiivkou je

nefroida.
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Obrazek 6.8: Model nefroidy jako epicykloidy v programu Maple

6.3.2 Nefroida jako obalka kruznic

Méjme kruznici k se sttedem S v poc¢atku soustavy souradnic. Sestrojime bod A takovy,
ze A € k. Déle sestrojime kruznici [ se stfedem v bodé A a polomérem |AA,|, kde A,
je prusecik kolmice z bodu A na osu y. Pokud budeme bodem A plynule pohybovat
po kruznici k, dostaneme mnozinu kruznic, jejichz obalkou je nefroida. Model tohoto
jevu v programu GeoGebra je zachycen na obrazku 6.9 a v programu Maple na obrazku
6.10. Model vytvoreny v programu GeoGebra najdete na CD (slozka MODELY, soubor
06_nefroida_obal kruznic.ggb).

Obrazek 6.9: Model nefroidy jako obalky kruznic v programu GeoGebra

Na modelu vytvoreném v programu Maple opét vidime modrou zékladni kruznici
s vyznacenym zelenym prumérem. Déle je zde nékolik ¢ervenych kruznic, jejichz obalkou

je pravé zminénd nefroida. Obrazek 6.10 jsme v programu Maple vytvotili pomoci
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nasledujiciho zdrojového kédu. Nejprve si nacteme knihovny plots a geometry a zvolime

parametr a.

restart; with(plots) : with(geometry) :
a:=1:
Poté zkonstruujeme body A, B, kruznici k_1 a prumér AB.
point(A, 0,2 xa) : point(B,0,2 * a) : circle(k_1,[A, B], centername = S) :
segment(prumer, A, B) :
V dalsim kroku zvolime 1hel alpha a proménou n.
alpha := 1.2 :
n:=40:
Nakonec definujeme interval 7, Mnozinu bodu P; a mnozinu kruznic c¢;.
circles :== NULL :
foriton —1do alpha :=2x*ix Pi/n;
1f alpha = Pi then next end if;
point(P||i, 2 x a x sin(alpha), 2 % a * cos(alpha));
circle(c||i, [P||i, abs(2 *x a x sin(alpha))]);
circles := circles, c||i
end do :
Po tomto zadani pouzijeme pro vykresleni obrazku 6.10 prikaz:

draw([k_1(color = blue), prumer(color = green), circles|, ares = none);

\ YA
\..A Foi ]
b ,:3

e

Obrazek 6.10: Model nefroidy jako obalky kruznic v programu Maple
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7 Zaveér

V jednotlivych kapitolach jsem se snazil predstavit nékteré geometrické jevy, jenz
jsou v nasem svété vcelku bézné, ale ne vSichni je vnimaji. Kapitola ptredstavujici
program Phun je zaméfena na sestaveni konkrétniho modelu v tomto programu a po-
odhaluje jen mens{ ¢dst vlastnosti tohoto zajimavého programu. Kapitoly Retézovka,
Traktrix a Nefroida predstavuji stejnojmenné ktivky. Jsou zde vyobrazeny jejich tvary,
odvozeny jejich rovnice a uvedeny mista a situace, kde se s nimi muzeme setkat. Po-
sledni kapitola vénovana zrcadlum predstavuje jednotlivé typy zrcadel pomoci jejich
vyobrazeni, predstaveni dulezitych paprsku, nazorné ukéazky zobrazeni v nich vcetné
vlastnosti zobrazeni a v neposledni fadé vyobrazeni mist, kde na né muzeme narazit
a kde se vyuzivaji.

V této praci jsem vyuzival pro tvorbu jednotlivych modelu programy GeoGebra 5.0
a Maple 17. Vsechny obrazky vytvotrené v programu GeoGebra 5.0 byly vyexportovany
piimo v programu na formét .eps. V programu Maple 17 byl postup ruznorodéjsi.
Neékteré odvozeni rovnic v tomto programu byly vyexportovany piimo ve formatu .tex
v némz byla sdzena i tato préace, jiné zdrojové kédy jsem pro lepsi prehlednost z pro-
gramu pouze opsal do prace a obrazky byly zkopirovany a prevedeny na format .eps
v programu GIMP 2.8. Poslednim programem pouzitym pro vytvoreni obrazku byl
Adobe Photoshop CS5 a to u obrazku 4.9 na strané 47. Cela prace byla sdzena ve
formatu .tex pomoci programu WinEdt 6.0.

Soucasti prace jsou pracovni listy, které jsou jako priloha prace. Maji za tkol
predstavit ruzné moznosti, jak by se daly na Skoldch predstavit geometrické jevy

obsazené v této praci pomoci jejich souvislosti s redlnym zivotem.
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Pi#ilohy

Priloha ¢. 1 - CD-ROM

Na prilozeném CD se nachézeji nésledujici soubory v adresarové struktuie

e DIPLOMOVA_PRACE
Diplomova_prace_Zoubek_Tomas.pdf

e MODELY
02_GeoGebra_sikmy_vrh_model.ggb
02_Phun_sikmy_vrh_model.phz
03_ctvercove_kolo_model.ggb
04 _evolventa_kruznice_model.ggh
04 _evolventa_retezovky model.ggb
04 _tazeni_retizku.ggb
05_dute_zrcadlo_zobrazeni.ggh
05_odraz_a_lom.ggb
05_problemova_uloha.ggh
05_rovinne_zrcadlo_zobrazeni.ggb
05_vypukle_zrcadlo_zobrazeni.ggh
06_nefroida_epicykloida.ggh
06_nefroida_model.ggb
06_nefroida_obal kruznic.ggb

¢ PRACOVNI_LISTY
02_pracovni_list_sikmy_vrh.pdf
03_pracovni_list_retezovka.ggh
03_pracovni_list_retezovka.pdf
03_pracovni_list_rovnice_retezovky.pdf
03_retez.jpg
04_pracovni_list_karetni_trik.pdf
04_pracovni_list_tazeni_retizku.pdf

05_pracovni_list_dute_zrcadlo.pdf



05_pracovni_list_osova_soumernost.pdf
05_pracovni_list_rovinne_zrcadlo.pdf
05_pracovni_list_vypukle_zrcadlo.pdf
06_pracovni_list_spec_typ_epicykloidy.ggb
06_pracovni_list_specialni_typ_epicykloidy.pdf



Priloha ¢.2 - Pracovni listy
Pracovni list - Sikmy vrh

1. Oteviete soubor 02_Geogebra_sikmy_vrh_model.ggh (na CD ve slozce MODELY).
Vyuzijte moznosti ménit ihel o a zkuste odhadnout pfii jakém dhlu bude vzdalenost
dopadu nejveétsi.

Vas odhad:

2. Oteviete soubor 02_Phun_sikmy_vrh_model.phz (opét na CD ve slozce MODELY).

3. Pomoci nastroje Obdélnik vyberte cely mechanizmus déla a pomoci nastroje Otdcent

muzete ménit thel ndklonu déla.

Options Help! About Hide windows O PHUN edition v5.28

Options Help! About Hide windows O PHUN edition v5.28

4. Premistéte kouli do déla, umistéte na ni stopovku a teprve az potom vystielte po-
moci tlacitka sipka dolu. Vystielte pod tihlem 30° a 60° a potom pod thly 20° a 70°.

Porovnejte dostiel u téchto dvojic ihlu.

Options Help! About Hide windows O PHUN edition v5.28

N

30° a 60°:
20° a 70°:



5. Najdete jeste néjaké dvojice uhlu se stejnou vlastnosti? Pokud ano, jaké?

Vase dvojice thlu:



Pracovni list - rovnice retézovky

1. Zkuste si predstavit jaky tvar vytvori volné zavéseny tetizek a nakreslete ho.

2. V 17. stoleti se matematici zabyvali problémem s vyjadienim rovnice tvaru, ktery
jste si predstavili a ptiblizné nakreslili. Tato kiivka dostala nazev fetézovka prave podle
toho, ze vychazi ze tvaru volné zavéseného tetézu. Galileo Galilei tvrdil, ze onou hle-
danou rovnici je f(z) = z?. Avsak matematici Gottfried Leibniz, Christiaan Huygens,
David Gregory a Johann Bernoulli tvrdili, Ze spravnou rovnici je f(x) = a - cosh (f)

Pojd'me je rozsoudit.

3. Ktivky, které jsou popsany rovnicemi, mezi nimiz budeme rozhodovat, najdete na
nasledujicich listech tohoto pracovniho listu. Prohlédnéte si je a napiste vas odhad jaka

je podle vas spravna rovnice fetézovky.

Odhadovanéa rovnice:



4. K dispozici mate tetizek a obrazky dvou kiivek s rovnicemi. Vymyslete postup jakym

by se dala, za pomoci obrazku a retizku, spravna rovnice fetézovky.

V4&s postup::

5. Svuj vymysleny postup realizujte a napiste vami zjisténou rovnici fetézovky a kdo

mél ve sporu v 17. stoleti pravdu:

Zjisténa rovnice fetézovky:

Objevitel(-¢) rovnice fetézovky:

6. Vyhledejte (v uéebnicich pro vyssi roéniky nebo internet) nazev kiivky, které patii

druhé rovnice.

Druhou kiivkou je:






N



Pracovni list - Retézovka

1. Otevfete si v programu GeoGebra soubor 03_pracovni_list_retezovka.ggh (na CD ve
slozce PRACOVNIL_LISTY). Zobrazi se vam nasledujici okno:

fetézovka

a=3.75
i —

délka rfetézu mezi
body C a D: 16.13

["Jvypocet délky Fetézu:

2.V pravém hornim rohu vidite parametr a. Méinte jeho hodnotu a vSimnéte si jak se
meéni tvar kiivky. Dédle muzete posouvat body C' a D a sledovat zménu délky kiivky

mezi témito body.

3. Vlozte obrazek 03 retez.png (na CD ve slozce PRACOVNI_LISTY). Sitka obrazku
je dana jeho rohy, které lezi na bodech A a B. Obrazek zmensete pomoci prepsani
soufadnic bodu A a B tak, ze A = (—20.81,—0.98) a B = (19.19, —0.98). Nezapomeite,
ze v programu GeoGebra se misto desetinné carky pise tecka. Vysledny obrazek by meél

vypadat takto:



a=3.75
el —

délka fetézu mezi
body C a D: 16.13

[Jvypocet delky fetézu:

4. Nastavte parametr a tak aby tvar fetézovky co mozna nejpresnéji kopiroval tvar
fetézu na obrazku a body A a B posunte tak aby tvorily koncové body fetézu na

obrazku. Zapiste délku fetézu mezi body A a B.

Délka retézu:

5. Nyni zkontrolujeme délku fetézu pomoci vzorce pro vypocet délky kiivky. Zaskrtnéte
policko délka tetézu pomoci provéseni. Objevi se nam policka, kam zadame délku

provéseni fetézu a vzdalenost mezi body C' a D, a délka fetézu se nam jiz sama spocita.

6. Zjistéte provéseni fetézu a vzdalenost bodu C' a D. Nejprve sestrojte tsecku C'D.
Velikost této usecky zapiseme do policka vzddlenost mezi body C' a D. Poté sestrojime
stfed tsecky C'D. Z tohoto stfedu ved'te kolmici k tseéce C'D. Dostaneme prusecik
kolmice s fetézem. Provéseni je délka tsecky, jejiz krajnimi body jsou stied usecky
CD a pruseéik kolmice s fetézem. Tuto hodnotu napiste do policka provéseni retézu.

Zapiste spocitanou délku fetézu a porovnejte obé hodnoty délky tetézu.

Spoéitand délka Fetézu:



Pracovni list - Tazeni retizku

1. Prilozte tetizek, ktery dostanete na prazdny papir (druhy list tohoto pracovniho
sesitu). Konec tetizku, na kterém neni privések, bude u delsitho kraje papiru. Timto
koncem fetizku budete pohybovat po kraji papiru a postupné délejte krouzek kolem
pozice privésku.

2. Porovnejte vas obrazek s kiivkami na tieti a ¢tvrté strance.

3. Odhadnéte pomoci podobnosti s obrazky kiivek jakou bude mit vaSe nakreslend

kiivka rovnici.

V435 odhad:

4. Vymyslete postup (pomoci obrazku kiivek a fetizku) jak ovérit vas odhad.

Postup:

5. Realizujte vas postup a zapiste zjisténou rovnici vasi nakreslené kiivky.

Zjisténa rovnice:



Stranka pro zachyceni trajektorie fetizku









Pracovni list - Karetni trik

1. Sestavte z balicku karet stavbu jako na obrazku. Navod: staci balicek karet rozprostiit
do péasu a pak na strané, kde zacal pas rozvijet, ho za¢néte zvedat. Nakonec dostanete

karty do pozice jako je na obrazku.

2. Muzete si vSimnout, ze ndm hibety karet vykresluji zajimavou kiivku, stejnou jako

na dalsim obrazku.

3. Zkuste popremylet a napiste jak se budou lisit vzdalenosti jednotlivych zlutych
usecek zobrazenych na obrazku.

V4as nazor:



4. Posouvejte vrchol kiivky do stran a zapiste jak se tvar kiivky meéni.

Zména krivky:

5. Vyhledejte definice nasledujich pojmu:

Retézovka:

Exponencialni funkce:

Traktrix:

6. Pomoci definic v ikolu 5. ptifadté kiivce, kterou tvoif hibety karet, jeji nazev.

Nazev kiivky:



Pracovni list - osova soumérnost

1. Zobrazte obrazy geometritrickych tutvaru na obrazku v osové soumérnosti podle osy

0.

2. Rozhodnéte zda jsou geometrické dtvary na obrazku spravné zobrazeny v osové

soumérnosti podle osy o. Opravte piipadné chyby.




3. Vyznacte v geometrickych tutvarech na obrazku osy podle nichz jsou soumeérné.

piiklad




4. Na obrazku, kde vidite odraz kulu na vodni hladiné, znazornéte osu podle niz se kul

ve vodni hladiné zobrazuje.




Pracovni list - Rovinné zrcadlo

1. Zakrouskujte obrazek predstavujici rovinné zrcadlo.

r\u /r
s F(/ v f F §

2. Dokreslete jak se budou paprsky na obrazku odrazet.




3. Nakreslete néjaky objekt a pak ho zobrazte podle daného zrcadla.

4. Napiste, kde se muzeme setkat s rovinnymi zrcadly. Pro¢ si myslite, ze jsou na téchto

mistech vyuzivana?



Pracovni list - Vypuklé zrcadlo

1. Zakrouskujte obrazek predstavujici vypuklé zrcadlo.

r \' o,
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2. Dokreslete jak se budou paprsky na obrazku odrazet.




3. Nakreslete néjaky objekt a pak ho zobrazte podle daného zrcadla.

4. Napiste, kde se muzeme setkat s vypuklymi zrcadly. Proc si myslite, Ze jsou na téchto

mistech vyuzivana?



Pracovni list - Duté zrcadlo

1. Zakrouskujte obrazek predstavujici duté zrcadlo.

.
.
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2. Dokreslete jak se budou paprsky na obrazku odrazet.




3. Nakreslete néjaky objekt a pak ho zobrazte podle daného zrcadla.

4. Napiste, kde se muzeme setkat s dutymi zrcadly. Pro¢ si myslite, Ze jsou na téchto

mistech vyuzivana?



Pracovni list - Specialni typ epicykloidy

1. Vyhledejte a napiste co je to epicykloida.
Epicykloida:

2. Oteviete soubor 06_pracovni_list_spec_typ_epicykloidy.ggb (na CD ve slozce PRA-
COVNI_LISTY).
3. Zjistéte velikosti poloméru ry ars.

ry =

ry =
4. Zkuste pohybovat modrym krizkem po kruznici. Nakreslete tvar kiivky, ktery jste
dostali.



5. Vyhledejte na internetu obrazky nasledujicich kiivek a pteklesete je.
Deltoid Retézovka

Kardioida Nefroida

6. Je néktera z téchto kiivek tou, kterou jste naktesliliv tikolu ¢. 47 Pokud ano, napiste

jaka.

7. Ménte polomeéry r; a ro. Budeme dostavat potrad stejnou ktivku? Pokud ne, napiste
pri jaké podmince ji budeme dostavat.

vase zZavery:



