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Anotace

V technické praxi i v běžném životě se setkáváme s rozličnými geometrickými tvary,

stejně jako s projevy či aplikacemi r̊uzných geometrických vlastnost́ı. Poznáńı a pocho-

peńı těchto jev̊u může sehrát d̊uležitou roli při studiu matematiky a geometrie, ukazuje

tyto discipĺıny v jejich úzkém vztahu k reálnému světu. Ćılem bakalářské práce je vy-

tvořit soubor materiál̊u, které budou věnovány takovýmto jev̊um. Tak, aby bylo možné

je využ́ıt při výuce matematiky a geometrie.
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6.8.5 Pravidelný dvacetistěn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

7 Archimédova tělesa 70

7.1 Archimédova tělesa kolem nás . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

8 Závěr 78

2



Kapitola 1

Úvod

Geometrie nás prováźı celým naš́ım životem. Je doslova všude okolo nás. Už od počátk̊u

našich dějin lidé objevovali, že některé geometrické tvary jsou pro ně výhodné. Např́ıklad

jeskyńı lidé pochopili, že se jim bude zvěř lépe lovit s klackem seř́ıznutým do hrotu.

Daľśım typickým př́ıkladem výhodnosti některých geometrických tvar̊u je jeden z nej-

d̊uležitěǰśıch vynález̊u, vynález kola. Geometrii nevńımáme pouze naš́ım zrakem ale

i naš́ım hmatem. Hmatem dokážeme dokonce zjistit nerovnosti na ploše, které pouhým

okem nezaznamenáme. Geometrie je d̊uležitou součást́ı našeho světa. Pro stavebnictv́ı

a stroj́ırenstv́ı je př́ımo nepostradatelná. Geometrických tvar̊u je nepřeberné množstv́ı.

At’ už se jedná o tvary, jež známe ze základńı či středńı školy, nebo mnohem složitěǰśı

křivky, tělesa a plochy. V této práci jsou představeny vybrané křivky a tělesa, které

můžeme z našeho okoĺı znát. Jsou u nich uvedeny jejich vlastnosti, modely a fotogra-

fie z prostřed́ı, které nás obklopuje a kde se s nimi můžeme setkat. Jedna kapitola

je věnována prokládáńım křivky na fotografii v programu GeoGebra. Na takto upra-

vených fotografíıch můžeme vidět zvýrazněné křivky v prostřed́ı, v kterém se běžně

pohybujeme a možná jsme si jich ani nevšimli nebo o nich takto nepřemýšleli. Foto-

grafie s proloženými křivkami jsou velmi vděčnými a názornými pomocńıky při výuce

matematiky a geometrie.
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Kapitola 2

Prokládáńı křivek na fotografii

v programu GeoGebra

V této práci je často využ́ıvána metoda prokládáńı křivek na fotografii v programu

GeoGebra. Prokládáńı křivek na fotografii se hojně využ́ıvá d́ıky své názornosti. Čtenář

si nemuśı křivku představovat ani ji na obrázku hledat protože křivka je mu na obrázku

názorně prezentována. Poṕı̌seme si proto postup jak tuto metodu zvládnout. Pro lepš́ı

orientaci v programu je ke každému kroku připojen i obrázek, z něhož je patrné přesné

umı́stěńı požadovaných ikon nebo měńıćıch se parametr̊u.

2.1 Vkládáńı obrázk̊u

Prvńım krokem je vložeńı obrázku. Jak je zřejmé z obr. 2.1, na panelu nástroj̊u klikneme

na šipku v pravém dolńım rohu ikony Vložeńı textu (na ikoně je ABC), č́ımž se nám

rozbaĺı nab́ıdka pod touto ikonou. Z nab́ıdky vybereme Vložit obrázek.
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Obrázek 2.1: Vložeńı obrázku

Poté klikneme na nákresnu, kde chceme obrázek vložit. Objev́ı se nám tabulka

obdobná té na obr. 2.2. Vybereme z ńı obrázek, který chceme do programu GeoGebra

vložit. Po výběru obrázku potvrd́ıme ikonou otevř́ıt (v pravém dolńım rohu tabulky)

nebo dvojklikem na vybraný obrázek.

Obrázek 2.2: Výběr obrázku k vložeńı

5



2.2 Vlastnosti obrázku

Jak napov́ıdá název kapitoly, uvedeme si zde, kde můžeme měnit jednotlivé vlastnosti

vloženého obrázku. Na vložený obrázek klikneme pravým tlač́ıtkem myši a v zobrazené

tabulce zvoĺıme možnost Vlastnosti. Na obr. 2.3 vid́ıme tabulku, v ńıž můžeme měnit

vlastnosti obrázku. Při prokládáńı obrázku křivkou nás bude prioritně zaj́ımat vlast-

nost Nepr̊uhlednost pod záložkou Styl. Nepr̊uhlednost sńıž́ıme na 50%, č́ımž posléze

dosáhneme lepš́ı viditelnost prokládané křivky, při měněńı jej́ıch parametr̊u a snahy

dosáhnout co nejlepš́ıho překryt́ı prokládané křivky s křivkou na vloženém obrázku,

a snáze umı́st́ıme např́ıklad střed křivky na obrázku do středu souřadného systému

(pomoćı nástroje Ukazovátko).

Obrázek 2.3: Vlastnosti obrázku
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2.3 Vkládáńı parametr̊u a křivky

Při konstrukci křivky je, kv̊uli snadnému zobrazováńı a skrýváńı posuvńık̊u, vhodné

mı́t zobrazené Algebraické okno. Pokud máte Algebraické okno skryté lze ho jednoduše

zobrazit. Kliknete na hlavńım panelu na nab́ıdku Zobrazit a vyberete Algebraické okno.

Přesné umı́stěńı nab́ıdky Zobrazit vid́ıme na obr. 2.4. Druhou možnost́ı je zobrazeńı

pomoćı klávesové zkratky Ctrl+Shift+A.

Obrázek 2.4: Zobrazeńı Algebraického okna

Tvar křivky můžeme měnit pomoćı parametr̊u. Proto nejprve při konstrukci křivky

zadáme parametry. V našem př́ıkladu použijeme logaritmickou spirálu, která má obec-

nou rovnici:

r(φ) = aebφ, (2.1)

kde a, b ∈ R jsou parametry ovlivňuj́ıćı tvar logaritmické spirály. V prvńı řadě zadáme

parametry a a b. Zadáváńı parametr̊u je jednoduché. Do Vstupu (řádek u spodńıho

okraje) zadáme ”a =”a námi zvolenou hodnotu. Analogicky postupujeme při zadáváńı
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parametru b. Chtěl bych upozornit, že při zadáváńı desetinných mı́st v programu Geo-

Gebra neṕı̌seme desetinou čárku ale desetinou tečku. Do Vstupu proto ṕı̌seme např́ıklad

d = 1.3.

Námi zadané parametry jsou nyńı nezobrazené. Zobraźıme je kliknut́ım na prázdné

kolečko vedle jejich hodnot v Algebraickém oknu. Nyńı se nám zobrazily jako po-

suvńık, nebot’ to jsou volné objekty a jejich hodnotu můžeme libovolně měnit. Pro

lepš́ı názornost a práci s posuvńıkem si uprav́ıme některé jeho vlastnosti. Pro zob-

razeńı vlastnost́ı posuvńıku postupujeme stejně jako při zobrazeńı vlastnost́ı obrázku

v odd́ılu 2.2 na straně 6. Ze základńıch vlastnost́ı na obr. 2.5 vybereme Zobrazit po-

pis a nastav́ıme ho na Název & Hodnota. V záložce Posuvńık můžeme upravit interval

posuvńıku a délku jednotlivého posunu. V našem př́ıpadě je hodnota Kroku 0.1.

Obrázek 2.5: Vlastnosti posuvńıku

Parametry již máme zadány a proto můžeme přikročit k zadáńı rovnice křivky. Tu

opět naṕı̌seme do Vstupu. V našem konkrétńım př́ıpadu je to trochu komplikovaněǰśı.

Obecná rovnice logaritmické spirály (2.1) je v polárńıch souřadnićıch, v kterých pro-

8



gram GeoGebra nepracuje. Proto do Vstupu zadáme př́ıkaz:

Krivka[b ∗ aαcos(α), b ∗ aαsin(α), α,−50, 50]. Po potvrzeńı př́ıkazu se zobraźı námi

požadovaná křivka. Pro lepš́ı přehlednost si můžeme křivku barevně odlǐsit. Zobraźıme

si tabulku vlastnost́ı křivky stejným postupem jako tabulku vlastnost́ı obrázku v odd́ılu

2.2 na straně 6. Jak vid́ıme na obr. 2.6, v záložce Barva máme velký výběr barev. My

jsme v našem př́ıkladu zvolili barvu červenou.

Obrázek 2.6: Výběr barvy v tabulce vlastnost́ı křivky

9



Dostali jsme se do fáze kdy máme již vložený obrázek i křivku. Daľśım postu-

pem je nalezeńı vhodné kombinace hodnot parametr̊u tak, abychom naš́ı křivkou co

možná nejpřesněji překryli křivku na obrázku. Parametry měńıme posunem bodu po

posuvńıku, který danému parametru nálež́ı. Po nalezeńı vhodné kombinace hodnot pa-

rametr̊u, uprav́ıme obrázek. Nejprve skryjeme posuvńıky (kliknut́ım na plné kolečko

vedle jejich hodnot v Algebraickém oknu), uprav́ıme nepr̊uhlednost obrázku na 100%

a skryjeme Algebraické okno. Následně přizp̊usob́ıme velikost okna programu GeoGe-

bra velikosti námi vloženého obrázku. Výsledná podoba by měla odpov́ıdat obr. 2.7.

Obrázek 2.7: Konečná podoba
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Pro daľśı práci s t́ımto, námi vytvořeným, obrázkem je výhodné ho exportovat do

formátu eps. Obrázek ve formátu eps můžeme dále využ́ıvat např́ıklad v textových edi-

torech, v prezentaćıch atd. Proto si na závěr této kapitoly poṕı̌seme jak náši výslednou

práci v programu GeoGebra exportujeme do formátu eps. Postup je jednoduchý, jak

můžeme vidět na obr. 2.8. Na hlavńı lǐstě rozbaĺıme nab́ıdku Soubor, najedeme na Ex-

port a z nab́ıdky vybereme Dynamický náhled jako obrázek (png, eps). Objev́ı se nám

tabulka, v ńıž můžeme upravit měř́ıtko a př́ıpadně vybrat jiný z nab́ızenych formát̊u

(png, pdf, svg nebo emf). Pro dokončeńı zvoĺıme Uložit a v následné tabulce vybrat

umı́stěńı kam chceme uložit obrázek ve formátu eps.

Obrázek 2.8: Export do formátu eps
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Kapitola 3

Řetězovka

Řetězovka je křivka tvaru ohebného vlákna po svém obvodě rovnoměrně zat́ıženého,

zavěšeného ve dvou bodech, které nemuśı být ve stejné výši [1].

Obecná rovnice řetězovky je:

y =
a

2
(e

x
a + e

−x
a ), (3.1)

kde a je poloměr křivosti pro vrchol řetězovky.

V některých zdroj́ıch se můžeme setkat také s rovnićı ve tvaru

y = a · cosh(x
a
), kde a je poloměr křivosti. Ukážeme si vztah mezi těmito dvěma

rovnicemi. Hyperbolický cosinus je definován vzorcem (3.2).

cosh(x) =
1

2
(ex + e−x) (3.2)

Na prvńı pohled je zřejmá podobnost mezi t́ımto vzorcem (3.2) a obecnou rovnićı

řetězovky (3.1). Substitućı nahrad́ıme ve vzorci (3.2) x za x
a
a dostaneme (3.3)

cosh
(
x

a

)
=

1

2
(e

x
a + e

−x
a ) (3.3)

Z obecné rovnice (3.1) můžeme vyjádřit:

(e
x
a + e

−x
a ) = y · 2

a
(3.4)
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Pomoćı substituce dosad́ıme do (3.3) a dostaneme rovnici:

cosh
(
x

a

)
=

1

2
· y · 2

a
(3.5)

Nakonec zkrát́ıme zlomky na pravé straně rovnice (3.5) a celou rovnici vynásob́ıme

a. Po těchto úpravách dostaneme konečný tvar

y = a · cosh
(
x

a

)
(3.6)

Z obecné rovnice řetězovky (3.1) můžeme řetězovku interpretovat jako aritme-

tický pr̊uměr y-ových souřadnic exponenciály stoupaj́ıćı a klesaj́ıćı, jež se ĺı̌śı pouze

ve znaménku v exponentu . Tento jev si předvedeme názorně:

Obrázek 3.1: Řetězovka jako aritmetický pr̊uměr exponenciály

Pro lepš́ı přehlednost jsou eponenciály na obr. 3.1 již vyděleny dvěma. Tud́ıž pro

źıskáńı jejich aritmetického pr̊uměru y-ových souřadnic je stač́ı pouze seč́ıst. Na obrázku

vid́ıme dvě kolmice na osu x a pr̊useč́ıky těchto kolmic s exponenciálami a osou x.

Pr̊useč́ıky s exponenciálami jsou body A′
1, A

′′
1, A

′
2 a A′′

2 a pr̊useč́ıky s osou x jsou body

C a D. Pro potvrzeńı tvrzeńı, že řetězovka jde sestrojit jako aritmetický pr̊uměr y-

ových souřadnic exponenciály klesajićı a rostoućı můžeme postupovat několika zp̊usoby.

Jedńım ze zp̊usob̊u je sečteńı délek úseček |CA′
1| a |CA′′

1|. Takto vznikne bod A1,

který dále zkoumáme zda lež́ı na řetězovce h. Daľśım zp̊usobem, který je znázorněn na
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obr. 3.1, je porovnáńı délek úseček |CA′′
1| a |A′

1A1| kde bod A1 je pr̊useč́ıkem kolmice

na osu x a řetězovky. Pokud je tvrzeńı, že řetězovka je aritmetickým pr̊uměrem y-ových

souřadnic exponciály rostoućı a klesajićı pravdivé, muśı se délky těchto dvou úseček

rovnat. Pro kontrolu je zde znázorněna druhá kolmice na osu x, pro ńıž plat́ı totéž. Pro

sestrojeńı obr. 3.1 byl použit program dynamické geometrie GeoGebra, kde lze měnit

parametr a a posouvat kolmice na osu x a t́ım měnit i souřadnice pr̊useč́ık̊u.

Řetězovka je souměrná podle osy y. Vrchol lež́ıćı na ose y je nejhlubš́ım bodem

řetězovky a osa x lež́ı ńıže o parametr a, jenž je poloměrem křivosti pro vrchol řetězovky.

Řetězovka je určena parametrem nebo dvěma body (závěsy) a vrcholovou tečnou

(hloubkou prohnut́ı, hloubka nejnižš́ıho bodu) [1].

Na základě podobnosti řetězovek můžeme naj́ıt vrchol jedné řetězovky pomoćı jiné

řetězovky:

Obrázek 3.2: Zjǐstěńı vrcholu pomoćı podobnosti řetězovek
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Na obr. 3.2 máme zadanou řetězovku f , závěsné body druhé řetězovky A′, B′

a vrcholovou tečnu v. K zadané řetězovce f vedeme pět libovolných sečen rovnoběžných

s úsečkou |A′B′|. Pr̊useč́ıky A1, A
′
1, B1, B

′
1, C1, C

′
1, D1, D

′
1, E1 a E ′

1 spoj́ıme s vrcho-

lem J . Sestroj́ıme rovnoběžky těchto spojnic, které procháźı body A′ a B′. Bodem

A′ vedeme rovnoběžky spojnic, které spojuj́ı se středem J body A1, B1, C1, D1 a E1,

a bodem B′ vedeme rovnoběžky spojnic, jež spojuj́ı střed J s body A′
1, B

′
1, C

′
1, D

′
1 a E ′

1.

Takto nám vznikly body A2, B2, C2, D2 a E2. Tyto body spoj́ıme křivkou. Pr̊useč́ık

křivky spojuj́ıćı body A2, B2, C2, D2 a E2 s vrcholovou tečnou v je hledaným vrcholem

V .

Obrázek 3.3: Zjǐstěńı parametru a pomoćı podobnosti řetězovek

Dále muśıme zjistit parametr a. Pro lepš́ı přehlednost si tuto konstrukci ukážeme

samostatně na obr. 3.3. Spoj́ıme jeden ze závěsných bod̊u s nalezeným vrcholem V ,

v našem př́ıpadě je to bod A′. Sestroj́ıme rovnoběžku se spojnićı A′V procházej́ıćı

vrcholem zadané řetězovky J . Pr̊useč́ık rovnoběžky a řetězovky nazveme bodem A.

Bod A spoj́ıme s počátkem souřadného systému O. Sestroj́ıme rovnoběžku s úsečkou

|AO| procházej́ıćı bodem A′. Tato rovnoběžka vytne na ose y parametr a.
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3.1 Řetězovka v př́ıkladu

Řetězovka může mı́t uplatněńı i při početńıch úlohách. Pro názornost si jednu uvedeme:

Př́ıklad 1. Spoč́ıtejte délku řetězu zavěšeného na dvou sloupćıch ve stejné výšce ve

vzdálenosti 3 m a prověšeného o 0, 3 m.

Řešeńı: Vzorec pro výpočet délky křivky je:

l =

n∫
m

√
1 + (f ′(x))2, (3.7)

kde m, n jsou dolńı a horńı mez určitého integrálu a f(x) je rovnice charakterizuj́ıćı

křivku.

Do vzorce (3.7) muśıme dosadit rovnici řetězovky. V našem př́ıpadě tedy poč́ıtáme

l =
n∫
m

√
1 + ((a

2
(e

x
a + e

−x
a ))′)2 To znamená, že v prvńı řadě muśıme zjistit parametr a.

Parametr a můžeme zjistit např́ıklad pomoćı programu dynamické geometrie GeoGe-

bra.

Obrázek 3.4: Zjǐstěńı parametru a pomoćı programu GeoGebra
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Nejprve sestroj́ıme kolmice na osu x procházej́ıćı body A = [−1.5; 0] a B = [1.5; 0].

Vzdálenost mezi body A a B prezentuje vzdálenost mezi sloupky, na nichž je zavěšen

řetěz. Zvoĺıme náhodně parametr a. Např́ıklad a = 1. Rovnici f(x) = a
2
(e

x
a + e

−x
a )

zadáme do př́ıkazového řádku a t́ım sestroj́ıme řetězovku. Sestroj́ıme body C a D,

což jsou pr̊useč́ıky řetězovky a kolmic na osu x. Źıskáme bod E, E ∈ |CD| ∧ E ∈ y,

a t́ım nám vznikne úsečka OE, kde O je počátkem souřadnicového systému. U úsečky

OE si zapneme zobrazeńı popisu pomoćı hodnoty, které nám zobrazuje délku úsečky

OE. Pomoćı nástroje posuvńık nyńı můžeme postupně měnit parametr a a sledovat

jak se měńı délka úsečky OE, která nám prezentuje prověšeńı řetězu. Parametr a

měńıme dokud nedosáhneme požadované hodnoty prověšeńı 0, 3m. Výsledný parametr

a dosad́ıme do rovnice (3.1) a výslednou funkci do rovnice (3.7).

Po zjǐstěńı parametru a už lehce dopoč́ıtáme délku l řetězu. Pro samotný výpočet

můžeme použ́ıt algebraický poč́ıtačový program. Např́ıklad program Maple.

> restart;

Parametr a

> a:=3.8;

a := 3.8

Rovnice naš́ı konkrétńı řetězovky

> Retezovka:=a/2*(exp(x/a)+exp(-x/a));

Retezovka := 1.900000000 e(0.2631578947x) + 1.900000000 e(−0.2631578947x)

Výpočet délky řetězu

> Delka:=Int(sqrt(1+diff(Retezovka,x)^2),x=-1.5..1.5);

Delka :=
∫ 1.5

−1.5

√
1 + (0.4999999999 e(0.2631578947x) − 0.4999999999 e(−0.2631578947x))2 dx

> value(Delka);

3.078517819

Délka řetězu je přibližně 3,08 m.
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3.2 Řetězovka nebo parabola?

Jedńım z nějvětš́ıch stavitelských úspěch̊u jsou bezesporu visuté mosty. O některých

se po právu mluv́ı jako o novodobých divech světa. Na prvńı pohled by se mohlo zdát,

že jejich lana maj́ı tvar řetězovky. Je tomu ovšem tak?

U visutých most̊u lana nenesou pouze svoji váhu ale je na ně přenášeno i zat́ıžeńı ze

samotné mostovky. Hmotnost každé sekce mostovky je podporována napět́ım lana nad

ńım [8]. Na obr. 3.5 vid́ıme vymodelovanou část visutého mostu a budeme zjǐst’ovat

rovnici závěsného lana pomoćı směrnice jeho tečny.

Obrázek 3.5: Model části visutého mostu
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V obr. 3.5 můžeme nálezt dvě rovnice:

T · sin(α) = h · x (3.8)

T · cos(α) = c, (3.9)

kde h je délková hustota závěsného lana a c je konstanta. Rovnice (3.8) a (3.9) spoj́ıme

do jedné rovnice pomoćı funkce tan, protože tan(α) = sin(α)
cos(α)

. Výsledná rovnice bude

mı́t tvar:

T · tan(α) = h

c
· x (3.10)

Následně ji uprav́ıme do tvaru:

tan(α) =
h

c · T
· x (3.11)

Rovnice směrnice tečny je, jak je známo, derivaćı rovnice křivky podle x. Plat́ı tedy:

dy

dx
=

h

c · T
· x (3.12)

posledńım krokem je integrace rovnice (3.12). Konečná rovnice křivky závěsného lana

nám vyjde:

y =
h

c · T
· x2 (3.13)

U visutých most̊u maj́ı tedy závěsná lana tvar paraboly. Jeden z visutých most̊u se

zvýrazněnou parabolickou křivkou a zobrazenou rovnićı křivky vid́ıme na obr. 3.6.

Obrázek 3.6: Bosporský most v Istambulu, převzato z [13]
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3.3 Řetězovka kolem nás

Řetězovka je v našem okoĺı značně zastoupena. Jedná se o jakékoliv ohebné vlákno

nebo řetěz zavěšený ve dvou bodech. V praxi to můžou být dekorativńı řetězy, na

obr. 3.7 řetěz před Pedagogickou fakultou Jihočeské univerzity a na obr. 3.8 řetěz

kolem Samsonovy kašny na náměst́ı Přemysla Otakara II. v Českých Budějovićıch. Za

řetězovku můžeme pokládat i prádelńı šň̊uru na obr. 3.9. Nejrozš́ı̌reněǰśım př́ıkladem

řetězovky jsou dráty vysokého napět́ı na obr. 3.10.

Obrázek 3.7: Řetěz u Pedagogické fakulty JČU

Obrázek 3.8: Řetěz u Samsonovy kašny v Českých Budějovićıch
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Obrázek 3.9: Prádelńı šň̊ura

Obrázek 3.10: Dráty vysokého napět́ı
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Kapitola 4

Logaritmická spirála

Logaritmická spirála je tvořena bodem otáčej́ıćım se rovnoměrně kolem pólu a vzda-

luj́ıćım se tak, že pr̊uvodiče pro stejné př́ır̊ustky úhlu otočeńı se zvětšuj́ı ve stejném

poměru [1]. Poměr dvou pr̊uvodič̊u sv́ıraj́ıćı stejné úhly je stálý. Tuto vlastnost můžeme

vidět na obr. 4.1.

Obrázek 4.1: Poměr pr̊uvodič̊u

22



Logaritmická spirála může být zadána obecnou rovnićı v polárńıch souřadnićıch:

r(φ) = aebφ, (4.1)

kde a, b ∈ R jsou parametry ovlivňuj́ıćı spirálu.

Pro zhotoveńı následuj́ıćıch obrázk̊u jsem použil program GeoGebra, který ne-

podporuje zadáváńı křivek v polárńıch souřadnićıch. K vytvořeńı logaritmické spirály

v programu GeoGebra je nutné nejprve zadat dvě nezávyslé proměnné. Např́ıklad a a

r0. Druhým krokem je zadańı př́ıkazu ”Krivka”a jeho parametr̊u do př́ıkazověho řádku.

Přesnou formu zápisu vid́ıme na obr. 4.2

Obrázek 4.2: Sestrojeńı logaritmické spirály v programu Geogebra
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Pomoćı posuvńık̊u a a r0 můžeme ovlivňovat logaritmickou spirálu. Parametrem

r0 můžeme spirálu zvětšovat či zmenšovat a pomoćı parametru a ovlivňujeme směr

rotace spirály. Pokud a ∈ (0; 1) je logaritmická spirála pravotočivá, je-li a ∈ (1; 2) je

levotočivá, při a = 1 z logaritmické spirály vznikne kružnice a při a > 2 se již nejedná

o logaritmickou spirálu.

Logaritmická spirála má jedinou větev. Pro kladný smysl otáčeńı se přibližuje do

nekonečna a pro záporný smyst otáčeńı k pólu, jenž je jej́ım asymptotickým bodem.

Spirála jej dosáhne po nekonečněnásobném otočeńı. Logaritmická spirála nemá osu

souměrnosti [1]. Logaritmická spirála je ekviangulárńı (rovnoúhlá). Každou př́ımku

procházej́ıćı pólem prot́ıná pod stejnými úhly [2].
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4.1 Logaritmická spirála - zlatý trojúhelńık a ob-

délńık

S logaritmickou spirálou se mužeme setkat i u jev̊u jako jsou zlatý obdelńık a zlatý

trojúhelńık.

Zlatý obdélńık je definován tak, že pro jeho strany a, b plat́ı: a
b
= φ, kde φ je nazýván

zlatým č́ıslem a je rovno 1+
√
5

2
. Odděĺıme-li od tohoto obdélńıku čtverec o straně b

vznikne opět zlatý obdélńık. Jak můžeme vidět na obr. 4.3, čtverce můžeme oddělovat

dále. Takto źıskáme body A, B, C, D, E, F , kterými můžeme proložit logaritmickou

spirálu. Jej́ı pól P je pr̊useč́ıkem uhlopř́ıčky p̊uvodńıho obdélńıku s uhlopř́ıčkou menš́ıho

obdélńıku [3].

Obrázek 4.3: Logaritmická spirála proložená zlatými obdélńıky
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Zlatý trojúhelńık je rovnoramenný trojúhelńık, kde úhly při základně trojúhelńıku

maj́ı velikost 72◦ a úhel při vrcholu je roven 36◦. Zlatému č́ıslu je roven poměr délky

ramene ku délce základny. Od tohoto trojúhelńıku můžeme oddělovat stále menš́ı tak,

že délka ramene nového trojúhelńıku je rovna délce základny p̊uvodńıho trojúhelńıku.

Źıskanými krajńımi body zákláden trojúhelńık̊u A, B, C, D, E můžeme proložit loga-

ritmickou spirálu. Pólem P je pr̊useč́ık těžnice prvńıho trojúhelńıku s těžnićı druhého

trojúhelńıku [3]. Vše můžeme vidět na obr. 4.4.

Obrázek 4.4: Logaritmická spirála proložená zlatými trojúhelńıky
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4.2 Logaritmická spirála kolem nás

Logaritmická spirála má ve světě okolo nás četné zastoupeńı. At’ už se jedná o jevy,

které nemůžeme okem zachytit, jako např́ıklad r̊ust počtu bakteríı, nebo jevy nám

známé. Na následuj́ıch obrázćıch jsou tyto jevy zachyceny spolu s červeně zvýrazněnou

logaritmickou spirálou pro lepš́ı přehlednost.

Jedńım z těchto jev̊u je spirálńı galaxie, kterou můžeme vidět na obr. 4.5.

Obrázek 4.5: Spirálńı galaxie (převzato z internetových stránek NASA [14])
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Tropická bouře se vytvář́ı nad teplým tropickým oceánem. Vzduch se toč́ı z okraje

do středu bouře a postupně zrychluje rotaci i pohyb celého systému. Ze stoupajićıho

vlhkého vyduchu vzniká srážkovitá oblačnost, která obklopuje oko bouře [9]. Na obr. 4.6

d́ıky oblačnosti můžeme pozorovat zrychlováńı rotace větru a t́ım vznikaj́ıćı tvar loga-

ritmické spirály. Vı́ce znatelný je tento jev na radarovém sńımku obr. 4.7.

Obrázek 4.6: Tropická bouře Dina z roku 2002 (převzato z publikace [9], s.135)

Obrázek 4.7: Radarový obraz poč́ıtačově položený na družicový sńımek hurikánu Hugo

(převzato z publikace [9], s.187)
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Tlaková ńıže se vyv́ıj́ı v př́ıpadě setkáńı dvou mas vzduchu o r̊uzných teplotách

v oblasti vzniku okluzńı fronty. Studený vzduch postupně vytlačuje teplý vzduch a vzni-

ká oblast ńızkého tlaku. Vlivem Corriolisovy śıly vzduch v oblasti ńızkého tlaku vze-

stupně rotuje [9]. Tlaková ńıže patř́ı mezi daľśı jevy, u nichž za pomoćı oblačnosti

můžeme pozorovat spirálovitý tvar obr. 4.8.

Obrázek 4.8: Oblačný v́ır spojený s hlubokou tlakovou ńıž́ı (převzato z publikace [9],

s.40)

Tvar logaritmické spirály se objevuje i v živočǐsné ř́ı̌si. Na obr. 4.9 vid́ıme chame-

leona a jeho chápavý ocas, který mu slouž́ı jako ”pátá končetina”a jenž je v klidové

poloze a ve spánku stočen do spirály [10]. Na obr. 4.10 je detail ocasu chameleona.

Obrázek 4.9: Chameleon (převzato z publikace [10], s. 172)
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Obrázek 4.10: Ocas chameleona (převzato z publikace [10], s. 25)

Jedńım z nejzřetelněǰśıch jev̊u, kde můžeme vidět logaritmickou spirálu, je ulita

hlemýždě obr. 4.11. Na jej́ım tvaru je pěkně zaznamenán exponenciálńı r̊ust. Dı́ky

hlemýžd’ově ulitě se s logaritmickou spirálou setkalo, alespoň jednou, velké množstv́ı

lid́ı.

Obrázek 4.11: Ulita
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Zástupcem rostlinné ř́ı̌se ve tvaru logaritmické spirály jsou bezesporu kapradiny.

V mlád́ı jsou listy kapradin, na obr. 4.12, spirálovitě stočené a postupně se rozv́ıjej́ı

[12].

Obrázek 4.12: Rozv́ıjej́ıćı se list kapradiny (převzato z publikace [11], s.383)
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Kapitola 5

Sinusoida

Sinusoida je grafické vyjádřeńı pr̊uběhu goniometrické funkce sinu, který je v pravoúhlém

trojúhelńıku definován jako poměr délky protilehlé odvěsny a délky přepony, pro pro-

měnlivý úhel. Sinusoidou lze rovněž vyjádřit časové rozvinut́ı pohybu harmonického

osilátoru. Sinusoida je také zobecněna pro celou množinu R prostřednictv́ım jednot-

kové kružnice. To si ukážeme ńıže.

Obecná rovnice sinusoidy je

a+ b · sin(cx+ dπ), (5.1)

kde a je posun posun po vertikálńı ose, b je amplituda, c je frekvence a d je posun po

horizontálńı ose o hodnotu −d
c
. Jak se může sinusoida pomoćı změny parametr̊u a, b,

c a d změnit od p̊uvodńıho grafu funkce sin(x) můžeme vidět na obr. 5.1. Na obrázku

vid́ıme p̊uvodńı funkci sin(x) čárkovaně a výchoźı funkci, pozměněnou o výše zmı́něné

parametry, červeně.
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Obrázek 5.1: Pr̊uběh sinusoidy změněný pomoćı parametr̊u a, b, c a d.

Jak jsme již uvedli sinusoida vycháźı z funkce sinus. Funkce sinus je funkce lichá,

omezená shora i zdola a periodická s periodou 2kπ, kde k ∈ Z. Má definičńı obor

Df = R a obor hodnot Hf = ⟨−1; 1⟩. Dále je rostoućı v každém intervalu (−1
2
π +

2kπ; 1
2
π+2kπ) a klesaj́ıćı v každém intervalu (1

2
π+2kπ; 3

2
π+2kπ), kde k ∈ Z. Maximum

je v bodech 1
2
π + 2kπ a má hodnotu 1, minimum má hodnotu −1 a nalezneme jej

v bodech −1
2
π + 2kπ.

Podobné vlastnosti bude mı́t i sinusoida zadaná rovnićı (5.1). Sinusoida je omezená

shora i zdola, je periodická s periodou 2k
c
π, kde k ∈ Z a c je perioda sinusoidy. Má

definičńı obor Df = R a obor hodnot Hf = ⟨a− b; a+ b⟩, kde a je posun po vertikálńı

ose a b je amplituda. Sinusoida je rostoućı na každém intervalu
(

− 1
2
−d+2k

c
π;

1
2
−d+2k

c
π
)

a klesaj́ıćı na každém intervalu
(

1
2
−d+2k

c
π;

3
2
−d+2k

c
π
)

kde k ∈ Z, d je posun po hori-

zontálńı ose a c je frekvence. Maximum je v bodech
1
2
−d+2k

c
π a minimum je v bodech

− 1
2
−d+2k

c
.

33



5.1 Definice sinu pomoćı jednotkové kružnice

Sinus můžeme definovat také pomoćı jednotkové kružnice. Jednotková kružnice je

kružnice se středem v počátku soustavy souřadnic, poloměrem r = 1 a plný úhel je 2π.

Na obr. 5.2 máme jednotkovou kružnici. Body J , J1 a M lež́ı na jednotkové kružnici

a maj́ı souřadnice J = [1; 0], J1 = [0; 1] a M = [xM ; yM ].

Obrázek 5.2: Jednotková kružnice
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Dále si definujeme zobrazeńı U , které každému reálnému č́ıslu přǐrad́ı právě jeden

orientovaný úhel JOM . Zobrazeńı U poṕı̌seme následně:

Definice 1. 1. Každému reálnému č́ıslu x0 ∈ ⟨0; 2π) přiřad́ıme bod M ∈ k, kde k je

jednotková kružnice, Pro něǰz plat́ı:

a) Pro x0 ∈
⟨
0; π

2

)
je úhel JOM část́ı úhlu JOJ1, pro x0 ∈

⟨
π
2
; 2π

)
obsahuje úhel JOM

úhel JOJ1 jako svou část.

b) Délka oblouku JM je rovna x0. Vzhledem k tomu, že k je jednotková kružnice, je x0

zároveň č́ıselnou hodnotou velikosti úhlu JOM v obloukové mı́ře.

2. Je-li x0 ∈ R − ⟨0; 2π), urč́ıme nejdř́ıve takové č́ıslo x0 ∈ ⟨0; 2π) a takové č́ıslo

k ∈ Z, aby platilo x = x0 + k · 2π. Potom přiřad́ıme č́ıslu x stejný bod M jako je

přiřazen č́ıslu x0.[4]

Věta 5.1.1. Necht’ x je libovolné reálné č́ıslo a M [xM ; yM ] bod jednotkové kružnice

sestrojené v kartézké soustavě souřadnic, který je přiřazen č́ıslu x v zobrazeńı U.

Funkćı sinus se nazývá funkce, ve kterém je každému x ∈ R přiřazeno yM .[4]

Na obr. 5.3 je věta 5.1.1 názorně zobrazena. Z obrázku je patrná cyklicita funkce

sinus a zobrazováńı množiny reálných č́ısel na jednotkovou kružnici.

Obrázek 5.3: Jednotková kružnice a funkce sinus
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5.2 Sinusoida kolem nás

Možná si to ani neuvědomujeme ale na sinusoidu ve světě kolem nás můžeme relativně

často ”narazit”, at’ už ”jen”jako popis harmonického kmitavého pohybu nebo jev̊u,

v kterých můžeme sinusoidu pozorovat i bez časové závislosti. Dı́ky svému ĺıbivému

tvaru se může např́ıklad využ́ıvat k dekorativńım tvar̊um. Jako na obr. 5.4, kde můžeme

vidět dekorativńı prvek tvaru sinusoidy na št́ıtu domu v centru města.

Obrázek 5.4: Št́ıt domu
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Plech nebo drát zvlněný do sinusoidy jsou odolněǰśı v̊uči náraz̊um a méně se prohýbaj́ı.

Proto se využ́ıvá plechových plot̊u s sinusoidálńım profilem obr. 5.5. Zvlněné dráty se

do sebe lépe zaplétaj́ı a vyráběj́ı se z nich tatkéž ploty na obr. 5.6.

Obrázek 5.5: Profil vlněného plotu

Obrázek 5.6: Plot z vlněných drát̊u
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Jeden z nejvýznamněǰśıch jev̊u kde se vyskytuje sinusoida je pr̊uběh stř́ıdavého

proudu. Ten můžeme vidět na osciloskopu na obr. 5.7.

Obrázek 5.7: Pr̊uběh stř́ıdavého proudu na osciloskopu
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Kapitola 6

Platónova tělesa

Platónova tělesa jsou také známa pod názvem pravidelné mnohostěny. Stěny pravi-

delných mnohostěn̊u tvoř́ı shodné pravidelné mnohoúhelńıky a ve všech vrcholech se

stýká stejné množstv́ı hran (vrcholy jsou stejného typu). Platónova tělesa maj́ı daľśı

zaj́ımavou vlastnost. Je možné jim vepsat i opsat kulovou plochu. Vepsaná kulová

plocha se dotýká všech stěn v jejich těžǐst́ıch a opsaná kulová plocha procháźı všemi

vrcholy Platónova tělesa. Vepsaná i opsaná kulová plocha maj́ı stejný střed, j́ımž je

těžǐstě Platónova tělesa [3].

Vepsané kulové plochy jsou ńıže na obrázćıch. Postupně to jsou: kulová plocha

vepsaná pravidelnému čtyřstěnu, na obr. 6.1, pravidelnému šestistěnu, na obr. 6.2,

pravidelnému osmistěnu, na obr. 6.3, pravidelnému dvanáctistěnu, na obr. 6.4 a pravi-

delnému dvacetistěnu, na obr. 6.5. Červené body jsou středy stěn Platónových těles.
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Obrázek 6.1: Kulová plocha vepsaná pravidelnému čtyřstěnu

Obrázek 6.2: Kulová plocha vepsaná pravidelnému šestistěnu

Obrázek 6.3: Kulová plocha vepsaná pravidelnému osmistěnu
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Obrázek 6.4: Kulová plocha vepsaná pravidelnému dvanáctistěnu

Obrázek 6.5: Kulová plocha vepsaná pravidelnému dvacetistěnu
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V 18. stolet́ı švýcarský matematik a fyzik Leonhard Euler formuloval vztah mezi

počtem vrchol̊u v, hran h a stěn s konvexńıho mnohostěnu.

v − h+ s = 2 (6.1)

tento vzorec se nazývá Eulerovým vztahem. Nı́že si ukážeme, že u jednotlivých Plató-

nových těles plat́ı.

Platónových těles je pět. Jsou to čtyřstěn, šestistěn (krychle), osmistěn, dvanáctistěn

a dvacetistěn. V antickém Řecku měla tato tělesa svoji symboliku. Podle filosova

Platóna je čtyřstěn symbolem ohně, krychle symbolem země, osmistěn symbolem vzdu-

chu, dvacetistěn symbolem vody a dvanáctistěn představoval jsoucno. Pravidelnými

mnohostěny se nechal inspirovat také matematik a atronom Johannes kepler, který

je v 16. stolet́ı použil ve svém planetárńım modelu. Kepler̊uv planetárńı model je na

obr. 6.6.

Obrázek 6.6: Kepler̊uv planetárńı model, převzato z [15]
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6.1 Dualita Platónových těles

U Platónových těles se můžeme setkat s tzv. dualitou těles. O dualitě dvou těles

mluv́ıme, lze-li dvě tělesa do sebe vepsat, přičemž vrcholy vepsaného tělesa lež́ı ve

středech stěn druhého tělesa. Je tedy nutné aby počet vrchol̊u vepsaného tělesa a počet

stěn druhého tělesa byly rovny. Počty vrchol̊u a stěn jednotlivých Platónových těles

jsou uvedeny ńıže. Můžeme shrnout, že z Platónových těles jsou duálńı šestistěn s os-

mistěnem, na obr. 6.7, dvanáctistěn s dvacetistěnem, na obr. 6.8 a speciálńı př́ıpad je

čtyřstěn, jenž je duálńı sám se sebou, na obr. 6.9 [3].

Obrázek 6.7: Dualita pravidelného šestistěnu a osmistěnu
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Obrázek 6.8: Dualita pravidelného dvanáctistěnu a dvacetistěnu

Obrázek 6.9: Dualita pravidelného čtyřstěnu se sebou samým
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6.2 Výpočet obsahu a objemu Platónových těles

Poṕı̌seme si vzorce pro výpočet objemu a obsahu Platónových těles. Konkrétńı vzorce

si uvedeme ńıže u jednotlivých těles. Nyńı si uvedeme obecné vzorce na výpočet obsahu

a objemu Platónských těles. Nejprve si definujeme jednotlivé proměnné: n je počet stěn

tělesa, s je délka hrany stěny tělesa, Sn je celková plocha tělesa, Vn je objem tělesa,

r je vzdálenost ze středu mnohostěnu do vrcholu mnohostěnu a a je vzdálenost ze

středu mnohostěnu do středu stěny mnohostěnu. Dále si definujeme Ak(s) jako obsah

pravidelného mnohoúhelńıku s k stranami a délkou hrany s [6].

Pak je vzorec pro obsah Platónského tělesa:

Sn = n · Ak(s) (6.2)

Obsah pravidelného mnohostěnu můžeme spoč́ıtat tak, že ho rozděĺıme na shodné

trojúhelńıky. Analogicky můžeme postupovat i v trojdimenzionálńım prostoru u výpočtu

objemu Platónských těles. Můžeme proto zjistit jejich objem t́ım, že si je rozděĺıme na n

shodných pyramid, kde každá stěna mnohostěnu je základnou jedné pyramidy a hrany

pyramidy jsou úsečky ze středu mnohostěnu k vrchol̊um př́ıslušné stěny. Objem mno-

hostěnu je součet objemů jeho základńıch pyramid [6]. Tyto pyramidy můžeme vidět

na obr. 6.10. Objem jednotlivých pyramid s výškou h a obsahem podstavy A je h·A
3
.

Při bližš́ım zkoumáńı objev́ıme, že h = a a A = Ak, poté můžeme vzorec pro objem

Platónských zapsat následuj́ıćım zp̊usobem:

Vn =
n · a · Ak(s)

3
=

a · Sn

3
(6.3)
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Obrázek 6.10: Rozděleńı Pravidelného šestistěnu na shodné pyramidy

6.3 Pravidelný čtyřstěn

Jak už napov́ıdá název, stejně jako u ostatńıch Platónových těles, má pravidelný

čtyřstěn, který vid́ıme na obr. 6.11, čtyři stěny. Z tab. 6.1 můžeme vyč́ıst i daľśı

údaje. Stěna pravidelného čtyřúhelńıku má tři hrany, což znamená, že jednotlivé stěny

čtyřúhelńıku jsou tvořeny rovnostranným trojúhelńıkem. Dále v tabulce vid́ıme, že pra-

videlný čtyřstěn má šest hran a čtyři vrcholy. Můžeme si tedy ověřit, zda plat́ı Euler̊uv

vztah (6.1). Pro pravidelný čtyřstěn tedy plat́ı: v = 4, h = 6 a s = 4

4− 6 + 4 = 2 (6.4)

2 = 2 (6.5)

T́ımto je Euler̊uv vztah ověřen.
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počet stěn tělesa 4

počet vrchol̊u tělesa 4

počet hran tělesa 6

počet hran sb́ıhaj́ıćıch se v

jednom vrcholu

3

počet hran jedné stěny 3

Tabulka 6.1: Vlastnosti čtyřstěnu

Obrázek 6.11: Model čtyřstěnu v programu Cabri3D

Výpočet obsahu u pravidelného čtyřstěnu je dán vzorcem (6.2), do kterého dosad́ıme

proměnné pro pravidelný čtyřstěn a dostaneme:

S4 = 4 · A3(s) = s2 ·
√
3 (6.6)

Jak si můžeme všimnot na obr. 6.12 výšku pravidelného čtyřúhelńıku můžeme

spoč́ıtat pomoćı Pythagorovy věty:

s2 = h2 +

(
s√
3

)2

, (6.7)

po úpravě vyjde:

h = s ·
√
2

3
(6.8)
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Obrázek 6.12: Výška čtyřstěnu jako odvěsna pravoúhlého trojúhelńıku

U pravidelného čtyřúhelńıku můžeme vypoč́ıtat objem v́ıce zp̊usoby. Prvńım zp̊u-

sobem je dosazeńı do obecného vzorce (6.3). Dostaneme následuj́ıćı tvar:

V4 =
h · A3(s)

3
=

s3

6
√
2

(6.9)

Druhým zp̊usobem, který si uvedeme, je výpočet objemu pravidelného čtyřstěnu po-

moćı objemu rovnoběžnostěnu. Na obr. 6.13 máme ukázáno, že pravidelný čtyřstěn je

součást́ı rovnoběžnostěnu. Rovnoběžnostěn, stejně jako pravidelný čtyřstěn, máme za-

daný body A, B, C aD nebo vektory u⃗, v⃗, w⃗, jejichž hodnota je u⃗ = B − A, v⃗ = C − A,

w⃗ = D − A. Objem rovnoběžnostěnu spoč́ıtáme jako determinant vektor̊u u⃗, v⃗, w⃗. Dále

si muśıme uvědomit spojitost mezi objemem rovnoběžnostěnu a objemu pravidelného

čtyřstěnu. Jak vid́ıme na obr. 6.14, šestistěn můžeme rozřezat na šest čtyřstěn̊u stejného

objemu [7].

Vzorec pro objem pravidelného čtyřstěnu můžeme proto zapsat i následuj́ıćım zp̊u-

sobem:

V4 =
1

6
|u⃗v⃗w⃗| = 1

6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u1, u2, u3

v1, v2, v3

w1, w2, w3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (6.10)
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Obrázek 6.13: Pravidelný čtyřstěn jako součást rovnoběžnostěnu

Obrázek 6.14: Rozřezáńı krychle na shodné čtyřstěny

49



6.4 Pravidelný šestistěn (krychle)

Pravidelný šestistěn z obr. 6.15 neboli krychle má šest stěn. V tab. 6.2 vid́ıme i ostat-

ńı vlatnosti. Stěna šestistěnu má čtyři hrany, což znamená, že stěnu šestistěnu tvoř́ı

čtverec. Z daľśıch údaj̊u vyčteme, že počet hran je dvanáct a má osm vrchol̊u. Můžeme

přej́ıt k ověřeńı Eulerova vztahu (6.1). Pro pravidelný šestistěn plat́ı: v = 8, h = 12

a s = 6.

8− 12 + 6 = 2 (6.11)

2 = 2 (6.12)

T́ımto je Euler̊uv vztah ověřen.

počet stěn tělesa 6

počet vrchol̊u tělesa 8

počet hran tělesa 12

počet hran sb́ıhaj́ıćıch se v

jednom vrcholu

3

počet hran jedné stěny 4

Tabulka 6.2: Vlastnosti šestistěnu

Obrázek 6.15: Model šestistěnu v programu Cabri3D
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Přejdeme k výpočtu obsahu a objemu pravidelného šestistěnu. Pro pravidelný šestistěn

plat́ı:

S6 = 6 · s2 (6.13)

V6 = s3 (6.14)

Dále a = s
2
a r , jak můžeme vidět na obr. 6.16, spoč́ıtáme pomoćı Pythagorovy

věty:

r2 = a2 +

(
s√
2

)2

, (6.15)

po úpravě vyjde:

r =
s ·

√
3

2
(6.16)

Obrázek 6.16: Vzdálenost od středu pravidelného šestistěnu ke středu jeho stěny jako

odvěsna pravoúhlého trojúhelńıku
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6.5 Pravidelný osmistěn

Jak můžeme vidět v tab. 6.3 pravidelný osmistěn, na obr. 6.17, má osm stěn, šest

vrchol̊u a dvanáct hran. Jeho stěna má tři hrany. Z toho vyplývá, že jeho stěnu tvoř́ı

rovnostranný trojúhelńık. Nyńı ověř́ıme Euler̊uv vztah (6.1). Pro pravidelný osmistěn

plat́ı: v = 6, h = 12 a s = 8.

6− 12 + 8 = 2 (6.17)

2 = 2 (6.18)

T́ımto je Euler̊uv vztah ověřen.

počet stěn tělesa 8

počet vrchol̊u tělesa 6

počet hran tělesa 12

počet hran sb́ıhaj́ıćıch se v

jednom vrcholu

4

počet hran jedné stěny 3

Tabulka 6.3: Vlastnosti osmistěnu

Obrázek 6.17: Model osmistěnu v programu Cabri3D
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Pro výpočet obsahu pravidelného osmistěnu dosad́ıme do vzorce (6.2) a dostaneme

tvar:

S8 = 8 · A3(s) = s2 · 2
√
3 (6.19)

Pro výpočet objemu pravidelného osmistěnu můžeme u važovat o tomto tělesu jako

o dvou shodných pyramidách se společnou základnou [6]. Demonstrace této vlastnosti

je na obr. 6.18. Výška h těchto pyramid se spoč́ıtá pomoćı Pythagorova vzorce:

s2 = h2 + (
s√
2
)2, (6.20)

po úpravě dostaneme:

h =
s√
2

(6.21)

Vzorec pro výpočet objemu pravidelného osmistěnu má potom tento tvar:

V8 =
2 · h · A4(s)

3
= s3

√
2

3
(6.22)

Obrázek 6.18: Osmistěn rozdělený na dvě shodné pyramidy o stejné podstavě
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6.6 Pravidelný dvanáctistěn

Pravidelný dvanáctistěn z obr. 6.19 má, jak můžeme vidět v tab. 6.4, dvanáct stěn,

dvacet vrchol̊u a třicet hran. Jeho stěna obsahuje pět hran, tud́ıž jeho stěny jsou tvořeny

pravidelnými pětiúhelńıky. S těmito informacemi můžeme ověřit Euler̊uv vztah (6.1).

Pro pravidelný dvanáctistěn plat́ı: v = 20, h = 30 a s = 12.

20− 30 + 12 = 2 (6.23)

2 = 2 (6.24)

T́ımto je Euler̊uv vztah ověřen.

počet stěn tělesa 12

počet vrchol̊u tělesa 20

počet hran tělesa 30

počet hran sb́ıhaj́ıćıch se v

jednom vrcholu

3

počet hran jedné stěny 5

Tabulka 6.4: Vlastnosti dvanáctistěnu

Obrázek 6.19: Model dvanáctistěnu v programu Cabri3D
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Jak jsme si výše uvedli, stěny pravidelného dvanáctistěnu jsou tvořeny pravidelnými

pětiúhelńıky. Uvedeme si proto jak můžeme pravidelný pětiúhelńık sestrojit.

Zaj́ımavost́ı, která nám pomůže při konstrukci pravidelného pětistěnu, je poměr

délky strany a uhlopř́ıčky v pravidelném pětistěnu. Na obr. 6.20 vid́ıme pravidelný

pětiúhelńık ABCDE vepsaný kružnici k a jeho uhlopř́ıčky AD a BD. Plat́ı v něm, že

|AB| = |BQ| = |QD| = p. Podle věty (uu) plat́ı △ABD ∼ △ABQ [5]. Plat́ı tedy:

p : u = (u− p) : p (6.25)

neboli

p2 = u(u− p) (6.26)

Protože |AQ| < |AB| můžeme poměr (6.25) vyjádřit slovně následuj́ıćım zp̊usobem.

Bod Q děĺı uhlopř́ıčku pravidelného pětiúhelńıku na dva d́ıly tak, že délka menš́ıho d́ılu

se má ku délce větš́ıho d́ılu stejně jako délka větš́ıho d́ılu ku délce celé uhlopř́ıčky. Toto

děleńı se názývá děleńım v poměru zlatého řezu [5].

Obrázek 6.20: Poměr délky strany a úsečky pravidelného pětiúhelńıku
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Dále se nauč́ıme rozdělit úsečku délky a v poměru zlatého řezu. Řešeńı máme na

obr. 6.21. Dı́ky větě o mocnosti bodu ke kružnici k
(
C; AB

2

)
. Odtud vyplývá konstrukce

bodu E, který nám děĺı úsečku AB v poměru zlatého řezu. [5]

Obrázek 6.21: Rozděleńı úsečky AB v poměru zlatého č́ısla

Toto rozděleńı můžeme využ́ıt při konstrukci strany pravidelného pětiúhelńıku ve-

psaného kružnici k(S; r) jako větš́ıho d́ılu poloměru této kružnice, jenž je rozdělen

poměrem zlatého řezu. Tuto konstrukci vid́ıme na obr. 6.22 společně s následnou kon-

strukćı samotného pravidelného pětiúhelńıku.

Obrázek 6.22: Konstrukce strany pravidelného pětiúhelńıku vepsaného kružnici a kon-

strukce pravidelného pětiúhelńıku vepsaného kružnici
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Nakonec si ukážeme konstrukci pravidelného pětiúhelńıku zadaného délkou jeho

strany p. Konstrukci vid́ıme na obr. 6.23. Pro lepš́ı orientaci si uvedeme zápis kon-

strukce.

1. k; k(A; p)

2. m; m(B; p)

3. S; |SA| = |SB|
4. Q; Q ∈ m, QB ⊥ AB

5. n; n(S; |SQ|)
6. M ; M ∈ n ∩ AB 7. q; q(S; |AM |)
8. s; s(A; |AM |)
9. C,D,E; C ∈ m ∩ s,D ∈ q ∩ s, E ∈ k ∩ q

10. ABCDE

Obrázek 6.23: Konstrukce pravidelného pětiúhelńıku zadaného stranou p
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Vzorec pro výpočet obsahu pravidelného dvanáctistěnu dostaneme dosazeńım do

vzorce (6.2) a źıskáme následuj́ıćı tvar:

S12 = 12 · A5(s) = 3s2 ·
√
5(5 + 2

√
5) (6.27)

Při hledáńı objemu pravidelného dvanáctistěnu je potřeba větš́ı vynalézavosti. Pra-

videlný dvanáctistěn rozřežeme na krychli o délce hrany c = s(1+
√
5)

2
a šest pyramid,

které vid́ıme na obr. 6.24 [6].

Obrázek 6.24: Pyramida vzniklá rozřezáńım pravidelného dvanáctistěnu

Tyto pyramidy můžeme dále rozřezat na trojboký hranol a zbylé konce spojit do

skutečné pyramidy, jak je znázorněno na obr. 6.25.

Obrázek 6.25: Trojboký hranol a pyramida
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Nejprve potřebujeme dva vztahy zahrnuj́ıćı výšku l lichoběžńıkové stěny a výšku h

pyramidového tělesa. Jak si můžeme všimnout z obr. 6.24 a obr. 6.25, pomoćı Pytha-

gorovy věty dostaneme tyto dva vztahy:

s2 = l2 +
(
c− s

2

)2

(6.28)

l2 = h2 +
(
c

2

)2

(6.29)

Rovnice (6.28) a (6.29) spoj́ıme a źıskáme rovnici:

s2 = h2 +
(
c− s

2

)2

+
(
c

2

)2

(6.30)

Dále vyjádř́ıme h:

h2 = s2 −
(
c− s

2

)2

−
(
c

2

)2

=
s2

4
(6.31)

neboli h = s
2
. Objem šesti p̊uvodńıch oř́ıznutých pyramid tedy bude:

Vp =
c · h · s

2
+

c · h(c− s)

3
= s3 · 7 + 3

√
5

24
(6.32)

Pak můžeme odvodit vzorec pro výpočet objemu pravidelného dvanáctistěnu:

V12 =

(
s · 1 +

√
5

2

)3

+ 6s3 · 7 + 3
√
5

24
= s3 · 15 + 7

√
5

4
(6.33)
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6.7 Pravidelný dvacetistěn

Posledńım z Platónských těles je pravidelný dvacetistěn, na obr. 6.26, který má podle

tab. 6.5 dvacet stěn, dvanáct vrchol̊u a třicet hran. Stěna pravidelného dvacetistěnu

má tři hrany, což znamená, že je tvořena rovnostranným trojúhelńıkem. Zbývá nám

ověřit Euler̊uv vztah (6.1) i pro posledńı Platónovo těleso. Pro pravidelný dvacetistěn

plat́ı: v = 12, h = 30 a s = 20.

12− 32 + 20 = 2 (6.34)

2 = 2 (6.35)

T́ımto je Euler̊uv vztah ověřen.

počet stěn tělesa 20

počet vrchol̊u tělesa 12

počet hran tělesa 30

počet hran sb́ıhaj́ıćıch se v

jednom vrcholu

5

počet hran jedné stěny 3

Tabulka 6.5: Vlastnosti dvacetistěnu

Obrázek 6.26: Model dvacetistěnu v programu Cabri3D
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Nyńı se pod́ıváme na vzorce pro výpočet obsahu a objemu pravidelného dvace-

tistěnu. Vzorec pro výpočet obsahu pravidelného dvacetistěnu vycháźı z obecného

vzorce (6.2) a má tvar:

S20 = 20 · A3(s) = s3 · 5
√
3 (6.36)

Pro spoč́ıtáńı objemu pravidelného dvacetistěnu muśıme určit proměnnou a. Na

obr. 6.27 je př́ıčný řez pravidelným dvacetistěnem, kde s je délka hran pravidelného

dvacetistěnu, které společně s uhlopř́ıčkami dvou pravidelných pětiúhelńık̊u (o délce

d) tvoř́ı obdélńık. Tyto pětiúhelńıky maj́ı délku stran s a můžeme je vidět jako část

pravidelného dvacetistěnu po oř́ıznut́ı jednoho z vrchol̊u rovinou procházej́ıćı pěti body,

z nichž se hrany sb́ıhaj́ı v oř́ıznutém vrcholu. Čtyři úsečky o délce h jsou výšky

trojúhelńıkových stěn pravidelného dvacetistěnu [6].

Obrázek 6.27: Řez pravidelným dvacetistěnem
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Z obr. 6.27 je patrné, že můžeme použ́ıt Pythagorovu větu pro źıskáńı dvou rovnic:

r2 =
(
s

2

)2

+

(
d

2

)2

(6.37)

r2 = a2 +

(
2h

3

)2

, (6.38)

kde d = s(1+
√
5)

2
a h = s

√
3

2
. Nyńı se nám vylouč́ı r a dostaneme pro a řešeńı:

a =

√√√√(s
2

)2

+

(
d

2

)2

−
(
2h

3

)2

=
1

2
s ·

√
7 + 3

√
5

6
= s · 3 +

√
5

4
√
3

(6.39)

Pak dostaneme vzorec pro výpočet objemu pravidelného dvacetistěnu:

V20 =
a · S20

3
= s3 · 5(3 +

√
5)

12
(6.40)
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6.8 Platónská tělesa kolem nás

S Platónskými tělesy se můžeme setkat při hrańı deskových her ve formě hraćıch kostek

nebo v př́ırodě jako s krystaly některých minerál̊u. Jaké to konkrétně jsou uvád́ım ńıže

u jednotlivých těles. Dı́ky jejich estetice se můžeme s jejich tvary setkat také u tvar̊u

některých šperk̊u.

6.8.1 Pravidelný čtyřstěn

Pro svoji pravidelnost se stejně jako ostatńı Platónská tělesa stal jeho tvar předlohou

pro vytvořeńı hraćıch kostek použ́ıvaných k některým deskovým hrám. Čtyřstěnou

hraćı kostku vid́ıme na obr. 6.28.

Obrázek 6.28: Čtyřstěnná kostka
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S pravidelným čtyřstěnem se můžeme setkat i v př́ırodě. Konkrétně u krystal̊u

sfaleritu na obr. 6.29.

Obrázek 6.29: Krystaly sfaleritu, převzato z [16]

6.8.2 Pravidelný šestistěn

Tvar šestistěnu je ve světě okolo nás celkem častý. At’ už se jedná o hraćı kostky na

obr. 6.30, dlažebńı kostky, kartonové krabice, sv́ıčky, krystaly fluoritu na obr. 6.31 a soli

kamenné na obr. 6.32.

Obrázek 6.30: Šestistěnná hraćı kostka
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Obrázek 6.31: Krystaly fluoritu, převzato z [17]

Obrázek 6.32: Krystaly soli kamenné, převzato z [18]

6.8.3 Pravidelný osmistěn

S pravidelným osmistěnem se ve světě kolem nás můžeme setkat např́ıklad jako s hraćı

kostkou na obr. 6.33 nebo jako s krystaly některých minerál̊u. Jsou to např́ıklad na

obr. 6.34 krystaly kupritu a na obr. 6.35 krystaly magnetitu.
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Obrázek 6.33: Osmistěnná hraćı kostka

Obrázek 6.34: Krystaly kupritu, převzato z [19]

Obrázek 6.35: Krystaly magnetitu, převzato z [20]
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6.8.4 Pravidelný dvanáctistěn

Na obr. 6.36 vid́ıme křǐst’álový př́ıvěšek ve tvaru pravidelného dvanáctistěnu. Pro

potřebu deskových her se vyráb́ı i dvanáctistěnná hraćı kostka, na obr. 6.37. Každy za-

jisté zná posvěstnou Rubikovu kostku. Málokdo ovšem v́ı, že existuje i jej́ı dvanáctistěnná

verze, jej́ıž podoba je na obr. 6.38. Ve tvaru pravidelného dvanáctistěnu můžeme narazit

i na opravdu neobvyklé věci, např. na reproduktory na obr. 6.39.

Obrázek 6.36: Křǐstálový př́ıvěšek ve tvaru pravidelného dvanástistěnu, převzato z [21]

Obrázek 6.37: Model dvanáctistěnu v programu Cabri3D
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Obrázek 6.38: Hlavolam ve tvaru dvanáctistěnu, převzato z [22]

Obrázek 6.39: Reproduktor ve tvaru dvanáctistěnu, převzato z [23]

6.8.5 Pravidelný dvacetistěn

Pravidelný dvacetistěn v našem okoĺı můžeme zaznamenat např́ıklad při hrańı desko-

vých her ve formě dvacetistěnné hraćı kostky, která je zachycena na obr. 6.40. Dı́ky

estetickému tvaru pravidelného dvacestistěnu, můžeme jeho tvar nalézt i u některých

šperk̊u. Ukázka takového šperku je na obr. 6.41, kde vid́ıme křǐst’álový př́ıvěšek ve

tvaru pravidelného dvacetistěnu.
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Obrázek 6.40: Dvacetistěnná hraćı kostka

Obrázek 6.41: Šperk ve tvaru pravidelného dvacetistěnu, převzato z [21]
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Kapitola 7

Archimédova tělesa

Polopravidelné mnohostěny jsou taková konvexńı tělesa, jejichž stěny jsou tvořeny v́ıce

typy pravidelných mnohoúhelńık̊u a v jejichž vrcholech se stýkaj́ı tytéž stěny. Ar-

chimédova tělesa jsou polopravidelné mnohostěny, které vznikaj́ı vhodným ořezáńım

hran nebo vrchol̊u Platónových těles. Archimédových těles je třináct. Až na vyj́ımky se

do češtiny názvy Archimédových těles nepřekládaj́ı nebo se nepouž́ıvaj́ı proto je ve své

práci nebudu uvádět. Nı́že jsou uvedeny jednotlivé Archimédova tělesa. V závorce jsou

u nich uvedeny jeho základńı vlastnosti (s, h, v, tx + ty), kde s je počet stěn, h počet

hran, v počet vrchol̊u a součet tx + ty znač́ı jaké počet a typ mnohoúhelńık̊u tvoř́ıćı

Archimédovo těleso. Např́ıklad 83 + 64 udává, že je těleso tvořeno osmi trojúhelńıky

a šesti čtverci. [3]

Nyńı si řekneme jak sestrojit některá Archimédova tělesa. Cuboctahedron, na obr.7.1,

lze sestrojit hned ze dvou Platónových těles. Z pravidelného osmistěnu a pravidelného

šestistěnu. Postup konstrukce je v obou př́ıpadech totožný. Sestroj́ıme středńı př́ıčky

(spoj́ıme středy všech sousedńıch hran v mnohostěnu) a tyto středńı př́ıčky jsou hra-

nami Cuboctahedranu. Lze si představit rovinu, která je tvořena dvěmi př́ıčkami, jenž

vedou ze stejného bodu. Ve stkutečnosti bude tato rovina obsahovat i třet́ı př́ıčku spo-

juj́ıćı druhé vrcholy př́ıček tvoř́ıćıch rovinu. Touto rovinou oř́ızneme vrchol pravidelného

mnostěnu. Po opakováńı tohoto kroku u všech vrchol̊u źıskáme Cuboctahedron.
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Obrázek 7.1: Model Cuboctahedronu (14, 24, 12, 83 + 64) v programu Cabri3D

Stejným zp̊usobem jako Cuboctahedron lze z pravidelného dvanáctistěnu nebo

z pravidelného dvacetistěnu sestrojit Icosidodecahdron. Sestrojený Icosidodecahedron

je na obr. 7.2.

Obrázek 7.2: Model Icosidodecahedronu (32, 60, 30, 203 + 125) v programu Cabri3D
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Daľśım zp̊usobem konstrukce je ořezávat vrcholy Platónových těles v 1
3
délek hran

sb́ıhajićıch se ve vrcholech. T́ımto zp̊usobem lze sestrojit Truncated tetrahedron (z pra-

videlného čtyřstěnu) na obr. 7.3, Truncated hexahedron (z pravidelného šestistěnu)

na obr. 7.4, Truncated octahedron (z pravidelného osmistěnu) na obr. 7.5, Truncated

icosahedron (z pravidelného dvanáctistěnu) na obr. 7.6, a Truncated dodecahedron

(z pravidelného dvacetistěnu) na obr. 7.7.

Obrázek 7.3: Model Truncated tetrahedronu (8, 18, 12, 43 + 46) v programu Cabri3D

Obrázek 7.4: Model Truncated hexahedronu (14, 36, 24, 83 + 68) v programu Cabri3D
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Obrázek 7.5: Model Truncated octahedronu (14, 36, 24, 64 + 86) v programu Cabri3D

Obrázek 7.6: Model Truncated icosahedronu (32, 90, 60, 125+206) v programu Cabri3D

Obrázek 7.7: Model Truncated dodecahedronu (32, 90, 60, 203 + 1210) v programu

Cabri3D
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Kombinaćı výše uvedených zp̊usob̊u sestroj́ıme Truncated cuboctahedron a Trun-

cated icosidodecahedron. Nejprve sestroj́ıme pomoćı prvńı metody Cuboctahedron re-

spektive Icosidodecahedron a následně podle druhé metody ořežeme nově vzniklé vr-

choly v 1
3
délek hran sb́ıhajićıch se v těchto vrcholech. Po aplikaci druhé metody nám

vzniknou zmiňované Truncated cuboctahedron na obr. 7.8 respektive Truncated ico-

sidodecahedron na obr. 7.9.

Obrázek 7.8: Model Truncated cuboctahedronu (26, 72, 48, 124 + 86 + 68) v programu

Cabri3D

Obrázek 7.9: Model Truncated icosidodecahedronu (62, 180, 120, 304 + 206 + 1210) v

programu Cabri3D
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Ještě složitěǰśı postup konstrukce je u posledńıch čtyř Archimédových těles. Jsou

to Rhombicuboctahedron na obr. 7.10, Snub hexahedron na obr. 7.11, Rhombicosido-

decahedron na obr. 7.12 a Snub dodecahedron na obr. 7.13.

Obrázek 7.10: Model Rhombicuboctahedronu (26, 48, 24, 83 + 184)

Obrázek 7.11: Model Snub hexahedronu (38, 60, 24, 323 + 64)
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Obrázek 7.12: Model Rhombicosidodecahedronu (62, 120, 60, 203 + 304 + 125)

Obrázek 7.13: Model Snub dodecahedronu (92, 150, 60, 803 + 125)

7.1 Archimédova tělesa kolem nás

Archimédova tělesa nejsou kolem nás tak časté jako ostatńı křivky a tělesa představené

v této práci. Většinou se použ́ıvaj́ı jako dekorativńı prvky ve stavebnictv́ı. Jako např́ıklad

na obr. 7.14, kde vid́ıme Cuboctahedron ve stanici metra Lužiny v Praze.
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Obrázek 7.14: Cuboctahedron ve stanici metra Lužiny v Praze, převzato z [24]

Bezesporu nejznáměǰśım Archimédovým tělesem je Truncated icosahedron. Tvar

tohoto tělesa vytvořeného oř́ıznut́ım vrchol̊u pravidelného dvanáctistěnu v 1
3
délek hran

sb́ıhajićıch se ve vrcholu slouž́ı jako vzor pro fotbalový mı́č na obr. 7.15.

Obrázek 7.15: Fotbalový mı́č a model Truncated icosahedronu
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Kapitola 8

Závěr

Touto praćı jsem chtěl představit některé možná méně známé křivky či tělesa, se

kterými se můžeme každý den dostat do kontaktu. Aniž si to někdy uvědomujeme,

je kolem nás nepřeberné množstv́ı křivek, ploch a těles a jejich pochopeńı nám může

pomoci při studiu matematiky a geometrie. V práci jsem použ́ıval programy dynamické

geometrie GeoGebra a Cabri3D. Tyto programy jsou z velké části intuitivńı a dobře se

s nimi pracuje. Nav́ıc modely v nich vytvořené tvoř́ı nejen podstatnou část mé práce

ale také přehledné a názorné materiály, jenž mohou být využity při výuce matematiky

a geometrie prakticky na všech typech a stupńıch škol.

V každé kapitole byla představena jiná křivka či těleso. Byl u nich uveden popis,

vlastnosti a výskyt v našem okoĺı. Vše bylo, kv̊uli přehlednosti a názornosti, doplněno

o obrázky ve výše zmı́něných programech dynamické geometrie.
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