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Anotace
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tyto discipliny v jejich tzkém vztahu k redlnému svétu. Cilem bakalaiské préce je vy-
tvorit soubor materidli, které budou vénovany takovymto jevam. Tak, aby bylo mozné

je vyuzit pii vyuce matematiky a geometrie.
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Kapitola 1
Uvod

Geometrie nas provazi celym nasim zivotem. Je doslova vsude okolo nas. Uz od pocatku
nasich déjin lidé objevovali, ze nékteré geometrické tvary jsou pro né vyhodné. Napiiklad
jeskyni lidé pochopili, Ze se jim bude zvér lépe lovit s klackem sefiznutym do hrotu.
Dalsim typickym piikladem vyhodnosti nékterych geometrickych tvaru je jeden z nej-
i nasim hmatem. Hmatem dokazeme dokonce zjistit nerovnosti na plose, které pouhym
okem nezaznamename. Geometrie je dulezitou soucédsti naseho svéta. Pro stavebnictvi
a strojirenstvi je ptimo nepostradatelna. Geometrickych tvaru je nepreberné mnozstvi.
Af uz se jednd o tvary, jez zname ze zakladni ¢i stfedni skoly, nebo mnohem slozitéjsi
kiivky, télesa a plochy. V této praci jsou predstaveny vybrané kiivky a télesa, které
muzeme 7z naseho okoli znat. Jsou u nich uvedeny jejich vlastnosti, modely a fotogra-
fie z prostredi, které nas obklopuje a kde se s nimi muzeme setkat. Jedna kapitola
je vénovana prokladanim kiivky na fotografii v programu GeoGebra. Na takto upra-
venych fotografiich muzeme vidét zvyraznéné kiivky v prostiedi, v kterém se bézné
pohybujeme a moznd jsme si jich ani nevsimli nebo o nich takto nepremysleli. Foto-
grafie s prolozenymi kfivkami jsou velmi vdéénymi a ndzornymi pomocniky pfi vyuce

matematiky a geometrie.



Kapitola 2

Prokladani krivek na fotografii

v programu Geo(ebra

V této praci je casto vyuzivana metoda proklddani kiivek na fotografii v programu
GeoGebra. Prokladani kiivek na fotografii se hojné vyuziva diky své ndzornosti. Ctenas
si nemusi krivku predstavovat ani ji na obrazku hledat protoze kiivka je mu na obrazku
nazorné prezentovana. PopiSeme si proto postup jak tuto metodu zvladnout. Pro lepsi
orientaci v programu je ke kazdému kroku pfipojen i obrazek, z néhoz je patrné presné

umisténi pozadovanych ikon nebo ménicich se parametriu.

2.1 Vkladani obrazku

Prvnim krokem je vlozeni obrazku. Jak je zrejmé z obr. 2.1, na panelu nastroju klikneme
na Sipku v pravém dolnim rohu ikony VioZeni textu (na ikoné je ABC), ¢imz se nam

rozbali nabidka pod touto ikonou. Z nabidky vybereme VioZit obrazek.



Soubor Upravy Zobrazit Perspektivy Nastaveni Nastroje Okno Napovéda
N == -

LHEcr A5c Viozit text
<% Viozit obrazek

& Pero

aZs Vztah mezi dvéma objety
A Pravdépodobnostni kalkulacka
E/ Kontrola funkce

Obrazek 2.1: Vlozeni obrizku

Poté klikneme na nakresnu, kde chceme obrazek vlozit. Objevi se nam tabulka

obdobndé té na obr. 2.2. Vybereme z ni obréazek, ktery chceme do programu GeoGebra

vlozit. Po vybéru obrazku potvrdime ikonou oteviit (v pravém dolnim rohu tabulky)

nebo dvojklikem na vybrany obrazek.

7 Oteviit Iéf
Prozkoumat | | Nova sloZka - ¥ E-
i} ™ (05032013315 =™ 17062013352 ™ 19032013320
Naposlec ™ (05032013316 ™ 17062013353 ™ 19032013321
oteviené ™ 15012013309 ™ 17062013354 ™ 19032013322
polozky ™ 17062013347 ™ 17062013355 ™ 19032013323 NAnled nenf k dispazici
m ™ 17062013348 ™ 17062013356 ™ 19032013324
Ploch ™ 17062013349 ™ 17062013357 ™ 21032013326
N3 m 17062013350 = 17062013358 = 27122012306
i ™ 17062013351 ™ 17062013359 ™ 27122012307
Dokumer - -
. ".“" Nazev souboru;
otitaé . X
o Typ souboru: Obrazek (.jpg, .jpeg, .png, .gif, .tif, .bmp) >

Obrazek 2.2: Vybér obrazku k vlozeni



2.2 Vlastnosti obrazku

Jak napovida nazev kapitoly, uvedeme si zde, kde muzeme ménit jednotlivé vlastnosti
vlozeného obrazku. Na vlozeny obrazek klikneme pravym tlac¢itkem mysi a v zobrazené
tabulce zvolime moznost Viastnosti. Na obr. 2.3 vidime tabulku, v niz muzeme ménit
vlastnosti obrazku. Pti prokldadani obrazku kiivkou nas bude prioritné zajimat vlast-
nost Nepruhlednost pod zdlozkou Styl. Nepruhlednost snizime na 50%, ¢imz posléze
dosdhneme lepsi viditelnost prokladané kfivky, pfi ménéni jejich parametru a snahy
dosdhnout co nejlepsiho piekryti prokladané kiivky s kiivkou na vlozeném obréazku,
a snaze umistime naptiklad stfed kfivky na obrazku do stfedu soutfadného systému

(pomoci nastroje Ukazovdtko).

©F Vlastnosti ||
Objekty Zakladni| Styl Pozice| Pro pokrogilé | Skriptovani
=-Obrazek
~~ obrazek1 | Neprihlednost
U

0 25 50 75 100

Pouzit interpolaci

7 Zrusit || Pouzit vychozi |

Obrazek 2.3: Vlastnosti obrizku



2.3 Vkladani parametra a krivky

Pii konstrukeci krivky je, kvuli snadnému zobrazovani a skryvani posuvniku, vhodné
mit zobrazené Algebraické okno. Pokud méte Algebraické okno skryté lze ho jednoduse
zobrazit. Kliknete na hlavnim panelu na nabidku Zobrazit a vyberete Algebraické okno.
Ptesné umisténi nabidky Zobrazit vidime na obr. 2.4. Druhou moznosti je zobrazeni

pomoci klavesové zkratky Ctrl4-Shift+A.

Lo e
Soubor Upravy [Zobrazit| Perspektivy Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

= O3y
[Eec- & Mrizka
Algebraické okno Ctri+Shift+A [
Tabulka Ctri+Shift+S B
¥ Nékresna Ctri+Shift+1
Nakresna 2 Ctrl+Shift+2 |
Zapis konstrukce Ctri+Shift+L
Klavesnice
Vstupni pole it
9 8 7 Panel nastroja » S 5 6
Naviga¢ni panel pro krokovani konstrukce » R
2 Prekreslit Ctrl+F
Ctri+R

Prepocitat véchny bjekty

Vstup: a

Obrazek 2.4: Zobrazeni Algebraického okna

Tvar kiivky muzeme ménit pomoci parametru. Proto nejprve pti konstrukcei krivky
zaddme parametry. V nasem piikladu pouzijeme logaritmickou spiralu, kterd ma obec-

nou rovnici:

r(p) = ae™, (2.1)

kde a,b € R jsou parametry ovliviiujici tvar logaritmické spirdly. V prvni fadé zadame
parametry a a b. Zadavani parametru je jednoduché. Do Vstupu (fddek u spodniho

okraje) zaddme ”a ="a ndmi zvolenou hodnotu. Analogicky postupujeme pii zadavéani
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parametru b. Chtél bych upozornit, ze pti zaddvani desetinnych mist v programu Geo-

Gebra nepiseme desetinou ¢arku ale desetinou tecku. Do Vstupu proto piseme naptiklad

d=1.3.

Nami zadané parametry jsou nyni nezobrazené. Zobrazime je kliknutim na prazdné

kolecko vedle jejich hodnot v Algebraickém oknu. Nyni se nam zobrazily jako po-

suvnik, nebot to jsou volné objekty a jejich hodnotu muZeme libovolné ménit. Pro

lepsi nézornost a praci s posuvnikem si upravime nékteré jeho vlastnosti. Pro zob-

razeni vlastnosti posuvniku postupujeme stejné jako pri zobrazeni vlastnosti obrazku

v oddilu 2.2 na strané 6. Ze zakladnich vlastnosti na obr. 2.5 vybereme Zobrazit po-

pis a nastavime ho na Ndzev & Hodnota. V zalozce Posuvnik muzeme upravit interval

posuvniku a délku jednotlivého posunu. V nasem piipadé je hodnota Kroku 0.1.

€7 galaxieggb

= @] = |

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

Eolm|FND

v

oF
&

Vstup:

TlLEm-
rg =244

)

= Obrazek

Zobrazit objekt

V| Zobrazit popis: Nazev & Hodnota ~

Nazev

EIAnimace zapnuti s

Hodnota

8P y objekt
omocny obje Popisek

- Pozice | Pro pokrogilé | Skriptovani
> ohrazeK Zakladni  Poswnik | Barva | Styl
= Parametric
- b Nazev: r_0
- Cislo Hodnota: 2.44
o a
@ Popisek:

Obrazek 2.5: Vlastnosti posuvniku

Parametry jiz mame zadany a proto muzeme piikroc¢it k zadani rovnice kiivky. Tu

opét napiseme do Vstupu. V nasem konkrétnim ptipadu je to trochu komplikovanéjsi.

Obecna rovnice logaritmické spirdly (2.1) je v poldrnich soutadnicich, v kterych pro-



gram GeoGebra nepracuje. Proto do Vstupu zadame piikaz:

Krivkalb x a®cos(a),b x a®sin(a), a, =50, 50]. Po potvrzeni piikazu se zobrazi ndmi
pozadovand kiivka. Pro lepsi prehlednost si muzeme kiivku barevné odlisit. Zobrazime
si tabulku vlastnosti kfivky stejnym postupem jako tabulku vlastnosti obréazku v oddilu
2.2 na strané 6. Jak vidime na obr. 2.6, v zélozce Barva mame velky vybér barev. My

jsme v nasem prtikladu zvolili barvu ¢ervenou.

€7 galavieggh =B = ]
Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

Bt
Ukazovatko: Pfesun nebo wib&r objektd (zrudit kidvesou Esc) &

+ Algebraické okno

= Parametricka kfivka

x = 2.44.0.88“ cos () r [ & predvolby - galadieag
a . 0= -

y =2.44.0.88" sin(a) @A EES

= Cislo ||= Obrazek . . —- E B

; Zakladni Barva | Styl| Pro pokrogilé | Skriptovani

©a=088 ~ o obrazeK ‘ | ty| P P ‘

sr,=244 = Parametric
% b
= Cislo

e

v anw

@ b

Nahled: [_] 255,0,0

Neprihlednost

07

4 . b \

Vstup:

Obréazek 2.6: Vybér barvy v tabulce vlastnosti kfivky



Dostali jsme se do faze kdy mame jiz vlozeny obrazek i kfivku. Dalsim postu-
pem je nalezeni vhodné kombinace hodnot parametru tak, abychom nasi kiivkou co
moznd nejpresnéji prekryli kiivku na obrazku. Parametry ménime posunem bodu po
posuvniku, ktery danému parametru nélezi. Po nalezeni vhodné kombinace hodnot pa-
rametru, upravime obrazek. Nejprve skryjeme posuvniky (kliknutim na plné kolecko
vedle jejich hodnot v Algebraickém oknu), upravime nepruhlednost obrédzku na 100%
a skryjeme Algebraické okno. Nésledné prizptusobime velikost okna programu GeoGe-

bra velikosti nami vlozeného obrazku. Vysledna podoba by méla odpovidat obr. 2.7.

Upravy ZcbraZ|t Nastavenl Nastrole Okno Napoveda

D[S B EOEEND

Lﬁli‘

Vstup: =

Obrazek 2.7: Koneéna podoba
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Pro dalsi praci s timto, nami vytvorenym, obrazkem je vyhodné ho exportovat do
formatu eps. Obrazek ve formatu eps muzeme déle vyuzivat napiiklad v textovych edi-
torech, v prezentacich atd. Proto si na zavér této kapitoly popiseme jak nasi vyslednou
praci v programu GeoGebra exportujeme do formatu eps. Postup je jednoduchy, jak
muzeme vidét na obr. 2.8. Na hlavni listé rozbalime nabidku Soubor, najedeme na FEz-
port a z nabidky vybereme Dynamicky ndhled jako obrdzek (png, eps). Objevi se ndm
tabulka, v niz muzeme upravit méfitko a pripadné vybrat jiny z nabizenych formétu
(png, pdf, svg nebo emf). Pro dokonceni zvolime UloZit a v nasledné tabulce vybrat

umisténi kam chceme ulozit obrazek ve formatu eps.

[ Eovg okno \i/
ovy 9
& Otevrit ... Ctrl+O
& Otevrit webovou stranku ...
Posledni 4
® Ulozit Ctri+S
Ulozit jako ...
2 Sdilet... :
Export 1[# Dynamicky pracovni list jako webova stranka (html) ... Ctrl+Shift+W
P B Graficky nahled jako obrazek (png, eps) ... Ctrl+Shift+P
0 Ci+P | Graficky nahled jako animace GIF ..
Alt+F4 |0 Kopirovat nakresnu do schranky Ctrl+Shift+C

[ Zavrit

Graficky nahled jako PSTricks ... Ctrl+Shift+T
Graficky nahled jako PGF/TIkZ ...
Graficky nahled jako Asymptote ...

Obrazek 2.8: Export do formatu eps
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Kapitola 3
Retézovka

Retézovka je krivka tvaru ohebného vlakna po svém obvodé rovnomeérné zatizeného,
zaveésencho ve dvou bodech, které nemusi byt ve stejné vysi [1].

Obecna rovnice fetézovky je:

a, = .
Yy = §(eE+eT), (3.1)

kde a je polomér kiivosti pro vrchol fetézovky.
V nékterych zdrojich se muzeme setkat také s rovnici ve tvaru
y = a-cosh(?), kde a je polomér kiivosti. UkdZeme si vztah mezi témito dvéma

rovnicemi. Hyperbolicky cosinus je definovan vzorcem (3.2).

cosh(z) = ;(ew +e ) (3.2)

Na prvni pohled je zfejmé podobnost mezi timto vzorcem (3.2) a obecnou rovnici

fetézovky (3.1). Substituci nahradime ve vzorci (3.2) z za ¥ a dostaneme (3.3)

cosh (m) = ;(ei +eo) (3.3)

a

Z obecné rovnice (3.1) muzeme vyjadrit:

(v +e) :y~2 (3.4)

12



Pomoci substituce dosadime do (3.3) a dostaneme rovnici:

T 1

cosh (a) =5y (21 (3.5)

Nakonec zkratime zlomky na pravé strané rovnice (3.5) a celou rovnici vynasobime

a. Po téchto upravach dostaneme koneény tvar

y = a - cosh (x) (3.6)

a
Z obecné rovnice fetézovky (3.1) muzeme fetézovku interpretovat jako aritme-

ticky prumér y-ovych soutadnic exponencidly stoupajici a klesajici, jez se lisi pouze

ve znaménku v exponentu . Tento jev si predvedeme nazorneé:

a=34
f(x)=3.4 / 2 eM(x | 3.4)

|
I
I
| g(x)=3.4/2 e”((-x) / 3.4)
I

[ a1=1.06 a'1=1.06
a2=0.85 a'2=0.85

Obrézek 3.1: Retézovka jako aritmeticky primér exponencily

Pro lepsi prehlednost jsou eponencidly na obr. 3.1 jiz vydéleny dvéma. Tudiz pro
ziskani jejich aritmetického pruméru y-ovych souradnic je sta¢i pouze secist. Na obrazku
vidime dvé kolmice na osu x a pruseciky téchto kolmic s exponencidlami a osou .
Pruseciky s exponencidlami jsou body A}, A, A, a AJ a pruseciky s osou z jsou body
C a D. Pro potvrzeni tvrzeni, ze fetézovka jde sestrojit jako aritmeticky prumér y-
ovych soutadnic exponencidly klesajici a rostouci muzeme postupovat nékolika zpusoby.
Jednim ze zpusobu je secteni délek usecek |C'Aj| a |C'AY|. Takto vznikne bod A,

ktery dédle zkoumame zda lezi na fetézovce h. Dalsim zpusobem, ktery je znazornén na

13



obr. 3.1, je porovnani délek usecek |C'AY| a |A]A;| kde bod A; je prusecikem kolmice
na osu x a retézovky. Pokud je tvrzeni, ze fetézovka je aritmetickym prumeérem y-ovych
soufadnic exponcialy rostouci a klesajici pravdivé, musi se délky téchto dvou tsecek
rovnat. Pro kontrolu je zde zndzornéna druhd kolmice na osu x, pro niz plati totéz. Pro
sestrojeni obr. 3.1 byl pouzit program dynamické geometrie GeoGebra, kde lze ménit
parametr a a posouvat kolmice na osu z a tim ménit i souradnice pruseciku.

Retézovka je soumérns podle osy y. Vrchol lezici na ose y je nejhlubsim bodem
fetézovky a osa x lezi nize o parametr a, jenz je polomérem kiivosti pro vrchol fetézovky.
Retézovka je urGena parametrem nebo dvéma body (zavésy) a vrcholovou te¢nou
(hloubkou prohnuti, hloubka nejnizsiho bodu) [1].

Na zékladé podobnosti Fetézovek muzeme najit vrchol jedné fetézovky pomoci jiné

fetézovky:

5 4 -3 2 -1 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10[111 12 13 14 15

Obrazek 3.2: Zjisténi vrcholu pomoci podobnosti fetézovek
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Na obr. 3.2 mame zadanou fetézovku f, zdvésné body druhé tetézovky A’, B’
a vrcholovou tecnu v. K zadané fetézovee f vedeme pét libovolnych sec¢en rovnobéznych
s tseckou |A'B'|. Pruseciky Ay, A}, By, By, Cy, C1, Dy, D}, Ey a E spojime s vrcho-
lem J. Sestrojime rovnobézky téchto spojnic, které prochéazi body A’ a B’. Bodem
A’ vedeme rovnobézky spojnic, které spojuji se stiredem J body A;, By, C1, Dy a Fy,
a bodem B’ vedeme rovnobézky spojnic, jez spojuji stied J s body A}, B, C, D} a EJ.
Takto nam vznikly body Ay, B, Co, Dy a FEo. Tyto body spojime kiivkou. Prusecik
ktivky spojujici body As, By, Co, Dy a E5 s vrcholovou teénou v je hledanym vrcholem
V.

2 -
o AG 3, = 1.62
6-5-4-3-2-1]012 3456 7 8 9 10/11121314 151617

Obrazek 3.3: Zjisténi parametru a pomoci podobnosti fetézovek

Déle musime zjistit parametr a. Pro lepsi prehlednost si tuto konstrukci ukazeme
samostatné na obr. 3.3. Spojime jeden ze zavésnych bodu s nalezenym vrcholem V',
v nasem piipadé je to bod A’. Sestrojime rovnobézku se spojnici A’V prochézejici
vrcholem zadané fetézovky J. Prusecik rovnobézky a fetézovky nazveme bodem A.
Bod A spojime s pocdatkem souradného systému O. Sestrojime rovnobézku s tseckou

|AO| prochézejici bodem A’. Tato rovnobézka vytne na ose y parametr a.
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3.1 Retézovka v piikladu

Retézovka muze mit uplatnéni i pii pocetnich tlohach. Pro nazornost si jednu uvedeme:

Priiklad 1. Spocitejte délku rTetézu zavéSeného na dvou sloupcich ve stejné vysce ve

vzdalenosti 3 m a provéseného o 0,3 m.

Reseni: Vzorec pro vypocet délky kiivky je:

L= [T+ (@), (3.7)

kde m, n jsou dolni a horni mez urcitého integrdlu a f(x) je rovnice charakterizujici
kiivku.

Do vzorce (3.7) musime dosadit rovnici fetézovky. V nasem piipadé tedy pocitame

n z -z s~ s ¥ ~ ’ . .
[ = fr/; \/1 + ((5(e= +e%))")? To znamend, ze v prvni fadé musime zjistit parametr a.
Parametr a muzeme zjistit napiiklad pomoci programu dynamické geometrie GeoGe-
bra.

a=38 1
0.5
~__C E 3 D/
A 0l0.3 | B
| -1 Olo 1 |
051

Obrazek 3.4: Zjisténi parametru a pomoci programu GeoGebra
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Nejprve sestrojime kolmice na osu x prochézejici body A = [—1.5;0] a B = [1.5;0].
Vzdalenost mezi body A a B prezentuje vzdalenost mezi sloupky, na nichz je zavésen
fetéz. Zvolime ndhodné parametr a. Napitklad a = 1. Rovnici f(z) = %(es +e7)
zaddme do prikazového tadku a tim sestrojime fetézovku. Sestrojime body C a D,
coz jsou pruseciky fetézovky a kolmic na osu z. Ziskdme bod E, E € |CD| A E € y,
a tim nam vznikne tsecka OF, kde O je pocatkem souradnicového systému. U tsecky
OF si zapneme zobrazeni popisu pomoci hodnoty, které ndm zobrazuje délku tsecky
OFE. Pomoci nastroje posuvnik nyni muzeme postupné ménit parametr a a sledovat
jak se méni délka usecky OF, kterda ndam prezentuje provéseni fetézu. Parametr a
ménime dokud nedosdhneme pozadované hodnoty provéseni 0, 3m. Vysledny parametr
a dosadime do rovnice (3.1) a vyslednou funkci do rovnice (3.7).

Po zjisténi parametru a uz lehce dopocitdme délku [ fetézu. Pro samotny vypocet

muzeme pouzit algebraicky pocitacovy program. Naptiklad program Maple.

> restart;

Parametr a
> a:=3.8;

a:= 3.8

Rovnice nasi konkrétni retézovky
> Retezovka:=a/2x*(exp(x/a)+texp(-x/a));
Retezovka := 1.900000000 e(©-26315789472) 1 1 900000000 e(~0-2631578947 )

Vypocet délky fetézu
> Delka:=Int(sqrt(1+diff (Retezovka,x)"2),x=-1.5..1.5);

Delka := /1'5 \/1 + (0.4999999999 (02631578947 x) _ (). 4099999999 e(—0-2631578947 2))2 (]
> valu;lti)elka) ;
3.078517819
Délka retézu je priblizné 3,08 m.
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3.2 Retézovka nebo parabola?

Jednim z néjvétsich stavitelskych tspéchu jsou bezesporu visuté mosty. O nékterych
se po pravu mluvi jako o novodobych divech svéta. Na prvni pohled by se mohlo zdat,
ze jejich lana maji tvar fetézovky. Je tomu ovsem tak?

U visutych mostu lana nenesou pouze svoji vahu ale je na né prenaseno i zatizeni ze
samotné mostovky. Hmotnost kazdé sekce mostovky je podporovana napétim lana nad
nim [8]. Na obr. 3.5 vidime vymodelovanou ¢dst visutého mostu a budeme zjistovat

rovnici zadvésného lana pomoci smérnice jeho tecny.

Obrézek 3.5: Model ¢asti visutého mostu
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V obr. 3.5 muzeme nalezt dvé rovnice:

T-sin(a) =h-x (3.8)
T - cos(a) = ¢, (3.9)

kde h je délkova hustota zavésného lana a ¢ je konstanta. Rovnice (3.8) a (3.9) spojime

do jedné rovnice pomoci funkce tan, protoze tan(a) = %((z)) Vysledna rovnice bude
mit tvar:
h
T -tan(a) = — -z (3.10)
c
Nasledné ji upravime do tvaru:
tan(«) h (3.11)
an(a) = —— - x .
c-T

Rovnice smérnice tecny je, jak je znamo, derivaci rovnice kiivky podle x. Plati tedy:
dy  h
dr ¢ T

poslednim krokem je integrace rovnice (3.12). Koneénd rovnice kiivky zavésného lana

x (3.12)

nam vyjde:

h 2
cT " (3:13)

U visutych mostu maji tedy zavésnd lana tvar paraboly. Jeden z visutych mostu se

y:

zvyraznénou parabolickou kfivkou a zobrazenou rovnici kiivky vidime na obr. 3.6.

Obrazek 3.6: Bosporsky most v Istambulu, pfrevzato z [13]
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3.3 Retézovka kolem nés

Retézovka je v nasem okoli znaéné zastoupena. Jednd se o jakékoliv ohebné vlgkno
nebo fetéz zavéseny ve dvou bodech. V praxi to muzou byt dekorativni fetézy, na
obr. 3.7 tetéz pred Pedagogickou fakultou Jihoceské univerzity a na obr. 3.8 fetéz
kolem Samsonovy kasny na ndmeésti Premysla Otakara II. v Ceskych Budéjovicich. Za
fetézovku muzeme pokladat i pradelni snuru na obr. 3.9. Nejrozsitenéjsim pirikladem

fetézovky jsou draty vysokého napéti na obr. 3.10.

Obrazek 3.7: Retéz u Pedagogické fakulty JCU

Obrézek 3.8: Retéz u Samsonovy kasny v Ceskych Budéjovicich
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Obrazek 3.9: Pradeln{ snura

Obrazek 3.10: Draty vysokého napéti
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Kapitola 4
Logaritmicka spirala

Logaritmicka spirala je tvorena bodem otacejicim se rovnomeérné kolem pélu a vzda-
lujicim se tak, ze pruvodice pro stejné prirustky uhlu otoceni se zvétsuji ve stejném
pomeéru [1]. Pomér dvou pruvodiéu svirajici stejné tihly je staly. Tuto vlastnost muzeme

vidét na obr. 4.1.

|BC
=186
| BA|
| BE]
=l 1.86
|BD|

Obrazek 4.1: Pomér pruvodicu
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Logaritmicka spirdla muze byt zaddana obecnou rovnici v poldrnich soutadnicich:

(@) = ae, (4.1)
kde a,b € R jsou parametry ovliviujici spiralu.

Pro zhotoveni nésledujicich obrazku jsem pouzil program GeoGebra, ktery ne-
podporuje zadavani kiivek v polarnich soutradnicich. K vytvoreni logaritmické spirdly
v programu GeoGebra je nutné nejprve zadat dvé nezavyslé proménné. Napiiklad a a
ro. Druhym krokem je zadani piikazu ”Krivka”a jeho parametru do prikazového tadku.
Ptesnou formu zapisu vidime na obr. 4.2

I ¥ log_spirala.ggb L =HACY ﬂ

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno MapovEda

=l Parametricka kfivka 8

x=11.1.2" cos(a) | aiiada
"y MR Painta) [T 0

) &) 2N S 5
El.v/v”‘f’v bv ®v ./v * k) vQ.v l.;,u":
» Algebraické okno » Nakresna =

7 Predefinovat &

I Kfivka b

Sl

Krivia[r_0 a"(a) cos(a), r_0 a*(a) sin{a), a, -50, 50]

’ Vlastnosti... ] ’ OK ” Storno H Pouzit ]

Vstup: 3 3@

Obrazek 4.2: Sestrojeni logaritmické spiraly v programu Geogebra
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Pomoci posuvniki a a ryp muzeme ovliviiovat logaritmickou spirdlu. Parametrem
ro muzeme spiralu zvétsovat ¢i zmenSovat a pomoci parametru a ovliviiujeme smeér
rotace spiraly. Pokud a € (0;1) je logaritmicka spirdla pravotocivé, je-li a € (1;2) je
levotociva, pii a = 1 z logaritmické spiraly vznikne kruznice a pii a > 2 se jiz nejedna
o logaritmickou spirélu.

Logaritmicka spirdla ma jedinou vétev. Pro kladny smysl otaceni se piiblizuje do
nekonecna a pro zaporny smyst otaceni k polu, jenz je jejim asymptotickym bodem.
Spirdla jej dosdhne po nekoneé¢nénasobném otoceni. Logaritmicka spirdla nemé osu
soumérnosti [1]. Logaritmickd spirdla je ekvianguldrni (rovnouhld). Kazdou piimku

prochézejici pélem protind pod stejnymi dhly [2].
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4.1 Logaritmicka spirala - zlaty trojuhelnik a ob-
délnik

S logaritmickou spirdlou se muzeme setkat i u jevu jako jsou zlaty obdelnik a zlaty
trojuhelnik.

Zlaty obdélnik je definovan tak, Ze pro jeho strany a, b plati: § = ¢, kde ¢ je nazyvan

1+v5

R Oddélime-1i od tohoto obdélniku ¢tverec o strané b

zlatym cislem a je rovno
vznikne opét zlaty obdélnik. Jak muzeme vidét na obr. 4.3, ¢tverce muzeme oddélovat
dale. Takto ziskame body A, B, C, D, E, F, kterymi muzeme prolozit logaritmickou
spiralu. Jeji pél P je prusecikem uhlopticky puvodniho obdélniku s uhloptickou mensiho

obdélniku [3].

Obrazek 4.3: Logaritmicka spirala prolozena zlatymi obdélniky
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Zlaty trojihelnik je rovnoramenny trojuihelnik, kde dhly pfi zédkladné trojuhelniku
maji velikost 72° a uhel pfi vrcholu je roven 36°. Zlatému ¢islu je roven pomér délky
ramene ku délce zédkladny. Od tohoto trojuhelniku muzeme oddélovat stale mensi tak,
ze délka ramene nového trojuhelniku je rovna délce zakladny puvodniho trojihelniku.
Ziskanymi krajnimi body zakladen trojuhelniku A, B, C', D, E muzeme prolozit loga-
ritmickou spirdlu. Pélem P je prusecik téznice prvniho trojuhelniku s téznici druhého

trojuhelniku [3]. Vse muzeme vidét na obr. 4.4.

Obrazek 4.4: Logaritmicka spirdla prolozena zlatymi trojihelniky
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4.2 Logaritmicka spirala kolem nas

Logaritmicka spirdla méa ve svété okolo nds ¢etné zastoupeni. Af uz se jednd o jevy,
které nemuzeme okem zachytit, jako napiiklad rust poctu bakterii, nebo jevy nam
znamé. Na nésledujich obrazcich jsou tyto jevy zachyceny spolu s ¢ervené zvyraznénou
logaritmickou spiralou pro lepsi prehlednost.

Jednim z téchto jevu je spirdlni galaxie, kterou muzeme vidét na obr. 4.5.

Obrazek 4.5: Spirdlni galaxie (ptrevzato z internetovych stranek NASA [14])
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Tropicka boufte se vytvaii nad teplym tropickym ocednem. Vzduch se to¢i z okraje
do stfedu boufe a postupné zrychluje rotaci i pohyb celého systému. Ze stoupajiciho
vlhkého vyduchu vznika srazkovitd oblacnost, kterd obklopuje oko boute [9]. Na obr. 4.6
diky obla¢nosti muzeme pozorovat zrychlovani rotace vétru a tim vznikajici tvar loga-

ritmické spirdly. Vice znatelny je tento jev na radarovém snimku obr. 4.7.

Obrazek 4.7: Radarovy obraz pocitacové polozeny na druzicovy snimek hurikanu Hugo

(prevzato z publikace [9], s.187)
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Tlakova nize se vyviji v ptripadé setkani dvou mas vzduchu o ruznych teplotach
v oblasti vzniku okluzni fronty. Studeny vzduch postupné vytlacuje teply vzduch a vzni-
ka oblast nizkého tlaku. Vlivem Corriolisovy sily vzduch v oblasti nizkého tlaku vze-
stupné rotuje [9]. Tlakovd nize patii mezi dalsi jevy, u nichz za pomoci oblaénosti

muzeme pozorovat spiralovity tvar obr. 4.8.

P ";k-*,l e

2

Obrazek 4.8: Obla¢ny vir spojeny s hlubokou tlakovou nizi (pfevzato z publikace [9],
5.40)

Tvar logaritmické spiraly se objevuje i v zivocisné 7isi. Na obr. 4.9 vidime chame-
leona a jeho chapavy ocas, ktery mu slouzi jako ”pata koncetina’a jenz je v klidové

poloze a ve spanku stocen do spirdly [10]. Na obr. 4.10 je detail ocasu chameleona.

Obrézek 4.9: Chameleon (ptevzato z publikace [10], s. 172)
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Obrazek 4.10: Ocas chameleona (prevzato z publikace [10], s. 25)

Jednim z nejzietelnéjsich jevu, kde muzeme vidét logaritmickou spirdlu, je ulita
hlemyzdé obr. 4.11. Na jejim tvaru je pékné zaznamenan exponencidlni rust. Diky
hlemyzdové ulité se s logaritmickou spirdlou setkalo, alespon jednou, velké mnozstvi
lidi.

Obréazek 4.11: Ulita

30



Zastupcem rostlinné fise ve tvaru logaritmické spirdly jsou bezesporu kapradiny.
V mladi jsou listy kapradin, na obr. 4.12, spiralovité stocené a postupné se rozvijeji
[12].

Obrazek 4.12: Rozvijejici se list kapradiny (pfevzato z publikace [11], 5.383)
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Kapitola 5
Sinusoida

Sinusoida je grafické vyjadireni prubéhu goniometrické funkce sinu, ktery je v pravothlém
trojuhelniku definovan jako pomér délky protilehlé odvésny a délky prepony, pro pro-
ménlivy thel. Sinusoidou lze rovnéz vyjadiit ¢asové rozvinuti pohybu harmonického
osilatoru. Sinusoida je také zobecnéna pro celou mnozinu R prostiednictvim jednot-
kové kruznice. To si ukazeme nize.

Obecna rovnice sinusoidy je
a+b-sin(cx + dr), (5.1)

kde a je posun posun po vertikalni ose, b je amplituda, ¢ je frekvence a d je posun po
horizontalni ose o hodnotu _—cd. Jak se muze sinusoida pomoci zmény parametru a, b,
¢ a d zménit od puvodniho grafu funkce sin(z) muzeme vidét na obr. 5.1. Na obrazku
vidime puvodni funkei sin(x) ¢drkované a vychozi funkei, pozménénou o vyse zminéné

parametry, cervene.
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Posun po vertikalni ose| Amplituda Frekvence Posun po horizontélni ose (o 7)
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Obrazek 5.1: Prubéh sinusoidy zménény pomoci parametru a, b, ¢ a d.

Jak jsme jiz uvedli sinusoida vychazi z funkce sinus. Funkce sinus je funkce licha,
omezend shora i zdola a periodicka s periodou 2kw, kde k € Z. M4 defini¢ni obor
Dy = R a obor hodnot Hy = (—1;1). Déle je rostouci v kazdém intervalu (—ir +
2km; sm+2km) aklesajici v kazdém intervalu (37 +2k; %7H—2k7r), kde k € Z. Maximum
je v bodech %ﬂ' + 2km a ma hodnotu 1, minimum ma hodnotu —1 a nalezneme jej
v bodech —%7? + 2k,

Podobné vlastnosti bude mit i sinusoida zadand rovnici (5.1). Sinusoida je omezena
shora i zdola, je periodicka s periodou 2%7@ kde k € Z a c je perioda sinusoidy. M4

definiéni obor Dy = R a obor hodnot H; = (a — b;a + b), kde a je posun po vertikalni

1 1
. . . S , C i —l_dyok  L-dt2k
ose a b je amplituda. Sinusoida je rostouci na kazdém intervalu ( Ty 7T)

o Cas 1 —d+2k
a klesajici na kazdém intervalu

3—d+2k . .
; 7w ] kde k € Z, d je posun po hori-
C
. : . . 1—d+2k
zontdlni ose a c je frekvence. Maximum je v bodech 2——
1
—1_di2k
——.

7 a minimum je v bodech
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5.1 Definice sinu pomoci jednotkové kruznice

Sinus muzeme definovat také pomoci jednotkové kruznice. Jednotkova kruznice je
kruznice se stfedem v pocatku soustavy souradnic, polomérem r» = 1 a plny thel je 27.
Na obr. 5.2 mame jednotkovou kruznici. Body J, J; a M lezi na jednotkové kruznici

a maji souradnice J = [1;0], J1 = [0;1] a M = [z Y]

Obrazek 5.2: Jednotkova kruznice
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Déle si definujeme zobrazeni U, které kazdému realnému cislu pritradi pravé jeden

orientovany uhel JOM . Zobrazeni U popiSeme néasledné:

Definice 1. 1. KaZdému redlnému cislu xo € (0;2m) priradime bod M € k, kde k je
jednotkovd kruznice, Pro néjz plati:

a) Pro xy € <0; g) je uhel JOM édsti uhlu JOJy, pro xy € <g, 27r> obsahuje ihel JOM
whel JOJ; jako svou édst.

b) Délka oblouku JM je rovna xy. Vzhledem k tomu, Ze k je jednotkovd kruznice, je xg

zdaroven ciselnou hodnotou velikosti whlu JOM v obloukové mire.

2. Je-li xy € R — (0;2m), urcime nejdiive takové cislo xo € (0;2m) a takové éislo
k € Z, aby platilo v = xq + k - 2w. Potom priradime cislu x stejny bod M jako je

pritazen ¢islu xo.[4]

Véta 5.1.1. Necht x je libovolné rediné ¢islo a Mlxyr;ya] bod jednotkové kruznice
sestrojené v kartézké soustavé souradnic, ktery je prirazen c¢islu x v zobrazeni U.

Funkct sinus se nazyjvd funkce, ve kterém je kazZdému x € R prirazeno yyr.[4]

Na obr. 5.3 je véta 5.1.1 ndzorné zobrazena. Z obrazku je patrna cyklicita funkce
sinus a zobrazovani mnoziny realnych ¢isel na jednotkovou kruznici.

»

21
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Obrazek 5.3: Jednotkova kruznice a funkce sinus
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5.2 Sinusoida kolem nas

Mozna si to ani neuvédomujeme ale na sinusoidu ve svété kolem nas muzeme relativné
¢asto "narazit”, at uz ”jen”jako popis harmonického kmitavého pohybu nebo jevii,
v kterych muzeme sinusoidu pozorovat i bez ¢asové zavislosti. Diky svému libivému
tvaru se muze napriklad vyuzivat k dekorativnim tvarum. Jako na obr. 5.4, kde muzeme

vidét dekorativni prvek tvaru sinusoidy na stitu domu v centru mésta.

Obrazek 5.4: Stit domu
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Plech nebo drét zvlnény do sinusoidy jsou odolnéjsi viéi narazim a méneé se prohybaji.
Proto se vyuziva plechovych plotii s sinusoidalnim profilem obr. 5.5. Zvlnéné draty se

do sebe 1épe zaplétaji a vyrabéji se z nich tatkéz ploty na obr. 5.6.

Obrazek 5.5: Profil vlnéného plotu

Obrazek 5.6: Plot z vlnénych dratu
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Jeden z nejvyznamnéjsich jevi kde se vyskytuje sinusoida je prubéh stiidavého

proudu. Ten muzeme vidét na osciloskopu na obr. 5.7.

Obrazek 5.7: Prubéh stridavého proudu na osciloskopu
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Kapitola 6
Platonova télesa

Platénova télesa jsou také znama pod nédzvem pravidelné mnohostény. Stény pravi-
delnych mnohosténu tvoii shodné pravidelné mnohouhelniky a ve vSech vrcholech se
stykd stejné mnozstvi hran (vrcholy jsou stejného typu). Platénova télesa maji dalsi

zajimavou vlastnost. Je mozné jim vepsat i opsat kulovou plochu. Vepsand kulova

Vepsané kulové plochy jsou nize na obrazcich. Postupné to jsou: kulova plocha
vepsand pravidelnému ¢tyfsténu, na obr. 6.1, pravidelnému Sestisténu, na obr. 6.2,
pravidelnému osmisténu, na obr. 6.3, pravidelnému dvanactisténu, na obr. 6.4 a pravi-

delnému dvacetisténu, na obr. 6.5. Cervené body jsou stiedy stén Platénovych téles.
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Obrazek 6.1: Kulova plocha vepsana pravidelnému c¢tyrsténu

Obrazek 6.2: Kulova plocha vepsana pravidelnému Sestisténu

Obrazek 6.3: Kulova plocha vepsana pravidelnému osmisténu
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Obrazek 6.4: Kulova plocha vepsana pravidelnému dvanactisténu

Obrazek 6.5: Kulova plocha vepsana pravidelnému dvacetisténu
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V 18. stoleti svycarsky matematik a fyzik Leonhard Euler formuloval vztah mezi

poctem vrcholu v, hran A a stén s konvexniho mnohosténu.

v—h+s=2 (6.1)

tento vzorec se nazyva Eulerovym vztahem. NiZe si ukdzeme, Ze u jednotlivych Platé-
novych téles plati.

Platénovych téles je pét. Jsou to ¢tytstén, Sestistén (krychle), osmistén, dvanactistén
a dvacetistén. V antickém Recku méla tato télesa svoji symboliku. Podle filosova
Platéna je ¢tyistén symbolem ohné, krychle symbolem zemé, osmistén symbolem vzdu-
chu, dvacetistén symbolem vody a dvanactistén predstavoval jsoucno. Pravidelnymi
mnohostény se nechal inspirovat také matematik a atronom Johannes kepler, ktery
je v 16. stoleti pouzil ve svém planetarnim modelu. Kepleruv planetdrni model je na
obr. 6.6.

Obrazek 6.6: Kepleruv planetarni model, prevzato z [15]
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6.1 Dualita Platéonovych téles

U Platénovych téles se muzeme setkat s tzv. dualitou téles. O dualité dvou téles
mluvime, lze-li dvé télesa do sebe vepsat, ptficemz vrcholy vepsaného télesa lezi ve
sttedech stén druhého télesa. Je tedy nutné aby pocet vrcholu vepsaného télesa a pocet
stén druhého télesa byly rovny. Pocty vrcholu a stén jednotlivych Platénovych téles
jsou uvedeny nize. Muzeme shrnout, ze z Platonovych téles jsou dudlni Sestistén s os-
misténem, na obr. 6.7, dvanactistén s dvacetisténem, na obr. 6.8 a specialni piipad je

Ctytstén, jenz je dudlni sém se sebou, na obr. 6.9 [3].

N

\\V’

Obrazek 6.7: Dualita pravidelného Sestisténu a osmisténu
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Obréazek 6.8: Dualita pravidelného dvanactisténu a dvacetisténu
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Obrazek 6.9: Dualita pravidelného ¢tytsténu se sebou samym
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6.2 Vypocet obsahu a objemu Platéonovych téles

Popiseme si vzorce pro vypocet objemu a obsahu Platonovych téles. Konkrétni vzorce
si uvedeme nize u jednotlivych téles. Nyni si uvedeme obecné vzorce na vypocet obsahu
a objemu Platénskych téles. Nejprve si definujeme jednotlivé proménné: n je pocet stén
télesa, s je délka hrany stény télesa, S, je celkova plocha télesa, V,, je objem télesa,
r je vzdalenost ze stfedu mnohosténu do vrcholu mnohosténu a a je vzdalenost ze
stfedu mnohosténu do stfedu stény mnohosténu. Déle si definujeme Ax(s) jako obsah
pravidelného mnohothelniku s k stranami a délkou hrany s [6].

Pak je vzorec pro obsah Platonského télesa:

Sy =n- Ax(s) (6.2)

Obsah pravidelného mnohosténu muzeme spocitat tak, ze ho rozdélime na shodné
trojihelniky. Analogicky muzeme postupovat i v trojdimenzionalnim prostoru u vypoctu
objemu Platénskych téles. Muzeme proto zjistit jejich objem tim, Ze si je rozdélime na n
shodnych pyramid, kde kazda sténa mnohosténu je zédkladnou jedné pyramidy a hrany
pyramidy jsou usecky ze stfedu mnohosténu k vrcholtim prislusné stény. Objem mno-
hosténu je soucet objemu jeho zékladnich pyramid [6]. Tyto pyramidy muzeme vidét
na obr. 6.10. Objem jednotlivych pyramid s vyskou h a obsahem podstavy A je %.
Pii blizsim zkoumani objevime, ze h = a a A = Ag, poté muzeme vzorec pro objem
Platénskych zapsat nasledujicim zpusobem:

_n-a-Ag(s)  a-S,

Vo, = = 6.3
3 3 (6.3)
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Obréazek 6.10: Rozdéleni Pravidelného Sestisténu na shodné pyramidy

6.3 Pravidelny ¢tyrstén

Jak uz napovida nazev, stejné jako u ostatnich Platénovych téles, ma pravidelny
ctytstén, ktery vidime na obr. 6.11, Ctyfi stény. Z tab. 6.1 muzeme vycist i dalsi
udaje. Sténa pravidelného ¢tytihelniku ma tii hrany, coz znamena, ze jednotlivé stény
¢tytuhelniku jsou tvoreny rovnostrannym trojihelnikem. Déle v tabulce vidime, ze pra-
videlny ctyfstén ma Sest hran a ctyfi vrcholy. Muzeme si tedy ovéfit, zda plati Euleruv

vztah (6.1). Pro pravidelny ¢tyfstén tedy plati: v =4, h=6as=4

4—64+4=2 (6.4)
2= (6.5)

Timto je Euleruv vztah ovéren.
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pocet stén télesa

pocet vrcholu télesa

pocet hran télesa

WD

pocet hran sbihajicich se v

jednom vrcholu

pocet hran jedné stény 3

Tabulka 6.1: Vlastnosti ¢tyfsténu

Obréazek 6.11: Model ¢tyisténu v programu Cabri3D

Vypocet obsahu u pravidelného ctyisténu je dan vzorcem (6.2), do kterého dosadime

proménné pro pravidelny ¢tyfstén a dostaneme:

Sy =4-As(s) =53 (6.6)

Jak si muzeme vSimnot na obr. 6.12 vysku pravidelného ¢tyiihelniku muzeme

spocitat pomoci Pythagorovy véty:

2
2 =h?+ (%) : (6.7)
po uprave vyjde:
2
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Obréazek 6.12: Vyska ¢tytsténu jako odvésna pravoihlého trojihelniku

U pravidelného ¢tyiihelniku muzeme vypocitat objem vice zpusoby. Prvnim zpu-
sobem je dosazeni do obecného vzorce (6.3). Dostaneme néasledujici tvar:
_ h-As(s) 53

3 =6 (6.9)

Druhym zpusobem, ktery si uvedeme, je vypocet objemu pravidelného ¢tyfsténu po-

Vi

moci objemu rovnobéznosténu. Na obr. 6.13 mame ukazano, ze pravidelny ctyistén je
soucasti rovnobéznosténu. Rovnobéznostén, stejné jako pravidelny étyistén, mame za-
dany body A, B, C'a D nebo vektory u, v, W, jejichz hodnotajeud = B — A, v = C — A,
w = D — A. Objem rovnobéznosténu spocitame jako determinant vektoru u, v, w. Déale
si musime uvédomit spojitost mezi objemem rovnobéznosténu a objemu pravidelného
¢tytsténu. Jak vidime na obr. 6.14, Sestistén muzeme roziezat na Sest ¢tyrsténu stejného
objemu [7].

Vzorec pro objem pravidelného ¢tyfsténu muzeme proto zapsat i ndsledujicim zpi-

sobem:

V4:*|ﬁﬁﬂ|:* vy, U2, U3 (6-10)
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Obrazek 6.14: Roziezani krychle na shodné ctytstény

49



6.4 Pravidelny Sestistén (krychle)

Pravidelny Sestistén z obr. 6.15 neboli krychle mé Sest stén. V tab. 6.2 vidime i ostat-
ni vlatnosti. Sténa Sestisténu ma Ctyti hrany, coz znamend, ze sténu Sestisténu tvoti
¢tverec. Z dalsich tdaju vycteme, ze pocet hran je dvanact a ma osm vrcholu. Muzeme
prejit k ovéreni Eulerova vztahu (6.1). Pro pravidelny Sestistén plati: v = 8, h = 12

as=~0.

8—1246=2 (6.11)
2= (6.12)
Timto je Euleruv vztah ovéten.
pocet stén télesa 6

pocet vrcholu télesa

pocet hran télesa 12

pocet hran sbihajicich se v | 3

jednom vrcholu

pocet hran jedné stény 4

Tabulka 6.2: Vlastnosti Sestisténu

Obrazek 6.15: Model Sestisténu v programu Cabri3D
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Ptejdeme k vypoctu obsahu a objemu pravidelného Sestisténu. Pro pravidelny Sestistén

plati:

Dale a = § a r , jak muzeme vidét na obr. 6.16, spocitdme pomoci Pythagorovy

vety:

2
P =a’+ <8> , (6.15)
po upraveé vyjde:

5:V3 (6.16)

Obrazek 6.16: Vzdalenost od stfedu pravidelného Sestisténu ke stfedu jeho stény jako

odvésna pravothlého trojihelniku

51



6.5 Pravidelny osmistén

Jak muzeme vidét v tab. 6.3 pravidelny osmistén, na obr. 6.17, ma osm stén, Sest
vrcholu a dvandct hran. Jeho sténa ma tii hrany. Z toho vyplyva, ze jeho sténu tvoii
rovnostranny trojihelnik. Nyni ovéiime Euleruv vztah (6.1). Pro pravidelny osmistén
plati: v =6, h=12 a s = 8.

6—12+8=2 (6.17)
2=2 (6.18)
Timto je Euleruv vztah ovéten.
pocet stén télesa 8
pocet vrcholu télesa 6
pocet hran télesa 12

pocet hran sbihajicich se v | 4

jednom vrcholu

pocet hran jedné stény 3

Tabulka 6.3: Vlastnosti osmisténu

Obréazek 6.17: Model osmisténu v programu Cabri3D
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Pro vypocet obsahu pravidelného osmisténu dosadime do vzorce (6.2) a dostaneme

tvar:

Sg =8 As(s) =s*-2V/3 (6.19)

Pro vypocet objemu pravidelného osmisténu muzeme u vazovat o tomto télesu jako

o dvou shodnych pyramidéch se spoletnou zdkladnou [6]. Demonstrace této vlastnosti
je na obr. 6.18. Vyska h téchto pyramid se spocita pomoci Pythagorova vzorce:

s*=h+ (—=)%, (6.20)

<

po upraveé dostaneme:

h = 7 (6.21)

Vzorec pro vypocet objemu pravidelného osmisténu ma potom tento tvar:

2 Als) V2
N 3 R

Vs

(6.22)

Obrazek 6.18: Osmistén rozdéleny na dvé shodné pyramidy o stejné podstave
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6.6 Pravidelny dvanactistén

Pravidelny dvanactistén z obr. 6.19 mad, jak muzeme vidét v tab. 6.4, dvandct stén,
dvacet vrcholu a tficet hran. Jeho sténa obsahuje pét hran, tudiz jeho stény jsou tvoteny
pravidelnymi pétitihelniky. S témito informacemi muzeme ovérit Euleruv vztah (6.1).

Pro pravidelny dvanéctistén plati: v =20, h =30 a s = 12.

20-30+12=2 (6.23)
2=2 (6.24)
Timto je Euleruv vztah ovéten.
pocet stén télesa 12
pocet vrcholu télesa 20
pocet hran télesa 30

pocet hran sbihajicich se v | 3

jednom vrcholu

pocet hran jedné stény 5

Tabulka 6.4: Vlastnosti dvanactisténu

Obréazek 6.19: Model dvanéctisténu v programu Cabri3D
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Jak jsme si vyse uvedli, stény pravidelného dvanactisténu jsou tvoreny pravidelnymi
pétithelniky. Uvedeme si proto jak muzeme pravidelny pétiihelnik sestrojit.

Zajimavosti, ktera nam pomuze pii konstrukci pravidelného pétisténu, je pomér
délky strany a uhlopticky v pravidelném pétisténu. Na obr. 6.20 vidime pravidelny
pétithelnik ABC' DFE vepsany kruznici k a jeho uhlopticky AD a BD. Plati v ném, ze
|AB| = |BQ| = |QD| = p. Podle véty (uu) plati AABD ~ AABQ [5]. Plati tedy:

pru=(u—p):p (6.25)

neboli

p* = u(u—p) (6.26)

Protoze |[AQ| < |AB| muzeme pomér (6.25) vyjadrit slovné nésledujicim zpusobem.
Bod @ déli uhlopricku pravidelného pétithelniku na dva dily tak, ze délka mensiho dilu
se ma ku délce vétsiho dilu stejné jako délka vétsiho dilu ku délce celé uhlopiicky. Toto

déleni se nazyvéa délenim v pomeéru zlatého tezu [5].

D

Obrazek 6.20: Pomér délky strany a usecky pravidelného pétitthelniku
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Dile se nauc¢ime rozdélit tsecku délky a v poméru zlatého fezu. Reseni méme na
obr. 6.21. Diky vété o mocnosti bodu ke kruznici k (C’ ; ATB). Odtud vyplyva konstrukce

bodu E, ktery nam déli tisecku AB v poméru zlatého fezu. [5]

Obrazek 6.21: Rozdéleni usecky AB v poméru zlatého cisla

Toto rozdéleni muzeme vyuzit pii konstrukci strany pravidelného pétithelniku ve-
psaného kruznici k(S;7) jako vétsiho dilu poloméru této kruznice, jenz je rozdélen
pomérem zlatého fezu. Tuto konstrukei vidime na obr. 6.22 spolecné s naslednou kon-

strukei samotného pravidelného pétitihelniku.

Obrazek 6.22: Konstrukce strany pravidelného pétithelniku vepsaného kruznici a kon-

strukce pravidelného pétithelniku vepsaného kruznici
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Nakonec si ukazeme konstrukci pravidelného pétithelniku zadaného délkou jeho
strany p. Konstrukci vidime na obr. 6.23. Pro lepsi orientaci si uvedeme zapis kon-
strukce.

- ks k(A;p)

- m; m(B;p)

. S5 |SA| = |SB|

.Q;Qem, QB L AB

s (S5 15Q))

.M; M ennABT. q; q(S;|AM|)

. s; s(A; |[AM))
.CDE;Cemns,Deqgns,E€knNg
10. ABCDFE

© 00 O Ot = W N~

Obrazek 6.23: Konstrukce pravidelného pétiuhelniku zadaného stranou p
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Vzorec pro vypocet obsahu pravidelného dvanéctisténu dostaneme dosazenim do

vzorce (6.2) a ziskdme nésledujici tvar:

Siy =12 As(s) = 3s% - /5(5 + 2v/5) (6.27)

Pti hledéni objemu pravidelného dvanactisténu je potieba vétsi vynalézavosti. Pra-

5(14+/5)
2

videlny dvanactistén rozirezeme na krychli o délce hrany ¢ = a Sest pyramid,

které vidime na obr. 6.24 [6].

Cj}(s

Obrazek 6.24: Pyramida vznikla rozfezanim pravidelného dvanactisténu

Tyto pyramidy muzeme déale roziezat na trojboky hranol a zbylé konce spojit do

skutecné pyramidy, jak je zndzornéno na obr. 6.25.

Obréazek 6.25: Trojboky hranol a pyramida
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Nejprve potiebujeme dva vztahy zahrnujici vysku [ lichobéznikové stény a vysku h

pyramidového télesa. Jak si muzeme vsimnout z obr. 6.24 a obr. 6.25, pomoci Pytha-

gorovy véty dostaneme tyto dva vztahy:

2 12 c—5\2
s—l+<2>

2
()
* 2

Rovnice (6.28) a (6.29) spojime a ziskdme rovnici:

2 2

(4

S -+ 5 + 9
2_ 2 (¢S 2_<C>2_52
W= < 2 > 2) T 1

neboli i = 5. Objem Sesti puvodnich ofiznutych pyramid tedy bude:

Déle vyjadiime h:

%:c-h-s+c-h(c—s)zs3‘7+3\/5
2 3 24

Pak muzeme odvodit vzorec pro vypocet objemu pravidelného dvanactisténu:

, 15+7V5
4

S

3
1 5) 74+ 3vb
VlQ:('S‘ +2f> ros L
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6.7 Pravidelny dvacetistén

Poslednim z Platonskych téles je pravidelny dvacetistén, na obr. 6.26, ktery ma podle
tab. 6.5 dvacet stén, dvandact vrcholu a tricet hran. Sténa pravidelného dvacetisténu
ma tfi hrany, coz znamend, Ze je tvorena rovnostrannym trojuhelnikem. Zbyva nam
ovérit Euleruv vztah (6.1) i pro posledni Platénovo téleso. Pro pravidelny dvacetistén

plati: v =12, h =30 a s = 20.

12-324+20=2 (6.34)
2=2 (6.35)
Timto je Euleruv vztah ovéten.
pocet stén télesa 20
pocet vrcholu télesa 12
pocet hran télesa 30

pocet hran sbihajicich se v | 5

jednom vrcholu

pocet hran jedné stény 3

Tabulka 6.5: Vlastnosti dvacetisténu

Obrazek 6.26: Model dvacetisténu v programu Cabri3D

60



Nyni se podivame na vzorce pro vypocet obsahu a objemu pravidelného dvace-
tisténu. Vzorec pro vypocet obsahu pravidelného dvacetisténu vychazi z obecného

vzorce (6.2) a ma tvar:

Sy = 20 - Ag(s) = s*- 5V/3 (6.36)

Pro spocitani objemu pravidelného dvacetisténu musime urcit proménnou a. Na
obr. 6.27 je pticny fez pravidelnym dvacetisténem, kde s je délka hran pravidelného
dvacetisténu, které spolecné s uhlopfickami dvou pravidelnych pétithelniku (o délce
d) tvori obdélnik. Tyto pétithelniky maji délku stran s a muzeme je vidét jako ¢ést
pravidelného dvacetisténu po oriznuti jednoho z vrcholt rovinou prochézejici péti body;,
z nichz se hrany sbihaji v offznutém vrcholu. Ctyfi tsecky o délce h jsou vysky

trojuhelnikovych stén pravidelného dvacetisténu [6].

h

Obrézek 6.27: Rez pravidelnym dvacetisténem
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7 obr. 6.27 je patrné, ze muzeme pouzit Pythagorovu vétu pro ziskani dvou rovnic:

2h\
2 _ 2

kde d = S(HT‘/E) ah= # Nyni se nam vylou¢i r a dostaneme pro a feSeni:

L <s>2+ d\* 2\ 1 T3V 345
S\ \2 2 3/ 2 6 43
Pak dostaneme vzorec pro vypocet objemu pravidelného dvacetisténu:

_CL'SQQ_ 3 5(3+\/§)
e 12
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6.8 Platonska télesa kolem nas

S Platonskymi télesy se muzeme setkat pii hrani deskovych her ve formé hracich kostek
nebo v ptirodé jako s krystaly nékterych minerali. Jaké to konkrétné jsou uvadim nize
u jednotlivych téles. Diky jejich estetice se muzeme s jejich tvary setkat také u tvaru

nékterych sperku.

6.8.1 Pravidelny ¢tyrstén

Pro svoji pravidelnost se stejné jako ostatni Platonska télesa stal jeho tvar predlohou
pro vytvoreni hracich kostek pouzivanych k nékterym deskovym hram. Ctyfsténou

hraci kostku vidime na obr. 6.28.

Obrézek 6.28: Ctyfsténnd kostka
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S pravidelnym ctyfsténem se muzeme setkat i v prirodé. Konkrétné u krystalt

sfaleritu na obr. 6.29.

Obrazek 6.29: Krystaly sfaleritu, prevzato z [16]

6.8.2 Pravidelny Sestistén

Tvar Sestisténu je ve svété okolo nas celkem casty. At uz se jednd o hraci kostky na
obr. 6.30, dlazebni kostky, kartonové krabice, svicky, krystaly fluoritu na obr. 6.31 a soli

kamenné na obr. 6.32.

Obrazek 6.30: Sestisténnd hraci kostka
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Obrazek 6.32: Krystaly soli kamenné, prevzato z [18]

6.8.3 Pravidelny osmistén

S pravidelnym osmisténem se ve svété kolem nas muzeme setkat naptiklad jako s hraci
kostkou na obr. 6.33 nebo jako s krystaly nékterych mineralii. Jsou to naptiklad na

obr. 6.34 krystaly kupritu a na obr. 6.35 krystaly magnetitu.
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Obréazek 6.33: Osmisténna hraci kostka

Obrazek 6.35: Krystaly magnetitu, prevzato z [20]
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6.8.4 Pravidelny dvanactistén

Na obr. 6.36 vidime kiistalovy piivések ve tvaru pravidelného dvandctisténu. Pro
potiebu deskovych her se vyrabi i dvanactisténnd hraci kostka, na obr. 6.37. Kazdy za-
jisté zna posveéstnou Rubikovu kostku. Malokdo ovsem vi, Ze existuje i jeji dvanactisténna
verze, jejiz podoba je na obr. 6.38. Ve tvaru pravidelného dvanactisténu muzeme narazit

i na opravdu neobvyklé véci, napi. na reproduktory na obr. 6.39.

Obrazek 6.36: Kristalovy privések ve tvaru pravidelného dvandstisténu, prevzato z [21]

Obrazek 6.37: Model dvanactisténu v programu Cabri3D
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Obrézek 6.38: Hlavolam ve tvaru dvandctisténu, prevzato z [22]

Obrazek 6.39: Reproduktor ve tvaru dvandctisténu, prevzato z [23]

6.8.5 Pravidelny dvacetistén

Pravidelny dvacetistén v nasem okoli muzeme zaznamenat naptiklad pfi hrani desko-
vych her ve formé dvacetisténné hraci kostky, kterd je zachycena na obr. 6.40. Diky
estetickému tvaru pravidelného dvacestisténu, muzeme jeho tvar nalézt i u nékterych
sperkti. Ukdzka takového Sperku je na obr. 6.41, kde vidime kiistalovy piivések ve

tvaru pravidelného dvacetisténu.
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Obrazek 6.40: Dvacetisténnd hraci kostka

Obrézek 6.41: Sperk ve tvaru pravidelného dvacetisténu, prevzato z [21]
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Kapitola 7
Archimédova télesa

Polopravidelné mnohostény jsou takova konvexni télesa, jejichz stény jsou tvotreny vice
typy pravidelnych mnohothelniki a v jejichz vrcholech se stykaji tytéz stény. Ar-
chimédova télesa jsou polopravidelné mnohostény, které vznikaji vhodnym ofezanim
hran nebo vrcholu Platonovych téles. Archimédovych téles je tiinact. Az na vyjimky se
do ¢estiny nazvy Archimédovych téles nepiekladaji nebo se nepouzivaji proto je ve své
praci nebudu uvadét. Nize jsou uvedeny jednotlivé Archimédova télesa. V zavorce jsou
u nich uvedeny jeho zakladni vlastnosti (s, h,v,t, +t,), kde s je pocet stén, h pocet
hran, v pocet vrcholu a soucet t, + ¢, znaci jaké pocet a typ mnohothelniku tvorici
Archimédovo téleso. Napiiklad 83 + 64, udava, ze je téleso tvoreno osmi trojihelniky
a Sesti ¢tverci. [3]

Nyni si fekneme jak sestrojit néktera Archimédova télesa. Cuboctahedron, na obr.7.1,
lze sestrojit hned ze dvou Platénovych téles. Z pravidelného osmisténu a pravidelného
Sestisténu. Postup konstrukce je v obou piipadech totozny. Sestrojime stredni pticky
(spojime stiedy vSech sousednich hran v mnohosténu) a tyto stfedni pricky jsou hra-
nami Cuboctahedranu. Lze si predstavit rovinu, ktera je tvorena dvémi prickami, jenz
vedou ze stejného bodu. Ve stkutecnosti bude tato rovina obsahovat i tieti piicku spo-
jujici druhé vrcholy pricek tvoricich rovinu. Touto rovinou ofizneme vrchol pravidelného

mnosténu. Po opakovani tohoto kroku u vsech vrcholu ziskame Cuboctahedron.
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Obrazek 7.1: Model Cuboctahedronu (14, 24, 12, 83 4+ 64) v programu Cabri3D

Stejnym zpusobem jako Cuboctahedron lze z pravidelného dvanactisténu nebo
z pravidelného dvacetisténu sestrojit Icosidodecahdron. Sestrojeny Icosidodecahedron

je na obr. 7.2.

Obréazek 7.2: Model Icosidodecahedronu (32, 60, 30, 203 4+ 125) v programu Cabri3D
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Dalsim zptusobem konstrukce je ofezavat vrcholy Platonovych téles v % délek hran
sbihajicich se ve vrcholech. Timto zptusobem lze sestrojit Truncated tetrahedron (z pra-
videlného étyfsténu) na obr. 7.3, Truncated hexahedron (z pravidelného Sestisténu)
na obr. 7.4, Truncated octahedron (z pravidelného osmisténu) na obr. 7.5, Truncated
icosahedron (z pravidelného dvanactisténu) na obr. 7.6, a Truncated dodecahedron

(z pravidelného dvacetisténu) na obr. 7.7.

Obrazek 7.3: Model Truncated tetrahedronu (8, 18, 12, 43 + 4¢) v programu Cabri3D

Obrazek 7.4: Model Truncated hexahedronu (14, 36, 24, 83 + 65) v programu Cabri3D

72



Obrazek 7.5: Model Truncated octahedronu (14, 36, 24, 64 + 85) v programu Cabri3D

Obrazek 7.6: Model Truncated icosahedronu (32, 90, 60, 125+420¢) v programu Cabri3D

Obrazek 7.7: Model Truncated dodecahedronu (32, 90, 60, 203 + 12;5) v programu
Cabri3D
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Kombinaci vyse uvedenych zpusobt sestrojime Truncated cuboctahedron a Trun-
cated icosidodecahedron. Nejprve sestrojime pomoci prvni metody Cuboctahedron re-
spektive Icosidodecahedron a nasledné podle druhé metody ofezeme nové vzniklé vr-
choly v % délek hran shihajicich se v téchto vrcholech. Po aplikaci druhé metody nam
vzniknou zminované Truncated cuboctahedron na obr. 7.8 respektive Truncated ico-

sidodecahedron na obr. 7.9.

Obrézek 7.8: Model Truncated cuboctahedronu (26, 72, 48, 12, 4+ 8 + 6g) v programu
Cabri3D

Obrazek 7.9: Model Truncated icosidodecahedronu (62, 180, 120, 304 + 205 + 1249) v
programu Cabri3D
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to Rhombicuboctahedron na obr. 7.10, Snub hexahedron na obr. 7.11, Rhombicosido-
decahedron na obr. 7.12 a Snub dodecahedron na obr. 7.13.

Obrazek 7.10: Model Rhombicuboctahedronu (26, 48, 24, 83 + 18,)

Obrazek 7.11: Model Snub hexahedronu (38, 60, 24, 325 + 64)
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Obrézek 7.12: Model Rhombicosidodecahedronu (62, 120, 60, 203 + 304 + 125)

Obréazek 7.13: Model Snub dodecahedronu (92, 150, 60, 805 + 125)

7.1 Archimédova télesa kolem nas

Archimédova télesa nejsou kolem néas tak casté jako ostatni kiivky a télesa predstavené
v této praci. Vétsinou se pouzivaji jako dekorativni prvky ve stavebnictvi. Jako napiiklad

na obr. 7.14, kde vidime Cuboctahedron ve stanici metra Luziny v Praze.
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Obrazek 7.14: Cuboctahedron ve stanici metra Luziny v Praze, pfevzato z [24]

Bezesporu nejznaméjsim Archimédovym télesem je Truncated icosahedron. Tvar
tohoto télesa vytvoreného otiznutim vrcholi pravidelného dvanactisténu v % délek hran

sbihajicich se ve vrcholu slouzi jako vzor pro fotbalovy mi¢ na obr. 7.15.

\ @

Obrazek 7.15: Fotbalovy mi¢ a model Truncated icosahedronu
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Kapitola 8
Zaveér

Touto praci jsem chtél predstavit nékteré mozna méné znamé kiivky ¢i télesa, se
kterymi se muzeme kazdy den dostat do kontaktu. Aniz si to nékdy uvédomujeme,
je kolem nas neptreberné mnozstvi kiivek, ploch a téles a jejich pochopeni ndm muze
pomoci pri studiu matematiky a geometrie. V préci jsem pouzival programy dynamické
geometrie GeoGebra a Cabri3D. Tyto programy jsou z velké ¢asti intuitivni a dobte se
s nimi pracuje. Navic modely v nich vytvorené tvoii nejen podstatnou ¢ast mé préce
ale také prehledné a nazorné materialy, jenz mohou byt vyuzity pii vyuce matematiky
a geometrie prakticky na vSech typech a stupnich skol.

V kazdé kapitole byla predstavena jind kiivka ¢i téleso. Byl u nich uveden popis,
vlastnosti a vyskyt v nasem okoli. Vse bylo, kvuli prehlednosti a nazornosti, doplnéno

o obrazky ve vyse zminénych programech dynamické geometrie.
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