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1 Uvod

Matematickd olympidda ma jiz dlouholetou tradici. Vznikla v roce 1951.
V jejim &ele stanul profesor Karlovy univerzity Dr. Eduard Cech. Odbornym garantem
matematické olympiady byla Jednota cCeskych matematiki a fyzikdi spolu
s Matematickym tGstavem Akademie véd Ceské republiky. Soutéz v té dobé byla
zaloZena pro studenty tzv. vybérovych, dnesnich stfednich Skol, pozdéji se rozsifila i na
zaky zékladnich Skol. Hlavnim cilem mat. olympiady bylo ziskat studenty stfednich
Skol pro studium technickych oborti, aby se stali pfistimi budovateli naseho, hlavné
tézkého primyslu. Bylo to vyjadifeno i graficky na diplomech pro vitéze celostadtniho
kola MO, kde byl vyobrazen mlady matematik, jak na papife néco pocitd obklopen

mohutné kouticimi kominy tovaren.

Uspésni fesitelé MO se mohli zcastiiovat i mezinarodni matematické

olympiady, ktera vznikla v roce 1959 na popud rumunskych matematika.

Matematickou olympiadu pfipravuje tstfedni vybor MO. Jedna se o skupinu
védeckych pracovnikii a uliteli matematiky zakladnich, stfednich a vysokych skol.
Prvnim piedsedou ustiedniho vyboru MO byl prof. Dr. FrantiSek Vycichlo, pozdé&ji
prof. Dr. Josef Novak, feditel matematického tistavu CSAV. Dalsim piedsedou byl
docent Jan Vysin, ktery je znam jako propagator modernizace vyuky a autor celé fady

ucebnic a pfirucek matematiky.

Matematickd olympidda za dobu své existence prodé€lala fadu zmén. Ty se
tykaly jak poctu ptikladii, které museli zéci fesit, tak i jednotlivych kategorii, ve kterych
mohli Zaci soutézit. V poslednich letech se o vybér uloh staraji dvé ulohové komise,
jedna pro kategorii Z — zékladni skoly, druha pro kategorie A, B, C — sti‘eni Skola. Vznik
obou komisi inicioval doc. Dr. Jaromir Sim3a z Brnénské pobocky Matematického
ustavu AV, ktery vede druhou komisi. Obé komise pracuji se slovenskymi kolegy a
vysledkem jsou stejné ulohy a stejné terminy jednotlivych kol MO v CR i na Slovensku.

Od roku 1986 existuje 1 nova kategorie P — programovani.

S matematickou olympiadou je spojena celd fada akci, které postupné vznikly

za ucelem podpory fesitelit MO a tim i ke zvySeni znalosti zaki a studenti v matematice
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— seminare, celostatni i regionalni, znichz nékteré jsou korespondencni formou,
soustiedéni uspésnych fesitelt MO, jez jsou zarovein jejich pfipravou na dalsi rocniky
MO; konaji se i seminaie pro ucitele, pfipravuji se pro né komentare k tloham prvniho

kola s navodnymi ulohami apod.

Ve své praci se budu zabyvat analyzou |l. kola 55. ro¢niku MO v Jiho¢eském
kraji. Mym tukolem je analyzovat feSeni jednotlivych Zzakl, vypracovat statistiku

fesitelnosti a také poukazat na chyby, kterych se zaci dopoustéli.



2 Rozbor reseni aloh v kategorii C

21 UlohaC-11-1

Text ulohy

Zakladna AB lichobézniku ABCD je tiikrat delsi nez zédkladna CD. Ozna¢me M stied
strany AB a P prisecik usecky DM suhloptickou AC. Vypocitejte pomér obsahi
trojuhelniku CDP a ¢tyfuhelniku MBCP.

Vzorové ieSeni (upraveno autorkou diplomové prace)

Vypocet je zalozen na dvou znamych pravidlech, kterd zaci odvozuji vyjadfovanim

obsahti trojahelnikli pomoci zékladen a vysSek. Nyni si uved’'me tato pravidla:

1) Jsou-li dva trojuhelniky podobné s koeficientem podobnosti k, je pomér jejich

o 2
obsaht roven k°.

2) Lezi-li ngjaké tii body X, Y, Zvjedné pifimce a bod Vmimo ni, je pomér

trojuhelniki XYV a YZV roven poméru |XY| : |YZ |

Swmecp = Swec + Smec

i x z
-
3502 L 25
12514
ERYES
4 2y/2 M 3xi2 B
Cbr. 1



Obsah ctyfuhelniku MBCP je vypocitan jako soucet obsaht trojuhelnika MPC a
trojuhelnika MBC.

Ze shodnosti stfidavych thli mezi rovnobézkami AB a CD plyne, Ze trojuhelniky AMP

|AM|

a CDP jsou podle véty uu podobné, a to s koeficientem —— =g . Oznacime-li S obsah

D]

2
trojhelniku CDP, je obsah trojuhelniku AMP roven (g) S =%S (plyne z pravidla
gislo 1, zde je koeficientem podobnosti k = g). Z rovnosti |AP|:|CP|=|MP|:|DP| :g
plyne, Ze obsah kazdého z trojuhelniki APD a MPC je roven g obsahu trojuhelniku

CDP, tedy gS.

Obsahy trojuhelniki AMC a BMC jsou stejné (plyne z pravidla ¢islo 2) , a rovnaji se

tedy %S +gS = ?S . Odtud plyne, Ze obsah ¢tyfuhelniku MBCP je gS +%S = 2718 ,

hledany pomér je proto 4 : 21.

Kritéria hodnoceni : Za uplné feseni se doporucovalo udélit 6 bodi, z toho 3 body za uréeni poméru
obsahil trojuhelniki AMP a CDP. Vypocty obsahll se mohou lisit podle volby zékladniho obsahu, pomoci
n¢hoz vyjadifujeme obsahy ostatnich trojihelnikti v obrazku. (Pravidla uvedena v uvodu feseni, budou
fesitelé pro konkrétni dvojice trojuhelniki odvozovat vyjadiovanim jejich obsahti pomoci zakladen a

vysek).
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Analvza reSitelskvch postupu

Tato uloha poskytuje zaktim jistou rozmanitost ve zptisobu feSeni. Ta spociva zejména
ve vypoétu obsahu étyitihelnika MBCP. Zaci piili celkem na tii riizné zptisoby vypoctu

obsahu ctyfuhelnika MBCP, ktera zde uvadime v nepozménéné podobg.

Jako prvni uved'me feSeni Kamila Stuchlika z Gymnazia Jirovcova. Ten si vyjadfil
obsah ¢tyfuhelniku MBCP jako soucet obsahii trojuhelnika MPC a MBC (Spscp = Smrc
+ Smec). Kamil pracuje s poméry obsaht. Jeho postup je ojedinély v tom, Ze pro vypocet
obsahil nepouzil ani jediny vzorec. S obdobnym zpiisobem fesSeni jsem se u dalSich zakh

nesetkala.

Smecp = Smec + Smec

A iz M Ix/2 B

Chr. 2

S1 obsah trojihelniku DPC
Sz obsah trojuhelniku MPC
Ss obsah trojihelniku MBC
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IDC|:|AB|=1:3

|AM =8|
IDC|:|AM|=2:3
Pomysiné dily:
|DP|:2
|PM|=3
S,:5,=2:3

Obsahy S; . S; jsou v tomto poméru, protoze |DP|:|PM | =2:3" a trojihelnik DCP a
trojuhelnik CMP maji spole¢nou vysku v; zvrcholu C. S +S, :S,=2:3 protoze
|DC| : |MB| = 2:3a trojuhelnik DCM a trojuhelnik CMP maji stejnou vysku Vv».
S, +S,=5dilkt
1 dilek = 2,5
S +S, :5,=2:3=5:7,5=10:15
10 rozdélime v poméru 2:3=4:6....... odtud vyplyva:
S, = 4 imaginarni’ dily
S, = 6 imaginarnich dild
S; = 15 imaginarnich dila

S, +5; =21 imaginarnich dili

! DP:PM=2:3. Tuto rovnost Kamil zjistil na zaklad€ podobnosti trojiihelniku.
2 Termin ,,imaginarni“ je zde nevhodny. Uvadime viak doslovnou citaci zakova feseni.
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Dalsim zajimavym zplsobem, jak tuto ulohu vyfesit, bylo stanovit obsah ¢tyfuhelnika
MBCP jako rozdil obsahti trojuhelnika ABC a trojuhelnika AMP (Smecp = Sasc - Samp)-
Ze Sesti uspésnych fesitell, ktefi za tento ukol ziskali plny pocet bodi, si tuto strategii
zvolili Ctyfi Zaci. Vybrala jsem feSeni jednoho z nich, a to Dana Kubl z Gymnazia

Strakonice.

Smecp = Sasc - Samp

Obr. 3

Dan se nejprve zabyval shodnosti thla:

<MAP = <«<DCP
<PDC = <AMP
<DPC = <APM

Odtud vyplyva, ze trojuhelniky CDP a AMP jsou podobné.
|AB| =3a

IDC|=a

v =2 dily + 3 dily = 5 dili

Ty
Vp.Vp—

glN
aglw
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1,5ax§v
5

3axv 3axv-15ax0,6v
SMBCP = SABc _SAMP = 2 - 2 = 2
ax—V
S =
CDP 2

s g _3av—J,5a><O,6v_a><0,4v_3av—0,9avx 2 _2,1av_£_525
MBeP e 2 B 2 04av 04av 04 —

Dalsi zptisob feSeni nalezl Pavel Vesely z Gymnazia Strakonice. Pavel vyjadrtil obsah
¢tyfuhelniku MBCP jako soucet obsahl trojuhelnika MBC a trojuhelnika CDM
zmen$eny o obsah trojuhelnika CDP (Swmscp = Smsc +Scom — Scop). Pavel pii vypoétu
obsaht postupoval obdobné jako Dan — obsahy trojuhelnikt pocital podle vzorce. Stejné
jako Dan si musel spravné vyjadiit pomér vySek a pak uz jen dosadil do vzorce na

vypocet trojuhelnika.

Smecp = Smec +Scom — Scop

Obr. 4

Podobnost trojuhelniku CDP a trojuhelniku AMP byla vysvétlena na zaklade tihla.
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ICD|=c

|AB|=3c

|AM | =|MB|=1,5¢c

Vv - vyska lichobéznika — ta se také d€li v poméru 2:3

SMBC = 1,5CTXV = O, 75¢cv

SCDM = % =0,5cv

2
ngv
Sepp = ——>—==cv=0,2cv
CDP 2 5

mecp = Swec T Scom — Scop
wece = 0,75¢v +0,5¢v -0, 2¢cv

v O u;m
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Statistika uspésnosti v FeSeni alohy C- 11 - 1

Z tabulky 1 a grafu (Obr. 5) vidime, ze za tuto ulohu nedostalo ani jeden bod 21 feSitelt
(52,5%). Plny pocet bodu obdrzelo pouze 6 zaka (15%). Pro spravné feSeni ulohy je
nutnd dobré znalost trojuhelniki, jejich thll a vztahit mezi nimi. Pokud zak nepfijde na

to, ze trojuhelniky CDP a AMP jsou si podobné, je bez Sance tuto ulohu vyfesit.

Ohodnoceni Pocet zaka Relativni ¢etnost (%)
nefesil 7 17,50
0 bodi 14 35,00
1 bod 7 17,50
2 body 0 0,00
3 body 4 10,00
4body 0 0,00
5 bodt 2 5,00
6 bodu 6 15,00

Tabulka 1: Statistika GispéSnosti feSeni tlohy C-11-1

Pocet zakl

8 O Pocet zaku

0 1 1 1 1 1 | | 1

PP PP PP PP
@ ST S P

Obr. 5: Grafické zndzornéni GspéSnosti v uloze C-11-1

Rozebereme-li teSeni Sesti uspéSnych zakd, zjistime, Ze k této tuloze pfistupovali

studenti odliSnym zpusobem. Tito Zaci pfisli na tii mozné varianty feSeni. Jednd se

-16 -



o odlisny zptisob vypoctu obsahu ctyfuhelniku MBCP. Zaneseme-li tyto udaje do
tabulky, pak by vypadala takto:

Vypocet ¢tyirahelniku Spmgcp | Pocet zakli | Relativni Cetnost
Smecp = Smec + Smec 1 16,67%
Smecp = Sasc - Samp 4 66,67%

Smecp = Smec +Scom — Scop 1 16,67%

Tabulka 2

Jak vidime v tabulce 1, ziskali dva Zaci (5% z poctu feSiteli) pét bodl. Jeden bod
pravdépodobné ztratili kviili nedostate¢nému zdivodnéni podobnosti trojihelnikii.
Mizeme tedy fici, ze tuto Glohu v podstaté vyteSilo 8 zaki, coz je 20% z celkového
poctu. DalSich 10% fesiteld ziskalo tfi body. Jedna se celkem o Ctyii zdky. Jeden
z téchto studenti fesil obsah konkrétniho, jim zvoleného lichobéznika. Dospél ke
spravnému vysledku, ale obecny dikaz neprovedl. Dalsi feSitel vyjadfoval jednotlivé
obsahy trojuhelniki, ale nenalezl vztah mezi vySkami a tudiz nemohl ptiklad dopocitat.
Jeden bod ziskalo celkem 7 zaka, tedy 17,5%. U nich byl velky problém s vypoctem
obsahti jednotlivych trojuhelnikti. To byla nejéastéjsi chyba, které se studenti dopustili.
Dalsi chybou bylo Spatné vyjadfeni velikosti vySek. Jeden zdk dokonce povaZoval
Styiithelnik MBCP za lichobéznik. Ulohu viibec nefesilo nebo za ni ziskalo nula bodt

celkem 21 zaka (52,5%).
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Rozbor chyb

Nejdiive bych se zabyvala tesiteli, ktefi vyfesili priklad dobfe, ale nebyli ohodnoceni
plnym poctem bodi. Jedna se o Ctyfi zédky. Dva ztéchto feSiteli nedostatecné
zdivodnili podobnost trojuhelniki CDP a AMP. Dalsi fesitel si zvolil délky stran
lichobéznika a pracoval s konkrétnimi c¢isly. Pomér mu sice vySel dobfe, ale uz
nedokézal, zda vysledek plati obecné. Posledni fesitel si rozdélil lichobéznik ABCD na
trojihelniky a lichobézniky a pomoci celkového obsahu S vyjadfoval tyto obsahy.
Nem¢l vSak uvedeny postupy a bylo mu vytknuto nedostate¢né¢ zdivodnéni a

nepiehlednost, coz se také odrazilo v jeho hodnoceni.

Co se tyde ostatnich chyb, tak byly téméf stejného razu. Resitelé pocitali obsahy
jednotlivych trojuhelniki pomoci vySek. Nejcastéjsi chybou bylo Spatné vyjadieni
obsahu trojuhelniku, tudiZ nemohli dojit ke spravnym vysledkiim. Dal$i méné Castou
chybou bylo, ze studenti vyjadfili obsahy pomoci vysek sice dobie, ale pak uz
nedokézali najit vztah mezi vyskami jednotlivych trojuhelnikii a piiklad tak

nedopocitali.

Dvacet osm zakil nepfislo na podobnost trojihelnikit CDP a AMP, ¢imz byli odsouzeni

k nezdaru ihned na zacatku. Né&ktefi ani nebyli schopni pracovat s idajem, Ze strana AB
C s ru 3 3
je tiikrat delSi nez strana CD a vyjadfit tento vztah: AM =§X a MB =§X, kde

proménou X rozumime délku strany CD.
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Kuriozity

Pti zpracovani tkolu jsem narazila na feSeni dvou zaki, kteti se pokouseli vyfesit tuto
ulohu pomoci rysovani a méteni. Postup je sice nespravny, piesto si myslim, Ze by byla

Skoda tato feSeni neuvést.

Prvni feSitel si narysoval jeden z moznych lichob&znikli, zmé&fil si v ném potiebné

rozméry a obsahy vypocital. Ke svému feSeni uvedl nasledujici komentat:

Muj postup tedy urcité spravny nebyl, protoze jsem si lichobéznik narysoval a zméril si
potrebné vysky pro vypocty obsahii potiebnych objektii. Poté jsem vypocital pomeér mezi
obsahy a zkusmo zjistoval, ktery pomer celych cisel se mému nejvice podoba, protoze
merenim vznikly odchylky. Dosel jsem k ndzoru, zZe pomeér ctyruhelnika ku trojuhelniku

jel7:3.

Druhy fesitel udélal zakladni chybu v rysovani lichobéznika. Nevi, co znamena slovo
tiikrat del$i. CozZ je podle mého nazoru ostuda na studenta 1. roéniku gymnazia. Zakovo

feSeni:

To se opravdu zda byt kruté. Zarazi me zde, co presné znamend ,, trikrat delsi*. Mame—
li 1 cm, tak ono zminéné , trikrat delsi* je 3 nebo 4 cm? ( jako trikradt delsi, Ze
nasobim 3, nebo Ze ndasobim 3 a jesté prictu ten zaklad, ¢ili 3*1+1 = 4)??? Nejprve jsem
stale uvazoval tu prvni moznost, rysoval jsem si lichobézniky podle zaddni, meril a
porovnaval trojuhelnik CDP s ctyruhelnikem MBCP a vychdzelo mi (pomér) néco mezi
5 —5, 25 ¢ili pomer 1:5. Poté mé napadlo, Ze bych zkusil druhou moznost (3*1+1 = 4),
opét jsem si rysoval ( presnéji |AB| =12 cm, |CD| =3 cm, vyska lichobéznika = 10 cm).
Ctyrihelnik MBCD jsem rozdélil na tii trojithelniky (CDP, MCP, MBC), zmé¥il jejich
nejvhodnéjsi stranu a k této strané vysku a vypocital jejich obsahy. MCP a MBC obsahy
poté sectu a porovaam s CDP. Kdyz budu trochu predvidat vychazely mi tyto hodnoty.

CDP;|CD|=3 cm, vyska=3,3333cm -5 cm?

MCP;|MC|=10,2 cm, vyska = 1,96 cm - 10 cm?
-19 -



MBC,|MB|=6 cm, vyska= 10 cm - 30 cm?

(samoziejmé , Ze to takhle presné nemohu zmérit, ale jak rikam predvidani).

Z toho vyplyva (a ja usuzuji), Ze pomer obsahii trojuhelniku CDP a ctyruhelniku MBCP
jel1:8-(30+10:5=8).
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2.2 Uloha C-11-2

Text ulohy

Splnuji-li realna ¢isla a, b, ¢, d rovnosti

a’+b*=b*+c?=c®+d? =1,

plati nerovnost

ab+ac+ad +bc+bd +cd <3.

Dokazte a zjistéte, kdy pfitom nastane rovnost.

Vzorové reSeni

Z predpokladi plyne c®=a’, d?=Db? tedy |c|=|a|, |d|=|b|. Je-li c=a a soucasné

d =b, dostaneme postupné pro levou stranu L dokazované nerovnosti

L=ab+ac+ad+bc+bd+cd =

—ab+a’+ab+ab+b*+ab=1+4ab<
<1+2(a?+b?) =3,

nebot pro libovolna dvé ¢isla a, b je 2ab <a’ +b?, coz plyne ze ziejmé nerovnosti
2 e 1 ,
a—b " >0. Rovnost pak nastane pouze pro dv¢ ¢tvefice a=b=c=d = iE«/E , nebot
z H 2 2 2 1 H 1 .
z podminky a=b arovnosti a“+b” =1 plyne a ZE’ tj. a:iE«/E. Je-lic=-a,d =

b, je L=-a*+b’<a®+b®=1<3. Podobné v ptipadé ¢ = a, d = —b vyjde

L=a’-b*<1, vptipadé c= —a,d= —b dokonce L =-a*-b*<0.
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Jiné feSeni
Hodnota souctu
S=(a-b)*+(a—c)*+(a—d)*+(b—c)* +(b—d)* +(c—d)?
je zfejmée nezaporna. Pro dvojnasobek levé strany L dokazované nerovnosti proto plati
2L =3(a’ +b* +c® +d?*)-S <3(a* +b’ +c* +d?) =6,

odkud L <3. Rovnost L =3 pak nastane, pravé kdyz S =0, tedy pravé kdyz ¢isla a, b,

¢, d maji tutéz hodnotu, ktera se ovSem musi rovnat + Eﬁ (viz pivodni feSeni).

Kritéria hodnoceni: Za plné feSeni Zaci ziskali 6 bodd, 4 body za spravné feseni zakladniho ptipadu ¢ =
a, d = b ( z toho 2 body za vySetieni rovnosti). Zbyvajici 2 body za vySetfeni zbyvajicich ptipadi ¢ = —a
nebo d = —b.
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Analvza reSitelskvch postupu

Ulohu spravné vyiesila a plny pocet bodi ziskala Helena Puéelikova z Gymnazia

Milevsko. Helenino feSeni:

a’+b?=b*+c?=c?*+d?=1

a?=c? b? =d?
a==c b=+d

a) a=c,b=d
ab+a’+ab+ab+b’*+ab<3

a’+b?+4ab<3
4ab<?2

abs1
2
a’b? sl

1
b%(1-b*)-=<0
( )4

b? _b* <0
4

4b* —4b? +1>0
(20 ~1)2 >0
2b2 =1

b=+ —S>a=

1

+—

J2 J2
b) a=c,b=-d

ab+a’—ab+ab-b?-ab<3
a?-b*<3-5b*>-1

nelze

c) a=—-c¢,b=d
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ab—a’+ab—-ab+b?*-ab<3

nelze
—a’+b*<35hbh*<?2
d a=-c,b=-d
—a’-bh?<3
nelze
—(a®*+b?*) <3

Rovnost tedy nastane pouze v ptipadé a=b=c=d =+
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Statistika uspésnosti v Feseni ulohy C- 1l — 2

PIného poctu bodl dosahl jediny fesitel (2,50%). Pét boda obdrzel jeden zak (2,50%).
Ten uvedl pouze feSeni a=b=c=d = \/% . Ctyii body ziskali ¢tyfi studenti (10%). Ti

spravné vyiesili zakladni pfipad ¢ = @, d = b. V rozmezi tii az jednoho bodu bylo
ohodnoceno 21 zaka (52,50%). Nula bodu ziskalo 13 fesitelt (32,50%). Z toho 10

studentl (25%) tuto Glohu viibec netesilo.

Ohodnoceni | Pocet zakli | Relativni ¢etnost (%)
nefesil 10 25,00
0 bodi 3 7,50
1 bod 12 30,00
2 body 7 17,50
3 body 2 5,00
4 body 4 10,00
5 bodu 1 2,50
6 bodu 1 2,50

Tabulka 3: Statistika GispéSnosti feseni tlohy C-11-2

Pocet zakl

14
12

O Pocet zaku

o N B~ O
|
\

nefesil 0 bodi 1bod 2body 3 body 4 body 5bodi 6 bodu

Obr. 6: Grafické znazornéni Gspésnosti v uloze C-11-2
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Rozbor chyb

Pti feseni této ulohy se Zaci dopoustéli stejnych chyb:

1) Zrovnice a’+b*=b’+c®=c’+d?=1 vyjadiili vztahy c?=a? d?=b?,odtud
a=c, b=d. Zéci si neuvédomili, ze plati |c|=]|a], |d|=0].

2) Studenti &asto vyjadiovali vztahy pro a, b, ¢, d. Napiiklad b=+v1-a*, d =+1-a°.
Kdyz poté dosadili do nerovnice, tak se jim nepovedlo ji vypocitat.

3) Zaci fesili nerovnici, kdy a = ¢, b = d. Pokud se dopracovali ke spravnému vysledku,

tak nevySetfili ostatni tfi ptipady:

a)a=c,b=-d
b)a= —-c,b=d
c)a=—c, b= —d.
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Kuriozity

Vyskytl se tesitel, ktery si s tkolem nevédél rady. O své neschopnosti vytesit lohu pise
»genialni“ uvahy. Podobné ,,perly” mizeme najit u kazdého piikladu. Student napsal:
Opravdu hezky a velmi mily priklad, avsak v tuto chvili nejsem dostatecne védomostné
vybaven, abych ho vyresil. Ale jednou (t/eba az mi ddte reseni a ja si ho prectu) mu dam
Jiste na frak a jisté i jeho kolegium podobnym prikladiim. Uz me nebudou zlobit, uz se
nad nimi nebudu hodiny trapit, jako ted’ tady. Prosté je budu chapat, budu jim rozumeét,
ale k tomu musim jeste trochu zapracovat...

Az ta ona chvile prijde, tak potom tFreba budu taky sedét jako vy, tam za tim notebookem
(nebo co to je) a budu sledovat, co ja vim cca 50 studentii, jak se jim huli (kouri)
z hlavy.

...no pockam si na to, uz se moc a moc tésim.
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2.3 Uloha C-11-3

Text ulohy

KruZnice k, | s vng&j§im dotykem lezi ob& v obdélniku ABCD, jehoZ obsah je 72 cm®.
Kruznice Kk se ptitom dotyka stran CD, DA a AB, zatimco kruznice | se dotyka stran AB
a BC. Urcete poloméry kruznic ka |, jestlize polomér kruznice Kk je v centimetrech

vyjadfen celym Cislem.

i O
i
r
F r
I
=5
i
5 \
! * 5
A ¥ L A
Obr. 7
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Vzorové ieSeni (upraveno autorkou diplomové prace)

Ozna¢me r, s poloméry kruznic k, | (v centimetrech) a K, L jejich body dotyku se
stranou AB (Obr. 7). Je pak |AK|=r,|LB|=s, a jak snadno spoSteme z Pythagorovy

vety, plati

|KL|=\/ r+s - — r—s’ =24rs.
Pro délky stran obdélnika ABCD tedy plati:

|AD|=2r

|AB|=r+24rs +s= \r+5 .

Dosadime-1i do vzorce pro vypocet obsahu obdélnika ABCD, pak dostaneme
2
2r \Jr+s =72,

po zkraceni dvéma a odmocnéni r++/rs =6. Odtud plyne, ze r<6,a pro velikost

poloméru s dostavame vyjadieni

Z podminek ulohy dale plyne, ze S nemuze byt vétsi nez r, protoze jinak by kruznice |
nelezela v daném obdélniku, a protoze i kruznice K musi leZet v daném obdélniku, musi

byt

|AB| > |AD| = 2r.
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. r ,
Slouc¢enim nerovnosti s<r avztahu s =——— dostaneme podminku:
r

36-12r+r><r?, tj.r>3.

Znerovnosti |AB|>2r pak plyne 72=|AB|-|AD|>4r?, nebo-li r*<18, coz pro

celoc¢iselné r znamend, Ze r<4. Pro polomér r nam tak vychazi jen dv€ moznosti,
2

6-r .
re 3,4 , odpovidajici hodnoty poloméru s vypocteme ze vztahu S= — Uloha

ma prave dvé feSeni:
r=s=3cm

r=4cm, s=1cm.

Kritéria hodnoceni: Za Gplné feSeni se doporucovalo udé€lit 6 bodl bez ohledu na to, zda fesitel vymezil
jediné dvé moznosti vypoctem, nebo z péti moznosti postupné vyloucil ty, které nevyhovuji danym
podminkam. Za kazdé nespravné feseni (tfeba kdyz zak uvede jako mozny vysledek r = 5, s = 1/5 ) byl

strhnut bod.
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Moje FeSeni

2
Stejné jako v piedchozim feSeni jsem zjistila r Jr++fs =36,

Nyni jsem za r, s volila ¢isla od 1 do 10 a zjist'ovala, zda ¢isla doplnéné za r, s spliuji

2
rovnici r \/r ++/s ~ =36. Vie jsem zapsala do tabulky:

W wWlw|=
w IN |- |»

Tabulka 4

Dale v tabulce nemélo smysl pokracovat, protoze polomér kruznice r nemuze byt nikdy
mensi nez polomér kruznice s. VSem podminkdm vyhovovaly jen dvé feSeni: r =3 cm,

s=4cma r=s=3cm.
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Analvza reSitelskvch postupu

Nikdo neziskal pIny podet bodd. Zaci sice méli dobie postup, ale uvedli pouze jedno ze
dvou spravnych feseni. Této chyby se dopustil i Vojtéch Wagner z Gymnazia a Stéedni

odborné Skoly ekonomické z Vimperku. Vojtovo feSeni:

1) Zjistim rozméry obdélnika, jehoz obsah je S =72 cm® (strany musi byt v celych

&islech, nebot’ polomar k je vyjadien celym &islem).
72=72-1=9-8=6-12=2-36=3-24=18-4

2) Obdélnik mize mit rozméry pouze takové, pro néz plati, ze polovina kratsi strany je
celé ¢islo: 9-8, 6-12, 2-36, 18-4.

Mozné varianty obdélnika:

A) 2-36

rc =1 nemize byt ( kruznice | se nebude dotykat pouze dvou stran a kruznice)

()

36

B) 4-18

rc=2 nemuze byt ( kruznice | se nebude dotykat pouze dvou stran a kruznice)

¥ Zde 74k udélal chybu. Strana delsi teoreticky miiZe byt i zZlomek, ale to nam pro dana &isla na§tdsti
nenastane, protoze pro b = 10 bude a = 7,2 (mensi nez b). Ze zadani plyne, Ze pouze strana b je sudé
¢islo,nebot’ b=2r areN.
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18

C) 6-12

r, =3 do obdélnika se vejdou presné dve stejné kruznice, nemuze byt4

/

12

D) 8-9

= 4 jediné mozn¢ feSeni

* Vojta se dopustil dalsi chyby. Resenim mohou byt dv& kruZnice, majici shodné poloméry.

-33-



3) Zjistim polomér kruznice | pomoci Pythagorovy véty

4+

i
f
g
\
A

~
K L 8
Obr. 8

=t
A+t 2= 4-t °+(5-1)

16+8t +t* =16 -8t +t* +25-10t +t°
t —26t+25=0

t—-25 t-1 =0

t=1cm
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Statistika uspésnosti v Feseni ulohy C- 11 — 3

V této tloze z4ci ziskali tfi body, jeden bod nebo nula bod.

Zadny 74k nedosahl plného podtu bodi. Divodem je, Ze Zaci neuvedli obé spravna
feSeni. Proto také dvacet dva zaku (55%) ziskalo za tuto Glohu 3 body. Téméf vSichni
znich (az na dvé vyjimky) uvedli jako spravné feSeni variantu r=4 cm, s=1cm.
Z&ky nenapadlo, Ze poloméry obou kruZnic se mohou rovnat.

Jeden bod obdrzelo pét zaka (12,5%). Ziskali ho napiiklad za to, Zze zjistili jeden
polomér kruznice, ten nasli rozkladem ¢isla 72. Druhy polomér uz nedokazali dopocitat.
Nenapadlo je pouzit Pythagorovu vétu.

Nula body bylo ohodnoceno tfinact zakt (32,5%). Z toho tii zaci (7,5%) tuto ulohu

vubec nefesili.

Ohodnoceni Pocet zakli Relativni ¢etnost (%)
nefesil 3 7,50
0 bodil 10 25,00
1 bod 5 12,50
2 body 0 0,00
3 body 22 55,00
4 body 0 0,00
5 bodl 0 0,00
6 bodil 0 0,00

Tabulka 5: Statistika GispéSnosti feseni tlohy C-11-3

Pocet zakl

25

20 ]

15

O Pocet zaka

10

5

B T
D QO > D D
& &S 00&\ 006\ 006\ S S
NN R > ™ % ©

Obr. 9: Grafické znazornéni Gispésnosti v tloze C-11-3
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Rozbor chyb

Jak vidime z tabulky 5, nikdo nedosahl vice nez tii bodi z moznych Sesti, avSak 55%
studentit téchto tii bodi dosdhlo. Soutézici vétSinou vibec nedospéli k feSeni dvou
shodnych kruznic v obdélniku o rozmérech 6 cm a 12 cm. Jakmile objevili prvni
vyhovujici situaci, tzn. r =4 ¢cm, s=1 cm, pfestali hledat dals§i mozné ptipady.

Tii zaky napadlo, Ze by se poloméry mohly rovnat. Dané feSeni vSak zavrhli, protoze si
text ,,kruznice [ se dotyka stran AB a BC* vylozili ve smyslu, ze se kruznice | nemize
dotykat tfeti strany. Jako priklad vezméme feseni Jana Matéjky z Gymnazia Jirovcova.
Je to jeden z zaku, ktery ptisel na feSeni k =1 =3cm. Jan pise :

,, Zde je mozné polemizovat, jestli miuzeme pripustit reseni, kde se [ dotyka |CD|. To

‘

V zadani nebylo.*
Zakovské fesenti Ize podle zvolené metody rozdélit do dvou zakladnich skupin:

a) pocetni pristup

Nejprve zjistili, kterd dvé Cisla daji soucin 72. Tim zjistili jeden polomér, protoze strana
|AD| obdélnika ABCD je rovna dvojnasobku poloméru jedné z kruznic. Druhy polomér
pak dopocitavali pomoci Pythagorovy véty.

b) feSeni rysovanim

Stejné jako u predeslého zplsobu feseni zjistovali, ktera Cisla jim davaji v soucinu ¢islo
72. Polomér jedné z kruznic ziskali ze vztahu |AD| = 2r . Druhou kruznici pak zkouseli

dorysovat tak, aby se dana kruznice dotykala strany |AB| a prvni kruznice.

Pét zakid si vypsalo vSechny moZzné kombinace, které davaji soucin 72. Vypocitali

AD .
polomér jedné z kruznic, kde r:%. Druhy polomér uz nezjistili — nedokazali

uplatnit Pythagorovu vétu. V nacrtku nebyl vyznacen pravy uhel, ktery mohl k vypoctu
inspirovat.
Jeden student uvedl jeden ze spravnych vysledkt (k = 4cm, | = 1cm). Bohuzel vSak

neuvedl postup feSeni, ¢imz se pfipravil o znacnou ¢ast bodu.
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Kuriozity

Do Kuriozit jsem zatadila praci studenta, ktery pocital namisto polomért kruznic jejich
poméry. Zak si tlohu fadné nepromyslel, protoze jinak by nemusel uvazovat piipady,

kdy jeden z polomért neni celé Cislo. Studentovo feSeni:

Jestlize polomér kruznice k je vyjadien celym &islem, tak i strana |AD| bude mit
hodnotu celé¢ho cisla (Vlastné|AD| = priuméru k). Zname-li obsah obdélnika ABCD

(72 cm?), snadno dopo¢itame i stranu AB. Za |AD| budu postupné dosazovat cela Cisla
1,23,4,...... 72) a ke kazdému z téchto Cisel dopoctu druhé tak, aby jejich soucin byl
72. Kdyz dosadim (za|AD|) Cislal, 2,3,4,6,8,9, 12, 18, 24, 36, 72, tak velikost strany
bude také celé ¢islo a z toho budu vychazet. Samoziejmé musim brat v uvahu i jina ¢isla
— napft. 15 (dosadim Za|AD|) , pti kterém bude |AB| =4, 8, ale ted’ to necham stranou.
Kdyz zkusim narysovat obdélnik tak, aby strany AD i AB byly (mély hodnotu) celé
Cislo, zjistim, Ze jedina moznost, kde mi do takového obdélnika pijdou vepsat kruznice
podle danych kritérii je |AD|=8 cm a |AB|=9 cm. Jinou moznost nelze. Zkusim

narysovat...

Obdélnik ABCD kdy |AD|:8 cm a |AB| =9 cm, k(S ,r=4cm)...... Kdyz se ted
podivam na obrdzek a pordadné ho premérim, zjistim, Ze jedind mozZnost, jak vepsat
kruznici I, aby splnovala dand kritéria, je kdyz | (Sp, ¥ = 1 cm) - prosté polomér
kruznice | musi byt 1 cm (uz za predpokladu, Ze mi tak krdasné vyjde pomer polomeérii
4:1).

Ted' se jeSte vratim k tém moznostem s desetinnymi Cisly (napr. 15 a 4,8), ale pri Zadné

dalsi moznosti neni mozno napsat kruznice podle zadani. A jesté je moénost|AD| =7 cm,
pricemz by velikost |AB| byla na mnoho desetinnych mist, coz predpokladam, Ze byste
mi sem nedali. 4 jeste si ted uvédomuji, Ze polomér ma byt celé cislo, tudiz |AD| =7cm
nelze dosadit. Odpada i moénost|AD| =3cm, |AD| =9 cm atd...primér kruznice k musi

byt zkratka sudy.

Z toho vseho usuzuji, Ze jediné mozné reSeni — a to prave to, které jsem narysoval
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(|AD| =8 cm, |AB| =9 cm)...tedy pomér polomeri kruznic k al je 4:1.
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2.4 Uloha C-11-4

Text ulohy

Najdéte vSechny dvojice prvocisel p a g, pro které plati

p+q° =q+145p°.

Vzorové ieSeni (upraveno autorkou diplomové prace)

Pro prvocisla p, g ma platit: q(q—1) = p(145p —1) - tento vztah dostaneme upravou
rovnice p+q’=q+145p?- takze prvocislo p déli q(q—1). Prvocislo p nemize délit
prvocislo g, protoZe by to znamenalo p = q, a tedy 145p = p, coZ nejde. Proto p déli

g -1, tj. q -1= kp pro né&jaké K ptirozené. Po dosazeni do daného vztahu (za q = kp+1)

dostaneme podminku

b= k+1
145-k?"

Vidime, ze jmenovatel zlomku na pravé strané je kladny jediné pro k <12, zaroven
viak pro k<11 je jeho &itatel mensi nez jmenovatel: k +1<12 <24 <145-k*. Pouze
pro k = 12 tak vyjde p pfirozené a prvocislo, p = 13. Je pak q = 157, coz je také

prvocislo. Uloha ma jediné feSeni.

Kritéria hodnoceni: Za tplné feseni se doporuc¢ovalo udélit 6 bodtl, z toho 4 body za uvahu o délitelnosti,

jez vede ke vztahu q = kp+1.
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Analvza reSitelskvch postupu

Plnym poctem bodl byl ohodnocen jediny zdk — a to Jan Matéjka z Gymnazia
Jirovcova. VSichni ostatni zaci ziskali nula bodd. Jan pfi feSeni vychazel z vlastnosti
piirozenych cisel.

Nejprve si Jan rovnici upravil

p®+0q° =q+145p°
q°-q=145p*-p
q(q-1) = p(145p-1).

Poté se zabyval délitelnosti. Dosel ke dvéma zavérim:

q|p@45p-1) > q[145p-1
pla(a-1) — plg-1.

Dale pracoval se druhou rovnici. Z ni je jednodusi si vyjadfit vztah mezi p a g. Z druhé
rovnice tedy vyplyva : q—1=kp > q=kp+1.

Po dosazeni do ptivodni rovnice za q =Kkp+1 dostavame:

(kp+1)kp = p(145p-1) | :p
k’p+k=145p-1
145p-k’p=k+1

k+1
P =5k

Dale Jan fe$i 2 podminky, které musi byt splnény:
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1) Vk eN
145-k* >0
k?-145<0

+
4580 =12,04

k1,2 =
k <12

2)
peN

k+1
145-k?
k+1>145-k?
k?+k-144>0

~1++1+576

2

k1,2 =

k =-12,51
k, =11,51
k>12

Obé podminky budou platit, jestlize k = 12. Dale ze vztahu pro p Jan vypocital jeho
hodnotu. A to p = 13. Poté uZ bylo snadné uréit druhé prvoéislo. Resenim jsou tedy

prvocisla: p =13, q = 157.
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Moje FeSeni

Muj postup je ze zacatku stejny jako ve vzorovém feSeni. Stejnou cestou jsem ziskala

k+1

tah prop:p=——.
A PO PP E e e

Aby byl jmenovatel kladny, tak musi byt k <12. Dalsi postup spocival v metodé

pokusu a omylu. Do tabulky jsem vypsala ¢isla za g (¢isla 1-12 ) a pocitala hodnoty p.

K p
1 NR
2 NR
3 NR
4 NR
5 NR
6 NR
7 NR
8 NR
9 NR
10 NR
11 NR
12 13
Tabulka 6

JelikoZ znam hodnotu p, tak uz snadno dopoétu hodnotu g. Resenim je jedind dvojice

prvocisel a to: p =13, q = 157.
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Statistika uspésnosti v Feseni ulohy C- 11 — 4

Ze cCtyriceti studentll pouze jediny ziskal plny pocet bodi. Zbyvajicich 39 zakt
(97,50%) ziskalo 0 bodil.
Domnivam se, ze ditvody neuspéchu mohou byt dva:

1. Jednalo se o posledni tlohu a z4ci nemuseli mit dostatek ¢asu na jeji feseni.

2. Neznalost prvocisel.

Ohodnoceni Pocet zaka Relativni ¢etnost (%)
neftesil 18 45,00
0 bodi 21 52,50
1 bod 0 0,00
2 body 0 0,00
3 body 0 0,00
4 body 0 0,00
5 bodi 0 0,00
6 bod 1 2,50

Tabulka 7: Statistika Gsp€Snosti feseni tlohy C-11-4

Pocet zaka

25

20

10 4

0 ||

nefesil 0 bodd 1 bod 2 body 3 body 4 body 5 bodu 6 bodt

Obr. 10: Grafické zndzornéni uspésnosti v loze C-11-4
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Rozbor chyb

Chyby, kterych se zaci dopoustély, byly strategické.

Tti Zaci sice dobfe upravili rovnici do tvaru q(q-1)= p(l45p-1), ale uz nebyli
schopni vyjadfit vztah mezi prvocisly p, q (q=Kkp+1). Jeden z téchto zaka (Radek
Dvortak) do této rovnice pravdépodobné dosazoval prvocisla a vyslo mu feSeni p = 13,

q = 157. Za tento piiklad vSak neziskal zadny bod. Radek odevzdal jen papir, ve kterém
bylo napsano konecné feSeni. Chybél list s pomocnymi vysledky, kde bychom vidé€li
Radkliv postup. Navic nedokazal, ze neexistuji dalsi dvojice prvocisel, které by
splitovaly dané podminky.

Hodn¢ zakd se pokouselo fesit tento piiklad dosazovanim libovolnych prvocisel do
rovnice. To vSak byla zdlouhavd metoda a Zaci velice brzy — po par nevydafenych
pokusech od tohoto zpiisobu feseni upustili.

Jaromir Hosko dokonce napsal: ,, Po dosazeni nékolika nahodnych prvocisel jsem dospel
K zdveéru, ze takova dvojice prvocisel neexistuje.

Castym jevem byla i nevhodné upravena rovnice. Napiiklad student Martin provedl

peknou, ale k nalezeni feseni nevhodnou upravu

p+q° =q+145p°
p+q°=q+144p° + p?
q°-q=(12p)°*+p*~p

(g-1)g= (12p®) +p(p+1).

® Podtrzenim zdiraznil, Ze se jedna o dvé, po sobé jdouci &isla.
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Kuriozity

Do této kolonky jsem se rozhodla zaradit praci jednoho z fesitelll. Zde mizeme sami
vidét, jak nevhodny je zpusob feSeni dosazovanim libovolnych prvocisel do rovnice.

Reseni uvadim v nezménéné podobe.

No tak u tohohle vam asi nic nepovim. Je mi lito, ale skutecné tohle nevyresim. Jediné,
co mé napadlo, bylo dosazovat si prvocisla za p (0d 1 az ale do 61 nebo tak néjak) timto

zpusobem:

p=1=1+q°=q+145

ted’ se pokusim dosazovat za q takové prvocislo, aby platila nerovnost, ale Zadné zde
neni. Za predpokladu, ze q musi byt prvocislo tahle rovnice nema reseni...Zkousim za p
dosadit 2 a stejnym zpiisobem se snazim najit prvocislo, které dosadim za g, aby platila
rovnost. Opet nic. Takhle to zkousim (jak uz jsem rikal ale az do 61) a zadnou dvojici,
ktera by splnovala kritéria jsem neobjevil. Mozna, kdybych od 61 pokracoval dal, néco
bych objevil, ale uz na to nemam trpélivost. Také mé napada, zZe by tento priklad nemél
zadné TeSeni (tedy neexistuji dve prvocisla p a ¢q, pro ktera by platilo
p+q° =q+145p°), ale to myslim, Ze nikoliv. Pro¢ byste to sem davali. Néjaké reseni
Jjisté budou, ale bohuzel ja na né v tuto chvili neprijdu. Jen mé jeste napadlo, Ze p < (
(zapornd prvocisla neexistuji). A to z toho duvodu, Ze kdyz p ndsobim 145, tak aby

platila rovnost, p musi byt mensi nez q (p<q).
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2.5 Statistika uspéSnosti jednotlivych uloh C-11-1-4

Jak vidime z celkového ptehledu vysledki (tabulka 8), byla UspéSnost studenti

v geometrickych ulohach C-II-1 a C-1I-3 relativné dobra. Vyrazné nejhorsi vysledky

vidime v uloze C-ll-4, kde se zdkim vétSinou nepodafilo ani sestavit ptislusnou

diofantovskou rovnici.

1. uloha 2. uloha 3. uloha 4. tloha
Relativni Relativni
Ohodno-|Absolutni| Relativni | Absolutni| ¢etnost [Absolutni| ¢etnost |Absolutni| Relativni
ceni | Cetnost |Cetnost (%)| Cetnost (%) cetnost (%) Cetnost | Cetnost (%)
nefesil 7 17,50 10 25,00 3 7,50 18 45,00
0 bodu 14 35,00 3 7,50 10 25,00 21 52,50
1 bod 7 17,50 12 30,00 5 12,50 0 0,00
2 body 0 0,00 7 17,50 0 0,00 0 0,00
3 body 4 10,00 2 5,00 22 55,00 0 0,00
4 body 0 0,00 4 10,00 0 0,00 0 0,00
5 bodu 2 5,00 1 2,50 0 0,00 0 0,00
6 bodu 6 15,00 1 2,50 0 0,00 1 2,50

Tabulka 8 : Statistika uspésnosti feseni uloh C-11-1-4
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3 Rozbor reseni Gloh v kategorii B

3.1 Uloha B-11-1

Text ulohy

Urcete vSechny dvojice prvocisel p a g, pro néz plati

p+q*=q+p’.

Vzorové reSeni

Danou rovnici upravime na tvar
q(q-1) = p(p-D(p+D).

Odtud plyne nerovnost p<gq ( kdyby totiz bylo p>q, potom i p-1>q-1>0, a
protoze p+1>1, bylo by p(p-1)(p+1)>q(q-1)) a také to, ze q d&li soucin
(P-D(p+1).

Protoze g je prvocislo, musi platit alesponl jeden ze vztaht q| p, q|(p—l), q|(p+1).
Vzhledem k podminkam p<q a q>1 nemuze g d¢lit p, ani p-1, a proto q|p+l.
Jedina dv¢ prvocisla lisici se o 1 jsou 2 a 3. Proto p = 2 a q = 3. Zkouskou ovétime, Ze

skuteéné plati: 2+3° =3+2%,
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PoznamKka:

Nerovnost p <(q se da dokézat i nasledujici tivahou:
Ziejm& p#(. Prvodisla p a q jsou tedy nesoud€lna, a protoze p|q(q —1), musi platit

pl(q—1) aodtud p<q-1.

Kritéria hodnoceni: Za plné feSeni se doporucovalo udélit 6 bodl. Za zjisténi p < g 1 bod; 2 body za
dikazq \ p+1 a dalsi 2 body za g = p+1 z toho vyplyvajici p = 2, g = 3. Jeden bod za ovéfeni, ze dvojice

p =2, q =3 je skute¢né fesenim.
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Analvza reSitelskvch postupu

Dva zZaci vytesili tento ptiklad spravné. Nebyli vSak ohodnoceni plnym poc¢tem bodd.
Jeden bod jim byl pravdépodobné strhnut za to, Zze neovéfili, zda dvojice p=2, =3 je

skute¢né feSenim.

Prvni fesitelkou je Martina Vavackova z Gymnazia Pierra de Coubertina v Tabore.
Priklad rozd¢lila na dva pfipady — a) p je sudé prvocislo, b) p, q jsou licha prvocisla.

Martina nejdfive rovnici upravila na tvar
q(@-1) = p(p-D(p+1).
Odtud také plyne nerovnost p<(. V feseni Martina rozlisila dv¢ situace:

a) Nejprve si za p zvolila 2 — jediné sudé¢ prvocislo a dosadila do rovnice

4(@-1)=p(p-D(p+1)
q(g-1)=2(2-1)(2+1) =2-1-3=6

Rovnice g(q—-1) =6 ma jediné feSeni q = 3. Dostavame tedy prvni dvojici

prvocisel p=2, q=3.
b) Dale ptedpokladala, Ze p, q jsou licha prvocisla.

Rovnici q(g-1) = p(p-1(p +1) vydélila vyrazem p(p—1) a dostala rovnici

9(g-1) _
p(p-1)

p+1. (q9>p)

Odtud vyvodila nasledujici vztahy:

p-1, q-1jsou suda ¢isla
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p nedéli g

p—1 nedéli g.

Nutng tedy plg-1a p-1jg-1.
Po déleni nam na levé strané zlstane vyraz (X, kde X je to, co "“zbylo”” z q-1.
Plati tedy gx= p+1. Protoze q> p, musi x = 1. Kdyby x>1, tak vyraz na levé strané
rovnice gx= p+1 by byl mnohem vétsi neZ na pravé strané a rovnice by neplatila.
Z této uvahy tedy vyplyva ze q= p+1. Neexistuji zZddna dvé po sob¢ jdouci licha

prvocisla, ktera by se lisila o jednicku.

Existuje tedy jedind dvojice prvocisel, ktera splituje dané predpoklady p = 2, g= 3.
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Odlisnou strategii zvolil Miroslav Vacka z Gymnazia Jirovcova v Ceskych
Budgjovicich. S podobnym postupem jsem se u zadného z feSitell nesetkala. Jeho

feSeni uvadim v nezménéné podobé.

Miroslav nejprve vyzkousel kombinaci prvocisel mensich nez 10 — vysla mu jedina
dvojice prvocisel p = 2, = 3.

Poté prevedl rovnici na tvar:

qQ°-q=p°-p (q>p). 1)

Uvédomil si, ze vSechna prvocisla vétsi nez 10 musi koncit ¢isly 1, 3, 7 nebo 9. Kdyz
tato prvocisla dosadime do rovnice, tak se musi obé strany rovnat. A bude platit:

a) jednotky u prvocisel budou stejné

b) prvocisla se budou lisit jen na pozici desitek, stovek, tisicovek,....

Podle téchto dvou kritérii Miroslav zhotovil nasledujici tabulku:

prvocisla (pozice jednotek)|g?- q (pozice jednotek)|p*- p (pozice jednotek)
. ...0 ...0
.23 ...6 .4
L7 2 ...6
...9 2 ...0

Z tabulky vidime, Ze rovnici by vyhovovala pouze tato prvocisla:

g (pozice jednotek)|p (pozice jednotek)
.3 .
! .9
.1 !

Dosadime-li tato prvoéisla do rovnice (1), tak zjistime, Ze se nam prava a leva strana
nebudou rovnat.

Ukazme si to na piikladu. V souladu s tabulkou dosadime za =13, p=17.To jsou

nejblizsi dve prvocisla a je zde Sance, Ze by se ndm ob¢ strany rovnice mohly rovnat.
q°-gq=p’-p
13° -13=17°-17
156 = 4896
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Vidime, Ze prvodisla q=13, p=17 nejsou feSenim. Resenim neni ani 7adna dvojice
prvocisel vétsich nez 10. Divodem je, ze rozdily mezi prvocisly budou tak velké, ze se
strany rovnice nebudou nikdy rovnat.

Jedinym feSenim je tedy dvojice prvocisel p = 2, q= 3.
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Statistika uspé&Snosti v reSeni ulohy B-11-1

Z4dny z fesiteld nebyl ohodnocen plnym poétem bodi.

Celkem 18 zaki (52,90%) si s ptikladem nevédélo rady a neziskalo ani jeden bod.
Velice dobfte tlohu vyfesili 2 Zaci (5,90%), kteti obdrzeli 5 bodil.

Ctyfmi body byli ohodnoceni 3 Zaci (8,80%). Napiiklad Pavel Slechta z Gymnazia
Ceska v Ceskych Budgjovicich ztratil body za to, 7e¢ do feSeni zahrnul moZnost
p=q=1.

Dva body ziskali 2 Zaci (5,90%). Oba uvedli jako feSeni dvojice té€chto prvocisel

p.q = 11 = 2,3 . Prvodisla ziskali tak, ze dosadili do ptivodni rovnice.
Jeden bod obdrzelo 9 zaka (26,50%). Bod ziskali naptiklad za to, ze zjistili g > p.
Ptiklad se neuspésné pokusilo fesit 15 zaki (44,10%), ziskali 0 bodd.

Ohodnoceni Pocet zaka Relativni ¢etnost (%)
nefesil 3 8,80
0 bodl 15 44,10
1 bod 9 26,50
2 body 2 5,90
3 body 0 0,00
4 body 3 8,80
5 bodi 2 5,90
6 bodi 0 0,00

Tabulka 9: Statistika uspé$nosti feSeni ulohy B-11-1

Pocet zakud

16 —
14
12
10
8 O Pocet Zakd
6
4 p—
silm
0 i i i |_| i i i |_| i

RN D O N O
& S Qo& Qo& Qo& & &
& o Y T 9 % o o

Obr. 11: Grafické zndzornéni uspésnosti v tlloze B-11-1
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Rozbor chyb

Témet kazdy zak prisel na feSeni p = 2, q = 3, ale pouze dva Zaci (ohodnoceni péti
body) vyftesili tuto tlohu uspokojive.

Zaci se dopoustéli stejnych chyb. Jako nejvétsi problém se ukézala neznalost prvodisel.
Mnoho zak, ktefi ziskali dva body a méné, jako mozné feseni uvedli dvojici prvocisel
p=q=1. Jako piiklad cituji Ondieje Vlka z Gymnazia Jirovcova v Ceskych
Bud¢jovicich:

,,Pokud vezmeme v potaz, ze prvocisla maji maximalné dva piirozené délitele, to
znamena, Ze mohou mit i mén¢, potom lze uvazovat za feSeni p=q=1.

Druhy divod netspéchu spoc¢iva v tom, ze zaci neumi vyuzivat vlastnosti prvocisel
Vv praxi. Pfi feSeni si neuvédomili, Ze prvocisla p, g musi byt nesoud€lnd, resp. nepfisli
nato, ze p—1lnemize byt délitelem q.

Prestoze zaci uvedli jako feSeni dvojici prvocisel p = 2, g = 3, dostali maly pocet bodi.
Na tato prvocisla pfisli nahodou, zkouseli dosazovat do pavodni rovnice. Tudiz
nedokézali, Ze neexistuje zddnd dal$i dvojice prvocisel, ktera by rovnici splilovala.
Jeden z zakua pise:

,,Zkousel jsem tuto rovnici upravit, abych podle toho mohl zjist'ovat prvocisla p a q, ale
n¢jak se mi to nepovedlo. Potom jsem (spiSe zkusmo) nasel jednu dvojici prvocisel, pro

neZ by to platilo. Touto dvojici prvocisel je p=2,q=3.*¢
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Kuriozity

Pti zpracovani ukolu jsem narazila na dva zaky, jejichz Spatnd tivaha vyustila ve

spravny vysledek. Oba zaci chybovali v uvaze o délitelnosti prvocisel.

Jan Hermann z Gymnazia v Ceském Krumlové rovnici p+0q® =g+ p° upravil na tvar
(p+1)p(p-1) =0q(q—1). Spravng pfiSel na to, ze p|q—1. Dale pi3e:
al(p+D(p-Dp=a|(p+D(p-D=a[p+lvalp-1

q>p= qneddli p+1 aq nedsli p—1, musi platit q= p?—1.°

Dosazenim do rovnice (p+1)p(p-1) =q(q—1) dostavame

(p+Dp(p-1)=(p*-(p*-1-1)
(P+D)p(p-)—-(p*-D(p*-2)=0
(p*-1)(p-p*+2)=0

(P> -D(p-2)(p+1) =0
(p+)*(p-D(p-2)=0.

Resenim této rovnice je pe{-112}. Jediné prvoéislo je tedy 2. Dosazenim za

q= p* -1, dostavame q = 3. Jedinym fesenim je tedy dvojice prvocisel p = 2, = 3.

6 Zde se Jan dopousti chyby. Plati: q> pAaq \ p+l.
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Jakub Cvrkal z Gymnézia Jirovcova V Ceskych Budgjovicich rovnici p+0° =q+ p°
upravil na tvar q(q—1) = p(p*—1) . Odtud vyvodil:
a) g= pazaroveir (q—1)=(p*—1).Coz plati jen pro p=q=1. To nevyhovuje.

b) (p?>—1)=q azaroveir p=q-1. Dosazenim do rovnice dostidvame

p=(p*-1)-1
p’-p-2=0
149

2

P, =
P, = 2
p, =

Hodnotu q ziskal z rovnice (q—1)?-1=q.” Za feseni zvolil dvojici prvogisel p = 2,

q=3.

7 Jana nenapadlo dosadit do vyrazu p =q—1. Vyhnul by se tak po¢itani dalsi kvadratické rovnice.
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3.2 Uloha B-11-2

Text ulohy

Obdélnik ABCD se stranami délek |AB|=2008 a |BC|=2006 je rozdélen na

2008x 2006 jednotkovych ctverct a ty jsou stfidaveé obarveny Cervenou, Sedou a bilou
barvou podobn¢ jako obdélnik na obrazku.
Ctverce pii vrcholu A a B jsou &erné, Gtverce pii vrcholech C a D jsou bilé. Urdete

obsah té ¢asti trojuhelniku ABC, ktera je Seda.

Obr. 12
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Vzorové reSeni

3n-1

3n+1l

Obr. 13

Seda ¢ast obdélniku ABCD se stranami délek 3n+1 a 3n-1, ktery ma jednotkové étverce
pti vrcholech obarveny €ernou barvou a jednotkové ctverce pii dalSich dvou vrcholech
bilou barvou, je soumérna podle stiedu obdélnika (staci si uvédomit soumeérnou
sdruzenost Sedych ctverct nejblizsich soumérné sdruzenym vrcholim A a C, resp. B a
D, symetrie na celém obdélniku pak plyne z toho, ze Sedé étverce se v kazdém fadku i
sloupci opakuji s periodou 3). Proto je Seda ¢ast trojuhelniku ABC shodné s Sedou ¢asti
trojuhelniku CDA, a tedy obsah Sedé casti trojuhelniku ABC je roven poloviné obsahu
Sedé casti ABCD.

Obdélnik ABCD rozdélme na obdélnik se stranami délek 3n a 3n-1 a pas 3n-1
jednotkovych ¢Etvercl, v némz jeden koncovy ¢tverec je ¢erny a druhy bily. V obdélniku
3nx (3n—1) je pocet Cernych, bilych i Sedych jednotkovych ¢tvercu stejny, takze Sedych
je nx(3n-1). Kdybychom k pasu délky 3n—1 ptidali jeden Sedy ¢tverec, byl by tam
rovnéz stejny pocet n cernych, bilych a Sedych ¢tverct; v pase délky 3n-1 je tedy n—1

Sedych &tverci. Sedych étverci v obdélniku ABCD je nx(3n—1)+n—1 = 3n° -1 a Seda

¢ast trojuhelniku ABC ma obsah S = % (3n* —1) ; pro obdélnik 2008x 2006 je n = 669,
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takze

s-1 (Bn*-1) = 1 (3-669% —1) = 1 (l -2007% -1) = 1 (4028049 -1 = 4028046 _ 671341
2 2 2°3 2° 3
Poznamka

Obsah sedé casti trojuhelniku ABC muzeme uréit i tak, Zze po diagonalach postupné
spocitame Sedé Ctverce, jez jsou celé obsazeny v trojuhelniku ABC, a pti¢teme polovinu
poctu Ctverci v prostfedni Sedé diagonale obdélnika ABCD, kterd je soumérna podle
sttedu obdélnika, takze jeji Cast lezici v trojuhelniku ABC je shodna s ¢asti lezici

Vv trojihelniku CDA.

S=3+6+...cccen. 2004 + % 2006 =334-2007 +1003 =671341

Kritéria hodnoceni: Za uplné feseni se doporuc¢ovalo udélit 6 bodu, z toho 3 body za diikaz toho, Ze obsah
Sedé ¢asti trojuhelniku ABC je roven poloviné obsahu Sedé ¢asti obdélniku ABCD. Nesta¢i argumentovat
shodnosti trojuhelniktt ABC a CDA, naptiklad obsahy jejich bilych casti nejsou stejné. Dalsi tii body byly

udéleny za spravny vypocet obsahu.
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Analvza reSitelskvch postupu

Pti zpracovani této tilohy jsem se setkala se tfemi spravnymi zptsoby feseni.

Petr Petrous z Gymnazia Jirovcova v Ceskych Budéjovicich pfiSel na feSeni, které jsem
u zadného z dalSich feSitelll nezaznamenala. Jeho uvaha stoji na vypoctu obsahu
obdélnika ABCD a uvédoméni si, ze Sedych ctvercli je min nez Cernych a bilych.

Petrovo feseni uvadim beze zmény.

2006

2008

Obr. 14

1) Obdélnik je o 2 ¢tverecky Sir$i nez jeho vyska a jelikoz v bod¢ A je ¢erny a v bodé C
je bily ¢tverecek, po uhlopticce (po celé délce) je rovnomérné d€len jeden Sikmy pruh
Sedych Ctverci.

2) Cim vétsi &ast &tverecki (obsah) ziistava v trojuhelniku ABC u bodu A, tim mensi
zustava u bodu C= déleni celého obdélnika z hlediska Sedych ctverecku je presné na
polovinu.

3) Obsah celého obdélnika je

S =2006-2008
S =4028048.
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Toto ¢islo vSak neni délitelné tiemi a z rohovych (neSedych) ctverecku je logické, ze
Sedych bude o 1 méné nez bilych a cernych.

4) %=1342682§ = 1342 682 Sedych

1 342 683 bilych
1342 683 cernych

5) Pocet Sedych ctverecku je Cislo délitelné dvéma a v prosttedku se déli ¢tverecky

piesné napul = % =671341.

Obsah Sedé ¢asti trojuhelniku ABC je 671341.

Libor Peltam z Gymnazia Ceska v Ceskych Budg&jovicich fesil piiklad tak, Ze si
spocital pocet Sedych ¢tvereckt v kazdém fadku. Liborovo feSeni:

Uz z obrazku (Obr. 14) je patrné, Ze se Sedivé Ctverce vyskytuji v Sikmych sloupcich a
vzhledem k systému obarvovani je to pochopitelné. Protoze je obdélnik o 2 &tverce Sirsi
nez vyssi, a zaroven nejdelsi sloupec zaciné na 2. misté zleva, musi nahote koncit na 2.
misté zprava.

ProtoZe Sedy je kazdy tfeti zprava 1 zleva, zacinaji nahofe mensi sloupce symetricky
¢ast je polovinou celkové Sedé ¢asti obdélnika.

2008

Y v X o i us : 1 1
Pocet Sedych ctvereckt v kazdém tadku je = 6695. Pfesnéji feceno v kazdém

fadku je 669 Sedych ctvereckd a v kazdém tfetim jest€ jeden navic. Celkovy pocet
Sedych ctvereckll je tedy 669-2006+668=1342682. Polovina je 671341, coz je
hledany vysledek.
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Dal$im moznym zplsobem, jak vypocitat obsah trojihelnika ABC, byl vypocet pies
diagonaly. Tento zptsob feSeni si z osmi uspésSnych fesiteld zvolilo pét zak. Vybrala

jsem feseni Matyase Koppa z Gymnazia Jirovcova v Ceskych Budgjovicich.

2006
2005

2004

A 2008 2007 2006 2005 2004]. 2 1 B

Obr. 15

Z obrazku vidime, Ze uhlopfickou je protnuto 2006 Sedych ctverci. Jejich plocha

.2
zasahujici do trojuhelniku ABC, je 006

Sedych Ctverct.

Pocet ¢tvercil v trojuhelniku ABC, které nejsou protnuty thloptickou:

2004 +2001+1998 +....... +6+3=3(668+667+....+1) =>jedna se 0 aritmetickou

posloupnost= S, = g(a1 ta)= 3,% .
Obsah Sedé¢ casti trojuhelniku je roven souctu
5-3. 668(668 +1) N 2006

> =671341 jednotkovych ctverct.
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Statistika uspésSnosti v FeSeni ulohy B-11-2

Ze 34 z4ka Glohu vyfesilo uspokojivé 9 studentii (26,40%). Celkem 13 zakt (38,20%)
ziskalo tfi body. Dalsich 6 zakd (17,60%) se dopustilo zavaznych chyb a bylo

ohodnoceno v rozmezi 1 — 2 bodii. Sest studentii (17,60%) ziskalo 0 bodi, nebo tlohu

nefesilo.
Ohodnoceni| Absolutni ¢etnost | Relativni ¢etnost (%)
nefesil 1 2,90
0 bodu 5 14,70
1 bod 5 14,70
2 body 1 2,90
3 body 13 38,20
4 body 0 0,00
5 bodi 1 2,90
6 bodi 8 23,50

Tabulka 10: Statistika uspésnosti feseni Glohy B-11-2

Absolutni ¢etnost

14
12
10

O Absolutni ¢etnost

il
]
]
T

Obr. 16: Grafické zndzornéni uspésnosti v tlloze B-11-2
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Rozbor chyb

Celkem 21 zaka (61,80%) se dopracovalo ke spravnému vysledku. Ale jen 8 zakl
(23,50%) ziskalo maximalni pocet bod.

74k, ktery ziskal 5 bodi, mél vSe dobie az na to, ze mu chybél vysledek. Divodem,
pro¢ nedopocital priklad miize byt neznalost vzorce aritmetické posloupnosti. Ten je zde
dalezity pro vypocet obsahu Sedych ctverct, které nejsou protnuty uhloptickou.

Celkem 13 zakt ziskalo 3 body. Dvanact zaka se dopracovalo ke spravnému vysledku,
ale nedostate¢n¢ zduvodnili, Ze obsah Sed¢é ¢asti trojihelnika ABC je roven poloviné
obsahu Sedé ¢asti obdélnika ABCD. Ttinacty student naopak spravné odtvodnil, proc je
obsah trojihelniku ABC roven poloviné obsahu obdélnika ABCD, ale dopracoval se ke
Spatnému vysledku.

Ostatni Z4ci, kteti ziskali 2 body a méné, délali podobné chyby. Predevs§im se jednalo o
nedostate¢né zduvodnéni tvrzeni Sagc = E Sascp . Také se vyskytli dva zéci, ktefi méli

spravné vysledek, ale na papife jim chybél postup feseni. To se odrazilo i v jejich
hodnoceni.

Nekteti zaci zacali spravné, ale pak udé€lali chybu, ktera zasadné ovlivnila jejich dalsi
postup a znemoZnila jim dosaZeni spravného vysledku. Pfikladem je feSeni Jana

Cvrkala z Gymnazia Jirovcova v Ceskych Bud&jovicich. Jan udélal chybu, kdyz poéital,
kolik Sedych c¢tvercli se nachazi v prvnim fadku =2008:3 =669 + % Toto cislo

zaokrouhlil na 700 a pocital s nim dale. Dalsi kroky jeho tivahy jsou sice v potadku, ale
vysledek je kvili zaokrouhleni Spatny.

Ales Ruzicka z Gymnazia Pierra de Coubertina v Taboife zacal spravné, ale ptiklad
nedokazal dotahnout do zdarného konce.Vypocital obsah trojuhelnika ABC a z n€ho
obsah Sedych (ale i ¢ernych a bilych) ¢tverecki — tj. 671341,3. Od tohoto bodu uz ma

ptiklad Spatné. Nenapadlo ho, Ze Cernych a bilych ¢tverecki je vic.
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3.3 Uloha B-11-3

Text ulohy

V lichobézniku ABCD, jehoz zakladna AB mé dvakrat vétsi délku nez zakladna CD,
ozna¢me E stfed ramene BC. Dokazte, ze kruznice opsand trojuhelniku CDE prochazi

sttedem thlopticky AC, pravé kdyz strany AB a BC jsou navzajem kolmé.

Vzorové reSeni

n x o
k
o =
A S B
Obr, 17

Ozna¢me S stfed uhlopiicky AC. Usecka SE je stiedni piicka trojithelniku ABC, takze
|SE|= %|AB| =|DC|. Navic SE|AB|DC. Usetky SE a DC jsou rovnob&zné a shodné,
proto je SECD rovnobéznik. Kruznice opsana trojuhelniku CDE prochazi bodem
S pravé tehdy, je-li rovnobéznik SECD tétivovy. Ctyiuhelnik je ttivovy, pravé kdyz je
soudet velikosti jeho protilehlych tthléi 180°. V rovnobézniku jsou ale protilehlé whly

shodné, takze je tétivovy, praveé kdyz je to pravouhelnik, neboli kdyz thel ECD, a tedy i
uhel ABC je pravy.
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Kritéria hodnoceni: Za uplné feSeni se doporucovalo udélit 6 bodi, 3 body za dikaz toho, ze SECD je

rovnobéznik a dalsi 3 body za dikaz kolmosti.

Analvza reSitelskvch postupu

Z4dny z 74kt neziskal plny pocet bodi. Ulohu téméf spravné vyfesil Martin Pecka
z Gymnazia V. Novéka z Jindfichova Hradce. Studentovo feSeni uvadim v nezménéné
podobé, na jeho chyby bude upozornéno v podobé poznamek pod carou. Martinovo
feSeni se neopird o vlastnosti tétivového Ctyithelnika, proto diikaz musi provést obéma

sméry:

¥ o a I
o
&
)
o A
A 2a z
Obr. 18

1) Pro zakladny lichobéZznika ABCD plati obecné AB||CD. Kolmice na jednu zakladnu

bude tedy kolmici i na zékladnu druhou (|«BCD|=90"). Trojuhelnik ECD je
pravouhly, proto kruznici jemu opsanou mohu nazvat Thaletovou. Z jejich vlastnosti

plyne, Ze jeji stied S bude lezet na prepon¢ DE a bude ji piilit (|DE| =[SE|).
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Bod Z pfenesu ve sttedové soumérnosti podle bodu S, obrazem je bod C. Jelikoz Si C
lezi na AC, lezi na ni i bod Z. Vznikly utvar ZECD je obdélnik (tihlopticky ZC a DE
maji stejnou velikost a plli se navzajem). Zvolim bod Y tak, Ze lezi na poloptimce CD

a jeho vzdalenost od bodu A je |BC

, vznikne obdélnik ABCY. Porovname dilky

uhlopticek obdélnik:

obdélnik ABCY: obdélnik ZECD:
2 2 ?
u? =4a® +b? Up =a +--
u, =+v4a’ +b? y _\/{12+b2 _\/4612+b2 4a% +b?
, = = = -
4 4 2

u V4a’+b®

a1 " - -
U, +/4a’+b?

2

2:1

Vidim, Ze |AC| = 2|ZC| , tedy bod Z (nalezi opsané kruznici) puli AC.

2) Dukaz provedu i opa¢nym smérem. Vytvorim kruznici K se stiedem S, ktera je opsana
trojihelniku ECD. Bod Z vznikne prinikem kruznice ks |AC|. Ze zadéni a sméru
dikazu plyne, ze (|AZ|=|CZ|). Z toho plyne, ze bod Z pili AC a E puli BC. Odtud
vyplyva, ze ZE je stiedni pricka trojuhelnika ABC, je tedy rovnobézna s AB a tim i
s CD. ZECD je lichob&znik.? Jelikoz

ZE|=|CD| je ZECD tedy kosodéInik.’
Pokud bod S piili jeho thlopticky DE a ZC (ano; je stfed kruznice, na které body téchto
uhlopticek lezi), je jejich prasecikem. |ZS| =|ES| = |CS| =|DS| , tedy ZC a DE se

zaroven puli navzajem, ZECD je obdélnik = |<):ECD| =90".%0

8 Zde Martin ud&lal prvni chybu. ZECD je lichob&?nik nebo rovnob&znik.

? Dalsi chyba. Jelikoz | ZE| =|CD| je ZECD rovnobéznik.

19 Martin usuzuje, Ze rovnob&znik je obdélnik, jestlize se jeho thlopiicky pili. To neni pravda.
Uhlopticky se pali u kazdého rovnobéznika. M¢l napsat: ¢étyfuhelnik ZECD je rovnobéznik se stejné
dlouhymi uhlopfickami a proto je pravouhelnik.
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Statistika uspésSnosti v FeSeni ulohy B-11-3

V podstaté spravny dikaz ekvivalence provedli jen dva Zzaci, to je necelych 6%
z celkového poctu. Zbyvajicich 94% pravdépodobné nevi, Ze ekvivalence se ma
dokazovat ve dvou smérech. Piitom ditkaz véty v jednom sméru zvladlo 9 studentti, coz
je 26,50%. Dalsich osm zaka (23,50%) se dopustilo tak zavaznych chyb, ze byli
ohodnoceni v rozmezi 1-2 body. Ctyficet &tyfi procent ze viech zaki ziskalo 0 bodi,

nebo ulohu nevytesilo.

Ohodnoceni Absolutni ¢etnost Relativni Cetnost (%)
nefesil 2 5,90
0 bodt 13 38,20
1 bod 5 14,70
2 body 3 8,80
3 body 9 26,50
4 body 0 0,00
5 bodi 2 5,90
6 bodu 0 0,00

Tabulka 11: Statistika Gspé&$nosti feseni tlohy B-11-3

Absolutni ¢etnost
14
12
10
8
6 O Absolutni Eetnost
A __
2
O I:l\ T T T T \I:l\
2D O O N\ N\
0@6 Oob & Qob\\ Qo&\ \006\ Oob Oob
F o Yo % N % ©

. 19: Grafické znazornéni tispéSnosti v uloze B-11-3
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Rozbor chyb

Zaci se dopoustéli téchto chyb:
- nedokoncili diikaz
- nedostatecné zdivodnili, ze SECD je rovnobéznik
- Spatné uzivani terminologie — napi. jeden zdk pouzil termin neseCnovy
Ctyithelnik

- pokouseli se tvrzeni dokazat narysovanim.

Nektefi zaci doplnili lichobéznik na obdélnik. Pfi feSeni vyuzivali podobnosti.Tento
zpusob zvolil i Kamil Pekarek z Gymnazia V. Novaka z Jindfichova Hradce. Kamil

vSak zapomnél provést diikkaz i druhym smérem. Kamilovo feSeni:

Db, 20

Doplnime-li si lichobéznik ABCD na obdélnik ABCG (bod G je dan prisecikem
poloptimky CD s kolmici na stranu AB v bodé¢ A). Bod F €(GBn AC). Jelikoz se
uhlopficky v obdélniku puli, plati 2|CF|=|AC|. Obdélnik ABCG a CDFE jsou
podobné. Obdélnik CDFE ma pfislusné strany dvakrdt mensi (je Ctvrtinovy)=
uhlopricky jsou poloviéni. Kruznice opsana obdélniku CDEF (jenz obsahuje trojuhelnik
CDE) musi prochazet vsemi vrcholy. Proto prochézi jak stfedem thlopticky AC, tak i
vrcholy trojuhelniku CDE.
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Kuriozity

Kazdy z zakt se pokusil vysvétlit, pro¢ kruznice opsana trojuhelniku CDE prochazi
sttedem uhlopticky AC, kdyz strany AB a BC jsou navzajem kolmé. Néekteré odpovédi
byly zajimavé. Napiiklad Pavel Slechta (Gymnazium Ceské, Ceské Bud&jovice) podal
nasledujici vysvétleni: ,,Kruznici muzeme opsat pouze Ctyfuhelnikim, jejichz
uhlopfiicky jsou stejné¢ dlouhé a protinaji se ve svych polovinach.”

Coz samoziejme neni pravda. Jeho tvrzeni miizeme vyvratit naptiklad timto obrazkem:

~_ 7

Obr. 21

Dalsi zak vychazi z predpokladu, ze DCES je ¢tverec. Poté se snazi dokazat tvrzeni pies
obsahy:
D C

Obr, 22

,,Nazveme S stied thlopticky AC. Pak DCES je ¢tverec o strané % pokud a = |AB|
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(a+c)-v

(diky kruznici opsané). Spoc¢teme-1i obsah lichobézniku: S = =0,75a-v a nyni

jinak

v
S =Spcex +Smx = -v+27=1,5-§-v=0,75a-v.”

N | o

,.Zaveérem pise: Obsahy jsou stejné, ¢imz jsme (ne) dokazali pravdivost tvrzeni. *’
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3.4 Uloha B-11-4

S opravou této ulohy byly problémy. V nasem i jinych krajich totiz byli opravujici
prili§ tolerantni a hodnotili 1 n€kolika body takové postupy, které ve skuteCnosti
zaslouzily nulové hodnoceni. Piedseda UK MO, doc. Jaromir Simsa si po soutdZi
vyzéadal zakovské protokoly z jednotlivych kraji a provedl dikladnou analyzu feSeni i
zpusobem opravovani v ¢lanku [4]. Zaroven vSechna feSeni pfehodnotil tak, jak m¢la
byt spravné hodnocena. To se vSak stalo az po vyhlaseni vysledki, a tak piehodnoceni
slouzilo jen pro interni potiebu krajskych vybort MO. Vzhledem k této okolnosti a po
konzultaci s vedoucim mé diplomové prace jsem se rozhodla neprovadét analyzu
tesitelskych postupll u této tlohy. Do prace jsem zatadila jen vzorové feSeni ulohy a
tabulku uspé$nosti tak, jak by méla vypadat po vy$e zminéném piehodnoceni. Clanek
[4], ktery obsahuje podrobnou analyzu v ramci celé republiky nalezne ¢tenaf v piiloze

na CD.

Text vilohy

Dokazte, Ze pro libovolna realna Cisla a, b, ¢ z intervalu <0,1> plati

l1<a+b+c+2(ab+bc+ca)+3(1—-a)(l-b)(1-c)<09.
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Vzorové reSeni

V celém textu predpokladame, ze a, b, ¢ € <0,1>. Oznaéme

V = a+b+c+2(ab+bc+ca)+3(1-a)l—b)(1—c) a nejprve misto nerovnosti V >1
dokazme silng&jsi nerovnost a+b+c+(1-a)(1-b)(1-c)>1.

Roznasobime a upravou levé strany dostaneme
(a+b+c)+(1-a)(l-b)(1-c)=1+ab+ac+bc—abc=1+ab(l-c)+ac+bc>1,

protoze v poslednim souctu za jednickou nasleduji vesmés neziporné scitance.

K dikazu nerovnosti V <9 sta¢i vzhledem k tomu, ze 2(ab+ac+bc)<6 ovéfit

nerovnost

a+b+c+31-a)l-b)d-c)<3.

Ud¢lame to tak, ze ziejmé nerovnosti
(1-a)1-b)<1, 1-a)d-c)<1, 1-b)(l-c)<1

vynasobime po fad¢ (nezapornymi) cCisly 1-c, 1-b,1-a; po secteni vSech tii
ziskanych nerovnosti obdrzime 3(1—a)(1-b)(1-c)<(@-a)+(@—-b)+(1—-c) odkud jiz

snadnou upravou plyne kyzend nerovnost.
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Jiné reseni

Zamenme pismena a, b, ¢ obvyklejsimi pismeny X, Yy, z Koznafeni proménnych
(vnasem ptipad¢ =z intervalu <O,1> ). Dany vyraz V =V (X,y,z) je pii pevnych

hodnotach Yy, z linearni funkci Ax+ B proménné X s koeficienty

A=1+2(y+2)-3(1-y)1-2),
B=y+z+2yz+3(1-Yy)1-2).

Protoze grafem kazd¢ linearni funkce na uzavieném intervalu je tsecka, budou

nerovnosti

1<V(x,y,2)<9 platit pro kazdé x €(0,1), pravé kdyz budou platit pro ob& krajni
hodnoty x=0 a x=1, neboli 1<V(0,y,z2)<9 a 1<V(Yy,z)<9. Protoze pro
libovolné y,z e (0,1> mame

V(0,y,2)=y+z+2yz+3(1-y)1-2) <1+1+2+3
VA,y,2)=1+y+z+2(y+z+yz)<1+1+1+2-3,

jsou nerovnosti V(0,y,z)<9a 1<V (Y, z)<9zfejmé. K dikazu zbylé nerovnosti
V(0,y,2z) >1 si opét povSimneme, Ze pii pevném Z je vyraz V(0,Yy,z) linearni funkci
Cx+ D proménné y. Staci proto pouze ovéfit, ze V (0,0,z) >1 a zaroven V (0,1, z) > 1.

To je ale zfejmé, nebot pro z € <0,1> plati

V(0,0,z)=3-2z>1aV(0,1,2)=1+3z>1.

Tim je tloha vyfeSena. Dodejme jesté, Ze zminéné linearity vyrazu V v kazdé
z proménnych X, Yy, zZ vyplyva, Ze jak nejvétsi, tak 1 nejmensi hodnota V na mnoZiné

vSech trojic (X, Y, 2) ¢isel z intervalu <0,1> musi byt rovna jednomu z osmi Cisel

V(0,0,0), V(0,0,1), V(0,1,0), V(0,1,1),
V(10,0), V(1,0,),V(110),V(L11);
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s ohledem na  symetrii vyrazu  Vstaéi  vycislit  pouze  hodnoty
V(0,0,0)=3,V(0,0,1)=1,V(0,1,1) =4 aV(,1,1) =9.
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Dalsi reSeni

Predstavme si krychli 1x1x1 a tfi navzdjem kolmé roviny (rovnobézné se sténami
krychle), které rozdéluji hrany vychazejici z kazdého vrcholu krychle na dvojici tsecek
délkyaa l-a,bal-b, resp. ca l-c. Vidime, Ze celou krychli 1ze pokryt soustavou
¢tyt kvadra o rozmérech ax1xl 1xbxl, 1xlxc, (l—-a)x(l-b)x@-c), coz
vyjadieno jejich objemy dava geometricky dikaz nerovnosti
a-1-.1+1-b-1+1-1-c+(1-a)(l-b)(1-c) =1, ze které jsme odvodili zavér V >1
V prvnim feSeni. K druhému zavéru V <9 nés tam ptivedla nerovnost
a-1-.1+1-b-1+1-1-c+3(1-a)(l-b)(1—c) <3, ktera ma rovnéz jasné ,,objemové’’
zdivodnéni: v souctu na levé strané je kazda ¢ast objemu celé krychle zapocitina
nejvyse tiikrat. Tim je celé geometrické feSeni ulohy hotovo.

K ptedchozimu dojdeme, Ze pokud ptfiddme k uvedenym c¢tyfem kvadram jest¢ dva
exemplafe ¢tvrtého z nich a po dvou exemplafich kazdého ze tii kvadri axbxl,
axlxc, 1xbxc, bude hodnota V sou¢tem objemu téchto 12 kvadrd, kterymi lze

,,nckolikandsobné‘* zaplnit celou krychli. Pfitom kazd4 z osmi ¢asti krychle (rozdélené
zminénymi tfemi rovinami) je soucasti deviti, tii, ¢tyf nebo jednoho z 12 ulozenych

kvadrt. Pfesnéji to zapiSeme rovnosti

V =9abc+3(1-a)(1—-b)(1-c)+4ab(l-c)+4ac(l—-b)+4bc(l-a)+a(l-b)(1-c)+
+b(l-a)(l-c)+c(@—a)(L—h).

Vzhledem k poctu pouzitych ¢asti tak pro objem V nutné plati 1<V <9.

Kritéria hodnoceni: Za tplné feSeni se doporucovalo udélit 6 bodd. Za diikaz nerovnosti V >1 74ci

ziskali 2 body, za diikaz nerovnosti V <9 obdrzeli 4 body.
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Statistika uspésnosti v Feseni ulohy B-11-4

V této uloze zéaci dosahli nejvyse dvou bodt. Jedna se o 3 fesitele (8,80%).
Jeden bod ziskalo 6 zaka (17,60%).
Nula body bylo ohodnoceno 25 zaki ( 73,50%). Z toho 5 Zzakt (14,70%) se tuto tlohu

nepokusilo fesit.

Ohodnoceni Absolutni ¢etnost | Relativni ¢etnost (%)
netesil 5 14,70
0 bodt 20 58,80
1 bod 6 17,60
2 body 3 8,80
3 body 0 0,00
4 body 0 0,00
5 bodt 0 0,00
6 bodu 0 0,00

Tabulka 12: Statistika uspé&snosti feseni Glohy B-11-4

Absolutni ¢etnost

25

20

15

O Absolutni ¢etnost

10

Obr. 23: Grafické znazornéni Gsp&Snosti v uloze B-11-4
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3.5 Statistika uspéSnosti jednotlivych uloh B-11-1-4

Jak vidime z celkového piehledu vysledktu (tabulka 13),

byla UspéSnost studentl

v geometrickych ulohach B-11-2 a B-II-3 relativné dobra. Nejhorsich vysledkt zaci

v kategorii B a C.

W v

w7

1. aloha 2. tloha 3. tloha 4. tloha
Relativni Relativni
Ohodno-|Absolutni| Relativni | Absolutni| ¢etnost |Absolutni| Cetnost |Absolutni| Relativni
ceni | Cetnost |Cetnost (%)| Cetnost (%) cetnost (%) Cetnost | Cetnost (%)
nefesil 3 8,80 1 2,90 2 5,90 5 14,70
0 bodu 15 44,10 5 14,70 13 38,20 20 58,80
1 bod 9 26,50 5 14,70 5 14,70 6 17,60
2 body 2 5,90 1 2,90 3 8,80 3 8,80
3 body 0 0,00 13 38,20 9 26,50 0 0,00
4 body 3 8,80 0 0,00 0 0,00 0 0,00
5 bodu 2 5,90 1 2,90 2 5,90 0 0,00
6 bodu 0 0,00 8 23,50 0 0,00 0 0,00

Tabulka 13: Statistika uspés$nosti feSeni uloh B-11-1-4
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4 Zavér

V diplomové praci jsem analyzovala feSeni uloh II. kola 55. ro¢niku MO
Vv Jihoc¢eském kraji. Jednalo se o dvé kategorie — B a C. V kazdé kategorii byly Ctyfi
piiklady, ztoho dva geometrického charakteru. Resiteli téchto twloh byli studenti
sttednich skol. Mym cilem bylo ukazat, jakymi zptisoby zaci feSili zadané tlohy. U
nekterych priklada studenti volili rozdilné strategie, které vedly ke spravnému vysledku.

Déle jsem se snazila poukazat na chyby, kterych se zaci nejcastéji dopousteli.

Prace ma slouzit jako informacni material zejména pro ucitele matematiky a
osoby, které pfipravuji studenty na matematické soutéze. Ma prace by mohla slouzit
jako zpétnd vazba zadktm, ktefi se této olympiddy zlcastnili. Mlize byt pouZita jako
material pfi praci v matematickém krouzku, sbirka tloh pro nadané zaky, nebo jako

ptiprava pro zaky, ktefi se pfipravuji na matematickou olympiadu.
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