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Anotace

Predkladana prace se zabyva matematickymi prostiedky, kterymi je mozné ve
stfedoskolské fyzice popisovat harmonické kmity a vinéni. Nej¢astéji jsou harmonické
veli¢iny reprezentovdny projekcemi rotujicich symbolickych vektor( — fazord, presto
nejvétsi pozornost je vénovana reprezentaci harmonickych velic¢in komplexnimi Cisly. Je
ukazano, Ze obé tyto metody ve skutecnosti predstavuji formalizovany zpUsob feseni
algebraicko-diferencialnich rovnic, popisujicich prislusné fyzikalni déje. VSechny
pristupy jsou pfi feSeni modelovych Uuloh uplatiovany soucasné a vzajemné

porovnavany.

Text je predevsim urcen vyucujicim fyziky na stfednich Skolach a student(im

fyziky na pedagogickych fakultach.

Annotation

The presented work deals with mathematical tools, which are used to describe
harmonic oscillations and waves in secondary schools. Harmonic quantities are most
frequently represented as projections of rotating symbolic vectors — phasors,
nevertheless most attention is paid to representation of harmonic quantities by
complex numbers. It is shown that both these methods are in fact formalized methods
of solution of differential-algebraic equations, describing relevant physical
phenomena. All these approaches are applied simultaneously and compared to each

other during solution of model examples.

The work is primarily intended for teachers of physics in secondary schools and

for students of physics of pedagogical faculties.
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Uvod

Matematika ve vyuce fyziky je znacné Siroké téma. V praci jsem se zaméfil na
uzsi oblast vyuziti komplexnich Cisel ve stfedoskolské fyzice. Komplexni Cisla Ize velice
efektivné uplatnit predevsim pfi popisu periodickych jevd. Tykd se to oscilatorQ
(2. ro¢nik gymnazii), vinéni (2. a 4. roc¢nik) a predevsim stridavych proudu (3. rocnik).
Uvedme si priklad. Studentdm fyziky na stfednich Skolach i studentim fyziky na
pedagogickych fakultdch obvykle nedélaji problémy obvody se stejnosmérnymi
proudy. Vétsinu uloh Ize fesit z Ohmova zakona, zndmého jiz ze zakladni skoly, pouze u
slozitéjsich obvodl je nékdy treba vyjimecné sahnout ke Kirchhoffovym zakonim.
Avsak Zadny z téchto zdkon( pro stfidavé proudy neplati. Na stifedni Skole se obvody se
stfidavymi proudy fesSi prostrednictvim vektorové metody, kdy se jednotlivym
harmonickym funkcim pfifazuji symbolicky vektory v roviné, tzv. fazory. Na tomto
zakladé se fyzikalni problém prevede na problém Cisté geometricky. Studenti pouzivaji
skladani vektor( a pocitaji velikosti stran a uhl( v trojuhelnicich pomoci sinové a
kosinové véty. Slozitéjsi ulohy, které se objevuji pravidelné ve fyzikalni olympiadé
v nejvyssi kategorii A, vedou touto metodou obvykle k nepfehlednym vypoctiim, a tak
je jen malé procento Uspésnych reseni. Na rozdil od této metody je vypocet pomoci
komplexnich Cisel velmi prosty. Podle dohodnutych pravidel se harmonickym funkcim a
prvkiim obvodu pfifadi komplexni vyrazy a dale se postupuje stejné jako pro
stejnosmérné obvody. Geometricky problém je tak redukovan na podstatné jednodussi
problém algebraicky, spocivajici v manipulaci s komplexnimi vyrazy. V naprosté vétsiné
pripadl vystacime s Ohmovym zakonem a béznymi pravidly pro skladani odpor, které
se v komplexnim ptipadé nazyvaji impedancemi. Ulohy na stfidavé proudy jsou proto —
alespon v autorskych fesenich ve fyzikalni olympiadé — standardné feseny v komplexni

symbolice. Na vysokych technickych Skolach jde jiz o samoziejmost.

Je samoziejmé, Ze metody feSeni uUloh s periodickymi déji prostfednictvim
dvojrozmérnych vektorl nebo komplexnich &isel jsou pro studenty trochu zahadou.

Dokonce i jejich ucitelim byva skryto, na ¢em jsou tyto metody zaloZeny, jaky fyzikalni



obsah je za skryt a pro¢ vedou ke spravnému vysledku. Na stfedni skole nemohou byt
tyto metody radné zdlvodnény a ve vysokoskolskych kurzech fyziky a elektrotechniky
neni jiz na néjaké detailnéjsi vysvétlovani ¢as. Ve skutecCnosti fyzikalni zaklad spociva
v zakonech onéch harmonickych déjl, vyjadrenych prostifednictvim algebraickych
a diferencidlnich rovnic, pficemz vektorova <¢i komplexni symbolika je pouze
formalizovany zplsob jejich feSeni. Odpovida to zndmé metodé feSeni linedrni
diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty pro neznamou funkci f(t), kterou lze
substituci f (t) =exp(At) prevést na rovnici algebraickou. V pfipadé rovnic popisujicich
oscilace je rfeSeni A imaginarni nebo komplexni. Proto jsem v praci vybral nékolik
charakteristickych prikladd, které resim nejdrive prostrednictvim prvotnich fyzikalnich
zakonl vyjadrenych ve formé diferencidlnich rovnic a pak ukazuji, jak vektorova

a komplexni metoda s timto reSenim souvisi.

Prace ma nasledujici strukturu. Prvni kapitola je vénovana historii zavedeni
komplexnich ¢isel. Tato historie — ackoli velmi zajimavd — je spojena s Cisté
matematickym problémem feseni algebraickych rovnic, proto jsem ji vénoval jen malo

pozornosti.

Druha kapitola se tyka linearniho oscilatoru a jeho (matematické) souvislosti
s kruhovym pohybem. Jde vlastné o zpracovani tradi¢niho stfedoskolského pfistupu
k harmonickému pohybu, ktery ale miva ten nedostatek, Ze se neuvadi, Zze jde
o pouhou matematickou analogii, fyzikalné jde o rozdilné jevy. Pokusil jsem se tuto

analogii jasné vymezit.

Struény uvod do komplexnich Cisel je podan v treti kapitole. Nesupluji zde
stfedoskolskou latku, pouze se vice zaméfuji na goniometricky tvar téchto Cisel,
z kterého je nejlépe zfejma jejich souvislost s goniometrickymi funkcemi, o které nam
pfi vydetfovani harmonickych dé&ji ve skuteénosti jde. Ctvrtd kapitola je vénovana
hlavnimu tématu — stfidavym proudlm. Postupuji zde od nejjednodussiho zapojeni
(samotny kondenzator a civka) a? po relativné obtizny RLC obvod. Redeni téchto
obvodu jsem se snazil zpracovat z vice hledisek, ale nejelegantnéjsi a nejprehlednéjsi je

asi reseni za pomoci komplexni symboliky.



ZavéreCna pata kapitola je vénovana dalsi vyznamné oblasti stfedoskolské
fyziky — teorii vinéni a vinové optice. Pfi studiu jevl interference, spocivajicich
v superpozici koherentnich vin, dlsledné porovnavam pfistup, ve kterém se
s goniometrickymi funkcemi pracuje pfimo, s pfistupy zalozenymi na vyuZiti

dvojrozmérnych vektor( a komplexnich Cisel.

Text je predevsim adresovan studentim fyziky na pedagogickych fakultach
a dale stfedoskolskym studentim, hloubéji se zajimajicim o fyziku, a také jejich

uciteldm.



1 Z historie komplexnich cisel

Abychom pochopili, jak obtizné byla komplexni Cisla do matematiky zavadéna,
pfipomenme si, Ze jesté v 17. stoleti nebyla jednoznacné pfrijimana ani zaporna dcisla.
Napfiklad Antoine Arnaud dokazoval, Ze podil (-1)/1=1/(-1) musi byt nesmysl — "jak by
mensi ku vétsimu cislu mohlo byt totéz jako vétsi ku mensimu ?"[1,str.192]. Dokonce
samotny Leibniz souhlasil s tim Ze "na tom néco je". Se zapornymi Cisly vSak pracovali
uz Indové (priblizné v 7 stoleti naseho letopoctu), a Evropané, pres vSsechny zminéné
filosofické nejasnosti, si brzy troufli ukousnout jesté vétsi sousto, kdyz se zacali zabyvat
mnohem abstraktnéjsSim a komplikovanéjsim tématem — odmocninou ze zaporného

¢isla [1].

S odmocninami ze zaporného Cisla se dostaneme do styku predevsim pfi reseni
polynomd druhého a vyssiho stupné. Reseni kvadratickych rovnic bylo zndmo uz ve
starém Babylonu pfiblizné 2000 let pf.n.l. [1], ale tam se témito — dnes bychom rekli
komplexnimi — ¢isly nezaobirali, nebot byly chapany jako nesmysiné [2]. K problému se
znovu dostala skupina renesancnich italskych matematikd, a to pfes rovnice tretiho
a Ctvrtého stupné. Pribéh téchto matematiki — rivald si zde ve strucnosti

pfipomeneme. Podrobnéjsi vyliceni této historie Ize nalézt v publikacich [2,3].

Luca Pacioli (1445-1514) byl nejen dobry matematik, ale také vynalezce
podvojného ucetnictvi a bilancnich listd a pfitel Leonarda da Vinciho. Do pfibéhu
komplexnich Cisel vstoupil jednim omylem - prohlasil totiz, Ze feSeni kubické rovnice

neni mozné. S tim se Scipione del Ferro (1465-1526) nesmitil a takové reSeni nasel.

Vyresil specidlni pfipad rovnice, kde se vyskytuje tfeti mocnina neznamé, ale chybi ta
druha. Tento pfristup se ukazal jako ucinny. Jako matematik se Scipione zajimal o rdzné
problémy — studoval zlomky, vzorce pro soucty rad tfetich mocnin apod., ale jeho
prvenstvi pfi reSeni kubickych rovnic mu nakonec pfineslo nejvic slavy. Své feseni
nejdrive tajil, pozdéji jej prozradil svému zakovi Mariu Fiorovi. Ten ovSsem nebyl néjak
talentovanym matematikem, toto reSeni mu meélo pouze slouZit k pokofeni jeho

vrstevnika Niccola Fontanu (1500-1577). Verejné ho vyzval k soutézi, kdo vyresi vic

kubickych rovnic z téch, které si navzdjem zadaji. Fontana pochopil, Ze Fiore néjaké



feSeni velmi pravdépodobné ma, z cehoz plynulo, Ze kubické rovnice museji byt
resitelné. To byl pro Fontanu dostatec¢né motivujici fakt aby takové reseni zacal hledat.
Nejen Ze ho nasel, ale na rozdil od Fiora ho pochopil hloubéji, takze vysledek jejich
vefejného souboje byl jednoznacny: z triceti uloh, které zadal Fiore, Fontana vyresil

vsechny, naopak Fiore nevyfesil ani jednu Fontanovu ulohu.

Nicccola Fontana byl zajimavou postavou matematiky; kromé toho Ze figuruje
v nasem pribéhu komplexnich Cisel, dokazal také spocitat objem libovolného Ctyfsténu
jako funkci vzdalenosti vSech dvojic vrchold. Mimoto se zabyval balistickymi drahami
kouli. Zjeho vypoltl vychazel pozdéji Galileo. Dnes je Fontana spiSe znamy pod
prezdivkou Tartaglia (v prekladu "koktavec"), nebot v détstvi na néj zautocil opily vojak

a z tohoto stretnuti si Fontana odnesl nejen jizvy, ale i vadu reci.

Stejné jako prfed nim Ferro, i Fontana své feseni tajil. Z dneSniho pohledu, kdy
se zavodi o prventsvi a publikuji se vysledky v co moZna nejkratSim Case, to mozna
vypada trochu iracionalné. Prozradil ho az svému pfiteli a také vrstevnikovi Girolamovi
Cardanovi. Fontana si ale chtél své "know-how" ponechat pro sebe, a tak mu rekl
pouze vysledny vzorec, bez postupu jak ho odvodit, a navic pod slibem, Zze ho Cardano

nikomu neprozradi.

Cardano byl velice schopny matematik (mimo jiné stal na pocatku teorie
pravdépodobnosti) a Iékar a svij slib bral nékolik let vazné. Jenomze pak se prihodilo
nékolik véci. Nejdrive si odvodil Fontan(v vzorec sam, coZ neprekvapuje u matematika
jeho formatu, védél totiz nejen Ze to jde, ale i jak to ma vyjit. Pak ale narazil na
neuverejnény spis Scipiona del Ferra, z néhoz poznal, Ze Fontana nebyl prvni, kdo pfisel
na reseni kubickych rovnic, a Ze toto feseni tudiz nepatfi zcela jen jemu. Kdyz pak jeho
zak Lodovic Ferrari pfisel na nékteré vlastnosti kvadrickych rovnic (rovnic ¢tvrtého
stupné), dosel Cardano k nazoru, Ze doba uzrdla k publikovani viech nové ziskanych
poznatkl o rovnicich vyssich rada. Ucinil tak v roce 1545 ve své knize Ars Magna
("Velké uméni"). PrestoZe vSechny autory — jak Ferrariho, tak Fontanu a del Ferra —
citoval a podékoval jim za jejich objevy, Fontana se citil podveden a s Cardanem uz

nikdy nepromluvil.
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Z hlavni véty algebry, kterou mame od Gausse, dnes vime, Ze polynom n-tého
stupné ma praveé n (obecné komplexnich) korent. Dokud byly znamy pouze kvadratické
rovnice, byly bud oba kofeny redlné nebo — fedeno tehdejsi dobou — nesmysiné.
Kubické rovnice vsak donutily matematiky zabyvat se odmocninami ze zapornych Cisel
dva mohou byt komplexni. Za druhé si vSimli, Ze soucet i soucin téchto dvou
komplexnich koren(, pokud takovy pfipad nastane, je redlné Cislo (madme samoziejmé
na mysli rovnice s realnymi koeficienty), a za treti, i redlné koreny téchto rovnic byly
Casto vyjadreny pomoci imaginarnich Cisel, které se nakonec prekvapivé odecetly (tzv.

casus irreducibilis).

Komplexni Cisla jako prvni prestal ignorovat Cardano. Ve své knize Ars Magna

fesil nasledujici ulohu (kterou pro prehlednost zapiseme v dnesni symbolice):
X+y=10, xxy=40

Jednoduchou Upravou dostaneme kvadratickou rovnici. Reeni je
X=5++/-15, y=5-4/-15

Cardano vsak nevéril, Ze takovy vysledek ma néjakou hodnotu. Psal, Ze se
k nému dostaneme jen pokud "se prekona jisté mentalni utrpeni". A i tak je vysledek
"stejné rafinovany jako zbytecny". Pfes to vSechno udélal Cardano prvni krok
k pochopeni komplexnich Cisel. Nepokousel se odmocninu z minus jedné zahrnout
nékam mezi ostatni redlna Cisla, ale délal s ni rdzné formalni Upravy. Podle toho dnes

odmocninu ze zaporného Cisla, napf. 4/-15, nazyvame nékdy Cardanovo formalni Cislo.

Na Cardana navazal dalsi Ital Rafael Bombelli (1526-1572). Povolanim byl
architekt, ale svymi zajmy byl matematik. V roce 1572 vydal knihu Algebra, kde shrnul
vse, co védél o imaginarnich Cislech, a tim uzavrel fazi jejich zrodu. Mimo jiné se v ni

zabyval jiz zminénym "casus irreducibilis", a to v souvislosti s nasledujici rovnici:
x® =15x + 4

Na prvni pohled mGZeme uhadnout, Ze kofenem je 4. Budeme li vSak danou

rovnici resit pomoci Cardanovych vzorcli, dostaneme
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x=3/2++—-121 +3/2—+—121

Bombelli vSak zpozoroval, Ze

Y2+4-121=2+4/-1, ¥2-+/-121=2-4/-1.
Po secteni vyjde onen redlny koren 4.

Bombelli bral komplexni Cisla vazné a jako prvni pfipoustél, ze jejich studium
muzZe byt uZite¢né k ziskani redlnych vysledkl. Z pocitani s komplexnimi Cisli vytvofil

Bombelli standardni algebru se vSim, co k ni patfi [1,4].

Dalsi problém vyvstal v souvislosti s pokusy definovat logaritmus ze zapornych Cdisel.
V roce 1712 spolu svadéli potycku kvali této nejasnosti Bernoulli a Leibniz [1]. Zatimco

d(=x) :dl, tak po integrovani obou stran této

—X X

Bernoulli argumentoval tim, Ze jelikoz

rovnice vyjde In(-x)=In(x), Leibniz oponoval, Ze integrace funguje pouze pro kladna x.
Do sporu se vlozZil Euler, ktery nejdfive prohlasil, Ze se oba myli, nebot integrace
vyzaduje libovolnou konstantu, tedy In(-x)=In(x)+c (kde c je konstanta, shodna

s logaritmem z minus jedné), a pak v roce 1748 nasel "zazracnou" formuli
e'” =cos(¢) +i-sin(¢)
kterd tuto konstantu pomohla uréit. JelikoZ e'” = -1, je In(-1) rovno ir,3iz,5iz atd.

VysSe uvedeny vzorec je asi to nejnarocnéjsi, co hodlam z poznatkl o

komplexnich Cislech pouzit.

Na Eulera navazal Gauss se svou hlavni vétou algebry a ztotoZznénim
komplexnich cisel srovinou, kde imaginarni osa je kolma na redlnou. Nasledoval
Hamilton s kvaterniony (1843) coZ jsou Cisla s jednou redlnou a tfemi imagindrnimi
jednotkami. Kvaterniony, stejné jako jejich dalsi zobecnéni — oktoniony se sedmi
imagindrnimi jednotkami — v3ak uZz nebudou tématem nasi prace. Jenom
poznamenejme, Ze vroce 1958 byl podan dikaz, Ze existuji pouze Ctyfi Ciselné
struktury, ve kterych se da smysluplné zavést nasobeni a k nému inverzni déleni: redlna

Cisla, komplexni Cisla, kvaterniony a oktoniony.
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Podstatna pro nas je aplikace imaginarnich cisel na fyzikalni problémy. Vyrazny
milnik v tomto sméru se stal v roce 1893 na konferenci v Chicagu, kde mlady doktorand
matematiky Charles Steinmetz zverejnil prosluly pfispévek, nazvany ,Complex
Quantities and Their Use in Electrical Engineering”. V ném upozornil na vyjimecnou
efektivitu komplexni symboliky pfi feSeni elektrickych stfidavych obvodu. Jeho ¢lanek

zacinal slovy:

"We are coming more and more to use these complex quantities instead of
using sines and cosines, and we find great advantage in their use for calculating all
problems of alternating currents, and throughout the whole range of physics. Anything

that is done in this line is of great advantage to science.” [5, str.137]

Diky svému pfistupu si Steinmetz pozd&ji vyslouzil prezdivku ,Carodgj,

generujici elektfinu z odmocniny z minus jedné” [5].

Z komplexnich Cisel se od té doby stal standardni nastroj vyzkumu, a to az do
dnesnich ¢asl. Z hlediska fyzikdlnich aplikaci mizeme uvést kvantovou mechaniku,
vzniklou na zacatku 20.stoleti, vniZz jsou komplexni cisla a komplexni funkce
neoddélitelnou soucasti teorie. Co se tyka Cisté matematiky, zminime Riemannovu
hypotézu (1859) [17], v souCasnosti asi nejslavnéjsi nevyreSeny matematicky problém,
ktery se zabyva kofeny tzv. zeta-funkce. Zeta funkci ((s) dostaneme jako soucet
modifikované harmonické rady, v niz jsou vSechny ¢leny v s-té mocniné. Riemannova
hypotéza tvrdi, Ze v3echna tzv. netrividlni FeSeni rovnice ((s)=0 leZi v komplexni
roviné na pfimce rovnobézné s imaginarni osou a s redlnou ¢asti ¥2. Soudi se, Ze dikaz

Riemannovy hypotézy by mél velky vyznam pro pochopeni struktury prvocisel.
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2 Harmonicky pohyb

Vlbec nejcastéjsi dynamicky systém, se kterym se ve fyzice setkavame, je
harmonicky oscilator. Abychom pochopili, pro¢ tomu tak je, predstavme si ¢astici, jejiz
pohyb je vdzan na pfimku, a jez se v daném okamziku nachdzi v rovnovazném stabilnim

bodé. Pfimku ztotoZznime s osou X, jejiz pocatek umistime do rovnovazného stabilniho

bodu.

o
\/

Obr.1: Sila v okoli stabilni rovnovazné polohy

Jaky pribéh vykazuje sila F(x), pusobici na ¢astici v okoli rovnovazné polohy?
To, Ze bod x=0 je rovnovazny jinymi slovy znamen3, Ze sila je vtomto bodé nulova.
Protoze jde soucasné o rovnovahu stabilni, musi byt sila v nejblizSim okoli klesajici
funkci x, coz znamend, Ze pro malé kladné vychylky bude sila zdporna a pro malé
zaporné vychylky bude naopak kladna. Jinak feceno, sila bude mit charakter navratové
sily. Ackoli obecna zavislost sily na vychylce mizZe byt obecné znacné sloZita, bude pro

malé vychylky pfiblizné platit F(x)~-kx kde k je kladna konstanta. Omezime-li se

v Newtonové pohybovém zakonu F =ma (m je hmotnost ¢astice a a jeji zrychleni) jen

na malé vychylky ze stabilni rovnovainé polohy, dostaneme rovnici
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ma = —kx (2)
resp.

d’x
W‘F(OZX:O, (2)

kde jsme za zrychleni dosadili a=d*x/dt? a misto konstanty k zavedli novou konstantu

w=+k/m.

Rovnice (2) je homogenni linearni diferencidlni rovnici 2. fadu s konstantnimi

koeficienty, jejimz obecnym reSenim je, jak znamo, funkce
X(t) = Acos ot + B sin ot (3)

IntegraCni konstanty A, B se v konkrétnich pfipadech urcuji z pocatecni polohy a

pocatecni rychlosti oscilatoru.
Redeni (3) se stane nazornéjsim, prejdeme-li od konstant A, B k novym konstantdm X,
, ¢ vztahy A=x,cos¢, B=-x,singp. Pak
X = X, C0S (ot + @) (4)
Z posledniho zapisu je patrné, ze reSenim rovnice (1) jsou harmonické kmity s uhlovou

rychlosti @ =+vk/m, amplitudou x, a pocatecni fazi ¢.

Poznamenejme pro Uplnost, Ze na stfedni Skole se harmonické kmity uvadéji

nejcastéji ve tvaru
X =X, sin (ot +¢), (5)
ktery bychom dostali z vyjadfeni (3) pro A=x,sing, B=-x,Cc0s¢.

Diferencialni rovnice (2) v nasem pfipadé popisovala pohyb hmotného bodu,
slabé vychyleného ze stabilni rovnovainé polohy. Ve skutecnosti ma takto rovnice
podstatné SirSi platnost. MUZe napf. popisovat malé vibrace mostu nebo malé
fluktuace naboje v plazmatu. S rovnicemi pro harmonicky oscilator se setkdvame ve

vSech oblastech fyziky, zdaleka nejde jen o oblast mechanického pohybu.
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Podivejme se jesSté, jak lze oscilatorovou rovnici fesSit stfedoSkolskymi
prostredky. K nim samoziejmé formulace problému pomoci diferencidlni rovnice
s jejim naslednym FeSenim nepatfi. K nalezeni feSeni ndm pom(ze analogie s jevem,

ktery studenti dobre znaji a ktery zdanlivé s nasim osciladtorem nijak nesouvisi.

VysSetfujme rovnomérny pohyb hmotného bodu po kruznici. Oznaéme Uhlovou

rychlost pohybu w a polomér kruznice xo.

YA

v
m
o a
wt+\yp
»
X

Obr.2: Pohyb hmotného bodu po kruznici

Studentdm je znamo, Ze velikost rychlosti hmotného bodu m je v=wXx, a
dosttedivé zrychleni md velikost a=v®/x, = w’X,. Dostfedivému zrychleni odpovida

dostfedivd sila F =ma =mao’x,.

Projektujme nyni Newtonilv pohybovy zékon F =ma do libovolné pfimky,

prochazejici po¢atkem kruznice. Necht je touto pfimkou osa X. Pak zfejmé
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X=X, CoS(@ t+ )

V, =X, COS(a)t+g0+%)=—a)XOSin(a)t+(p) (6)
=-0’ X, cos(w t + @)

a, =
2
F, =—-mo° X, cos(o t + ¢)
PovSimnéme si, Ze mezi velicinami x, a, a F, naseho kruhového pohybu plati vztah

ma, =—kx, (7)

X

kde k=mw? Vztah (7), ziskany projekci kruhového pohybu, a rovnice (1) pro
harmonicky oscilator jsou identické. Na zakladé znamé matematické pravdy, Ze stejné
rovnice maji stejna reseni bez ohledu na to, ¢eho se tykaji, dostavame okamzité reseni
(4) oscilatoru z prvni rovnice (6). Navic jsme jako bonus ziskali i rychlost kmitavého
pohybu, a to bez nutnosti derivovat:

X =X, C0S(@ t+¢)
V=-0XSin(ot+e)

(8)

Poucny je zde jeden rys tfeseni, se kterym se budeme u periodickych déji setkavat

i nadale: PGvodné jednorozmérny problém se snaze vyresil po pfidani jedné dimenze.
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3 Euleriiv vztah

Jak jiz bylo reCeno dfive, harmonické procesy je vyhodné reprezentovat
komplexnimi Cisly. Pfi skladani harmonickych funkci je pfima manipulace
s goniometrickymi funkcemi obvykle tézkopadnd. Vektorové skladani je v nékterych
pripadech prehlednéjsi, nicméné pfi feseni slozitéjsSich uloh, napf. z oblasti stfidavych
proudd, je i ono nevyhovujici. Jako velmi efektivni se zde jevi uZiti komplexnich Cisel,
kterd na rozdil od vektorl v roviné s operaci sklddani a odecitani disponuji dalsi

mocnou operaci - nasobenim a délenim.

Komplexni &isla se ve stfedoskolské fyzice béiné neobjevuji, prestoze jsou
béZnou soucasti stredoskolské matematiky [11]. Prfipomenme si zde pouze jejich

goniometricky tvar. Komplexni islo ve standardnim tvaru 7=z +iz, reprezentujeme

v Gaussové roviné jako vektor 7 =(z,,z,).

Im

Re

Obr.3: Komplexni &isla v Gaussoveé roviné

Od kartézskych soufadnic z,,z, pfejdeme k polarnim soufadnicim z,¢:

=2l +1 (1)
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L

cos(p) =1 sin(g) =2, [tg(qo):i—Z]

2 :

Z inverzniho vztahu z =rcos¢, z, =rsinp dostavame Cislo Z vyjadfené v polédrnich

souradnicich, cozZ je onen pozadovany goniometricky tvar:
Z=rCos @+irsing=r-(cos g+ising) (2)

Dalsim dualezitym krokem - pro studenty asi hGre pochopitelnym - je zapis

posledniho ¢lenu ve formé Eulerova vztahu :
cosp+isinp=e'’ (3)

Udélejme si v této souvislosti kratkou odbocku. Polozime-li v pfedchozim vztahu ¢ =7,

dostaneme identitu
e” +1=0 (4)

ktera byva nékdy vydavana za nejkrasnéjsi matematickou formuli [5,6]. Jsou v ni totiz

obsaZeny pravé jednou fundamentalni konstanty 0,1,i,7 a e.

Eulertv dikaz formule (3) z roku 1748 je zaloZen na rozvoji funkci e*, cosx a

sin X do Taylorovych fad:

2 3 0 k
e PP\ R :ZX_
1 21 3 e
2 4 6 0 2k
cosx:l—x—+x——x_+_,_,:2(_1)k X (5)
21 41 6! s (2k)!
3 5 7 © 2k+1
sinx=x—o g X = (_1)kx_
31 51 7 ~ (2k +1)!

Na zakladé podilového kriteria snadno ovéfime, Ze fady na pravych stranach konverguiji
pro vsechna x, véetné Cisel komplexnich. To umozZnuje rozsifit defini¢ni obor funkci e*,

cosx a sinx do komplexnich Cisel. Specidlné dostdvame

o (X)) &) & (i)
¢ _é k! _kZ:;(Zk)!+kZ=;(2k+l)! (6)

S vyuzitim identit i* = (-)* a i*" =i(-1)* upravime sumy pres sudé a liché mocniny:
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0 (iX)Zk 0 X2k
2 &Y i )

2k+1

(ix)** & C X L
Z(2k+1)| i (-1) M—ISIHX

k=0
Dukaz je hotov.

Stredoskolskym studentdm muazeme EulerQv vztah priblizit ponékud pristupnéji.
V prvé fazi Ize symbol e* poklddat za pouhé formalni oznaceni vyrazu cosx+isinx. Ze
tento vyraz ma vSechny atributy exponencialni funkce, si studenti mohou ovérit

snadno sami. Co o¢ekdavame od exponencialni funkce? Napf. tyto vlastnosti:

e’ =1

1 r

eix =€ - (8)
ei X _eiy :ei(x+y)

Na ukazku si ovéfime pouze posledni identitu. Po jejim "dekddovani" jde o ovéreni

vztahu
(cosx+isinx)(cosy+isiny)=cos(x+y)+isin(x+y), (9)
resp. po roznasobeni levé strany

(cosx cosy—sinx siny)+i(sinx cosy +cosx siny) = (10)
= COS(X+Y)+isin(x+y)
Posledni vztah s ohledem na znamé souctové vzorce skutecné plati.

| kdyz jiz vime, Ze wvyraz cosx+isinx vykazuje vlastnosti typické pro
exponencidlni funkce, neni zatim jasné, pro¢ jsme dali pfednost Eulerovu oznaceni e”
a ne napt. 10* nebo z*. Nyni jiz musime vyuzit prostfedkd vy$si matematiky a vyraz
cosx+isinx derivovat nebo integrovat. Vybereme si prvni moznost:

(cosx+isinx)" =—sinx+icosx =i(cosx+isinx) (12)

Gili (e™)' =ie™, jak se také ocekavd od exponencidlni funkce se zakladem e

a exponentem ix.
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Pro ucely pozdéjsich referenci uvedeme jesté Eulerlv vzorec pro funkce cosx

a sinx. Je:
e =cosx+isinx, e =cosx—isinx (12)
Odtud
eix+e—ix ) ix_e—ix
cOSX=———, SinX=——— (13)
2 2i

Po tomto nezbytném Uvodu nasledu;ji priklady praktického vyuziti komplexnich
Cisel ve stredoskolské fyzice. Zacneme stfidavymi obvody se zapojenymi odpory,

kondenzatory a civkami.
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4 Obvody se stiridavymi proudy

Pokud by se ¢tendr hloubéji zajimal o problematiku stfidavych proudd, kterou
se v nasledujicich podkapitolach 4.1 az 4.5 budeme zabyvat, doporucuji tyto publikace:
[10] - stredoskolska ucéebnice v niz jsou vysvétleny zdklady, obvody se fesSi pouze
vektorovou metodou; [13] — Uvodni vysokoskolska skripta, jez zohlednuji i komplexni

symboliku; [14] — kniha, vénujici se problematice uz na pomérné narocné urovni.

V nasledujicich ukazkovych ulohach budeme fresit stfidavé proudy tremi
zplsoby. , Skolni“ vektorovou metodou, v komplexni symbolice a pomoci diferencidlni
rovnice. Nejfyzikalnéjsi - da li se to tak nazvat - je reSeni vychazejici z diferencialni
rovnice. Na konkrétnich ulohach si ukdazeme, jak toto fesSeni souvisi svektorovym

pfistupem a s algebraickym feSenim v komplexni symbolice.

Poznamenejme jesté, Ze reseni stfidavych proudl prostfednictvim vektor( se
ve stfedoskolské fyzice nazyva obvykle metodou fazor(i, fesSeni prostrednictvim
komplexnich cCisel se nazyva symbolickou metodou. Jaky je asi plvod téchto termint?
Ve fyzice pomoci vektor(l nejcastéji popisujeme veliCiny, které jsou charakterizovany
velikosti a smérem v realném (fyzickém) prostoru. Naproti tomu jsou harmonické
veli¢iny reprezentovany vektory z abstraktniho dvojrozmérného prostoru. Velikost
vektoru je rovna amplitudé pfislusné veliciny, jeho polarni uhel odpovida jeji fazi. Aby
se tyto vektory odlisily od vektort z ,fyzického” prostoru, nazyvaji se fazory. Komplexni
Cisla jsou zde zrejmé chapana — ne zcela spravné — jen jako symboly, zastupujici

»skutecné” realné veliciny.

Domnivam se, Ze je zbyteCné a pro studenty nejspiSe i matouci zavadét nové
terminy, mame-li k dispozici terminy jiz zazité. V dalsi ¢asti prace budu proto mluvit

o vektorové metodé a metodé komplexnich Cisel.
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4.1 Harmonické napéti na kondenzatoru
Zacnéme touto ulohou: Na kondenzator o kapacité C je pfivedeno stfidavé

napéti
U(t)=U, cos(at) (1)

Mame urcit proud I(t), prochazejici kondenzatorem.

-QI F‘Q
C

I®)

0o ©O

Ut

Obr.4: Obvod stfidavého proudu s kondenzatorem

Ozna¢me symbolem Q(t) proménny naboj na deskach kondenzatoru.

Kondenzator se stfidavé nabiji a vybiji a tento mechanismus zplsobuje, Ze obvodem

prochazi ¢asové proménny proud. Déj je zfejmé fyzikalné popsan dvéma rovnicemi:

u=2, 1-R 2)

’

C dt
Prvni rovnice udava znamy vztah mezi napétim a ndbojem na kondenzatoru,

druha dava do souvislosti proud se zménou naboje na deskach kondenzatoru. Prvni

rovnici zderivujeme podle ¢asu a za dQ/dt dosadime z rovnice druhé. Obdrzime tak

zakladni rovnici

|=C-E (3)

Konkrétné pro harmonické napéti (1) dostaneme odtud harmonicky pribéh proudu
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| =-wC-U, sin(mt) =§—° cos (wt +%j (4)

[

kde

XCZ_ (5)

je kapacitance kondenzatoru. Ta vystupuje v roli odporu pro amplitudu proudu,

l,=U,/ X.. Jde o analogii Ohmova zdkona | =U/R pro stejnosmérné napéti na

odporu R.

Redeni (4) Ize dat nazornou geometrickou interpretaci. Veliciny U a | si

predstavme jako x-ové slozky vektord U, 1 o velikostech U,, |,, rotujicich v roviné xy

s Uhlovou rychlosti @, pficem? vektor | se predbiha o Uhel z/2 pred vektorem U .

U, .

Iy = —>

_ \a) \a)l‘

=~

t=0 t>0

Obr.5: Vektorové feSeni obvodu s kondenzatorem
Ve slozkovém zapisu jde o vektory

U = [U, cos(at), U, sin (ot)] (6)
]

= [, cos(at+7/2), I,sin(at+7/2)
Fyzikalni vyznam maji pouze jejich x-ové slozky.

MuzZeme pokrodit jesté dale, priradime-li témto vektorim v roviné komplexni

Cisla predpisem

d=(a,,a,) »> a=a, +ia, (7)
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Na rozdil od vektorl Ize komplexni ¢isla navic ndsobit a délit. Toho vyuZijeme
pfi opétovném reseni rovnice (3), kterou doplnime o imaginarni slozku. Ta nas fakticky
nebude zajimat, usnadni nam vsak jinak tézkopadnou pfimou manipulaci
s goniometrickymi funkcemi. Ackoli tohoto konkrétniho pfikladu se zjednodusSeni
netyka, vyhodu prace s komplexnimi Cisly ocenime pozdéji pfi reSeni sloZitéjsich

obvodd.

V souladu s timto programem nahradime napéti U ve vztahu (1) (resp. vektor

U v (6)) komplexnim Cislem

U =U, cos(at)+i U, sin (wt)=U, e"" o
Je zfejmé

dL’j i i i i-ot

Fz—a)Uo sin(wt)+iwU, cos(ot)=ioU, e o)
resp.

d—U=in o

dt

Komplexni analogii rovnice (3) pro proud je tak rovnice

i-c¥_incy-Y (11)
dt X
kde jsme vztahem
X, IR N ST (12)
1oC oC wC

zavedli komplexni kapacitanci. Uvadime ji zde jednak ve standardnim tvaru, jednak ve
tvaru goniometrickém. PovSimnéme si, Zze v komplexni symbolice jsme vztahem (11)
dosahli Uplné analogie s Ohmovym zdkonem |=U/R. Ten nyni plati nejen pro
amplitudy, ale i pro ¢asové proménné (komplexni) veli¢iny. Skute¢nd hodnota proudu

je dana redlnou ¢asti jeho komplexni reprezentace 1 :
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(13)

Pfi vypoltu podilu na pravé strané této rovnice mliZzeme pracovat se
standardnim tvarem komplexnich Cisel i s tvarem goniometrickym. Ackoli jde vtomto

pfipadé o trividlni vypocet, uvedeme si jako ilustraci obé moznosti:

a) Vypocet ve standardnim tvaru
| =Re[iwCU,(cosmt +i sinwt) |=-oCU,sinot=wCU, cos(a)t +%j (14)

b) Vypocet v goniometrickém tvaru

U eia)l
0

iefiﬂ/Z
wC

| =Re =wcuocos(wt+%j (15)

Je zfejmé, Ze druhy zplisob je elegantné;jsi, byt pro studenty bezpochyby abstraktnéjsi:
Pod komplexnim Cislem ve standardnim tvaru si bézné predstavime vektor v Gaussové

roving, na exponencialy s Cisté imaginarnimi exponenty je tfeba si nejdfive zvyknout.

4.2 Harmonické napéti na civce
Nyni budeme vysetfovat pribéh proudu v civce, na kterou je privedeno
harmonické napéti. Pro jednoduchost budeme predpokladat, Zze civka ma nulovy

ohmicky odpor (idealni civka).

_{'YYY'\L_

o o /(t)
A
U = Uycoswt

Obr.6: Obvod stfidavého proudu s civkou
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Podle Faradayova zakona elektromagnetické indukce indukuje proménné

magnetické pole v civce o indukénosti L napéti

dl
U =- b (1)

kde I(t) je proud protékajici civkou.

Jelikoz ma civka podle predpokladu nulovy odpor, musi byt celkové napéti
v obvodu, dané souctem napéti zdroje a napéti indukovaného v civce, nulové. Odtud

dostavame zakladni rovnici pro civku:

di
U@L =0 (2)

Diferencidlni rovnici (2) je proud I(t) jiz uréen. Pro harmonicky prabéh napéti
U (t)=U, cos (mt) (3)
dostavame diferencialni rovnici

L %:UO cos (wt) (4)

kterou lze fesit napf. metodou separace proménnych:

dl =U—°cos(a)t)dt
UL ! (5)
| :Tojcos(wt)dt: w—OLsin(a)t)Ho

Integracni konstanta |, odpovidd idedlni situaci, kdy obvodem o nulovém

0
odporu a nulovém napéti milZe protékat nenulovy stejnosmérny proud. Jak ale
uvidime v Uloze z kapitoly 3.3, v redlném obvodu o nenulovém, byt zanedbatelném

odporu dochazi k rychlému utlumu této slozky. PoloZzime proto v dalSim 1,=0:
U, . u
| =% sin (ot) =— cos | wt— = (6)
L X 2

« L

kde
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X, =olL (7)

je induktance civky. Amplitudy proudu a napéti jsou opét spojeny "Ohmovym

zdkonem" 1,=U,/X_, pfiemz v roli odporu nyni vystupuje induktance.

Vztahu proudu a napéti lze dat — podobné jako u kondenzatoru — vektorovou

formu:

Uo /

-
!

Obr.7: Vektorové feSeni obvodu s civkou

lo

Na obrazku jsou vektory U, I o velikostech U,, I, zachyceny v okamZiku t =0. Vektory

0
rotuji uhlovou rychlosti ». Proud se za napétim opozduje o 90°. Pfipomerime si, Ze na

kondenzatoru se proud o 90° naopak predbiha.

Diferencialni rovnici (4) jesté prevedeme do komplexni reprezentace
L—=U (8)
kde

(9)

ot

T _ it

U=U,e

I=1,e
Zatim neuréena amplituda | je obecné komplexnim &islem. S uvézenim identity

ar . -
—=iwl 10
T o (10)

prejde rovnice (8) v rovnici
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A~ A

U=iolL I (11)

coz je opét forma Ohmova zdkona, v némZ namisto odporu vystupuje komplexni

induktance
X, =ioL=X_-e""? (12)

Skuteény proud civkou dostaneme jako redlnou ¢ast komplexniho proudu I :

) U.e“ ) U
| =Re EJ =Re 0—/2 :—Ocos(wt—zj (13)
X, X ") X, 2

4.3 Seériové zapojeni RL

Resime sériové zapojeni zdroje stfidavého napéti s odporem R a civkou

o indukcnosti L.

°o o I(t)=2
~o
U = Uycoswt

Obr.8: RL obvod se stfidavym napétim
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Vektorova metoda

Obr.9: Vektorové feSeni RL obvodu

Soustava vektoru U,UL,UR,T rotuje stdlou uUhlovou rychlosti @, pfitom
vzajemné vztahy mezi jednotlivymi vektory zUstavaji konstantni. Vektor U celkového
napéti je dan, hleddme vektor I . PFi fedeni vyjdeme z toho, Ze vektor U, je ve fazi

s vektorem I a vektor U, pfedbiha I o thel 7z/2.

Z obrazku dostavame vztahy
2 2 2 2 212 2 U
Ug=Ug +Ugy =(R"+0°L%) 17, tg¢=u_=_-
Odtud
UO
l(t)=7~008(wt—<o), (1)

kde
Z =JR? + »*? (2)

tg _ob resp. sin _ob cos _R
TR e ET e TR
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Komplexni metoda

Tutéz Ulohu budeme nyni fesit prostifednictvim komplexnich veli¢in. VyuZijeme

toho, Ze v komplexnim oboru Ize pouzit Ohmuv zdkon, resp. zakony Kirchhoffovy ve

tvaru, ktery zndme pro stejnosmérné obvody.

Pfed vlastnim feSenim provedeme nasledujici zamény:
U =U,cosat —>U =U, (cos wt +i-sinwt) =U, e
R—>R=R
X, =oL->X =iol
l=251=?
Celkova impedance (celkovy odpor) obvodu je ziejmé
Z=R+ioL=Z-e" (Z,¢..viz(2)
Komplexni hodnoty proudu a napéti jsou svazany Ohmovym zdkonem
U=2Z-1 (3)

a) Vypocet redlné hodnoty proudu ze standardniho tvaru komplexnich cisel:

U, (cos ot +i-sinmt)
R+i-wL

U
z

Uo . . .
"R ol -[(Rcoswt + wL sin wt) + +i - (~wL cos wt + Rsin wt)]

| =Rel = A-coswt + Bsin ot (4)
kde

R ol
A:UO ?, BZUO? (5)
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b) Vypocet s vyuzitim goniometrického tvaru komplexnich cisel

I*:UT:er‘iwt :ﬁ‘ei((u[—(p)
Ze' Z
z : (6)
| = Ref:7° cos(wt — o)

Vypocet v goniometrickém tvaru je sice rychlejSi a reSeni je prehlednégjsi,
nicméné zdapis komplexnich cisel v goniometrickém tvaru bude nejspise pro vétsinu
stfedoskolskych studentll ponékud abstraktni. Neni ovSsem nutné jej pouzivat, i kdyz se
tak bézné déje. Snadno totiz nahlédneme, Ze feseni (4) a (6) jsou skutecné identicka,

nebot Upravou posledni rovnice dostavame
U, .
I =7cos(a)t—go) = Acos wt + Bsin ot

kde

Reseni z diferencialni rovnice

Tento pfistup jsme si ponechali az nakonec. Vlastni fyzikalni obsah déje je

zachycen diferencialni rovnici

u —Ld—I: RI (7)
dt

vyjadrujici, Ze soucet napéti zdroje a napéti indukovaného v civce se podle Faradayova

zakona rovna napéti na odporu. Rovnici pfepiSeme do tvaru

L(;—:+ Rl =U, cos(w-t) (8)
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a) Regeni v redlném oboru

Obecné resSeni nehomogenni linedrni diferencialni rovnice (8) je souctem

obecného feseni homogenni rovnice |, a feseni partikularniho 1,0 1=1,+1,. Redeni
homogenni rovnice

di
L—" 4RI, =0
dt

nalezneme napriklad metodou separace proménnych. Dostaneme
_Rt/
1y (1) =gy €™ (9)
kde 1, je integracni konstanta.

Zbyva najit jakékoli partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice (8). Na jeji pravé

strané je funkce coswt ; partikularni feseni se vtomto pripadé hleda ve tvaru

|, = Acoswt + Bsin wt (10)
Po dosazeni z (10) do (8) dostaneme

(RA+LwB)-coswt + (-LoA+RB)-sinwt =U, coswt

Rovnice bude splnéna pro vSechny okamziky t, pokud koeficienty u funkci kosinus

a sinus na obou jejich strandch budou identické:

RA+LwB=U,
-LoA+RB=0
[ R Lo v ;o oy v
Dostavame A=?uo, B=?U0, coz souhlasi s pfedchozim fesenim (4), resp. (6).

Uplné Fedeni je

-Rt/L

I =1y, +1, =156 +1,cos(wt —¢)

Konstanta |, je urCena pocatecni hodnotou proudu. Avsak bez ohledu na jeji velikost

pro t— +wo Clen s touto konstantou po urcité dobé vymizi. Ustalené reSeni je tak

I =1,cos(at— o) (11)
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b) Regeni v komplexnim oboru

Jak zndamo, fundamentalni systém feSeni linearnich diferenciadlnich rovnic
s konstantnimi koeficienty se nejsnaze hledd ve tvaru e*', kde 1 je obecn& komplexni
Cislo. V pripadé, Ze feSime ulohu s realnymi koeficienty a hledame realné feseni, staci

pro komplexni hodnotu A provést zaménu
e’ — Re(e™), resp. e* — Im(e™)
¢imzZ dostaneme realné reseni téze rovnice.

Rovnici (8) prevedeme nejdfive do komplexniho tvaru doplnénim napéti U

o imaginarni slozku U, sin wt :

L(;—1+ Rf:UO(cosa)t+isina)t) (12)

Vezmeme-li redlnou ¢ast rovnice, dostaneme:

L@JFR (Re f):Uocoswt

coz je puvodni rovnice (8) pro | =Re |

Omezime se hned od pocatku na ustalené reseni. To hledejme ve tvaru

[ =1 el (13)
kde I,, o jsou zatim nezndmé parametry. Po dosazeni z (13) do (12) a s vyuZitim
identity di/dt=iwl dostaneme (oL +R)- I=U, coz je Ohmiv zakon (3).

Dale bychom postupovali jako v bodé (2). Abychom ur€ili parametry 1,, «
feSeni (13), prevedeme (nepovinné) faktor Z=ioL+R do goniometrického tvaru

7 =7-¢ adosadimeza | z(13):
i i(ot+a it
Ze'? 1,6 =y e'".

Porovnanim obou stran dostaneme
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IO:UO a=-g, I:ﬁ

~o . ei (wt—p)
Z' Z

4.4 RLC obvod

Nasledujici uUloha rozhodné nepatfi ktrividlnim, presto svou narocnosti

odpovida podobnym uloham Fyzikalni olympiddy kategorie A.

L

| o2 .F

R'] 2|_> 3
- ©

0 Ny O———

U

Obr.10: RLC obvod se stfidavym napétim

Obvod sestava ze zdroje stfidavého napéti U =U cos wt, odporu R
a paralelné zapojeného kondenzatoru o kapacité C a civky o indukénosti L. Mame
urit proudy I, I. a I, protékajici jednotlivymi prvky, a dale napéti U, =U,, na
odporu R a U, =U,, na paralelnim tseku LC .

Opét uvedeme vSechny tfi pristupy k reSeni. Diferencialni rovnice pouze

sestavime, ale fesit je nebudeme. Uvedeme je pouze proto, Ze pfimo vyjadruji fyzikalni

zakony, které jsou ve vektorové a komplexni metodé skryty.

a) Vychozi soustava rovnic

Pro pét neznamych potfebujeme celkem pét rovnic. Prvni dvé rovnice

dostaneme z prvniho a druhého Kirchhoffova zdkona:

35



l.+1, =14

(1)
U;+U,=U=U,cos ot

Pro odpor R plati Ohm(v zdkon, pro civku L plati zakon elektromagnetické
indukce a pro kondenzator C plati vztah imérnosti mezi nabojem a napétim. Posledni

vztah pro kondenzator navic zderivujeme, abychom mohli naboj nahradit proudem.

Up =R-I,
UP:L'% (2)
| —C. du,
¢ dt

Redenim algebraicko-diferencidlni soustavy (1,2) bychom obdreli pf¥isluiné casové
prabéhy. Je mozné pfimym dosazenim ovéfit, Ze feSeni, kterd za okamzik ziskame

vektorovou nebo komplexni metodou, budou této soustavé vyhovovat.

b) Vektorova metoda

Veli¢éinam U,Ug,U,, I, I, |, pfifadime odpovidajici vektory U,UR,UP,TR,TC, I .
Kirchhoffovym zakonUm (1) odpovidaji vztahy mezi vektory:

- (3)
Ug +U, =U =U, (cos t,sin wt)

Vektorové vztahy prevedeme do vztahl pro velikosti vektor(l a vztahy mezi jejich
sméry. Velikosti vektord jsou amplitudami hledanych veli¢in, proto jim pfipiSeme

nulovy index ( [d|=4a, ):

U =Rlp

Up=X_lg, X =olL (4)
1 1

l.=—U X.=—

oc X, P c=_C

Vztahy mezi sméry uvedeme radéji slovné:

- vektory I.,U; jsou souhlasné rovnobéiné
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- vektor I, predbihd vektor U, o 7/2 (5)

- vektor I, se za vektorem U, opozduje o z/2

Z poslednich dvou podminek vyplyvd, Ze vektory ch a I_ jsou nesouhlasné
rovnobézné. Z prvniho vztahu ve (3) vyplyva navic, Ze vektor TR je s nimi rovnobézny.
Bez Ujmy na obecnosti budeme predpokladat, ze I, >1,, tj. X <X.. Vektorova

rovnice I, =1, +1. pak pfejde do skaldrniho vztahu mezi velikostmi rovnobé&znych

vektor(:
lor = ToL — loc (6)

Vztahy mezi vektory v ur¢itém ¢asovém okamziku zachycuje obrazek:

Obr.11: Vektorové feSeni RLC obvodu

Po dosazeni za |, ,1,.z (4) do (6) dostaneme

|0R2ﬁ_ﬁ = UOP:—XCXL Nor (7)
X, Xe Xeo— X,
Dale je zfejmé
X X i U
U§=U02R+U§p=(R|0R)2+[ﬁ'|oRJ :>|0R=?O (8)
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kde jsme vztahem

Z_\/R2+[—X°XL j )
xc - XL

zavedli celkovou impedanci obvodu.

Ze znalosti amplitudy |, celkového proudu jiz snadno spoCteme zbyvajici

veliCiny. Nejdfive vyjadfime jejich amplitudy pomoci amplitudy U, napéti zdroje:

R
UOR =R- IOR —E'Uo
XCXL

U X,

Ioc_ = 'Uo
Xc (XC_XL) YA (10)
U X

I0|_ =% = v 'Uo

Casové zavislosti dostaneme projekci odpovidajicich vektori do osy x.

Pfipomenme si, Ze vektory z obrdzku rotuji jako celek kolem pocatku souradnic

s Uhlovou rychlosti @ .V okamzZiku t svird vektor U s osou x Ghel wt. Vektor TR (spolu

svektory U, I ) je opozdén o dhel ¢, pficem?

U XX
tg¢= 0P __ C/ML

= (11)
U (Xc=X.)-R

Nyni je jiz snadné stanovit faze jednotlivych velicin:
Uy =U cos(ot — @)
U, =U cos(ot—p+7/2)=-U, sin(ot — )
Iz =l COS(@t — @) (12)
I, =1, cos(ot—o)
I =1,c cos(wt—p+7) =—1, cos(wt — @)

Vztahy (8-12) jsou Uplnym fteSenim nasi ulohy. Pfimym dosazenim lze ovéfit, Ze

vyhovuji pdvodnim rovnicim (1-2).
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c) Metoda resSeni prostrednictvim komplexnich Cisel

Provedeme pfifazeni U —»U =U, -e"" a prejdeme ke komplexnim odpordim:

R>R=R
L X, =iX, (13)
C—))ZC:—iXC

Veliciny X, X, jsou definovany stejné jako ve vzorcich (3). Po tomto pfifazeni

postupujeme stejné jako bychom postupovali pro stejnosmérné obvody, pouze

komplexni odpory budeme nyni nazyvat impedancemi.

Impedanci Z, paralelni ¢asti uréime ze vztahu pro paralelné zapojené odpory:

}:} +£|' = 2P:i.i (14)
Z, X. X, X=X,
Celkova impedance celého obvodu je dana sériovym spojenim R a ZP:
ZA=R+ZAP=R+i-M (15)
Xc - XL
Je vyhodné tuto impedanci vyjadrit v goniometrickém tvaru:
Z=2-¢"
? (16)
Z:\/R2+( XCXL j tg¢: XCXL
XC_XL (XC_XL)'R

Celkové impedanci yA odpovida celkovy proud f, protékajici obvodem; je dan

Ohmovym zakonem

_Yo o (17)
z

A

N)l (e

Na odporu R je proud a napéti

39



z (18)

Podobné urcime napéti a proudy na paralelni ¢3sti:

AP :2P,f: XX U @i(ot-o+72)
(Xe—=X\)-Z
~ U X .. .
||_ — l{P — C UO .el(a)t—(p) (19)
XL (XC_XL)'Z
fc _ l{P _ XUy pi(@t-p+7)

Xc (XC_XL)‘Z

Skutecné hodnoty jsou realnymi ¢astmi odpovidajicich komplexnich hodnot. Tedy

I =14 =%~Cos(wt—q0)

‘Mo

R
U; = ZU -cos(wt — @)

P=Mcos(a)t—(p+;z/2) (20)
(Xc _XL)'Z
I, :&cos(a)t—gp)
(xc _XL)'Z
XU,

l.=———————cos(wt—@p+7
T X -x)z e s

S paralelnim zapojenim indukcnosti a kapacity je spojen zajimavy jev elektrické
rezonance. Zkoumejme, co nastane pro X.=X,, kdy se &initel (X.—-X,) ve

jmenovatelich (20) vynuluje. Rovnost obou impedanci X., X, nastane pro frekvenci

1 = o, 1 (21)

0,C JLC

nazyvanou podle fyzika W. Thomsona frekvenci Thomsonovou [10]. Nyni ve vztazich

w, L=

(20) provedeme limitni pfechod @ — @, (tj. zdola, aby ¢len X.- X, mél pro urcitost

kladné znaménko). Pak
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L
Xe=X.)Z - —
i ¢ (22)

posZ
2

Po dosazeni z (21) a (22) do (20) dostaneme hodnoty napéti a proudu v rezonanci:

=0
U, =U,cosw,t

I, = ‘/Euosin w,t (23)
L
/C :

lc =— ons'na’ot

Vidime, Ze zdroj nedodava do obvodu zadnou energii, | =0, miZeme jej tudiz odpojit.
Pfesto budou v obvodu LC probihat harmonické kmity s frekvenci @, a s opacné

orientovanymi proudy v civce a kondenzatoru, pfi kterych se bude navzdjem prelévat
energie mezi civkou (resp. jejim magnetickym polem) a kondenzatorem (resp. jeho

elektrickym polem).

Poznamenejme jedté, Ze pro @ —> w, bychom obdrZeli vztahy (23) s opaénymi

znaménky, coz odpovidd zméné fazeo r.
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4.5 Vybrané ulohy na stiidavé proudy z Fyzikalni olympiady

Na zavér kapitoly uvadim pro ilustraci dvé ulohy FO z poslednich let. Pfestoze je
soutéz vybérova, umoznuji tyto Ulohy udélat si predstavu o rozsahu stfedoskolského
udiva vtéto oblasti. Ulohy fe$im metodou vektorovou i komplexni. V souladu

s plivodnim zadanim dloh amplitudy harmonickych veli¢éin nahrazujeme jejich

efektivnimi hodnotami (a,; =|&|/+/2).

47. ro¢nik FO 2005/2006, 1.kolo, uloha €. 4 [12]

Ke zdroji harmonického stfidavého proudu jsou paralelné pfipojeny dvé vétve.
V jedné je zapojen kondenzdtor o kapacité C=10 uF, ve druhé rezistor o odporu
R =200 a civka o indukcnosti L =2,00 H (obr. 12). Vétvi s kondenzatorem prochazi
proud o efektivni hodnoté /; = 0,3 A, vétvi s rezistorem a civkou proud o efektivni

hodnoté /,=0,2 A.

1S

Obr.12: Zapojeni k uloze 47. ro¢. FO

zdroj: http://fyzikalniolympiada.cz/archiv/47/fo47al_z.pdf

a) Urcete frekvenci f a efektivni hodnotu U napéti zdroje.

b) Urcete efektivni hodnotu /. celkového proudu prochazejiciho zdrojem a jeho fazové

posunuti proti svorkovému napéti. Soucasti obvodu povazujte za idealni.
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Reseni
a) Vzhledem k tomu Ze vétve jsou paralelni, pfislusi obéma efektivnim prouddm 1, I,

stejné efektivni napéti, coz vede na dvé rovnice pro dvé neznamé U a w:

=1, = (1)
2]l

U U
1
kde Z,, Z, jsou absolutni hodnoty impedanci: Z,=1/wC a Z, =R’ +(awl)>.

Eliminujeme-li ze soustavy (1) napéti U a dosadime-li za Ciselné hodnoty,

|1

dostaneme pro @’ nasledujici kvadratickou rovnici:

L’C%w* + R*C%0? —%=0 (2)

Pro dané hodnoty dava tato rovnice jediné kladné feseni o =264,9rad/s, jemuz

odpovida frekvence f =w/27=42Hz. Hodnotu napéti U dopocitdme z rovnic (1),

vypoctena Ciselnd hodnota U =113 V.

b) Oba proudy maiji vici sobé rozdilnou fazi, to ale komplexni impedance automaticky

zohlednuji. MGZeme tedy pouzit OhmUv zdkon

kde |, je celkovy proud vétvemi protékajici a Z, ,Z, jsou komplexni impedance.

Pocitejme:
.1 _
Z,=——, Z,=R+ioL
1oC
111 L1 R+i-(@CR? - ol + 0°L’C) a)
Z, 7, 1, R+ial R? + »*L?

Ve finalnim vzorci (3) jsou jiZ obsazeny odpovédi na obé otazky - tedy jak na efektivni
hodnotu celkového proudu, ktery spocitdme jako soucin efektivniho napéti a absolutni

hodnoty vyrazu (3), tak na posunuti, které spocitame z tangenty imaginarni a redlné

43



Casti. Jelikoz uhel bude kladny, bude proud bude pfedbihat napéti. Pro zadané hodnoty

vyjde fazovy posuv 58° a proud 0,13 A.

Ulohu (b) mGZeme vyfFesit i vektorovou metodou. Na obou vétvich je stejné
napéti, tzn. vektorovy soucet napéti na odporu a civce v prvni vétvi musi byt rovny
vektoru napéti na kondenzatoru ve vétvi druhé. V prvnim pfipadé je proud ve fazi
s napétim na odporu, Cili za vyslednici napéti se opozduje o uhel « =arctg (wL/R), ve
druhém piipadé proud predbihd napéti o z/2. Uhel, ktery mezi sebou sviraji oba

proudy, je tedy o + /2. Vyslednici celkového proudu spocitame z kosinové véty:

| =12 +12 21,1, -cos(z/2 - &) = 0,13A

Obr.13: Reseni vektorovou metodou

zdroj. http://fyzikalniolympiada.cz/archiv/47/fo47al_r.pdf
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53. ro¢nik FO 2011/2012, 1.kolo, uloha ¢.5 [12]

Zarovku se jmenovitymi hodnotami napéti U,=24 V a proudu I, =03 A

potfebujeme napajet ze zdroje stfidavého proudu o efektivni hodnoté svorkového

napéti U,=12 V a frekvenci 50 Hz. PouZijeme k tomu obvod zapojeny podle obr. 14.

Kondenzator pfipojeny paralelné k Zarovce ma dostate¢né velkou kapacitu C =100 uF .

~ o—— Y Y\
L

U, ® :_g

N O

Obr.14: Zapojeni k uloze 53. ro¢. FO

a) Jakou indukénost L musi mit civka, aby napéti na Zarovce mélo jmenovitou

hodnotu?
b) Jaké bude fazové posunuti napéti na Zarovce oproti svorkovému napéti zdroje?

Kondenzator a civku povaZzujte za idealni, vnitfni odpor zdroje je zanedbatelny.

Reseni
1) Redeni uZitim vektord (fazora)
a) Na zarovce je podle zadani ulohy efektivni napéti U, =24V, prochazi ji tedy

efektivni proud I, =0,3A. Na kondenzatoru musi byt stejné napéti, proud na ném jej

viak pfedbihd o 7/2. Jeho amplitudu spocitdme ze vzorce I.=U, oC=0,754 A.

Celkovy proud protékajici obvodem je pak vektorovym souctem vektor( TR a fc, tedy

I, =415 +12 =0,811A. Proud pfedbihd napéti U, o thel gp=arctgl. /I, =119 rad.
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legq——

/ U

>

Obr.15: Vektorové skladani proudt
Jak zndmo, na civce napéti predbihd proud o 7z /2, v nasem ptipadé je o tento
Uhel pfed vyslednici TO. Napéti U, na civce svird s napétim U, na paralelni vétvi
s zarovkou a kondenzatorem tedy uhel a=7/2+¢=276rad. Abychom dostali
vyslednici napéti, staci secCist vektory UL a UO. Jeji velikost ziskdme z kosinové véty,

plynouci z nasledujiciho obrazku:

UL o7 ~ N

90° + ¢ U

Obr.16: Vektorové skladani napéti

U2=UZ2+UZ-2U,U, cos(z/2-p)

Vzhledem k tomu Ze velikosti napéti U, U, a uhel ¢ zndme, vede tento vztah

na kvadratickou rovnici pro U, . Jeji kofeny jsou U , =304V a U, =14,2V. Obé reSeni
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jsou fyzikalné pfipustna. Indukcnost pak spocitame ze vztahu wlLl;,=U . Pro prvni

pfipad vyjde L, =0119 H pro druhy L, =0,056 H.

b) Ze znalosti celkového napéti U,, napéti na civce U, a Zarovce U, jejichz vektory
tvori trojuhelnik, miZeme, jak plyne z obr. 16, za pomoci kosinové véty spocitat thel
¢, pfi jeho vrcholu, U2 =U¢ +U7 —2U U, cosg,, coZ je rovnice o jedné nezndmé ¢,.
Pro prvni hodnotu U, vyjde ¢, =193rad, pro druhou ¢, =0,45rad . V obou pfipadech je

napéti na Zarovce U, o tento uhel opozdéno.
2) Regeni v komplexni symbolice

Odpor Zarovky uré¢ime z Ohmova zdkona R=U, /1, =80Q. Nyni jiz mizeme

spocitat impedanci paralelni ¢asti:

—:£+ia)C = Z, :_L.
» R 1+iwRC
Celkova impedance obvodu pak je
Z,=2,+7Z, oL

=_——|—
1+iwRC

a) Pomér napéti na Zarovce U, ku celkovému napéti U, je roven poméru impedanci
Z,1Z,.Pokud spocitdme absolutni hodnotu tohoto podilu, ziskdame pomér amplitud i
efektivnich hodnot U /U, jez ale podle zadani zndme. Jednd se tedy o rovnici pro
neznamou indukénost civky L. Stejné jako v predchozim pfipadé vyjdou dvé reseni
L,=0119Ha L,=0,056 H.

b) Chceme li spocitat fazovy rozdil mezi napétim U, a U,, vyjdeme, stejné jako
v pfedchozim pfipadé, z poméru impedanci Z,/Z, z néhoz poté ur¢ime tangentu jako
pomeér jeho imaginarni a realné &asti. JelikoZ uhel vyjde zaporny, je napéti U, pfed U,.

Pro dvé hodnoty indukénosti L vychazi dva uhly posunuti: ¢, =1,93 rad a ¢, =0,45 rad.
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5 VInova optika

Opét zacneme tuto kapitolu literaturou, tykajici se tématu: [15] - stfedoskolska
ucebnice, v niZ jsou zminéna zakladni fakta Youngova pokusu a principu difrakce; [16] -
publikace pro stredoskolaky se zajmem o fyziku, vénovana kmitani a vinéni obecné; [9]
- vysokoskolska skripta, v nichZ jsem se ¢astecné inspiroval pfi zpracovani metody

geometrického (resp. vektorového) skladani vin.

Se zaklady vinové optiky se studenti seznamuji uz od druhého rocniku,
samotnou interferenci vSak berou aZz v ro¢niku ¢tvrtém. | v tomto oboru se vyrazné
uplatiuji operace s goniometrickymi funkcemi, které, jak jiz vime z predchoziho textu,

je vyhodné nahradit operacemi s dvourozmeérnymi vektory Ci s komplexnimi Cisly.

5.1 Postupné vina
Na dvod si na stfedoskolské Urovni pfipomeneme matematicky popis rovinné
monochromatické viny, Sifici se v kladném sméru osy x. Veli¢ina E, Sifici se ve formé

viny, je popsana funkci
E(t,x)= E, cos (awt — kx + ), (1)

kde E, je amplituda viny, @ je Uhlova frekvence, k je vinové Cislo a ¢ je pocatecni
faze viny v pocatku souradnic. Veli¢ina E muZe byt skaldrem, napf. proménnym
tlakem ve zvukové vIné, nebo vektorem, napf. vektorem elektrické intenzity

v elektromagnetické viné.

DuleZitou charakteristikou viny je jeji periodicita v ¢ase a prostoru. Casovou
periodu T — dobu kmitu — uréime jako nejmensi kladnou hodnotu, splnujici podminku

E(t+T,x)=E(t,x). Z této podminky vyplyva o T =27, Cili

1= 2)
(0]

Podobné podminka E(t,x+ 4)=E(t,x) urcuje vinovou délku

A= 3)
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Dalsi charakteristickd veli¢ina vinéni — fazova rychlost v — udava, s jakou

rychlosti se Sifi faze (wt-kx+¢) viny. S danou hodnotou faze je spojena urcita
konkrétni hodnota E. Ze vztahu wt-kx+¢@=Kkonst. dostdvdme x=w/k-t+konst.,

takze fazova rychlost je
1)
V=— (4)
K

Po dosazeniza k=2z/4 dostaneme dobfe zndmy vztah v=f 1, kde f=w/27=1/T

je kmitocet viny.

Posledni charakteristikou, kterou si zde uvedeme, je intenzita vinéni. Intenzita
| odpovida toku energie v daném misté a ¢ase a je Umérna kvadratu veli¢iny E. Pro

jednoduchost zvolime konstantu tmérnosti mezi | a E® rovnou jedné. Pak
I(t,x) = EZ cos®(wt —kx+¢) (5)
Viditelné svétlo ma kmitoet fadu 10" s™. Tak rychlé zmény intenzity nedokaze

nase oko samozifejmé registrovat. Okamzitou hodnotu | proto nahradime jeji ¢asovou

stfedni hodnotou

;
I(x)= jltx)dt (6)
0

1
T
Po dosazeni z (5) dostaneme

I = E§<cosz(wt +...)> (7)

PFi vypoctu stiedni hodnoty kvadratu kosinu vyuZijeme identitu cos’ a = (1+cos 2a)/2 a

oT =2r:

<C0$2(a)t+a)>= ] +cos(2a)t+2a) 1
0

1
dt== 8
T 2 (8)

Jetedy I=E2/2=E%, kde E, =E,/+/2 je efektivni hodnota veliciny E.
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5.2 Youngiv pokus

K porovnani moznych matematickych pristupli ve vinové optice jsme si vybrali
interferenci na mfizce. Zacneme vykladem vyznamného Youngova experimentu z roku

1801, kterym se experimentalné prokazala vinova povaha svétla [7,8].

Svazek rovnobézného monochromatického zareni o vinové délce 1 dopada na
pfepdzku se dvéma uzkymi rovnobézinymi Stérbinami, jejichz vzdalenost d je
srovnatelna s vinovou délkou dopadajiciho svétla. Podle Huygensova principu se od
obou Stérbin zac¢nou Sifit kruhové (resp. valcové) viny, které po dopadu na stinitko i
jiné registracni zafizeni, umisténé ve vzddalenosti L od pfepdzky se Stérbinami, spolu
interferuji. Vzdalenost L je tak velkd, aby bylo mozné pokladat interferujici paprsky

z obou $térbin za navzajem rovnobézné.

prepazka s otvory stinitko

Obr.17: Skladani vinéni na dvojstérbiné
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pfepazka s otvory

Obr.18: Priichod paprskl dvojstérbinou

Paprsky vychazejici z obou Stérbin necht interferuji (skladaji se) v misté P
stinitka, lezicim ve sméru @, méfenym od normaly kroviné prepazky. Hodnoty

elektrickych slozek v misté P jsou

E,=E,-cos(wt—-kr,), E,=E,-cos(wt—kr,) (1)

a) Vyslednou intenzitu na stinitku vypocteme nejdfive standardnim stfedoskolskym

zpusobem. Celkova hodnota pole v misté P je
k(r,—r k(r, +r
E=E, +E, = 2E, -0s (%)cos [mt—%) (2)

PFi upravé jsme vyuzili souctovy vzorec

B e &P

COSa+COSﬂ=2~COSa2 -C0S 5 (3)

Drahovy rozdil témér rovnobéznych paprskl 1,2 je patrny z detailu obrazku:

r,—r=d-sind (4)
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Tedy

| (P,t)=4E¢ -cos’ (kd Szlmgj-cos2 (a)t—Mj

2
.y (5)
r(P)=z.E§-cosZ[k o j

Podle hodnoty odchylky @ paprsk(i od sméru plvodniho Sifeni kolisa intenzita

mezi maximdlni hodnotou 2E; a minimalni nulovou hodnotou. Po dosazeni za

k =27/4 dostaneme podminku maxima ve tvaru
dsind, =ni, n=0,+1,£2,... (6)

Pro velké vzdalenosti L od prepazky a malé odchylky & muiZieme pouzit
aproximaci sin@ ~tgd = y/ L, kde y je soufadnice na stinitku, mérena od stfedu =0

. Maxima se pak nachazeji v mistech

A
:n-—l_ 7
Ya q (7)

Z polohy maxim, danych timto vztahem, urcil Thomas Young poprvé v historii
s velkou presnosti vinové délky viditelného svétla. Zaroven jeho experiment prokazal

vinovy charakter svétla.

b) TutéZ ulohu - superpozici dvou vinéni o stejné frekvenci - spocteme nyni ve
vektorové a komplexni symbolice. Praci nam to v tomto pripadé nijak zvlast neusnadni.
Oba alternativni postupy ocenime v ndsledujici Uloze, v niz budeme skladat vinéni
prichazejici z mnoha ekvidistantné rozloZzenych stérbin.

Ve vektorové metodé provadime pfifazeni cosa — (cosa,Sina). Oznacme

zkracené:

o, =ot-kr,  a,=o0t-Kkr, (8)

Vyslednad intenzita je reprezentovdna vektorem (fazorem)

E:I§1+I§2
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Obr.19: Vektorové feSeni — vyslednd intenzita

Trojuhelnik na obrazku je rovnoramenny, |E,|=|E,|=E,. Velikost vysledné

intenzity | E | = Eqror ur€ime z kosinove véty:
EZor = EZ +EZ +2EZ = 4EZ cos? A% 9
otor = Eg + Eq +2E; -cos(a, —a,) = 4E; -cos 5 (9)

Vektor E svird s vodorovnou osou Uhel

o —a o, +a
B=a,+ 12 2 _ 12 2

Skuteénou hodnotu ziskame projekci vektoru E do vodorovné osy:

- +
E=E0,TOT'COSﬂ:2EO'COSal 0‘2_00805120{2 _
LT r+r (10)
= 2E,-cos k-#)-cos(a)t—k._l 2)
2 2
Vypocet stfedni hodnoty intenzity I=<E2> bychom provedli stejné jako

v pfedchozim pfistupu.

V komplexni metod& provadime pfifazeni cosa —cosa+isina=e'“. Tedy
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é:él+é2:Eo(eia1+eia2):Eo-el 2 Lel 2 +e—| ) j:
(11)

joutay a —a
=E,e ? -2cos>=—=%
2
P¥i GUpravé jsme uplatnili maly trik — z prvni zévorky jsme vytkli ¢initel e”, pFicems
hodnota S = (o, +«,)/2 byla stanovena z podminky, aby v zavorce zistaly po vytknuti
vzajemné komplexné sdruzené vyrazy.
Vyslednou slozku E superpozice obou vinéni dostaneme jako redlnou cast

komplexni veli¢iny E:

E:ZE(,-cosal;%-cosoclﬂ;a2 (12)

Vsechny metody davaji podle oéekdvani tyz vysledek.
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5.3 Interference na soustavé §térbin

Experimentalni usporadani zUstava stejné jako v Youngové

pokusu,

predpokladame pouze libovolny pocet ekvidistantné rozloZzenych Stérbin. V pripadé

velkého poctu Stérbin mluvime o optické mfizce.

UvaZujme tedy prepazku s n Stérbinami, rozloZzenymi ve vzajemné vzdalenosti d.

Na prepazku v kolmém sméru dopadd monochromaticka vina o frekvenci w. Za

prepazkou je ve velké vzdalenosti umisténo stinitko, na kterém pozorujeme vysledné

rozloZeni intenzity.

pre

]

pazka se Stérbinou stinitko

Obr.20: Prichod vinéni mfizkou

Vyslednd hodnota pole E v bodé P stinitka je ddna souctem pfispévkd od

jednotlivych stérbin:

E=>E,cos(wt—kr)=E,-> cose,
i=1 i=1

(1)
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kde jsme zavedli oznaceni «, = wt—kr,. Je-li stinitko dostatecné daleko od pfepazky,
maji vSechny paprsky smérujici do bodu P (téméF) shodny smér €, cemuz odpovida,
stejné jako u Youngova usporadani, drahovy rozdil sousednich paprsku

r—r,, =d-sind (2)
a fazovy rozdil

Aa=a,,—a,=k-(r,—r,,)=kd-sing (3)

,Zbyva“ provést vypocet sumy v (1). Vypocet opét provedeme tiemi zpUsoby,
abychom je mohli porovnat z hlediska jejich narocnosti, pfipadné i matematické
elegance. UkaZe se, Ze vybér vhodného matematického aparatu mlzie feseni ulohy
vyrazné usnadnit. | v tomto pripadé nam vypocCet usnadni prevedeni

jednodimenziondlniho problému do dvou dimenzi.

a) Primy vypocet
S timto postupem jsme se v dostupné literature nesetkali, zfejmé pro jeho
tézkopadnost. Sumu na pravé strané rovnice (1) vyndsobime nejdfive funkci sin g,

pficemz uhel f upresnime aZ v nasledujicim kroku:
n

sin - cosq; =

i=1

N |-

-Zn:[sin(ozi +f)-sin(e, - ) ] (4)

Uhel £ nyni zvolime tak, aby se na pravé strané této identity navzajem odecetli
sousedni cleny. Zfejmé nas okamiité napadne volba f=Aa (o, +Aa=a,,-Aa),
jeSté vyhodnéjsi viak bude volba f=Aa/2 (a,+Aal2=a;,—-Aal2). Po Upravé
dostaneme

. Ao 1. Aa . Aa
sin——-Y cosa; ==-|sin| a, +—|-sin| o, ——~ | |=
2 2 2 2

i=1

(5)

. (a,—a, +Aa o, +a,
=SIN| —— [-COS
2 2
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PFi posledni Upraveé jsme vyuzili identity

. . . u—-v u+v
sinu+sinv=2-sin > -COS 5 (6)

Dosadime jesté o, —a, =(n-1)-Aa a obdriime

) sin (n 2“) A
Y cosa; =————=-C0s (a1+(n—1) —aj (7)
=1 sin 2% 2
Tedy
an[n22) )

E=nE,- -C0S (al+(n—l)—aj

nsin—— 2

2
sin (n Aaj
22

I_:<E2>:n2E°~ 2 (8)

Cinitel 1/2 vznikl stfedovanim kvadratu funkce cos(wt+...).

Konstanté Umérnosti n’EZ /2 muaZeme déat bezprostiedni fyzikalni vyznam.

Vlimité 8 -0, resp. Aa »> 0, dostdvame

sin (n-Azaj sin( Azaj Aa
_ | 2
Ao Aa “ha |t ©)
n-sin — n.-—— sin——
2 2 2

takze 1(0)=n°E./2 a

. ( Aaj 2
SIn| N—
[0)=i©)|—2/ (10)

nsin——
2
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Analyza pribéhu funkce (10) je pomérné narocna a neni ani nasim cilem. Lze ji

najit ve vysokoskolskych ucebnicich optiky, napft. [9].

b) Geometrickd metoda reseni

Metoda spocivé v souttu vektori — fazorli E=) E;, kde

E. =E, (cosq,,sine,), i=1,2,..,n (11)
Vektory Ei maji vSechny stejnou velikost E, a jsou vici sobé pootoleny o uhel
Aa =kdsing.

Pro pfimy smér (@ =0,Aa =0) i pro obecny smér (@ #0,Aa #0) situaci
v urcitém casovém okamZiku zachycuji obrazky. Ackoli vektory rotuji jako celek

s Uhlovou rychlosti w, jejich vzdjemné vztahy se v ¢ase neméni.

Eo1o1(0)=nE,

Obr.21: Pfimy smér
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nAa

Obr.22: Obecny smér, soucet a detail

Z detailu pro dva sousedni vektory El, E2 (obrazek vpravo) je patrné, ze

vsechny vektory Ek leZi na oblouku kruZnice o stfedu S a poloméru

E,/2
r= ~ (12)

sin——

2

Vysledna amplituda E,;o; je seCnou této kruznice, odpovidajici stfedovému

Uhlu nAc«. Jeji velikost je tedy

nAa
a5
Eoror(0) =21 -sin 5 = (= (13)

Tim jsme s vypocCtem vlastné hotovi, nebot zatim neurceny fazovy Uhel « , ktery svira

vektor Ej;,; svodorovnou osou x, bude vystupovat v periodické funkci

cosa =cos(wt +...), ktera se po vystfedovani pres ¢as zredukuje na konstantni

hodnotu 1/2. Chceme-li tento Uhel pfesto urcit, dostaneme jej pomoci rozdilu uhld

SAD, SAB (hlavni obrazek):

a:%{(E_A_“j_(l_wﬂ:wt+(n—1)A—“ (14)
2 2 2 2 2

59



Skute¢na hodnota veli¢iny E je dana projekci vektoru E do osy X,

sin nAa
2
ETOT = EO —Aa COS (15)
sin7

coz souhlasi s rovnicemi (8) pfedchozi metody.

c) Redeni prostfednictvim komplexnich &isel

Tato metoda je nejuspornéjsi a jeji nejveétsi vyvhodou asi je, Ze nevyZaduje
néjaké zvlastni intelektudlni usili. Vysta¢ime se vzorcem pro soucet prvnich n clen(

geometrické rady.
Pfispévkim E =E, cosa, (symbol i je nyni vyhrazen pro imagindrni jednotku)

pfifadime komplexni reprezentanty Ek =E,e'*.Je

R N (ot (K-)Aa) o, N [Lina K
E=YE =E, - e =E,e 1oZ(e )z
k1 k=1 k=0
(16)
o einAa _1
=E0el ) eiAa _1

Z Citatele a jmenovatele zlomku na pravé strané vytkneme C(Cinitele tak,

abychom dostali rozdil komplexné sdruzenych Cisel:

. (NAx
) inla Aa _inAa sin| —=
elnAa 1 en2 e 2 —e n2 i(fl)ATH 2
I vl I v vl I A (17)
e ? e 2 —e 2 SIN——
Po dosazeni (17) do (16) a vzeti redlné ¢asti dostaneme
. (NAx
A Ag SIN 72
E:ReE:Eocos(al+(n—1) j (18)
2 . Ax

coz je v souladu s predchozimi vysledky.
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6 Zavér

Otazka postaveni a role matematiky ve vyuce fyziky na zakladnich a stfednich
Skolach je velmi Siroka. Omezil jsem se proto na jednu diléi, ale vyznamnou oblast
fyziky —harmonické déje, pfipadné s nimi pfibuzné déje spojené s vinénim. Jak jiz bylo
uvedeno ve 2. kapitole, harmonické déje se zdaleka netykaji jen mechanickych kmitd,
Ize se s nimi setkat v témér kazdém fyzikalnim oboru vzdy, kdyz je pfislusny fyzikalni
systém malo vychylen ze své stabilni rovnovainé polohy. Ctenaf ma pfitom moznost
porovnavat vedle sebe uvadéné rozdilné matematické pfristupy, zaloZzené na
diferencidlnich rovnicich, symbolickych vektorech (fazorech), a na komplexnich &islech.
Prvni ztéchto metod, zfyzikdlniho hlediska fundamentdlni, presahuje ramec
stfedoskolskych osnov. Posledni z téchto metod se redukuje na algebraické operace
s komplexnimi Cisly a z tohoto divodu se mi jevi jako nejvhodnéjsi, byt se tradi¢né
dava prednost tézkopadnéjsi geometrické metodé fazor(i. Zrejmé k tomu pfispiva
i neuvédomovany postoj, ze fyzikalni ,realitu“ lze adekvatné popisovat pouze
»realnymi“ Cisly. V této souvislosti je vhodné si pfipomenout fundamentalni fyzikalni
teorii — kvantovou mechaniku — ktera se bez komplexnich Cisel neobejde, napf.

,realnda“ hybnost je v této teorii reprezentovana operatorem —izgrad.

Jesté nékolik obecnych poznamek k postaveni matematiky ve fyzice. Pocatek
novodobé fyziky je spjat s Galileo Galileem, ktery na konci 16. stoleti kvantitativné
studoval pohyb téles v gravitacnim poli. Pfitom zd(raznoval, Ze jazykem pftirody je
matematika. UZas, 7e jevy a zakony pfirody lze vyjadfovat prostfednictvim Cisel,
nachdazime uz u pythagorejct v 5. stoleti pr.n.l., ti na tom dokonce zaloZili svou filosofii.
Na uzké sepéti fyziky s matematikou se bohuzel ¢asto zapomina. Obé discipliny se na
vSech stupnich Skol vyucuji viceméné nezavisle na sobé, na pedagogickych fakultach se
navic vyskytuji studijni sméry, ve kterych se student fyziky s matematikou setkava jen
minimalné. Lze ale Uspésné studovat a poté vyucCovat néjaky obor, aniz bychom,

feceno Galileovymi slovy, znali jeho jazyk?

61



Seznam obrazku

Obrazek 1: Sila v okoli stabilni rovnovazné polohy.........cccoccveiiiniiiiiiiiiiieieee e, 14
Obrazek 2: Pohyb hmotného bodu po KruzZnici ........cccveeiiniiieeiiniiieeeiiiee e 16
Obrazek 3: Komplexni €isla V GAUSSOVE FOVINE .......cccuvveeeeeeieiiiiiiereeeeeeeeeieirrreeeeeeeeenennnns 18
Obrazek 4: Obvod stfidavého proudu s kondenzatorem ........cccceeeeeveeieivciineeeeeeeeeenennn, 23
Obrazek 5: Vektorové feSeni obvodu s kondenzatorem ..........ccocveeeeeeieeccciieeeeeceeeeens 24
Obrazek 6: Obvod stfidavého proudu s CIVKOU ......ccovvviiiiiniiiicciee e 26
Obrazek 7: : Vektorové reseni obvodu s CIVKOU...........eeeveeiiiiiciiiiiiieeeee e, 28
Obrazek 8: RL obvod se stridavym NAaPELIM .......coovveiviieiiieieiiiireeeee e e e 29
Obrazek 9: Vektorové reseni RL 0bVOdU........cccccuuiiiiiiiiiiicciee e 30
Obrazek 10: RLC obvod se stiidavym Napetim .....ccccvvvveeeieiiieiiiiiieeeeeeeeeeeciirreee e e e e eeanns 35
Obrazek 11: Vektorové feseni RLC 0bVOdU.........cooeviiiiiieiiiiecccieeee et 37
Obrazek 12: Obvod RL sériove, C paraleln@.........ccceevviiieiiiiiieeiceiiee e 42
Obréazek 13: Redeni vektorovou MEtOAOU ..........cceuievrveeeeeeiieeeieeeeee et 44
(0] o] = 7.2 [ I K G- o SR 45
Obrazek 15: Vektorové sloZeni proudU...........coccveeeeeeiureeieeiieee et eeeaveee e 46
Obrazek 16: Vektoroveé sloZeni NAPEti......cccccevriieeiiiiiiee e 46
Obrazek 17: Skladani vinéni na dvojStérbing........cccoovuviiiiiiiiiiie e 50
Obrazek 18: Prichod paprskll dVojStErbinouU ..........cccuveiiiiiiiieieeeee e 51
Obrazek 19: Vektorové reseni - vyslednd inteNnzita ......ccccceeeveevcnreeeeeieeieiiirieeeee e, 53
Obrdazek 20: Prichod VINENT MIIZKOU ......ccccuveeeiieeciieeeee e 55
Obrazek 21: PHIMY SVAZEK ..veiiiiiiiieiiiiiee sttt e e s s e s s itae e e s saaaeee s 58
Obrazek 22: ObeCNY SVAZEK ...c..vviiiiiiiiee et 59

62



Seznam pouZzité literatury

[1]
[2]
3]
[4]
[5]
(6]
[7]
(8]
[9]
[10]
[11]
[12]
[13]
[14]
[15]
[16]

[17]

l. Stewart: Odsud aZ do nekonecna. Argo/Dokoran 2006
M. Mares: Pribéhy matematiky. Pistorius 2008
M. Livio: Nefesitelna rovnice. Argo/Dokoran 2005

J. BeC¢var E. Fuchs: Matematika v 16 a 17 stoleti. Prometheus 1999

P.J. Nahin: An Imaginary Tale: The Story of \/—_1 Princeton un. Press 2010
en.wikipedia.org/wiki/Mattematical_beauty

R. Zajac, J. Sebesta: Historické pramene stcasnej fyziky. Alfa, Bratislava 1990
en.wikipedia.org/wiki/Young%27s_interference_experiment, 20.3. 2013

E. Klier: Optika. Skripta MFF UK Praha, 1986

0. Lepil, P. Sedivy: Fyzika pro gymnazia (Elektiina a magnetismus). Galaxie 1993
E. Calda: Matematika pro gymnazia (komplexni ¢isla). Prometheus 1994
http://fyzikalniolympiada.cz/archiv/zadani-a-reseni

J. Broz: Elektfina a magnetismus Il., SPN Praha 1975

B. Sedlak, I. Stoll: Elektiina a magnetismus. Academia 2002

O. Lepil: Optika. Prometheus Praha 2002

V. Pilat: Kmitani a vinéni. SPN Praha 1973

John Derbyshire: Posedlost prvocisly. Academia 2007

63



	1 Z historie komplexních čísel
	2 Harmonický pohyb
	3 Eulerův vztah
	4 Obvody se střídavými proudy
	4.1 Harmonické napětí na kondenzátoru
	4.2 Harmonické napětí na cívce
	4.3 Sériové zapojení RL
	4.4 RLC obvod
	4.5 Vybrané úlohy na střídavé proudy z Fyzikální olympiády

	5 Vlnová optika
	5.1 Postupná vlna
	5.2 Youngův pokus
	5.3 Interference na soustavě štěrbin

	6 Závěr
	Seznam obrázků
	Seznam použité literatury

