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Uvod

V mnoha rozdilnych oborech se dostavame k problému, kdy potfebujeme nalézt
extremalni hodnoty (at se jedna o klasické obory napi. zednik, truhlaf ..., nebo o
specializované obory napf. architekti, konstruktéfi ...), tj. maximum a minimum. Tyto
Glohy feS§ime obvykle pomoci diferencialniho poctu a integrald. S témito moZznostmi
feSeni se setkavame néktefi na stiedni Skole jini aZ na vysoké.

Tyto ulohy se daji fesit i jednodus§imi matematickymi operacemi. Jde o vyuZiti
latky, kterou i zaci stiednich §kol znaji.

Ve své praci se budu zabyvat nejsnadnéjsim feSenim téchto uloh. Omezim se na tfi
elementarni metody. Prvni znich je vyuziti A-G nerovnosti, kdy porovnavame
aritmeticky a geometricky pramér. Dal§i moZnosti feSeni je vyuZiti vlastnosti
kvadratické funkce a metody diskriminantu. Zamérné jsem vybrala jen urcité typy uloh,
které se pfi uvadéni jednotlivych metod opakuji, aby mohl &tenaf lépe porovnat

prednosti i nevyhody téchto postupi.




1 Ulohy feSené pomoci A—G nerovnosti

Tato metoda umoziuje stanovit nejveétsi a neymensi hodnoty funkci. Vychazi
z Cauchyovy nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem. Pfipomefime si

nejprve zakladni znalosti o aritmetickém a geometrickém priméru.

1.1 Zakladni pojmy

Pro nezéporna &isla x,,x,, . . . ,x, definujeme aritmeticky primér 4, (x), pro néz
plati:
X, +%,+...+x,
(paBrat

a geometricky primér G, (x) :

Gn(x):‘/x] Sy 8
K teSeni uloh budeme vyuZivat nasledujici vétu.
Véta 2 ( A-G nerovnost)

Necht jsou dna nezéporna &isla x;,x,, . . . ,x, . Pak plati:

G,(x)<4,(x)

Pfi¢emz rovnost nastava praveé, kdyz




Lemma:
Jestlize pii konstantnim souctu dvou ¢isel mensi Cislo zvét§ime o hodnotu mensi, nez je
absolutni hodnota jejich rozdilu, a druhé o stejnou hodnotu zmensime, pak se zvétsi

soucin téchto ¢&isel.

Ditkaz:

Nejprve dokazeme nasledujici tvrzeni (Lemma).

Oznaéme tyto Cisla” , .-, kdea < b.
Zvolmea' =a+¢& ab'=b-¢ ,piiCemzb-a>e>0.
Pak a'- b'=(a+¢e) (b—-¢) =ab—ac+be—-¢e*=ab+elb-a-e).

Z podminky proejee (b-a—¢)>0,tzn. ze a’- b" > ab.

|
I
=

Pfedpokladejme nejprve, Ze rovnost nastava prave tehdy, kdyz x, = x, =
Necht x, =x,= . . .=x,=a.
X, +x, + X n-a

An(x)z — 1= =q .

n n

G,,(x):qfxl-xz-...-xM = W:a .
Potom tedy plati G, (x)= 4, (x).

Pokud jsou aspoii dvé z ¢isel x,,x,, . . . ,X, rizna, musi existovat Cislo x, mensi nez

L FX b, AR, a5 e
je aritmetickym primérem.

aa x,; vétSineZa, kde a=
n

a.=a

I

Rl e -
a,=a,+a;-a,=a;,+a,~-a

Pro ostatni a’, = a, k#i,j

Podle Lemma plati x, -x, <x';- x}a tedy #x, L e T R




Jsou-li &isla x,, »=1,...n rovna priméry, pak G,(x)< G', (x)= tfa” =a= A,(x).

V opacném pfipadé cely postup opakujeme, dokud vSechna €isla nebudou rovna

priméru.
G,(x) <G, (x) <G, (x) <...<¥a" =a=4,(x)
G,(x)<A4,(x).

1.2 Nejcastéjsi chyby
Pfi pouzivani A-G nerovnosti pro uréovani extremalnich hodnot se objevuji tyto

chyby:

(a) V prvnim pfipadé jde o pouZiti A-G nerovnosti i pfesto, ze néktery z Cinitell je
zaporny. Pro pouziti této metody musi platit, Ze dosazené ¢leny jsou nezaporné. Je-li
tedy néktery ¢len zaporny, nemizeme pouzit tuto metodu nebo musime vyraz vhodné .

upravit.

(b) Nevhodn4 Giprava a volba vyrazu. Musime se snazit, aby se vSechny Cinitele rovnali,

byli omezeni konstantni funkeci.

Priklad:

Najdéte nejvétsi hodnotu vyrazu V' =6x-(11-x), x € K.

A-G nerovnost pouzijeme, kdyZ plati:

hodnota x je nezaporna (0 < x <11), mizeme napiiklad:

6x+(11-x) _ Sx+11
NV =6x-(11-x) < =
Billiss) 2 2

Ale 0 <x <11, a proto

2 2
V5[5x+1]] 5(5-11“1] 1030
) D




Cislo 1 089 neni viak vysledkem. Vyraz J/ nabyva ve skuteénosti mnohem mensi

hodnoty. Chyba nastala v Gvaze, Ze vyrazy 6x-(11-x) , 2 il

nabyvaji nejveétsi
hodnoty pro stejné x Podle véty o A-G nerovnosti rovnost nastane praveé, kdyz

. 11 ; - . .
6x=11-x,t. x= 5 My jsme v8ak dosadili x =11. Chceme-li této chybé piedejit

musime se snazit, aby se vyrazy s proménnou vykratili (na jedné strané vysla konstantni
funkce).

W =3f6-x (11-x 56”+3(”‘x)

Pak
V <182.
Posledni nerovnost sice plati, ale ¢islo 182 neni opét feSenim tlohy. Totiz, kdyby pro
nékteré x platilo /' =182, tak by v A-G nerovnosti nastala rovnost, a to je mozné
jenom tehdy jsou-li si Cinitelé rovny. V naSem pfipad€ soustava
6=x=11-x

nema feSeni. Musime najit soustavu takovou, aby pro néjaké x se Cinitele rovnali.

Spravny postup:

Vyraz V vydélime 6 a pouzijeme A-G nerovnost pro n=2.

‘E =,/x(11—x)s"’—J“(—liﬂ

Tedy
V <181,5.
Rovnost nastane, kdyz x =11- x,tedy x =5,5.

Cislo 181,5 je nejvétsi hodnotou vyrazu V.
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1.3 ReSené ulohy
1. Extrémy algebraickych vyrazi.:
Uloha 1.1

Naleznéte nejveétsi hodnotu vyrazu ¥ = x(6 -x), 0 < x<6.

Reseni:

Vyraz V' ma dva ¢leny, proto fe§ime pomoci A—G nerovnosti pro n=2.

Plati \/x(6—x) < i_(j;l , odtud

x(6-x)<9.

Vyraz je nejvétsi, nastane-li rovnost obou €initeld, tj. kdyz
x=6-x,tedy

x=3,

Nejvétsi hodnota vyrazu jeV =9, pro x =3.

Uloha 1.2

A ; 4
Ur&ete nejveétsi hodnotu vyrazu V = 4x — 3x?,0<x<—.

3
Reseni:
Nejprve musime vyraz ¥ vhodné upravit, abychom obdrZeli soucin, vytkneme x:

V = x(4-3x).

Po odhadu pomoci A-G nerovnosti by méla byt leva strana konstantni, proto jesté
vynasobime tfemi:

3V =3x(4-3x).

Podle A-G nerovnosti plati :

JV = f3x(d-3%) sﬂzti’i)
W <4

Potom V___ =

max

w| s




Rovnost nastava prave, kdyz

3x =4 —3x. Odtud

X=—.
3

Nejveétsi hodnota vyrazu V = 1 atopro x= % :

Uloha 1.3

Naleznéte minimalni hodnotu funkce f(x)=8x+ 51—, x>0.
X

Resenti:

Podle A-G nerovnosti pro n =2 plati:

1 8x+—
8x.-— < 2x , po upraveé dostaneme
2x 2
1
4<8x+—.
2X

Minimum nastane pravé tehdy, kdyz

8x = —1—, tedy kdyz
2x

1
Minimalni hodnota funkce f(x) =4 pro x = o

Uloha 1.4

21
Naleznéte nejvétsi hodnotu vyrazu ¥ = x* - (21-2x),0 <x <—2— .

Reseni:

Pouzijeme A-G nerovnost pro n =3, aby po odhadu vy3la konstanta:




F R EI=ID Sx+x+(321-w2x) e

V<7 =343

Rovnost nastava prave, kdyz
x=21-2x. Odtud

x=17.

Cislo 343 je nejvétsi hodnotou vyrazu ¥ pro x =7.

2. Planimetrické ulohy:
Uloha 2.1
Pravouhelnik ma obvod O = 24 cm. Najdéte rozméry stran a,b tak, aby

pravouhelnik mél maximalni obsah.

Reseni:

Obvod pravouhelniku je
O =2(a+b)=24.

b=12-x

Ozna¢me strany a =x, b =12—x, potom

plati S =x(12-x).

Obr. 1

Podle A-G nerovnosti:

Jx(12-x) < 1*'—(12219 =6, kde 0< x<I12.

Po tpravé S <36. Nejvétsi hodnota S, =36 nastane prave, kdyz

platix=12-x.
Tedy x =6, potom a =6cm a b =6cm.

Maximalni obsah pravouhelniku je 36 cm®, kdyz a =b = 6cm.




Uloha 2.2
Z prken, ktera jsou k dispozici, se mé postavit plot o délce 200 m. Timto plotem je
potieba ohradit dvir, ktery méa obdélnikovy ptdorys, tak, aby ohrazena plocha

byla co nejveétsi, pfi cemZ dvir na jedné strané zlstava ohrani¢en zdi.

Reseni:

Obvod ohranicené plochy 2a+b =200 0<
a a<100

a=x b=200-2x

Obr. 2
S =x-(200-2x)
8 =2x+(100-x)

Poznamka:

Funkce Say =i§— nabyvaji nejvétich hodnot pii jedné a téZze hodnoté x.

S
—=x+(100 - x
5 R )

A-G nerovnost:

Jx-(100—x s@_z—x)ﬁ =50.

Nejvétsi mozny obsah S, =50 m’ nastane, kdyz
100-x = x

x=230

Potom a =50 a 5=100.

Pozemek ma tvar obdélniku o rozmérech 50m x 100m.




Uloha 2.3

Jedna strana pravouhlého pozemku se pfimyka ke biehu kanalu, dalsi tfi strany

jsou ohrazeny plotem. Jaké by mély byt rozméry pozemku, aby se jeho obsah

rovnal 800 m”® a délka plotu byla co nejmensi?

Regeni:
S= 800 m*® Obsah pozemku je S =x-y, pak
~ ~ ~ - 800=x-y a y=ﬁq.
x
i Pro obvod pozemku plati :
Obr. 3
4 5 %
O=2x+y=2x+§g9=2(x+ﬂj,pouprave
X X
@) 400

X

Podle A-G nerovnosti:

400
X+—

e
X 2

400

»

- 400
2\/4_00 <x+—
x

L

24400 < %

Nejmensi délka plotu O,;, = 80m nastane, kdyZ

400
X=—
b
=20
00
pak =30 80 o,

X 20

Rozméry pozemku jsou 20 x 40m .




Uloha 2.4

Do kruznice o poloméru R vepiste pravotihelnik nejvétsiho obsahu.

Reseni:
Obsah pravotihelnikaje S=a-b,
D C b e (0,2R).
Z obrazku plyne a* = (2R)* —b*. Obsah S i
- R jeho druh4 mocnina S* nabyvaji maxima
soucastné.
Je o S =a*.b* =b*((2R)* -b?)

Obr. 4
7. A-G nerovnosti plyne:

=2R?

2 2 2
ng((zR)z—bz)Sb +((2§) =4 )

potom S =2R’.

Pfi¢emz rovnost nastane pravé, kdyz
b’ =(2R)* -b*

b=+2R

a= \[(z‘m = 2R _

Pravouhelnik nejvétsiho obsahu vepsany do kruznice je Ctverec o strané J2R.

JIHOCESKA UNIVERZITA
vV CESKYCH BUDEJOVICICH
PEDAGOGICKA FAKULTA
USTREDNI KNIHOVNA 8-
Husova 458, 370 05 Ceské Budéjovice
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3. Ulohy o télesech:
Uloha 3.1

Konzervy tvaru valce, maji dany objem V. Urdete rozméry konzerv tak, aby se na

jejich vyrobu spotiebovalo co nejméné plechu.

Redeni:
Hledame nejmensi povrch, potom

0=0(r,h)=2-7-r*+2-7-r-h

A-G nerovnost:

I 2V
Q(r):2-:r-r2 +K+K >3-32-m-r°-—-
ror r

0>3Y2.7x.1V?

'~<|Yi

= «— y =3
Q len 2o

h=2-3\/ i =2r
2z

- N
Nejmensi povrch plechovky O =3- V2.2V ,pror= 3\/——— h=2r.




Uloha 3.2

Urdete rozméry rotaéniho kuzele, ktery ma pfi daném konstantnim povrchu S

nejveétsi objem.
ReSeni:

Povrch kuzele je

v 5 3 S—-nrt S
S=rr +mrs, s= =—=r.
Tr r

Pro objem kuZele plati, V = %zr rv,

Obr. 5
Z Pythagorovy véty plyne

2
v=vsi—r’,

Po dosazeni do V

12 2S
Vzlﬂ:rz- ? .
3 Tor T

V= %(}‘ZS2 wZSm“') , pouZijeme substituci r* =a

9y ? ( S ]
=gl —=q
287 27

Podle A-G nerovnosti:



file://-/-7crs

9 16x°
s
max ¢ ‘\/ES}T
127

S
a=—-—a
27
l_g1
a—=—

4

Rota¢ni kuZel nejvétsiho objemu ma rozméry r = 5 19—, p= &3 .
V4 T

Uloha 3.3

Do rotaéniho kuZele o polomé&ru R a vySce v vepiste rotacni valec:
a) o nejveétsim plasti

b) o nejvétsim objemu

ResSeni:




a) Obsah plaste¢ Q =27zr-h

Za pomoci podobnosti trojuhelnikil vypocteme
r _v-h h

S
R v \Y

-2

Tedy Q=27 R(l - E] -h , potom
v

_271'R

v

0 (v—hh.

Podle A-G nerovnosti:
Jo =R < ("—_%)ﬂ

Geiii v i
Y 4 2

Rovnost nastane pravé, kdyz

v—h=h
h=— .
2
Po dosazeni r=R(l—1):£.
2 2

gt S . R %
Vepsany valec o nejveétsim plasti ma polomer r = = avysku h= % ;




b) Objem vélce V =z r* - h

Za pomoci podobnosti trojihelnikli dostaneme:
row=l - - h

R v %
h

{5

Tedy V:ﬂ_rz_h:?”z.[1_%)_‘;:”?_2{1{*"} 1) rl(Rr-r).

R
NeZ pouZijeme A-G nerovnost musime vyraz rozsifit

7[1’
v=2".,2(2R -2
Sp " @R-2r)

W"r 2R-—_2rjsr+r+(2R—2r)

3

r-r(2R-2r)< (2313) 8R”

]

3 2
Po dosazeni V < o §R— = 4zvR

2R 27 27
4zvR?
o = raveé, kdyz
max 27 p y
r=2R-2r
3r=2K
r= —2—R
3
Nyni dosadime A=|1-— (1 - 2RJV = lv
R 3R 3

. . 4z v R?
Vepsany vélec o nejvétsim objemu V' = - L

r,prorzgR ah:lv
3 3

Uloha 3.4
Do koule o poloméru R vepiste rotacni valec:
a) nejvétsiho plasté

b) nejvétsiho objemu

22




Regeni:

a) Pro obsah plasté plati: O =2zr-h

Z Pythagorovy véty: h = WR = #?
potom

O=2rr-2JR* —r? =

= 4xm2——7ﬂ .

Obr. 8

Podle A-G nerovnosti je
2 3 12
4ar[r*(R? —rZ) <4r- fj};—r).

Q.. =27 R* pravé tehdy, kdyz
r'Z = RZ _r2

1 R2

PR =—C

2 3
Po dosazeni A= R - ﬁ

Rotaéni valec o nejvétsim plasti Q = 2z R* s polomérem r = T a vysce

haRA2.

b) Pro objem valce plati: V =z r* -h

7 Pythagorovy véty h=2+R’ —r? potom

V=nrl2dR*-r* = 27.:\/?'-"(}5?7‘2)

Abychom mohli pouZit A-G nerovnost, musime vyraz rozsifit:

V=27r\ﬁ2 et -(Rz —rz)

Pt iy '(2R2—2F)
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Tedy:

{/rz.rz(QRz qu‘ rior (32R2 2r2)_ 2§2 ,potom

27 2R?* 4nR?
=—7T-—=Lprévé tehdy, kdyz

Vma.x

V23 32
1 = 2R -2¢°
=g

r= R\jg.
3
2 2
Nyni dopoditame h = ZJR2 o = 21/R— = 2RJI.
3 3 3
4z R?

. . . 1
Nejvétsi objem rotaéniho valce je V' = —— , kdyZ r = R‘jg ah= ZR\/:.
32 3 3

Uloha 3.5
Do pravidelného &tyibokého jehlanu s vyskou v a délkou hrany podstavy a vepiste
rotacni vélec:
a) maximéalniho objemu
b) maximalniho plaité tak, aby jeho dolni podstava lezela uvniti podstavy jehlanu

a horni hrany leZely v bo¢nich sténéch jehlanu.

ReSeni:

a) Objem valce V =zr*-h.

Z podobnosti trojuhelniki vypofteme

:v_h,tedy h=v—&.
a

Ny

Nyni dosadime do rovnice pro vypocet V' :

a2
szrrz-[v—zg]=m-r-r-(a—.?r).

a a

Obr. 9

Po pouzZiti A-G nerovnosti:

24




3
A (aﬁ2r)s[gj
3

3 2

AR L R
a2 2
2
Maximalni objem ¥V, = E;f; , pak
r=a-2r
r=—
3.
3.9y ,
Dopoéteme nyni h=v - B =2
a 3

2
. cnéloto obi y _ma
pfi maximalnim objemu V_, =———.

Vélec ma polomér r = i vySku h =
3 27

W<

b) Obsah véalce: Q =27r-h

Z podobnosti trojihelniki plyne L= d, tedy h=v- lins ;
a % a

2
: 2rv| mv
Po dosazeni Q =2xzr v(v—u—] ==".2r-(a —2r) :

a a

A-G nerovnost:

Maximalni obsah vélce je O = %Jf- je-li

2r=a-2r

=

i
4

25




Potom tedy . . 2

o | =

: e R e " a =
Vélec o nejvétsim plasti ma polomér r = 1 avysku h=

Uloha 3.6
Do pravidelného étyfbokého jehlanu vepiste kvadr:

a) maximalniho objemu

b) maximalniho plasté tak, aby jeho dolni podstava leZela uvnitf podstavy

jehlanu a horni hrany podstavy leZely v bo¢nich sténéach jehlanu

Reseni:




a)Objem kvadru V' =x-x-y.

N M
- Z podobnosti trojuhelniki plyne
i i x'ﬁ,odtudyzv—y{.
K L v u a: \/_2_ a
Obr. 12

Nyni dosadime V:x-x-(v—EJ*z-x-x-(a—x),po uprave
a) a

V:L-x-x-(ZaHZx).
2a

Podle A-G nerovnosti plati:

er a2 < 2+ 2a-2)

3
3 3
x-x-(2a—2x)§(l2-q— :gi
3 27
V< 8a’ T 4a’v
21T 2a 27
: 4a’
Maximalni objem je V. = £
27
Rovnost nastane pravé, kdyz
x=2a-2x
2
x=—a
3

1
Po dosazeni pro y plati y = é-v .

2 - 1
Podstava kvadru ma tvar tverce, ato x = Ea ,avysku y = Ev .




b)Obsah kvadru Q =4-x-y

L VX

yzi,tedy P EY—
a a

7 podobnosti trojtihelnikd plyne

Po dosazeni plati Q=4-x-[v—1{):j‘ﬁ-x-(avx)

a a

Po vyuziti A-G nerovnosti

x.(a_x)s@z £

; -+ o
Maximalni plast’ Q.. = =l -aT =va,je-l
a

Po dopoéteni y = %v ;

. : o v 5 1 o 1
Kvadr ma maximalni plast’ pf1 stranc x = Ea avysce y = Ev.




2 Vyuziti kvadratické funkce

Dalsi metodou pro feSeni extremalnich dloh je vyuziti kvadratické funkce a jejiho grafu.
Kvadraticka funkce nabyva pouze jednoho extrému. A to pouze minima nebo maxima.
O jaky extrém se jednd, napovi znaménko koeficientu kvadratického ¢lenu, ktery uréuje

umisténi paraboly.

Véta 3:
2

Kvadraticka funkce y = ax” +bx +c,a # 0 nabyva extrémni hodnoty y,, =c— P
a

pro x, == —

O minimum funkce se jedna, jestlize a > 0 a 0 maximum funkce, jestliZze a < 0.

Existuje-li maximum dané ulohy pak neexistuje minimum a naopak.

Ditkaz:

Pievedeme funkci y na tverec.

a 4q 4a
( bjz -
y=a/ x+— | +c——
2a 4a

2

i P e % e
Cislo ¢~ P je stalé ¢&islo, nezavislé na hodnoté proménné x.
a
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Méame dvé mozZnosti:

2
1. Je-li a>0, pak ¢len a(x - 21] neni nikdy zaporny, ale pro x, = —-zi nabyva
a a

bZ
=C——

nulové hodnoty. Proto proménnd y ma nejmensi hodnotu rovnou y 2
a

min

a nema hodnotu nejveétsi.

L

2
Je-li a<0, pak ¢len a(x i+ —;J je vzdy zaporny, ale pro x, = _Eb_ nabyva
a a

nulové hodnoty. Proménna y ma nejvétsi moznou hodnotu rovnou

2

Voax =€~ a nema hodnotu nejmensi.
a
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2.1 ReSené tdlohy
1. Polynomické vyrazy:
Uloha 1.1
Naleznéte extrém funkce f(x)=2x> —16x+32.

ReSeni:
ProtoZe a = 2 je vétsi neZ nula, funkce nabyva minima, maxima nedosahuje, a to

vbodé x, =- ib—
a

p=40
2.9
Dosadime do funkce: f(x) = f(4)=2-4>-16-4+32=0

4

Xo =

Funkce nabyva svého minima y =0 vbodé x =4 .

Uloha 1.2

Nalezngte extrém funkce f(x)=-3x> +18x+9.

Regeni:

Jediného extrému, kterého funkce dosahuje je maximum, nebot’ a = -3.
18

2-(=3)

f(x)max :f(s)max =_3'32+18'3+9"~:36

Tedy x, =— =3 .

V bod& x =3 nabyva funkce své nejvétsi hodnoty y =36.

Uloha 1.3

Naleznéte nejvétsi hodnotu funkce f (x) =3x* -5x+8.

Reseni:
Nebot’ a = 3, funkce y ma nejmensi hodnotu, ale nejvétsi hodnotu nema. Uloha

tudiZ nema feSeni.




2. Planimetrické tlohy:

Uloha 2.1
Obrazec se sklada z obdélnika o rozmérech x, y arovnostranného trojihelnika o
délce strany x. (Oba utvary maji stranu délky x spole¢nou.)
Urcete rozméry obrazce tak, aby jeho obsah byl pfi daném konstantnim obvodu /

maximalni.

Reseni:

Obvod obrazce 0 =2y +3x, o0 =1 potom

%l*3x
y Y= Al

Obr. 13

x? w3

Obsah obrazce je S =x-y+ x—z"i, kde v =[x’ T Po dosazeni plati

[!~3x] X'X'\,/E
S=x- + :
2 4

.- 2
Nyni upravme § = m%gi + %x !

Nejvétsi obsah nastane:

o
S PIO X, = 2 = J - a tedy
- 2:(-6+43) 6-43
4
o3 .
. 6-5 _1{5-3)
2 22

Rozméry obrazce jsou x =




Uloha 2.2
Do daného pulkruhu vepiste pravoihelnik maximalniho obsahu tak, aby jeho dva
sousedni vrcholy leZely na priméru pilkruhu a zbyvajici dva vrcholy na jeho

hrani¢nich kruznici.
Reseni:

2
Pomoci Pythagorovy véty 2 = b* + %

4
2
odtud b=[r? -2,
s @2 vV "3

Pro obsah pravothelniku plati S =a - b.

L]

Obr. 14

Po dosazeni

4S* = 4a’r’ -a*
Pomoci substituce a® = x dojdeme ke kvadratické funkci y = — x* +4xr’ 457,

r r r r ¥ 4r 2
ktera nabyva svého maxima pro x, = T 2rt.

Pak je a* =2r?
a=r+2 a

, 2r* r r2

b ipravé b i
=.|r‘*———=— _potipravd b= =—,
& 3 2

Hledany pravothelnik mé stranu a=r+2 a b= % .




Uloha 2.3
Do tovarny dorazila zésilka s draty s délkou /. Tyto draty se maji tvarovat tak, aby

vznikl pravothelnik nejvéts§iho obsahu.

Redeni:

Obsah pravouhelniku zapiseme ve tvaru:
8= x(i—x]=—x2 +ix
2 2

a <0 tato funkce nabyva svého maxima pro x, = —=- =

Dopoé¢teme druhou stranu obdélnika %— X, = :

; . . , .1
Dréat tvarujeme do tvaru ¢tverce a to ve vzdalenosti Z! .

Uloha 2.4
Zahradnik mél pravouhly pozemek tésné u feky tak, Ze feka tvofila hranici
pozemku z jedné strany. Na oploceni spotieboval 300m pletiva. Najdéte rozméry

jeho pozemku, kdyz vite, Ze ploSny obsah je maximalni.

ReSeni:

* Diky fece zahradnik oplotil pouze tfi strany,

~ ~ ~ ~ potom a+2b =300, 0 <b <150

Po oznaleni b = x, plati a =300-2x.

Obr. 15
Obsah pozemku je
S=a-b=(300-2x) x
S =-2x*+300x.

: e . 300
Tato kvadraticka funkce nabyva své nejvétsi hodnoty v bodé x, = % =735, tedy

b = 75m, potom a = 150m.




Maximalni obsah S, =150-75=11250m"

Zahradnikiiv pozemek ma rozméry 75 m x 150 m.

3. Ulohy o télesech:
Uloha 3.1

Uréete rozméry rotaéniho kuZele, ktery ma pti daném konstantnim povrchu

S nejveétsi objem.
ReSeni:

Pro povrch kuZele plati

v 5 5 S-nr* 8§
S=xr +nrs, s= =
Tr Tr

Objem kuzele V = %m*zv .

Obr. 16
7 Pythagorovy véty plyne

v=qls? —r?,
e 2
v=|| ——=r| =r?,
£ 25
V= Fom
xr o

Po dosazeni do V

o {77

27rSr

Abychom dostali kvadratickou funkei, pouZijeme substituci ri=a.
y=-2x8a’+S*a—-9V?, funkce nabyva maxima pro

s

a,

ArS 4rn



file://-/-nrs

3

Potom je r* = Ll
47

1 |S T = 28
r =—_.|— apo dopoéteni v=_|— .
2\ 7w T
S = 28
— avySku v=_|—.
V3 V4

Rotaéni kuzel ma polomér r =

| =

Uloha 3.2

Do rotaéniho kuZele o poloméru R a vysce v vepiSte valec o nejvétsim plasti.

Reseni:
Pro obsah plasté plati: Q=2zr-h
»  Zpodobnosti trojihelniki vyjadiime r:
h LS o h
Wi v
r
h
r= R[l - #J
R v
Obr. 17
2z R
Tedy Q = 277R[1—ﬁ]‘h,p0tom O=2nRh- it
v v

Nyni jsme dospéli ke kvadratické funkei, jejiz maximum je v bodé

27 R

_27R _v
C,mR 2
\

v

=
Po dopocteni » = R -2 =
v

g R v
Do rotaéniho kuZele vepiSeme vélec o poloméru r = > avysce h= -
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Uloha 3.3

Do dané koule o poloméru R vepiste valec o nejvétsim plasti.

Reseni:

Obsah plasté: Q=2zr-h

\_—-/" Z Pythagorovy véty: h=2+R*> —r? |

potom
Y
P R Q=27xr-24R*-r?.
P agii T JelikoZ vyraz Q stejné jako Q° dosahuji

stejné nejveétsi hodnoty, mizeme tedy
Obr. 18
napsat Q% = 4r’ rr2(4R2 *4r2).
JelikoZ vychazi rovnice 4. stupné pouzijeme substituci »* = a, odtud tedy rovnice
0* =-167*a* +167° R’ a.
Tato rovnice nabyva své nejvétsi hodnoty v bodé
16z’ R* R’

= 216a7 2P0

2 2 2
r= fR_z—R;ah=2\/R2—£—=2\/R—=2r.
2 2 2 2

Hledany vélec ma polomér r = £ avysku h=2r.

=
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3 Metoda diskriminantu

Extremalni hodnotu uréujeme z podminky pro diskriminant kvadratické rovnice.
Tato metoda umoZiuje fesit snadno i ulohy obsahujici odmocninu s neznamou nebo
zlomek, kde nezndma je ve jmenovateli. Metodu pouzivame, kdyZ po pravé vyrazu
dostaneme kvadratickou rovnici s veli¢inou, jejiz extrém hleddme, v podobé
parametru.

Podminka pro feSeni kvadratické rovnice, pokud mé byt v oboru realnych Cisel
(R), je diskriminant v&t3i nebo roven nule. Odtud dostaneme nerovnost omezujici
hodnotu parametru, tedy hledané funkce. Regenim této nerovnosti uréime extrémy
funkce. Je tfeba se zamyslet, za jakych podminek je funkce definovana a jakych

hodnot miiZze nabyvat.
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3.1 ReSené iilohy:
1. Extrémy algebraickych vyrazi:

Uloha 1.1

Naleznéte miniméalni hodnotu funkce f(x)=4x+ 51— x>0.
X

Reseni:
Predpokladejme, Ze minimum existuje a oznaéme jej m. Hleddme tedy x tak, aby

platilo 4x+2L:m.Po tpravé 8x* —2mx+1=0.Tedy
X

4m* 232

m22\/5

Protoze m je minimalni hodnota funkce, zvolime m = 2\/5 . Plati tedy

4x + 2L =24/2, po tipravé dostaneme rovnici 8x? - 4\/2—x +1=10. Vypocteme
x

jesté piislusné hodnoty x.

4220 _2

16 4

Dan4 funkce nabyv svého minima £, (x)=2+2 v hodnoté x = g :

Uloha 1.2

Stanovte minimalni hodnotu funkce f(x)= z(x j 1)
%

Reseni:
Hled4dme x tak, aby platilo E(_x—j—l) =m.Potom —mx* +3x+3=0.
x

Mé-li byt x realné musi byt diskriminant vétsi nebo roven nule:

D=12m+920

M2 =t
4




. - . 3
Za m vezmeme nejmensi hodnotu, tj. . . - r

-1210

Potom tedy dostaneme rovnici 3x* +12x+12=0 aodtud x = =-2.

Minimalni hodnota funkce je

min

(x):-—% prox=-2.

2. Planimetrické dlohy:
Uloha 2.1

Obrazec se sklada z obdélnika o rozmérech x, y a rovnostranného trojihelnika o

délce strany x . (Oba Gtvary maji stranu délky x spole¢nou.)
Uréete rozméry obrazce tak, aby jeho obsah byl pfi daném konstantnim obvodu /

maximalni.

Reseni:
Pro obvod obrazce (obr. 12) plati 0 =2y +3x, o =1, z této rovnice vytkneme

i , l-3x
jednu neznamou y = T

2
Obsah obrazce je Smx-y+%,kde v:-Jx2 —% =£\2/;3.

Po dosazeni do vzorce pro obsah dostaneme rovnici S = x (

» PO

l-—3x]+xvx\/§

2 4
jejim upraven plati 0= (- 6+ /3 j¢* +21x —4S.
Aby x bylo reélné &islo, je tieba, aby diskriminant byl vét3i nebo roven nule.

Tedy 41 > 4-(- 6++/3)-(- 45)

2
4l6-+3)

Po dosazeni do piivodni kvadratické rovnice vypocitame x,

: a pomoci néj y = M
6-+3 a2

Po upravé S 2 T

X =

40




!
63

S= je maximalni obsah obrazce pii rozmérech x = a
al6-+3

Uloha 2.2

Jaké rozméry ma mit profil okna sloZeny z obdélnika a pfilehlého ptlkruhu, aby

pii daném plo¥ném obsahu S byl obvod okna minimélni?
Reseni:

2

Pro obsah okna plati S = i

+2rh, potom

S ar
2h=———.
h ¥ 2

Obvod okna vypoéteme jako o =2h+2r+7r.

3 Do této rovnice dosadime a po upraveé dospéjeme
¥

ke kvadratické rovnici s neznamou » a
Obr. 19

parametrem o: (7 + 4)r2 —20r+28=0.
Diskriminant D = 0 —25(7 +4) musi byt v&tsi nebo roven nule, odtud

02 28(r + 4) . Nejmen3i mozZnou hodnotou o je tedy o = /2S(7 + 4 ), kdy?

D = 0. Po dosazeni do rovnice vypocteme

_2,28(z +4)

o 27 +4)

r:‘f ol a také h=\/'2S =,
m+4 T+4
: . 28
Profil okna ma rozméry r = ,|—— ah =r.
m+4
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Uloha 2.3

Do elipsy o danych polooséach a, b vepiste obdélnik maximéalniho obsahu. Jaké

jsou jeho rozméry?

Reseni:

e s

Obr. 20

S =4Jcé\!a2 —%*

a

Po tpravé dostaneme rovnici 4. stupné:

2
~16x* % +16x?p? ~57 =0
a

2

Z rovnice elipsy

< 2
e %2— =1 vyjadiime

yzéx)az—xz :

a

Pro obsah obdélnika plati:

Q

S=4xy,tedy

Zvolme tedy substituci x* =z, pak —16 ?722 +16b* z—S* = 0 kvadraticka
a

rovnice s parametrem S a neznamou z.

Aby uloha méla realné feSeni, musi byt diskriminant D vétSi nebo roven nule.

2
Odtud 256b* > 642 S? tedy 2ab> S .
a

Za S vezmeme nejvétsi moznou hodnotu, tj. S =2ab.

Pak po dosazeni do kvadratické rovnice zjistime

2
z =a—, odtud
2

ey
- .

V2
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Obdélnik vepsany do elipsy méa rozméry . . —— a y = —.

Uloha 2.4

Do dané kruZnice o poloméru R vepiste obdélnik nejvétsiho obsahu.

Regeni:
D C Obsah obdélnikaje S=a-b, b € (0,2R).
7 obrazku pomoci Pythagorovy véty plyne
= R a= m . Po dosazeni plati
S=b-JaR*-b .
A B

obr. 21
Po upraveni poloZime b’ = z a dosp&jeme ke kvadratické rovnici
-z’ +4R*z-S* =0.
Za podminky, Ze diskriminant musi byt vét$i nebo roven nule, plati
16R* > 4S*, potom S <2R.
Nejv&tsi mozny obsah obdélnika je S =2R.

Po dosazeni z = 2R’ Jtedy

b:R\E aazRJE.

Obdélnik vepsany do kruhu je ¢tverec o strané R2.
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Uloha 2.5

Do rovnoramenného trojuhelniku o zékladné z a k ni pfislusné vysce h vepiste

obdélnik nejvétsiho obsahu.

Regeni:
Obsah obdélnikuje S =x-y.
h Z podobnosti trojihelnika plyne:
x_h-y Yy
—=—=—=1-=, potom
y 2 & P
. x=21- -}1] g
z h
Obr. 22

Tedy S = z(l - —E) -y, po upravé dojdeme k rovnici

-zy*+zhy-Sh=0.
Ma-li byt feSenim rovnice redlné &islo, musi platit D > 0, pfi¢emZ parametr S

musi byt maximalni.
s h
Z podminky pro diskriminant dostaneme z*4* > 4S hz, po Giprave %— >5.
. o : zh
Nejvétsi moZna hodnota S je tedy S, = <
Potom y =
; 4 . B, N

Obdélnik vepsany do trojuhelnika ma maximalni obsah S, = ZT jsou-li jeho

rozméry y=—a x=

o | =

Z
) .
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3. Ulohy o télesech:
Uloha 3.1

Dané kouli o poloméru R opiste kuZel s minimalnim objemem.

Reseni:
Trivy
Pro objem kuzele plati: V =
X
v-R 2 it P .
Z podobnosti trojuhelniki plyne:
v

i==£,tedy xzﬂ.

¥ v r r

R . .
Pomoci Pythagorovy véty
¥ dostaneme rovnost
Obr. 23

(v—R)* =x* +R?, odtud x* =v(v-2R).

2.2
o W v ’ iy 4 wr
Potom miiZeme zapsat x° = s = v(v - 2R), z tohoto vyrazu vyjadiime .
r

SRty
r =
v—2R
Po dosazeni #° do vzorce pro objem dostaneme:
_Er Ko
3 v-2R

Po upravé dostaneme kvadratickou rovnici 7 R*v? —3Vv+6VR =0.
Ma-li byt fe§enim rovnice redlné ¢islo, musi platit D >0, pfi¢emZ parametr

V musi byt minimalni.
3

Odtud 97? > 247VR’. Po vydéleni kladnym V dostaneme V > il , tedy
3
Fle 87 R .
3

Pak po dosazeni do kvadratické rovnice vypoCteme

38nR3

- 2

e e i g
27 R? 4R - 2R

45



file:///4R-2R

Kuzel opisujici kouli ma polomér . . . V2 avysku v=4R.

Uloha 3.2

Dané kouli o poloméru R opiste ¢tyiboky jehlan s minimalnim objemem.

Reseni:
Pro objem jehlanu plati:
X V= a’v
v-R 3
E Z podobnosti trojuhelniki plyne:

if R @’2/2 %= = .Poﬁpravéxzjig.

ai2/2

Q
o[

Obr. 24
Pomoci Pythagorovy véty dostaneme rovnost (v—R)* = x* + R?, odtud
x=v (v —-2R ) 1

4RV 2R v
=v(v-2R), potom a* = .
2a’ ( ) P y—2R

Nyni miizeme zapsat x° =

Po dosazeni vysky do vzorce pro objem a tipravé dostdvame kvadratickou rovnici:
2R*v? =3Vv+6VR =0
Aby v bylo reélné &islo, je tieba, aby diskriminant byl vétsi nebo roven nule.

Tedy 9V > 48V R’.

16
Po tpravé V > %Rl Jatedy V., = —3—R3.
16R°
3
Dosazenim do kvadratické rovnice vypo¢teme vysku v = 22 =4R astranu

a=2K.

Dané kouli opiSeme jehlan s podstavou o strané a = 2R a vySce v=4R.
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Uloha 3.3

Do rotaéniho kuZele vepiste véalec o nejvétsim plasti.

Regeni:
Pro obsah plasté plati: Q =27zr-h

Z podobnosti trojuhelniki (viz. obr. 6, 7) vyjadiime r:

Tedy Q:ZﬂR(l—ﬁ]-h,potom —27Rh* +27Rvh-Qv=0.

v

Z podminky pro diskriminant dostaneme 47°R*v> 287z Rv(Q, odtud

x_zliz > Q. Tedy nejvétsi plast' je O, = % § 4
2 ; s : - 2rRv v
Po zpétném dosazeni do kvadratické rovnice vypolteme h = T a
T

Vilec o nejvétSim plasti Q. = 152 ma polomér r = g avysku h= % !

Uloha 3.4
Do polokoule o poloméru R je vepsan kvadr se ¢tvercovou podstavou, ktera leZi
v kruhové podstavé polokoule a vrcholy horni podstavy kvadru se dotykaji

vrehliku polokoule. Uréete rozméry kvadru, ma-li byt jeho povrch maximalni.
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Reseni:

E G Kvadr ABCDEFGH ma povrch
R h S=2(ab+bc+ac).
<12 Strany ¢tvercové podstavy zvolime, a to
A 203 i a=b=2x, c=h, potom
S =2(4x* +4xh).
Obr. 25

Pomoci Pythagorovy véty vyjadiime A:
h=+vR?-2x*
Po dosazeni S = 2(4x2 + 4xﬂ), odtud
192x* —(16S + 64R* ? + 5% = 0.
Abychom dostali kvadratickou rovnici x° poloZime z:
19222 - (165 + 64R* )z + 5% = 0.
Ma-li byt feSenim rovnice redlné ¢islo, musi platit D = 0, pfi¢emz parametr S
musi byt maximalni.
Tedy (S +4R?) 2387,

Po odmocnéni jS+4R2|z| 35|

Vyrazy uvniti absolutni hodnoty jsou kladné, proto S + 4R’ > +/3S , potom

S< j;jl = 2R*({3 +1).

Nejvétsi povrch je S, =2R 2(\/5 + 1). Po dosazeni do pivodni kvadratické

32R*(y3 +1)+ 64R? Rz( \/5]'

,poupravé z=—/| 1+ —
384 e 4

3
R S .
Potom x = 5 1+ 3 | jelikoZ jsme si zvolili stranu podstavy 2x, potom
2x=R f[ng] a h=§1f2+£;§ = x42.

48

rovnice vypocitame z =




Kvadr, jenZ vepiSeme do polokoule ma &tvercovou podstavu o strané

a=b=R [1+}—§J a vysku kvadru hx§1‘2+2\36.
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Zavér

V préci byly uvedeny tfi metody feSeni tloh na maxima a minima, které nepotiebu;ji
znalosti diferencidlniho poctu. Jejich pfednosti je jednoduché a srozumitelné feSeni
piistupné i stiedodkolskym studentim. Resené tlohy, které jsou soudasti kazdé kapitoly,
by mohly slouZit jako material pfi praci v matematickém krouzku, nebo jako pfirucka
7akim vys8ich tfid stfednich Skol, ktefi cht&ji nabyt pfedstav o povaze uloh, jimiz se
zabyva vy§§i matematika.

V této praci jsem se zaméfila na metodu A-G nerovnosti, diskriminantu a vyuziti
vlastnosti kvadratické funkce. Za zminku stoji i metoda vyuziti kubické funkce, nebo
dalsi zplsoby feSeni postavené na znalostech vy3si nebo elementarni matematiky,
napiiklad vyuziti syntetické geometrie. Tyto metody v3ak nebyly do této préace
vzhledem k jejimu rozsahu zafazeny.

Ulohy na toto téma mély, maji a budou mit velky vyznam, nebot’ nase otazka:jak
z mala prostiedki ziskat co nejvétsi uzitek, zde bude pofad, a nekladou si ji jenom lidé

vzdélani. Mnoho téchto uloh vyplyva piimo z praxe.
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