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Anotace prace

Tato bakalatska prace se zabyva ulohami kombinatorického razu v u€ivu pro prvni
stupen zakladnich Skol. Prace je systematicky rozdélena do dvou ¢asti. Teoreticka cast
obsahuje prvni dv¢ kapitoly prace: prvni kapitola je vénovana historii kombinatoriky,
druhé kapitola pak uvadi zdkladni kombinatoricka pravidla a pojmy. Praktické ¢ast se
vénuje analyze ucebnic pro druhy az paty ro¢nik zakladni Skoly od dvou riznych
nakladatelstvi z hlediska vyskytu kombinatorickych uloh. Posledni a nejobséahlejsi
kapitolou mé prace je kapitola ctvrtd, ve které jsem vytvorila sbirku feSenych

kombinatorickych uloh pro Zaky prvniho stupné zakladni Skoly.

Abstract

This bachelors thesis is dedicated to tasks with combinatorial character in the first
grade of elementary school. This work is systematically divided into two parts. The
theoretical part contains two first chapters of the work: first chapter is dedicated to
the history of combinatorics, second chapter introduces the basic combinatorial rules
and concepts. The practical part includes an analysis of textbooks for second to fifth
grade of elementary school, in terms of occurrence of combinatorial tasks. The last
and the most comprehensive chapter of my thesis is the fourth chapter, where I create

a collection of solved tasks for pupils of first grade of elementary school.
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1 Uvod

S kombinatorikou se kazdy znés setkava cely zivot. Ve vétsiné piipadl si tuto
od nejutlejsiho veku, kdy si napiiklad vybiraji, se kterou hrackou si chtéji hrat nyni
a se kterou pozdé¢ji, kdyz stavi kominky z barevnych kostek a rozhoduji se, kterou
kosti¢ku pouzit na které misto nebo pokud maluji obrazek a rozmysleji se, kterou barvu
vybrat. Pfikladii bychom nasli jist€¢ nemalé mnozstvi. Star§i déti se s kombinatorikou
setkavaji ve vyuce na prvnim stupni zakladni skoly, kdy se v u¢ebnicich objevuji prvni
jednodussi kombinatorické tulohy, ovSem bez toho, aby déti veédeéli, ze se
o kombinatoriku jedna. I v bézném zivoté se deti na prvnim stupni setkavaji
s kombinatorickymi situacemi. Pfi vybirdni oble¢kl pro panenky, staveni auticek do
fady a prostfednictvim nejriznéjSich her a soutézi. Na druhém stupni uz jsou
v ucebnicich matematiky kombinatorické tilohy o néco slozitéjsi. Déti uz se samy
rozhoduji, co si kazdé rano oblecou na sebe, kterymi autobusy se dostanou do Skoly,
s kym utvofii dvojice pti hodin€ télocviku. VSechny tyto situace mizeme povazovat za

kombinatorické. AZ na stfednich Skolach se Zaci setkdvaji s pojmem kombinatorika,

ktera se stava nedilnou soucasti vyuky matematiky.

Kombinatorické ulohy a rozvijeni kombinatorického mysleni je velmi dilezité jiz od
détstvi. V mnoha ptipadech nam mutze kombinatorika pomoci pii lep§im rozhodovani.
Pokud budeme schopni urcit, kolik existuje moznosti naseho vybéru, miize nam to
pii samotnému vybéru pomoci. Kombinatorika nepochybné rozviji i logické mysleni

a schopnost samostatného premysleni a feSeni piiklada.

Cilem teoretické casti mé bakalarské prace je struény popis historie a vyvoje
kombinatoriky, uvedeni zékladnich kombinatorickych pravidel, kterymi je pravidlo
sou¢tu a soucinu a také uvedeni kombinatorickych pojmu, kterymi jsou variace,
permutace a kombinace bez opakovani, i s opakovanim. Cilem praktické ¢asti préace je
analyza a srovnani u¢ebnice matematiky pro druhé, tieti, ¢tvrté a paté ro¢niky od dvou
riznych nakladatelstvi z hlediska vyskytu kombinatorickych tloh a vytvofeni sbirky

kombinatorickych uloh pro tyto ro¢niky.



2 Historie kombinatoriky

Pocatek vzniku a nésledného rozvoje kombinatoriky neni mozné s ptesnosti urcit.
O jejich pocatcich se docteme v dilech mnoha autori ze sedmnactého stoleti, jeji
puvod je ale jist¢é mnohem starsi. Kotfeny kombinatoriky sahaji az do roku 2000 pf. n.
1., kdy se o ni ve svych textech zmifiuji autofi v Indii a Cing. I pfesto, Ze vétsina dél
téchto autorti se nedochovala, vime, Ze se zdkladni pravidla kombinatoriky pouzivala
jesté diive, aniz by o tom jedinci védeli a uvédomovali si, Ze ve skute¢nosti pocitaji
podle téchto pravidel. V té dob¢ byla troven kombinatoriky velmi nizka, tudiz jeji

pouziti bylo jednoduché. (Katkova, 2011, str. 10)

V Knize promén, napsané v roce 2200 pi. n. 1. v Cing, je mozné nalézt prvni piiklady,
které kombinatoriky vyuzivaji. Autofi v ni chtéli zjistit, kolik moznych skupin po tiech
(trigramt) ¢i po Sesti (hexagramil) je mozné ziskat skladanim znaka Jang (-) a Jin
(--). Mizeme tak Knihu promén povazovat za nejstar§i dochovany text uZzivajici

kombinatoriku. (Kral, 1995, str. 15)

Ze 17. stoleti pf. n. 1. se dochoval dal§i matematicky spis nalezeny v Egypté, ktery
jisté stoji za zminku. Jedna se o Rhindav papyrus. Typ tloh, které jsou v ném uvedeny,
se stal predlohou pro pozdéjsi autory. Napfiklad italsky autor Leonardo Pisansky',
nazyvany Fibonacci, ve svém dile z roku 1202 uvadi ptiklady, které jsou jist¢ obdobou

uloh pravé z Rhindova papyrusu. Miizeme zde uvést jeden takovy ptiklad, ktery zni:

,,Sedm starych muzii jde do Rima;

kazdy vede sedm mezkii,

kazdy mezek nese sedm pytli;

v kazdém pytli je sedm bochnikii;

pro kazdy bochnik je sedm nozii;

kazdy niiz ma sedm pouzder.

Jaky je celkovy pocet vsech uvedenych veci? *

(Kafkova, 2011, str. 10)

! Leonardo Pisansky (1170 - 1250) byl italsky matematik, cestovatel a obchodnik. Je zndmy pod
prezdivkou Fibonacci, neboli syn Bonaccilv. Jeho kniha Liber Abaci, kterou napsal roku 1202, se stala
vyznamnou pomdUckou pro rozsifeni indicko-arabského zpUlsobu psani Cislic do zapadni Evropy. Je mu
pfipisovan objev posloupnosti0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ..., kde kazdy ¢len je sou¢tem dvou predchozich
¢lend. Posloupnost se dnes nazyvana Fibonacciho a je vysledkem jeho Glohy o rozmnoZovani kralikd.
(Struik, str. 80)



Jak bylo jiz zminéno, v historii uzivali kombinatoriky také indicti myslitelé. Prvnim
dikazem této skutecnosti je spis z 6. stoleti, ve kterém nalezneme vypsané vSechny
mozné kombinace slozené ze Sesti chuti — sladké, slané, hotké, kyselé, ostré a trpké.
Také indi¢ti basnici uzivali kombinatoriky pro sva dila. Dal§im dikazem muze byt
spravny vysledek astronoma jménem Varahamihiru, ktery nejspiSe vyuzil dnes
znamého vzorce pro vypocet k-prvkovych podmnoZzin mnoziny n-prvkové. Jeho n-
prvkovou mnozinou byla mnozina 16 jednotlivych vini, ze kterych skladal vSechny
mozné 4-prvkové podmnoziny, tedy vzdy nové a odlisné ving. Ve svém dile vSak
neuvadi vypsané vSechny moznosti, pouze jejich spravny pocet, tedy 1820. Z tohoto
faktu je mozné se tedy domnivat, ze k vysledku pouzil vypocet. (Kafkova, 2011, str.
11)

V sedmém stoleti se indickym mySlenkdm a spisim vénovali arabsti autofi, ktefi mimo
jiné obohacuji teorii magickych ctverct, kterd ale historicky saha mnohem hloubéji.

(Kafkova, 2011, str. 11)
Magické ¢tverce

Vznik magického Ctverce souvisi s ¢inskou legendou z roku 2200 pf. n. 1., ktera pravi,
ze tehdejsi cisaf nalezl magicky ¢tverec na krunyfi zelvy béhem velké potopy a feseni
tohoto ¢tverce vedlo k odhaleni potiebného poctu obéti, ktery byl potieba poskytnout
Bohu k jejimu odvraceni. Tento prvni magicky ¢tverec na krunyfti Zelvy, nazyvany Lo

Shu, a jeho pfepis mizeme vidét na obrazku nize. (Kafkova) (Fuchs)

Obr. 1.1: Magicky &tverec na Obr. 1.2: prepis magického
krunyfi Zelvy Ctverce
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Zdroj:
Zdroj: http://www.formation-fengshui- https://en.wikipedia.org/wiki/Luos
romandie.ch/historique-loshu.html hu_Square



Tomas Roskovec ve svém textu uvadi tuto definici magického ¢tverce:

,»Magicky ctverec je ctvercova tabulka cisel, ktera ma v kazdém radku, sloupci i na
obou diagondaldach cleny se stejnym souctem. Obvykle se kazdé cislo smi vyskytovat

v tabulce pouze jednou. “ (Roskovec, str. 41)

Vidime tedy, Ze magicky ¢tverec Lo Shu je ¢tvercem tietiho fadu a soucet Cisel ve
vSech sloupcich, fadcich i diagonalach je roven patnacti. V sedmém stoleti, pravé diky
arabskym matematiktim, kteii jiz byli schopni konstruovat ¢tverce patého 1 Sestého

fadu, se dostava povédomi o magickych ¢tvercich do Evropy. (Roskovec, str. 42)

Legendu o Zelvé s magickym c¢tvercem Lo Shu nalezneme v knize [-t'ing, neboli Knize
promen, kterd je posvatnou knihou Taoismu. Byla napsana ptiblizn¢€ v roce 2200 pf.
n. .. Tato legenda ale neni jedinou zminkou o kombinatorice, ktera se v této knize
nachdzi. Druhd povést se opét tykéd obrazce z krunyte zelvy, kterd v tomto ptipadé

vylézala z feky Ho. Pokud toto schéma znazornime Cisly, dostaneme:

Obr. 2: magicky ctverec
z krunyre Zelvy v rece Ho
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Zdroj: Fuchs, 2001, str. 9

V tomto schématu mizeme pozorovat ,,sttedovou symetrii* a plati naptiklad:

5+43=8,5+1=6,5+4=9,5+2=7
3+10+2=8+7,3+10+1=8+6,1+10+4=6+9,4+10+2=9+7
(Fuchs, 2001, str. 9)

Nové poznatky o magickych &tvercich ve 14. stoleti ptinaseji Rekové, ktefi popisuji
pravidla pro tvorbu ¢tvercii lichého stupné a stupiiti délitelnych ¢tyimi. Déle mizeme
nalézt magické Ctverce také vuméni a architektufe. Jako piiklad mtizeme uvést
magicky Ctverec, ktery se nachazi na sténé kostela Sagrada Familia v Barceloné.

(Kafkova, 2011, str. 13)



Obr. 3: Magicky ctverec na sténé kostela v
Barceloné

Zdroj: https://staybarcelonaapartments.com/blog/magic-square-

sagrada-familia

Aritmeticky trojuhelnik

Aritmeticky trojuhelnik, nebo také Pascaltiv trojihelnik, pojmenovany po Blaise
Pascalovi’ je schéma tvaru trojihelniku obsahujici takzvana kombinaéni &isla.
Prestoze vime, Ze Pascal nebyl prvnim, kdo aritmeticky trojihelnik ve svém dile uvedl,
je s jeho jménem spojovan proto, jak srozumiteln¢ ho ve své knize Traité du triangle
arithmétique, kterou muzeme prelozit jako Pojednani o aritmetickém trojuhelniku,

popisuje. (Kafkova, 2011, str. 13)

Obr. 4: Pascaluv trojuhelnik

Zdroj: https.//matematika.9e.cz/binomicka-veta/

Pro nas je aritmeticky trojuhelnik uzitecny, pocitdme-li binomicky rozvoj, nebot’ pravé

jednotliva kombinacni ¢isla tohoto trojuhelnika tvofi jeho koeficienty.
Moderni kombinatorika

Kombinatorika v historii nebyla povaZzovana za samostatné odvétvi matematiky. Az

v 17. stoleti se se vznikem teorie pravdépodobnosti za¢ina vyclenovat. Po¢atky obou

2 Blaise Pascal (1623-1662) byl francouzsky matematik, fyzik, spisovatel, teolog a ndboZensky filozof.
Jeho ucitelem mu byl jeho otec Etienn Pascal. V pouhych Sestnacti letech objevil vétu o Sestithelniku
vepsaném kuZelosecce. Je mu pfipisovan objev pocitaciho stroje. Jeho dila nasledné ovlivnila fadu
autor(, jako byl napfiklad G. W. Leibniz. (Struik, str. 105)
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téchto disciplin souvisi s hazardnimi hrami, tedy predpovidanim moznych vysledkd.
V tomto stoleti se kombinatorice vénovali pfedevsim Blaise Pascal, G. W. Leibniz,
Jakob Bernoulli a také Leonhard Euler, ten se ale fadi az k matematikiim stoleti

osmnactého. (Ptihonska)

V jiz zminéné Pascalové knize Pojednani o aritmetickém trojuhelniku se objevuje
uloha o spravedlivém rozdéleni sazky. Mizeme si predstavit dva hrace hazejici minci.
Vyhraje ten, kterému jako prvnimu padne jeho strana mince Sestkrat. Pascal zde
ukazuje problém, ktery nastane, pokud je hra predcasn¢ ukoncena. Tzn., pokud je hra
ukoncena ve chvili, kdy hra¢i A padla jeho strana mince petkrat, hraci B Ctytikrat

a nyni neni jasné, jak rozdélit vyhru. (Pfihonskd) Pascal situaci popsal takto:

,Dva hrdci hraji sérii her o néjakou castku C; tuto castku ziska ten hrac, ktery jako
prvni vyhraje k her (lidove se nekdy vika, Ze hraci hraji na k vitéznych her).
Pravdépodobnost vyhry v kazdé jednotlivé hie je pro oba hrdce stejnd (oba hraci jsou
., Stejne dobri*). Série her je predcasne ukoncena ve chvili, kdy jednomu hraci chybi
do vyhry m her, druhému hraci chybi do vyhry n her. Jak ma byt spravedlivé rozdélena
castka C mezi hrace? *“ (Kafkova, 2011, str. 14)

Gottfried Wilhelm Leibniz® byl prvnim autorem, ktery v jednom ze svych dél uvadi
pojem kombinatorika. Tento spis zroku 1666 se nazyva Dissertatio de Arte
Combinatoria. Leibniz v ném op¢t nezavisle na ostatnich autorech uvadi Pascaliiv
trojuhelnik, ale i jiné kombinatorické pojmy. Je mu pfipisovano znacné mnozstvi
matematickych termind, jako naptiklad ,,funkce®, ,soutfadnice®, ,,oskulace” nebo
ndiferencialni* a ,,integralni pocet®, ale také uzivani symbolu ,,=* ke znaceni rovnosti,

nebo symbol ,,.“, pro nasobeni. (Voglova) (Struik, str. 113)

Dal$im autorem ze 17. stoleti vénujici se kombinatorice byl Svycar Jakob Bernoulli*.
Jeho dilo Ars comjectandi je Casto povazovano za vrcholné dilo formovani

kombinatoriky jako samostatné matematické discipliny. Bernoulli spis dé€li na Etyfi

3Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) byl némecky filosof, védec a také matematik. Nékolik let slouZil
na hannoverském dvore a jako diplomat napomahal jednoté Némecka. Byl silné ovlivnén
katolicismem. Jeho snaha nalézt tzv. ,univerzalni metodu” ho dovedla k teorii permutaci, kombinaci
a symbolické logice. Vli Pascala, Descarta a dalSich mlzeme vidét na jeho objevu infinitesimalniho
poctu, ktery mél na rozdil od Newtona geometricky charakter. (Struik, str. 113-114)

4 Jakob Bernoulli (1654-1705) byl spolu s jeho bratrem Johannem studentem G. W. Leibnize. Mezi jeho
nejvyznamnéjsi objevy patfi napf.: pouziti polarnich souradnic, studium logaritmické spiraly, objev
izochronu, neboli kfivky, po niz pada téleso rovnomérnou rychlosti. Jako jeden z prvnich matematik
se zabyval teorii pravdépodobnosti. (Struik, str. 119-120)
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casti. Prvni cast, stejné jako Pascalovo Traité du triangle arithmétique, se vénuje

hazardnim hram. Cast druha je uéebnice kombinatoriky, kterd je velmi podobna

Obr. 5: Bernoulliho Ars conjectandi

JACOBI BERNOULLI,

Prfell, Bafil. & ueriufijue Societ. Reg. Scientiar.
Gall. & Prufl. Sodal.

Matumsaricr Crirseaniny
ARS CONJECTANDI,
OPUS POSTHUMUM
Aerdit
TRACTATUS
DE SERIEBUS INFINITIS,
EtErisroraGalliot kripa

DE LUDO FPILE
RETICULARIS

BASILERE,
Impenfis THUH\J S10R UM, Fratrum.

o> Dbee xille

Zdroj:
https.//www.sciencedirect.com/science/article/pii/S03
15086014000482

ucebnicim dnesnim. Nasleduje ji sbirka kombinatorickych uloh s herni tématikou. Ve

ctvrté ¢asti jako prvni autor uvadi definici zdkona velkych ¢isel.

Dal$im velmi vyznamnym matematikem pro rozvoj kombinatoriky a pravdépodobné
nejplodnéj$im autorem 18. stoleti byl Leonhard Euler’. Za svého Zivota sepsal 886
praci

a vyrazn¢ jimi pfispél do vSech oblasti matematiky. (Struik, str. 121, 122) Je mu
pfipisovan symbol pro kombinacni ¢islo. V jeho spisech nalezneme dvé slavné tlohy.
Prvni znich je ,uloha o 36 dustojnicich®. Euler se ulohu pokousel fesSit pomoci
latinskych Ctverct. PriSel na to, ze feSeni této ulohy neexistuje, ale sam toto tvrzeni

nikdy nedokazal. Uloha zni takto:

,,Sestavte 36 dustojnikii 6 riiznych hodnosti ze Sesti riiznych plukii do ctverce tak, aby
v Zadné radé ani v zadném zastupu nestali dva dustojnici stejné hodnosti ani dva

dustojnici ze stejného pluku. “* (Kafkova, str. 16)

Druhou tlohou je ,,uloha o sedmi mostech mésta Kralovec*:

5> Leonhard Euler (1707-1783) byl $vycarsky matematik a fyzik. Studoval matematiku u Johanna
Bernoulliho. 25 let pracoval pod zastitou Friedricha Il., nasledné 17 let az do své smrti pod zastitou
carevny Katefiny. | pfes to, Ze roku 1735 pfisel o oko a roku 1766 o druhé, jeho vykonnost to nijak
neovlivnilo. Mezi jeho vyznamné objevy patfi napf.: trigonometrie, ustdleni symboliky algebry
a infinitesimalniho poctu, vyklad nekonecnych fad, rozvoj funkce e*, sin x a cos x, algebraické vysetreni
kfivky a plochy, elementarni diferencidlni a integralni pofet a mnoho dalsich.
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., Méstem Konigsberg (Cesky Kralovec) tece reka Pregel. V této rece jsou dva ostrovy,
které byly s pevninou a vzdjemné propojeny sedmi mosty. Ukolem je zjistit, zda je
mozné vyjit z jednoho mista, projit po kazdém mosté prave jednou a skoncit prochazku

ve vychozim bode. “ (Fuchs, str. 97)
Pti zjednoduSeni této tillohy do grafického znazornéni Slo tedy o to, zda je mozné graf
nakreslit jednim tahem. V tomto ptipad¢ jiz Euler sam dokézal, Ze to mozné neni.

Obr. 6: sedm mosti mésta Krdlovec -
graficky

Zdroj: https.//cs.alegsaonline.com/art/89192

Autorti, kteti se zabyvali kombinatorikou, byl v této dob& nespocet, za zminku vSak
dale stoji naptiklad francouzsky matematik Abrahama de Moivre (1667-1754) a jeho
objev inkluze a exkluze, pozdéji také némecky matematik Eugen Netto (1848-1919),
ktery publikoval ucebnici, ve které se nachazelo vse, co tehdejsi autoti o kombinatorice

veédéli. (Kaftkova, str. 17)

Nejvétsim rozvojem prosla kombinatorika predevsim v poslednich 30 letech 20.
stoleti, nebot’ dochazi k rozvoji vypocetni techniky a tzv. diskrétni matematiky, jejiz

vyznamnou soucasti je prave kombinatorika. (Fuchs, str. 10)
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3 Zakladni kombinatoricka pravidla a pojmy

3.1 Zakladni kombinatoricka pravidla
Velké mnozstvi kombinatorickych tloh lze feSit pouze za pomoci jejich dvou

zakladnich pravidel. Témi je pravidlo souctu a pravidlo soucinu.

Kombinatorické pravidlo souctu

Definice:
Necht' {41, 42, ..., Ax} jsou podmnoziny konecné mnoziny 4, které jsou po dvou
disjunktni (tedy pro kazdé i, j € {1, 2, 3, ...n} plati 4; N 4; = {}, kdykoliv i # j)

a jejichz sjednocenim je cela mnozina 4 (4 = U}, Ai). Pak plati
(A = |AL| + |A2 | + -+ |An| = Y1 Al

Dukaz:
Kazdy prvek a € 4 patii dle predpokladu do jedné z podmnozin 4; (i = 1, 2, ..., n),
proto se na kazdé¢ strané rovnosti vyskytuje prave jednou.

(Herman, Kucera, Simsa, str. 6)
Reseny piiklad:
Na prvnim stupni zakladni skoly je v prvni tfid€ 15 zaka, ve druhé tiid¢ 13 zaki, ve
tieti tfide 18 zaku, ve ¢tvrté tfide 20 zaku a v paté tfide 16 zaku. Kolik zakd je na celém
prvnim stupni této ZS dohromady?
Reseni:
Tyto mnoziny jsou konecné (kazda tfida ma konecny pocet zakl) a zaroven jsou
disjunktni (neni mozné, aby jeden z4k navstévoval vice ro¢nikl najednou). Celkovy

pocet zakl prvniho stupné je tedy 15 + 13 + 18 +20 + 16 = 82

31T
1%1q
2. thida
??%?:t
."?.-f%{‘f‘
S P
friat

4. tfida

Obr. 7: s¢itani Zaka prvniho stupné
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Reseny priklad:
Ctverec rozdelte na 4 mensi Ctverce a ty zase rozdélte na 4 mensi. Kolik je na obrazku
vSech Ctverci?

Resent:

Nejprve si ulohu nakreslime.

%
\%

Obr. 8: rozdéleni ctverce

Vidime, Ze posledni ¢tverec se skldda z 16 ¢tverct. Kazdy z nich miizeme popsat jako
¢tverec 1x1. Dale vidime také ctverce, které bychom mohli popsat jako 2x2, kterych
je v tomto Ctverci 9. Dale pak ¢tverec obsahuje 4 ¢tverce 3x3 a nakonec jeden ptivodni
a nejvetsi Ctverec 4x4. Secteme tedy vSechny Ctverce 1x1, 2x2, 3x3 a 4x4 a vyjde ndm

16+9+4+1=30.

Kombinatorické pravidlo soucinu

Definice:

Pocet vSech usporadanych k-tic, jejichz prvni ¢len Ize vybrat n1 zptsoby, druhy ¢len
po vybéru prvniho €lenu n2 zpisoby atd. aZ k-ty ¢len po vybéru vSech piedchézejicich
¢lend nk zpiisoby, je roven ns - n2 - ... * nk.

(Calda, Dupac, str. 9)
Reseny piiklad:

Mam pét riznych tricek a dvoje kalhoty. Kolika zptsoby si mohu obléct tricko

a kalhoty, abych pokazdé¢ vypadala jinak?

Reseni:

Vzdy budu vybirat jedno z péti tricek a jedny ze dvou kalhot.
Jedno tricko tedy miiZeme vybrat z péti moZznosti.

Ke kazdému tricku vzdy vybirame jednu ze dvou moznosti kalhot.

Vysledek je tedy 5 - 2 =10
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/\n /\n /\ /\
5 ° 2
moznosti moznosti

tricko kalhoty
Obr. 9: riizné kombinace péti tricek a dvou pdri kalhot
Reseny piiklad:
Hodime dvéma hracimi kostkami. Kolik riznych uspofadanych dvojic ¢isel mtizeme
dostat?
Reseni:
Na vsech hracich kostkach mame cisla od 1 do 6. Pfi hodu na kazdé jedné z nich tak

muze padnout pravé 6 moznych vysledki. Pocet riznych trojic je tedy 6 - 6 =36

® 1 2 3 2 5 &6
@ I A A A D

123456 123456 123456 123456 123456 123456

Obr. 10: dvojice vysledkt hod( dvéma kostkami

3.2 Zakladni kombinatorické pojmy

Variace bez opakovani

Definice:

Necht’ k < n a necht’ 4 je kone¢na n-prvkovd mnozina. Libovolné potradi z nékteré k-

prvkové podmnoziny mnoziny A nazveme k-prvkovou variaci z prvkl n-prvkové

mnoziny A4 (struén¢ k-prvkovou variaci z n prvkl). Je to tedy uspotadana k-tice (xi, x2,
., Xk) prvki z 4, kde se kazdy prvek mnoZiny 4 vyskytuje nejvyse jednou.

(Herman, Kugera, Siméa, str. 11)
Pocet vSech k-Clennych variaci z n prvkl zna¢ime symbolem V (k, n).

Veéta:

Pocet V (k, n) vSech k-Clennych variaci z n prvki je
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Vikkny=n-n—1)-(n—=2)-...-(n—k+1)
(Calda, Dupac, str. 14)

Reseny piiklad:
Uved'te vSechny tfi¢lenné variace bez opakovani ze ¢tyt prvki a, b, c, d:
Reseni:
Reseni jednoduchych ptikladii je mozné rozepsanim viech moznosti, avsak tento
postup je velmi neprakticky, pokud budeme fesit priklady, kde bude vysledny pocet
variaci vyssi.

(a, b, 0), (a,c, b), (b,a,c), (b,c,a), (ca,b), (cb,a),

(a,b,d), (a,d, b), (b,a,d), (b,d, a), (d a,b), (d, b, a),

(a,d, c), (a,c,d), (d, a,c),(d,c, a),(ca,d), (cd a),
(b, c,d), (b,d, ), (c, b,d), (c,d, b), (d, b, c), (d, c, b).

V(3,4)=4-3-2=24

Obr. 11: stromovy graf Feseni tlohy
Priklad:
V obchodnim domé¢ hledaji brigadniky na pozice: prodavac, uklize¢, skladnik
a pracovnik v lahtidkach. Na brigadu se pfihlasilo 5 uchazect a 8 uchazecek. Urcete,
kolika zplisoby z nich Ize vybrat tyto brigadniky?
Reseni:

Na brigadu se ptihlasilo 5 muz + 8 Zen = 13 osob celkem.

Pro vybér prodavace mame 13 moznosti, poté pro uklizece 12 moznosti, pro skladnika

11 moznosti a nakonec pro pracovnika v lahtidkédch 10 moznosti.

Vysledek: 13 - 12 - 11 - 10=17160.
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JednoduSe lze tedy variace popsat jako usporadané k-tice (terminem uspotradané
myslime to, Ze zalezi na potadi jejich prvkl), v nichz se zarovenl jednotlivé prvky

nesmi opakovat.

Permutace bez opakovani
Definice:

Permutace z n prvki je kazda n-Clennd variace z téchto prvk.

Definice:
Permutace z n prvkl je uspotadana n-tice sestavena z téchto prvki tak, ze kazdy se
v ni vyskytuje pravé jednou.

(Calda, Dupac, str. 17)

Pocet permutaci z n prvkii odvodime ze vzorce pro pocet k-Clennych variaci z n prvkd,

do které¢ho dosadime k= n
Pm)=Vmn=n-n—1)-n—2)-....(n—n+1)
Tento vysledek upravime zavedenim symbolu n! (n faktorial)
Pro kazd¢ ptirozené ¢islo n definujeme:
nl=1-2-3-...-(m-1)'n

Véta:

Pocet P (n) vSech permutaci z n prvki je

P (n)=n!
(Calda, Dupac, str. 18)

Definice:
0'=1
(Calda, Dupac, str. 19)

Reseny piiklad:

Uved'te vSechny permutace ze tii prvki a, b, c.

Reseni:

Pocet prvkl dané mnoziny je 3. Budeme proto pocitat P (3)=3!=3-2-1=6

Stejné jako v pfipad¢ variaci, 1 zde miiZeme v tomto pfipadé pro ndzornost rozepsat

vSechny moznosti.
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(a, b, ), (a,c, b), (b, a,c), (b,c,a), (ca,b),(cb,a)
Reseny piiklad:
Maminka na jafe vysazuje do truhliku s péti kvétinaci pét kvétin — kopretiny, maky,
zvonecky, rize a pomnénky. Kolika moznymi zptsoby je mize rozmistit, ma-li od
kazdého druhu pouze jeden kus.
Reseni:

Celkem mame tedy rozmistit pét kvétin na pét volnych mist:

Obr. 12.1: okno s kvétindci a pét moznych kvétin

Na prvni misto miZzeme dosadit kteroukoli z péti moznosti. Vybereme naptiklad

méky. Dostaneme 5 -~

Obr. 12.2: kvétindce a zbylé moZnosti po vysazeni prvni kvétiny
Na misto druhé uz nemizeme pouzit maky, zbyly nam tedy moznosti Ctyfi. Pro

znazornéni si vybereme kopretiny. Nyni mame tedy 5 - 4 -

Obr. 12.3: kvétindce zbylé mozZnosti po vysazeni druhé kvétiny

Na tieti misto jiz nesmime zvolit ani maky ani kopretiny, mame tak jiz jen tfi moznosti.

Vybrali jsme rtize a dostavame 5 - 4 - 3 -
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Obr. 12.4: kvetinace a zbylé mozZnosti po vysazeni treti kvétiny

Na misto ¢tvrté ndm zbyly jiz jen dvé moznosti, a to zvonecky a pomnénky. V naSem

prikladn¢ jsme vybrali rize a dostavame 5 -4 -3 -2 -

Obr. 12.5: kvétindce a zbylé moZnosti po vysazeni ctvrté kvétiny

Posledni misto obsadime nasi posledni moznosti, a tou jsou zvonecky.

Obr. 12.6: kvetindace po vysazeni posledni paté kvetiny

Vysledkem je tedy:

5:-4-3-2-1=5!=120
Nyni, kdyZ jsme se seznamili s pojmem faktorial, mizeme se jesté vratit ke vzorci pro
vypocet k-Clennych variaci zn prvka V(k,n)=n-(n—1) - (n—2) -...- (n —k + 1).

Pokud jej vyjadiime pomoci faktoridlu, a vezmeme v tivahu 0! = 1, pak pro vSechna

piirozena Cisla n, k; k < n plati:
Vkn=n-n—1)-n=2)-....(n—k+1)=

n-n-1)-n-2)-..(n-k+1)-(n-k)-(n-k-1)-..3-2-1
B (n-k)-(n-k-1)-.-3-2-1

n!
(n—k)!

(Calda, Dupac, str. 18)

Kombinace bez opakovani

Definice:
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k-Clenna kombinace z n prvki je neuspofaddana k-tice sestavena z téchto prvku tak, ze

kazdy se v ni vyskytuje nejvyse jednou.

Definice:
k-Clenna kombinace z n prvka je k-prvkova podmnoZina mnoziny témito n prvky
urcené.

(Calda, Dupac, str. 25)

Véta:

Pro vSechna celd nezdporna Cisla n, k; k < n, plati:

V(kn) n! _(n
Kk, my=—1 =k!-(n—k)!_(k)

(Calda, Dupac, str. 27)
Reseny piiklad:
Uved'te vSechny tfi¢lenné kombinace ze ¢tyf prvki a, b, c, d.
Reseni:
Na rozdil od variaci, kombinace jsou neuspotadané k-tice, coz jinymi slovy znamena,

7e ndm nezalezi na potadi jednotlivych prvkl. Po dosazeni do vzorce tedy dostavame

rovnici:

4! 4!
= =4
3. (4—3)] 311!

K@3,4)=

Pro ndzornost opét miizeme vSechna feSeni vypsat:

{a, b, c}, {a, b,d}, {a,c,d}, {b,c,d}
Kombinacéni ¢islo (Z) tak urcuje pocet k-prvkovych podmnozin mnoziny n-prvkové.

Reseny piiklad:
Urcete, kolika zptisoby je mozno ze sedmi bonbonti a ¢tyt lizatek poskladat balicek,

ve kterém bude celkem Sest sladkosti, a alespont dv€ z nich budou lizétka.
Reseni:

Budeme vybirat bali¢ek Sesti sladkosti, ve které budou alespon dvé lizatka. To tedy

znamena, ze v balicku mohou byt prave 2 lizatka, nebo 3 lizatka, nebo 4 lizatka.
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Pokud ddme do balicku dv¢ lizatka, zbytek balicku budou bonbony, tedy Ctyfi.

Vybirame tak dvé lizatka ze ¢tyf moznosti: (g) a k tomu Ctyfi bonbony ze sedmi
. (7

moznosti: ( 4).

Pokud do balicku dame tfi lizatka, pak tam budou také tii bonbony. Stejnym zptisobem

tedy vybereme tfi lizatka ze ¢ty moznych: (;L) a k nim tfi bonbony ze sedmi: (Z)

Posledni moznosti je, ze dame do balicku lizatka Ctyfi: (:) a dva bonbony: (;)
Vsechny vysledky secteme dohromady. Dostavame:
G)-@D+G) -G+ ()

Véta:

Pro vSechna celd nezdporna ¢isla n, k; k < n, plati:
ny\_(n
(n—k) o (k)

(Calda, Dupac, str. 28)

Variace s opakovanim
Definice:
k-Clennd variace s opakovanim z n prvki je uspofddand k-tice sestavend z téchto prvki
tak, ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse k-krat.
(Calda, Dupad, str. 35)

Véta:

Pocet V' (k, n) vSech k-Clennych variaci s opakovanim z n prvki je
Vek,ny=n*
(Calda, Dupad, str. 37)

Priklad:

Uved'te vSechny tfi¢lenné variace s opakovanim ze dvou prvki a, b.

Resent:

(a, a, a), (a,a, b), (a, b, a), (a, b, b), (b, a,a), (b,a,b),(b,b,a), (b, b,Db)
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Pti pouziti vzorce pro vypocet poctu variaci s opakovanim by feSeni vypadalo takto:
Vi@3,2)=23=8

Reseny piiklad:

Na letnim tabote si déti malovaly pruhy na obli¢ej. M¢li k dispozici 5 barev: bilou,

cervenou, zlutou, zelenou a modrou. Kazdé dité si mélo na tvar nakreslit tfi pruhy, na

ob¢ tvére stejné. Kazdou barvu mohly pouZit vicekrat. Kolika zptsoby si pruhy mohly

nakreslit?

Reseni:

Pro horni pruh méme moznost vybrat z péti barev. Stejné tak mame pét moznosti i pro

prostiedni a 1 pro dolni pruh, nebot’ se mohou barvy opakovat.

Dostaneme tedy vypocetS - 5 - 5=125

Obr. 13: dité s barevnymi pruhy

Permutace s opakovanim
Definice:
Permutace s opakovanim z »n prvki je uspotadana k-tice sestavena z téchto prvki tak,

ze kazdy se v ni vyskytuje aspon jednou.
(Calda, Dupad, str. 41)

Véta:
Pocet P (ki, ka,.. ., k.) permutaci z n prvki, v nichz se jednotlivé prvky opakuji &, £, . ...,
kn-krat, je

(k1+ ky+.+kp)!
kql k!l kp!

P (ki k..., kn)=
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(Calda, Dupag, str. 42)
Reseny piiklad:
Uréete pocet zptisobtl, kterymi je mozné premistit pismena slova INDIANI.
Reseni:
Vidime, Ze ve slové se opakuji étyfi pismen — I, N, D a A. U kazdého z nich uréime,
kolikrat se ve slové nachazi. Tedy mame tiikrat I, dvakrat N, jednou D a jednou A.
Miuzeme tedy dosadit do vzorce. Vyjde ndm

B+2+1+1)! 7!
31.20-11-11 312!

P(3,2,1,1)= =420

Piiklad Ize fesit i bez toho, abychom tento vzorec znali. Rekneme si, ze mame 7
volnych pozic, na ktera Ize dosazovat jednotliva pismena. Na tfi z téchto pozic budeme

dosazovat pismeno I. Vybirame tedy tii moznosti ze sedmi — (;)
Nyni mame jiZ tii pozice obsazeny, zbyvaji tedy Ctyfi volné. Na dvé z téchto Ctyt
posadime pismeno N — (;)
Dale nam zbyvaji volné jiz jen dvé pozice, na jednu z nich dosadime pismeno D — (i)
A na posledni volnou pozici nam zbylo pismeno A — G)
Tim jsme jiz vycCerpali vSechna pismena. Dame to tedy vSechno dohromady:
G Q-G ()=420
Reseny piiklad:

Kolika zplisoby mlizeme rozestavit do fady dvé stejné fialové kostky, dvé stejné

oranzové kostky a dv¢ stejné zelené kostky?
Resen:

Dohromady budeme do tady stavét Sest kostek. Jejich potadi mizeme vybrat 6!

zpusoby.

Muze se nam ale stat, Ze v fad¢ prohodime dv¢ kostky stejné barvy mezi sebou, viz

obrazek. Dostaneme tak stejnou fadu jako pied prohozenim.
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Obr. 14: prohozeni dvou kostek stejné barvy

Musime tedy pocet vSech moznosti vydélit poctem takovych moznosti, které i pii
prohozeni kostek mezi sebou daji stejnou fadu. Pokud spolu prohodime dv¢ fialové,
fada se nezméni. Pro fialové kostky je to tedy 2!. To samé plati i pro oranZové i pro
zelené kostky. Dostaneme tedy 2! - 2! - 2!.

Po vydéleni tedy mame:

6!
212121

Kombinace s opakovanim

Definice:

k-Clenna kombinace s opakovanim z n prvki je neusporadana k-tice sestavena z téchto

prvku tak, ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse k-krat.
(Calda, Dupac, str. 47)

Véta:

Pocet K’ (k, n) vSech k-Clennych kombinaci s opakovanim z n prvk je

K (k,my= (")
(Calda, Dupac, str. 48)

Reseny piiklad:
Urcete, kolika zplisoby je mozné rozmistit Sest stejnych cervenych kulicek do tii

krabicek.

Reseni:
V tomto ptipadé se jednd o SestiClennou kombinaci s opakovanim sloZenou ze tii

prvki. Po dosazena dostavame tento vztah:

K 6.= () = () 25
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Reseny ptiklad:

Na pouti jsme méli na vybér ze tfi druhli ovocnych pendreki: jahodové, melounové

a lékoticové. Kolika zplisoby si mohu vybrat Ctyii pendreky?
Reseni:

Pendreky jednoho druhu od sebe nejsme schopni rozlisit a je jisté, ze od jednoho nebo
vice druhli budeme muset vybrat vice nez jeden kus, nebot’ mame pouze tfi moznosti

a chceme Ctyfti kusy.

Budeme tedy vybirat 4 pendreky ze tii druhti:

kea=(")=0)=1s

W W W

jahodové melounové lékoficové

Obr. 15: kombinace pendrekd
Priklad lze tesit 1 bez pouZiti vzorce. MiZzeme si kazdou moznost zaSifrovat pomoci
oranzovych puntikil, které budou predstavovat pocet pendrekil jednotlivych ptichuti
a modrych puntikii, které budou odd¢lovat prichuté od sebe. Tedy napt. moznost 1

jahodovy, 1 melounovy a 2 lékoticové pendreky by vypadala takto:

I pokud bychom vybrali jakoukoli jinou moznost, dostali bychom vzdy celkem 6
puntikii, 4 z nich by byly zluté a 2 modré. Tim jsme v podstaté piiklad kombinace
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s opakovanim pred¢€lali na ptiklad permutace s opakovanim, nebot’ nas nyni zajima,
kolika zplisoby miizeme tyto puntiky sefadit a puntiky stejné barvy mezi sebou

neodlisSujeme. Dostdvame tedy vztah pro vypocet permutace s opakovanim:

6!

21 4l
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4 Analyza a srovnani dvou u¢ebnic matematiky pro prvni stupeii ZS
V druhé ¢asti mé bakaléiské prace se budu vénovat analyze ucebnic matematiky pro
druhy az paty ro¢nik zakladni Skoly od dvou rGznych nakladatelstvi. Tato analyza
spociva ve vyhledavani uloh tykajicich se kombinatoriky. Pro srovnani jsem zvolila
jednu fadu ucebnici s tradicnim pojetim vyuky matematiky od nakladatelstvi ALTER.
Za druhou sadu ucebnic jsem zvolila ucebnice od nakladatelstvi Fraus, v nichz autofi

vyuzivaji metodu profesora Hejného.

Pro kazdy rocnik jsem vytvoftila tabulku s poctem uloh v jednotlivych ucebnicich.
Daéle uvadim vzdy piiklad jedné ulohy s Ciselnym a geometrickym charakterem a jednu

nezafaditelnou ulohu.

4.1 U&ebnice pro druhy ro¢nik ZS

Ciselné Geometrické Ostatni Celkem:
ulohy ulohy ulohy
Fraus 1. dil 2 3 1 6
Fraus 2. dil 4 1 1 6
Fraus 3. dil 3 3 11 17
ALTER 4/B 0 0 1 1
ALTER 5 0 0 0 0
ALTER 6 0 0 1 1
ALTER 7 0 0 1 1

Tabulka 1: pocet kombinatorickych uloh v ucebnicich pro druhy roénik

Tabulka popisuje, kolik se v jednotlivych ucebnicich matematiky pro druhou t¥idu od
dvou nakladatelstvi vyskytuje kombinatorickych uloh, které maji ¢iselny ¢i
geometricky charakter nebo maji takovou podobu, Ze je nelze zatadit ani mezi ¢iselné
ani mezi geometrické ulohy. Déle je pak v tabulce uvedeno, kolik se v dané ucebnici

vyskytuje kombinatorickych tloh celkem.

4.1.1 Uéebnice nakladatelstvi Fraus
Ucebnice pro druhou tfidu od nakladatelstvi Fraus je rozdélena na tfi dily. Vyskytuje

se v nich zna¢né mnozstvi tloh, ve kterych autofi uzivaji jednoduché kombinatoriky.
Ciselna uloha:

Uloha &islo 1 ze strany 25 (3. dil):
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Najdi vSechna reseni.

Obr. 16: obrdzek k uloze 1 ze strany 25

Geometricka aloha:
Uloha ze strany 15 (1. dil):

Pokryj obdélnikovou podlahu parketami, hledej vice reseni.

A

Obr. 17: obrdzek k uloze ze strany 15

Ostatni:
Uloha &islo 3 ze strany 16 (1. dil):

Pismena D, R, A, K se vozila na pouti po dvojicich v autickach. Napis vsechny

moznosti.

4.1.2 Ucéebnice nakladatelstvi ALTER
Ucebnice matematiky pro druhou tfidu od nakladatelstvi ALTER je rozdé€lena na Ctyii
dily (4/B, 5, 6, 7). Celkem jsem v nich nalezla pouze tfi kombinatorické ulohy,

vSechny s velmi podobnym zadnim i postupem feSeni.
Uloha &islo 1 ze strany 11 (dil 4/B):
Ve vyloze obchodu s hrackami déti videly:

mic — 60 K¢, stavebnice — 70 K¢, panenka — 60 K¢, medvidek — 50 K¢, auticko — 80
K¢, ptacek — 10 K¢, buben — 30 K¢, trubka — 40 K¢, vilacek — 90 K¢
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Klarka méla vybrat darky pro brdasku v hodnoté 70 K¢. Které hracky mohla vybrat?

Zapis do sesitu vSechny moznosti.

4.2 Uebnice pro tieti roénik ZS

Ciselné ulohy | Geometrické | Ostatni ilohy Celkem
ulohy
Fraus 4 6 5 15
ALTER 1. dil 2 0 2 4
ALTER 2. dil 1 0 4 5
ALTER 3. dil 0 0 2 2

Tabulka 2: pocet kombinatorickych tloh v ucebnicich pro treti rocnik

Tabulka opét popisuje pocet Ciselnych, geometrickych a ostatnich uloh a celkovy pocet

kombinatorickych tloh, nyni v u¢ebnicich pro treti ro¢nik.

4.2.1 Ulebnice nakladatelstvi Fraus

Pro analyzu ucebnice matematiky pro 3. ro¢nik zékladni Skoly od nakladatelstvi Fraus
jsem zvolila jednodilnou ucéebnici, ke které maji déti k dispozici jesté pracovni sesity.
Neni v ni tedy tolik prostoru pro kombinatorické tilohy, jako v porovnani s pracovnimi
seSity z predeslého ro¢niku, ve kterém déti ucebnici k dispozici nemaji. Piesto jich zde

ale najdeme zna¢né mnozstvi.
Ciselna ulohy:

Z cislic 3, 4, 5 vyber dvé ruzna a sloz z nich cislo, po jehoz zaokrouhleni na desitky

dostaneme: a) 30; b) 40; c) 50. Najdi vSechna reseni.
Geometricka uloha:
Uloha &islo 2 ze strany 9:

Jan ma 3 krychle: modrou, cervenou a bilou. Katka ma 2 modré a 2 cervené krychle.
Lenka jednu krychli cervenou a 5 krychli modrych. Jan uz postavil tri riizné vézZe. Miize

Jjich postavit jesté vice? Kolik riiznych vézi miize postavit Katka? Kolik Lenka?
Ostatni:
Uloha ¢&islo 4 ze strany 9:

Kolika riznymi zpusoby zaplatis 25 K¢ pomoci: a) tri; b) ctyr; c) péti; d) Sesti minci?
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Budeme pouzivat mince v hodnotach 1, 2, 5, 10 a 20 K¢.

4.2.2 Uéebnice nakladatelstvi ALTER

Ucebnice je rozdélena do tii dilti. Na konci kazdého dilu se nachazi tfi stranky, které
jsou nazvany ,,tfi ofisky*. VSechny kombinatoricka ulohy, které se v ucebnicich pro
treti rocnik od nakladatelstvi ALTER objevuji, jsou pravé na téchto tfech strankach

kazdého dilu. Ve zbytku ucebnice nenajdeme zadnou.
Ciselna tiloha:
Uloha &islo 11 ze stranky 61 (1. dil):

Rozmistéte cisla 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 do deviti ctvereckit ve ctverci tak, aby soucet

v kazdém radku i sloupecku byl 15.
Ostatni:
Uloha &islo 9 ze stranky 61 (1. dil):

Sachisté Marek, Kamil, Tomds, Viktor a Radek hrali na turnaji partii kazdy s kazdym.

Kolik partii sehrali celkem?

4.3 Uéebnice pro étvrty roénik ZS

Ciselné ulohy | Geometrické | Ostatni ulohy Celkem
ulohy
Fraus 8 3 11 22
ALTER 1. dil 1 1 3 5
ALTER 2. dil 1 0 1 2
ALTER 3. dil 3 0 0 3

Tabulka 3: pocet kombinatorickych uloh v ucebnicich pro ctvrty rocnik

Tabulka popisuje pocet Ciselnych, geometrickych, ostatnich uloh a celkovy pocet

kombinatorickych uloh ve vybranych ucebnicich pro ¢tvrtou tfidu.

4.3.1 Uéebnice nakladatelstvi Fraus
K analyze jsem vybrala jednodilnou ucebnici pro ctvrty rocnik, ve které opét najdeme

velké mnozstvi kombinatorickych uloh.

Ciselna uloha:
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Uloha ¢&islo 8 ze strany 15:

Kolik riiznych trojmistnych cisel muzeme utvorit z cislic a) 3, 4, 5; b) 5, 7, 9? Kolik

z nich je lichych? Kolik z nich je sudych?

Geometricka uloha:

Uloha ¢&islo 2 ze strany 48:

Vymodeluj co nejvice ruznych trojuhelniku, které maji obvod:

a) 3 ditvka;  b) 4 drivka;, c¢) 5 drivek;  d) 6 diivek;,  e) 7 diivek;
1) 8 drivek;  g) 9drivek; h) 10 drivek; i) 11 drivek; j) 12 drivek.
Ostatni:

Uloha ¢&islo 1 ze strany 77:

Kolika zpiisoby je mozné na tabulce precist jméno DARINA? Stejnou ulohu 7es i pro

dalsi jména.

D[A[R[I [N E[R]I slAlB| I M[1[K[U[L
A[R|I|N[A R|IIK AB|I[N 1 KIUIL|A

I [K|A B|1[N|A K/U[L|A[S
J[A[R[O[M]] P[E[T|/R[O[NJE[L B[/A[R[T[O[L[O[M[E
AR|OM|I|R E|/T/RIOIN[E[L|A AR|T[O[L|O|M|E|J

Obr. 18: obrdzek k uloze 1 ze strany 77

4.3.2 Ucebnice nakladatelstvi ALTER

Ucebnice nakladatelstvi ALTER pro tieti ro¢nik je opét rozd€lena do ti dili. Stejné
jako v ucebnicich pro piedchozi ro¢nik, i zde se nckolik kombinatorickych tloh
nachazi v sekci ,tii ofisky“. V prvnim dile se v této sekci vyskytuji vSechny
kombinatorické tlohy. Ve druhém a ve tfetim dile jich ale vétSinu najdeme v pribéhu

ucebnice.

Ciselna ilohy:

Uloha &islo 1 ze strany 57 (1. dil):
Pomoci cislic 2, 5, 6, 9 zapis:

a) vSechna dvojciferna cisla,
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b) nejvetsi a nejmensi ctyrciferné cislo (kazdou cislici miizes pouzit jen jednou).
Geometricka tlohy:
Uloha ¢&islo 1 ze strany 59 (1. dil):

Vyznac ctyri ruzné body. Sestroj vsechny primky, které prochazeji vidy dvema z téchto

bodu. Kolik primek jsi narysoval?
Ostatni:

Uloha &islo 21 ze strany 28 (2. dil):

Jitka méla v pokladnicce pouze dvacetikoruny a padesatikoruny. Honzik se ji zeptal,
kolik ma padesatikorun a kolik dvacetikorun. Jitka odpovédela: ,, Vypocitej si to.

Reknu ti jenom, Ze mam celkem 300 korun.“ Porad’ Honzovi. Kolik moznosti objevis?

4.4 Utebnice pro paty ro¢nik Z8

Ciselné ulohy | Geometrické | Ostatni ilohy Celkem
ulohy
Fraus 16 7 15 38
ALTER 0 1 0 1

Tabulka 4: pocet kombinatorickych tloh v ucebnicich pro pdty rocnik

Tabulka popisuje pocet Ciselnych, geometrickych a ostatnich uloh a také celkovy pocet

kombinatorickych uloh v uc¢ebnicich pro paty ro¢nik.

4.4.1 Ucebnice nakladatelstvi Fraus

Ucebnice pro paty rocnik od nakladatelstvi Fraus je opét pouze jednodilna.
Ciselna iiloha:
Uloha &islo 16 ze strany 9:

Z cislic 2, 3, 5, 6 a 8 vyberu t7i a vytvorim z nich jedno dvojciferné cislo tak, aby soucin
tohoto cisla se zbylym jednocifernym byl a) co nejvétsi, b) co nejmensi. Kazdou cislici

mohu pouZit jen jednou.
Geometricka uloha:

Uloha ¢&islo 22 ze strany 10:
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Kolik riiznych kvadrii Ize postavit ze: a) 4, b) 6, ¢) 12 krychli? Postavim je, zapisu
planem

a u kazdého kvadru urcim jeho povrch.
Ostatni:
Uloha &islo 8 ze strany 69:

V telocvicné je a) 12, b) 13, ¢) 17 sportovci. Do kolika stejné pocetnych druzstev se

mohou rozdelit? Vysvétlim.

4.3.2 Uéebnice nakladatelstvi ALTER

K analyze jsem zvolila jiz pouze jednodilnou ucebnici.

Nalezla jsem v ni pouze jednu tlohu kombinatorického charakteru:
Uloha &islo 6 ze strany 148:

Sestav kvadry z:

* 54 krychlicek (napr. 3 -3 - 6 nebo 2 - 3 - 9)
* 60 krychlicek (napv. 2 - 6 - 5nebo 3 - 5 - 4)

Shrnuti analyzy:

Ucebnice Pocet kombinatorickych tiloh

Ucebnice Fraus pro 2. ro¢nik 29
Ucebnice ALTER pro 2. ro¢nik 3

Ucebnice Fraus pro 3. ro¢nik 15
Ucebnice ALTER pro 3. ro¢nik 11
Ucebnice Fraus pro 4. ro¢nik 22
Ucebnice ALTER pro 4. rocnik 10
Ucebnice Fraus pro 5. ro¢nik 38
Ucebnice ALTER pro 5. ro¢nik 1

Tabulka 5: tabulka zndzornujici pocet kombinatorickych uloh ve vsech ucebnicich pro dany rocnik od
nakladatelstvi Fraus a ALTER

V této tabulce jiz nenajdeme jednotlivé ucebnice. Pro kazdy roc¢nik jsme secetla
celkovy pocet kombinatorickych uloh ve vSech ucebnicich pro dany ro¢nik od

jednotlivych nakladatelstvi. Je patrné, Ze v uCebnicich od nakladatelstvi Fraus se
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s ulohami kombinatorického charakteru setkdme Ccastéji, nez v ucebnicich od

nakladatelstvi ALTER.
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5 Sbirka kombinatorickych iloh pro 2. - 5. roénik ZS

5.1 sbirka uloh pro druhy roénik
Piiklad 1

Malujeme obrazek, ale mame pouze 4 tempery: ¢ervenou, Zlutou, modrou
a bilou. Kolik novych barev miiZzeme dostat, pokud pokazdé smime smichat pouze

dvé tempery?
Reseni:
Zacneme Cervenou barvou. Tu smichame postupné se Zlutou, poté s modrou a nakonec

s bilou. Tim jsme ji smichali se v§emi barvami.

V dalsim kroku udélame to stejné s barvou zlutou. Smichame ji nejprve s modrou
barvou a nasledn¢ s bilou. Tim jsme Zlutou také smichali se vS§emi barvami, nebot’

s ¢ervenou jsme ji smichali jiz v prvnim kroku.

Nasleduje barva modra. Tu jsme v prvnim kroku jiz smichali s ¢ervenou, ve druhém

se Zlutou a uz ziistala pouze posledni moznost, a to smichat ji s bilou.
Bilou barvu jsme jiz v ptedeslych krocich smichali se v§emi ostatnimi barvami.

Ulohu si muzeme nakreslit:

®+0® = +0=0
o+0-=-0 +O=
®+0O= ®+0O-=

Obr. 19: obrazek k reseni ulohy Cislo 1 pro druhy rocnik

Mame tak 6 novych barev.

Piiklad 2

Maminka véSela pradlo. Vedle sebe na jednu $itiru povésila dvé modré a jednu
rizovou osusku. Kolika riznymi zpisoby je miiZe maminka povésit? OsuSky

stejné barvy od sebe nerozliSujeme.
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Obr. 20: Obrazek k zaddni ulohy Cislo 2 pro druhy rocnik
Resent:

Ulohu budeme fesit tak, e budeme urovat polohu jedné rtizové osusky a na ostatni

volna mista povésime modré osusky.

Razovou osusku mizeme povesit bud doleva, dostaneme moznosti RMM, nebo
doprostied a dostaneme moznost MRM, nebo doprava a dostaneme posledni moznost

MMR.

Maminka ma tedy celkem tfi moznosti, jak osusku na $iiru povésit.

Priklad 3

T¥i papousci sedéli na vétvi. Jeden byl modry, jeden zeleny a jeden ¢erveny Jak

se mohli posadit?

Obr. 21: obrazek k zaddni ulohy cislo 3 pro druhy rocnik
Resent:

Mame tfi papousky: modrého M, zeleného Z a &erveného C. Budeme postupovat tak,

ze nejdiive uré¢ime misto modrého papouska a néasledné dvou zbyvajicich.

Pokud modrého posadime doleva, mize vedle n¢j sedét bud’ zeleny papousek a tim
padem Cerveny bude vpravo, nebo vedle modrého posadime cerveného a tak by zeleny

sedél vpravo. Dostali jsme tak tyto dvé moznosti: M Z CaM C Z.
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Pokud bychom modrého papouska posadili doprostied, miizeme pak bud’ posadit
zeleného doleva, a tak bude cerveny sedét vpravo, nebo posadime zeleného doprava

a Gerveny tak bude vlevo. Dostaneme: ZM CaCM Z.

Nakonec posadime modrého papouska doprava. Zeleného mtzeme posadit bud’
doprava a cerveny tak zlstane uprostied, nebo posadime zeleného doprostied

a erveny tak bude vlevo. Dostaneme moznosti: Z C M a C Z M.

Nasli jsme 6 moznosti, jak si mohou papousci sednout.

Priklad 4

Prisli jsme do obchodu a chceme si koupit sladkosti. Lizatko stoji 13 Kkorun,
bali¢ek gumovych medvidkii 30 korun, pendrek 21 korun, tabulka ¢okolady stoji
42 korun a jedna suSenka stoji 15 korun. Které sladkosti si mohu koupit, pokud
mam na utratu 50 korun? Od kazdého druhu si mohu vzit pouze jeden kus. Vypi$

v§echny mozZnosti.

I5Ke

30 K¢

21 K¢

13 K¢ 42 K¢

Obr. 22: obrdzek k zaddni ulohy cislo 4 pro druhy rocnik
Reseni:

K feSeni llohy ndm pomuze tabulka:

lizatko

balicek

medvidkua

pendrek

tabulka
cokolady

suSenka

zaplatim

celkem

13 K¢

30 K¢

21 K¢

42 K¢

15 K&

43 K¢

34 K¢
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X X 28 K¢
X X X 49 K¢
X X 45 K¢

X X 36 K¢

Tabulka 6: tabulka zndzorriuje moznd reseni ulohy cCislo 4 pro druhy rocnik

Celkem tedy dostavame 11 moznosti, jak si sladkosti nakoupit.

Piiklad 5

Urcete vSechna mozna reSeni nasledujiciho prikladi. Nezapomeiite, Ze muZete

pracovatis 0.
<<l
++f=10
Reseni:

ZaCneme si tim, ze na zluté misto dosadime 0. Vime, ze na zelené misto miZeme
dosadit Cislo stejné jako Zluté, nebo vétsi. Nejprve tedy také dosadime O a nésledné
budeme po jedné ptidavat a vzdy dopocitdme zbylé modré Cislo, které musi byt vétsi,

nez zelené. Vyjdou ndm tyto moznosti:

0+0+10 0+1+9 0+2+8 0+3+7 0+4+6

Déle uz pokrac¢ovat nebudeme, nebot’ bychom porusili podminku || < I
Stejnym zptisobem budeme pokracovat i pro ¢islo 1. Dostaneme tyto moznosti:
1+1+8 1+2+7 1+3+6 1+4+5

Stejnym zptisobem 1 pro Cislo 2: 2+2+6 2+3+5

A pro ¢islo 3: 3+3+4

Pokud bychom pokracovali a na zluté misto dosadili 4, pak by nejmensi mozné ¢islo

na zelené misto byla také 4 a na modré by zbyla 2, coZ by opét nespliiovalo podminku
<1

Piiklad méa 12 feSeni.
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Piiklad 6

Na den matek chceme mamince koupit tulipiny. Mame dostatek penéz na 5
tulipani, vSechny barvy stoji stejné. V kvétinarstvi maji Zluté a fialové tulipany.

Jak je miiZeme zkombinovat? Uréete vS§echny moZnosti.

Obr. 23: obrdzek k zaddni ulohy Cislo 6 pro druhy rocnik
Reseni:
Budeme postupovat tak, ze si nejprve vybereme kytici pouze Zzlutych tulipand,

a nasledn¢ budeme vzdy jeden zluty ubirat a jeden fialovy ptidavat, az se dostaneme

k tomu, ze ndm zbydou jen samé fialové tulipany.

Opét budeme Zluté oznatovat pismenem Z, fialové pismenem F. Dostaneme tyto

moznosti:

vvvvv

77777 7777F 777FF 77FFF ZFFFF FFFFF

Dostavame celkem Sest moznosti, jak tulipAny mamince vybrat.

Priklad 7

Na prochazce lesem jsme zahlédli nékolik pavouku a broukii. Cestou jsme jim
pocitali nozicky. Na konci prochazky jsme napoditali celkem 46 nozicek, ale
zapomnéli jsme, kolik jsme potkali pavouki a kolik brouki. Kolik brouku

a pavouki jsme mohli vidét?

6 nozicek 8 nozicek

Obr. 24: obrdzek k zaddni ulohy Cislo 7 pro druhy ro¢nik
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Resent:

Pfipomeneme si, ze brouci maji 6 nozicek a pavouci 8 nozicek. Budeme postupovat
tak, ze nejprve zaéneme s poctem pavoukt 1, postupné budeme po jednom pridavat
a dopocitavat pocCet broukii. Nemiizeme mit takovou moznost, ve které by nebyl ani

jeden brouk, nebo ani jeden pavouk, nebot’ ze zadani vime, ze jsme potkali oboje.

Pokud jsme potkali pouze jednoho pavouka, pak nam zbyde 46 — 8 = 38 nozicek.
Pokud bychom 38 nozi¢ek chtéli rozde€lit mezi brouky, pocitali bychom 6 + 6 + 6 + 6
+ 6 + 6 =36 a dvé nozi¢ky by ndm zbyly. MZeme tedy fict, Ze pouze jednoho pavouka

jsme potkat nemohli.

Pokud bychom potkali dva pavouky, méeli bychom dohromady 8 + 8 = 16 nozi¢ek. Tak
na brouky zbyde 46 — 16 = 30 nozicek, a to po dopocitani 6 + 6 + 6 + 6 + 6 = 30 vime,

ze bude 5 brouku.

Pokud bychom potkali tfi pavouky, méli by dohromady 8 + 8 + 8 = 24 nozicek. Na

brouky by zbylo 46 — 24 = 22 nozicek, coz neni mozné.

Pokud bychom potkali 4 pavouky, dostaneme 8 + 8 + 8 + 8 = 32 nozicek a na brouky

nam zbyde 46 — 32 = 14 noziCek, coz opét neni mozné.

Pokud bychom potkali 5 pavoukt, dostali bychom 8 + 8 + 8§ + 8 + 8 = 40 nozicek,
zbyva 46 — 40 = 6 nozicek, tj. jeden brouk.

Tim jsme dopocitali vS§echny moZnosti. Pro ptehlednost si je jesté vypiSeme. Mohli

jsme potkat: dva pavouky a Sest broukli nebo pét pavoukt a jednoho brouka.

Piiklad 8

Kolik raznych obdélnikovych jednopodlaZznich staveb miizeme postavit z 12

kostek? Na stavbu se divime pouze z jednoho sméru.
Reseni:
Zacneme tak, Ze vSech 12 kostek postavime do jedné fady vedle sebe.

Dale mzeme kostky postavit do dvou fad za sebe a tak budeme mit 6 kostek vedle

sebe.
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Také mizeme kostky postavit do tfi fad a vedle sebe budeme mit 4 kostky.
Pokud postavime kostky do ¢tyt fad, budou vedle sebe vzdy 3 kostky.

Do péti fad kostky postavit nemizeme, nebot’ by nam nékteré kostky zbyly.
Kostky miizeme postavit do Sesti fad a budou vzdy 2 kostky vedle sebe.

Nemuzeme kostky postavit do sedmi, osmi, deviti, desiti ani jedendcti fad, protoze by

nam opét kostky zbyly.
Posledni moznosti je vSechny kostky za sebe do dvanacti fad.

Mame tedy 6 moznosti, jak postavit obdélnikovou jednopodlazni stavbu.

Priklad 9

Jaké Castky miizeme beze zbytku zaplatit, kdyZ mame dvé pétikoruny, dvé

dvoukoruny a jednu korunu?

Obr. 25: obrdzek k zaddni dlohy ¢islo 9 pro druhy rocnik
Reseni:
Zacneme tak, Ze pouzijeme pouze jednu minci. Tak mohu beze zbytku zaplatit:
1 K¢ 2KeE SKé
Dale pokud bychom pouzili mince dvé, dostali bychom tyto moznosti:
1+2=3K¢ 2+2=4K¢ 5+45=10K¢
1+5=6K¢ 2+5=7K¢
Pokud pouzijeme tfi mince, dostaneme tyto moznosti:
1 +2+2=5KCc¢ (tuto ¢astku jsme schopni zaplatit i pomoci jedné pétikorunové mince)

1+2+5=8K¢
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2+2+5=9K¢

1+5+5=11K¢

2+5+5=12K¢

Pokud budeme pouzivat ¢tyii mince, dostaneme tyto moznosti:

1 +2+2+5=10 K¢ (tuto ¢astku jsme schopni zaplatit i pomoci dvou pétikorunovych

minci)

1+2+5+5=13K¢
2+2+5+5=14K¢

A nakonec pouzijeme vSech pét minci:
1+2+2+5+5=15K¢.

Celkem dostavame 15 moznosti.
Piiklad 10

V nedéli jsme jeli k babi¢ce na obéd. K omacce uvarila dva druhy knedlika —
houskové a bramborové. Jak si knedliky muzu zkombinovat, pokud vim, Ze snim

4 knedliky?
Reseni:

Zacneme tak ze si ddme vSechny ctyfi knedliky houskové H a budeme postupné
pfidavat jeden bramborovy B a jeden houskovy ubirat, az se dostaneme k tomu, Ze

budeme mit vS§echny bramborové. Nase moznosti budou vypadat takto:
HHHH HHHB HHBB HBBB BBBB

Mame tedy pét moznosti, jak si knedliky zkombinovat.

5.2 Sbirka uloh pro tfeti ro¢nik
Piiklad 1

U stanku se zmrzlinou stoji maly kopecek 15 K¢, velky stoji 30 K¢. Kolika

zpusoby mohu za zmrzlinu zaplatit, pokud si dam a) jeden maly kopecek; b) jeden
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velky Kkopetek? Castku chceme zaplatit piesné. Budeme pouZivat mince

v hodnotach 5 K¢, 10 K¢ a 20 K¢.

15 Ké 30 Ké

Obr. 25: obrazek k zaddni ulohy Cislo 1 pro treti rocnik
ReSeni:

K feSeni ndm pomuze tabulka. Do prvni fadky zapiSeme hodnoty minci, které mame

k dispozici. Do dal$ich fadkd budeme zapisovat pocty minci, které mizeme pouzit.

a) kupujeme si jeden maly kopecek

5 K¢ mince 10 K¢ mince 20 K¢& mince
1x 1x
3x

Tabulka 7: tabulka zndzorruje moznd reseni prikladu cislo 1a) pro druhy rocnik

Dostavame dvé moznosti, jak za maly kopecek zaplatit.

b) kupujeme si jeden velky kopecek

5 K¢ mince 10 K¢ mince 20 K¢ mince
6x
4x Ix
2X 2X
2X Ix
3x
Ix Ix

Tabulka 8: tabulka zndzorriuje moznd reseni prikladu cislo 1b) pro druhy rocnik

Dostavame Sest moznosti, jak za velky kopecek mizeme zaplatit.
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Piiklad 2

Jaké ¢astky muZeme beze zbytku zaplatit, kdyZ mame jednu dvéstékorunu, dvé

stokoruny, jednu padesatikorunu a jednu desetikorunu?
Reseni:
Mame tedy tyto bankovky: 200 K¢, 100 K¢, 100 K¢, 50K¢, 10 K¢

Nejprve pouzijeme kazdou bankovku samostatné a ziskdme tyto ¢astky: 200 K¢, 100

K¢, 50 K¢ a 10 Ke.

Pokud bychom pouzili dvé bankovky, miizeme je zvolit takto:

200+ 100 =300 K¢ +00=+100=200Ke 100+50—=150Ke 50+ 10=060Kc
200+100=300Ke& 100 +50=150 K¢ 100-+10=HOKe
200+50=250K¢ 100+ 10=110K¢

200+ 10=210 K¢

Vyskrtli jsme ¢astky, které se ndm opakuji. Ani moznost 100 + 100 nemusime
vypisovat, protoze bychom dostali ¢astku 200 K¢, kterou jsme ale schopni zaplatit

1 jednou dvéstékorunovou bankovkou.

Dale budeme pouzivat tii bankovky:

200+ 100+ 100 =400 K¢ 100-+100+50=250K¢  100+50+10=160Ke
200+ 100+ 50=350 K¢  1060+100+10=210Ke
200+ 100+ 10=310K¢ 100+ 50+ 10=160 K¢
200+  +50=350K¢

200+ +10—=310Ke

200 + 50 + 10 =260 K¢&

Také mizeme pouzit Ctyti bankovky:

200 + 100 + 100 + 50 = 450 K¢

200+ 100 + 100 + 10=410 K¢

200+ 100+ 50 + 10 =360 K¢
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200+ 100+ 50+ 10— 360K
HOO=+ 1 +=50+10—=260K<

A nakonec pouzijeme vSechny bankovky:
200 + 100 + 100 + 50 + 10 = 460 K¢&

Po vyskrtani vSech hodnot, které se ndm opakuji, zjistime, Ze jsme schopni zaplatit 19

castek.

K tloze miizeme vymyslet i druhy zptsob feSeni, kdy jiz nebudeme postupovat podle
poctu vybranych bankovek, ale rovnou budeme hledat mozné ¢astky od nejmensi.
Najdeme castky: 10, 50, 60, 100, 110, 150, 160, 200, 210, 250, 260, 300, 310, 350,
360, 400, 410, 450 a 460 K¢.

Piiklad 3

Mame dany rovnostranny trojihelniky se tfemi body. Tyto tfi body spojime.
Vznikne nam obrazec, ktery budeme chtit vybarvit tak, aby prostiedni
trojuhelnik mél vZdy jinou barvu nezZ ostatni trojihelniky. Barva tfi ostatnich
trojuhelniki se miZe opakovat. Kolika zpisoby mohu obrazec vybarvit, pokud

mam k dispozici Zlutou, modrou a fialovou pastelku?

Obr. 26: obrazek k zaddni tlohy Cislo 3 pro treti rocnik

Reseni:

Nejprve si ur¢ime, kolik dostaneme trojuhelnikl, pokud pro prostfedni trojuhelnik
pouzijeme napt. Zlutou barvu. Na ostatni trojuhelniky nam tedy zbyde barva modra
a fialova a ty rizn¢ zkombinujeme.

Vsechna mozn4 feSeni nam ukazuje obr. €. 27:
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Obr. 27: obrazek k reseni ulohy Cislo 3 pro treti rocnik

Pokud za prostfedni barvu zvolime zlutou, dostavame 8 mozZnosti, jak obrazec

vybarvit.

Dale si uvédomime, ze pokud bychom za prostfedni barvu zvolili modrou nebo

fialovou, moznosti by bylo stejné.

Celkem mame tedy 3 - 8 = 24 moznosti.

Priklad 4

Balime si svadinu na vylet. Doma mame dva banany, dvé jablka, dvé hrusky
a dvé broskve. Kolika zptisoby mohu ovoce vybrat, pokud si chci vzit k svaciné
dva kusy? Jak se pocet zpusobii zméni, pokud nechci, aby oba kusy ovoce byly

stejné?

IS QP ECES

Obr. 28: obrdzek k zaddni tlohy Cislo 4 pro treti rocnik

Resent:

Budeme vybirat dvojice ovoce tak, ze zacneme od leva a budeme se posouvat smérem
doprava. Vzdy k ovoci budeme moct vybrat bud’ druhé od stejného druhu, nebo jedno

z dvojice jiného druhu.

Zacneme tedy u banant. K bananu si mohu vybrat: druhy banan, jablko, hrusku nebo

broskev.

Posuneme se k jablkiim. K jablku si mohu déle vybrat: druhé jablko, hrusku nebo

broskev.
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Déle se posuneme ke hruskam. Ke hrusce mohu zvolit: druhou hrusku nebo broskev.

Nakonec se dostaneme k broskvim. Jiz nam zbyla posledni moznost, co k broskvi

zvolit, a to je druha broskev.
Mame tedy 10 moznosti, jak si ovoce vybrat.

Pokud nés zajima, kolik existuje moznosti, kdy nebudu chtit, aby ovoce byla stejna,
sta¢i od poctu vSech moznosti odecist ty, které nechceme. Takové moZznosti jsou Ctyfi:
dva bandny, dvé jablka, dv¢ hrusky a dvé broskve. Odecteme tedy tyto ¢tyfi moznosti

od vSech deseti moznosti a dostavame $est moznosti.

Priklad 5

Na den déti usporadala Skola akci pro déti z prvniho stupné. Dorazilo 18 déti
z prvni tridy, 24 déti z druhé tiidy, 25 déti ze tieti tridy, 20 déti ze ¢tvrté tridy
a 21 déti z paté tridy.

a) Do kolika stejné pocetnych skupin se mohly rozdélit déti z kazdé tridy

samostatné?

b) Do kolika stejné pocetnych skupin se mohly rozdélit déti ze vSech tiid

dohromady?
Resen:
Vypocitame nejdiive priklad za a).

Zacneme rozdélenim prvni tfidy do stejné po€etnych skupin. V prvni tfid¢ je 18 zaka.
Prvni moznost by byla nechat tfidu jako jednu velkou skupinu osmnécti déti. Také
bychom mohli kazdého nechat samostatné, a dostali bychom 18 skupin po jednom
ditéti.

Pokud bychom tfidu chtéli rozdélit na dvé skupiny, vydélili bychom 18 : 2 = 9.
Muzeme tedy tfidu rozdé€lit na dvé skupiny po deviti détech. V tuto chvili se také
muzeme uvédomit, ze bychom mohli vypocet pozménit a fekneme si, Ze dvojka
pfedstavuje pocet déti a devitka pocet skupin. Tudiz bychom dostali devét skupin po

dvou détech.
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Stejnym zplisobem budeme pokracovat 1 nadale. Pokud budeme chtit z osmnacti déti
utvorit tfi skupiny, vydélime 18 : 3 = 6. Opét tedy mizeme dostat tii skupiny déti po

Sesti, nebo Sest skupin po Ctyfech.

Pokracovali bychom vydélenim Ctyimi a péti, zjistili bychom, ze 18 neni délitelna
témito Cisly beze zbytku. Nasledné bychom vyd¢lili Sesti, ale tuto moznost mame jiz
v predeslém vypoétu. Dostaly jsme tedy viechny moZnosti. Resenim ulohy je pocet

vSech délitelu ¢isla 18.

Stejné budeme postupovat u vSech dalSich tiid. Pro krat$i zapis budu nasledujici tfidy

vypisovat pomoci vzoru: pocet skupin x pocet déti.

Druha tfida (24 déti) Tteti tfida (25 déti)

1 x24 24x 1 1x25 25x 1
2x12 12x2 5x5

3x8 8x3

4x6 6x4

Ctvrta t¥ida (20 déti) Pata tiida (21 déti)

1 x20 20x 1 1x21 21 x 1
2x 10 10x2 3x7 7x3
5x4 4x5

Dostaneme: pro prvni tfidu Sest mozZnosti, pro druhou tfidu osm moznosti, pro tieti

tfidu tfi moznosti, pro ¢tvrtou tfidu Sest moznosti a pro patou ttidu ¢tyfi moznosti.

V piikladu b) nejprve secteme pocet vSech déti: 18 + 24 + 25 + 20 + 21 = 108. Zbytek

pocet skupin x pocet déti:
1 x 108 2x54 3x36 4x27 6x18 9x 12
108 x 1 54x2 36x3 27 x4 18x6 12x9

Je dvanact moznosti, jak déti ze vSech tfid dohromady rozd¢lit.
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Piiklad 6

Kolik trojcifernych ¢isel mizeme dostat z ¢islic 1, 2, 3, 4 pokud Zadnou C¢islici
nesmime pouzit vicekrat? VSechna trojciferna ¢isla vypi§ od nejmenSiho

k nejvétSimu.
Reseni:

Vybereme si 3 Cislice a kombinujeme jejich potadi, dostaneme 6 moznosti. Pro dalsi
jinou trojici Cislic dostaneme opét 6 riznych moznosti, atd. Tti Cislice mizeme vybrat
Ctyfmi zpusoby, neboli vzdy jednu ¢islici z nabidky vynechame a zbylé tfi budeme

kombinovat. Celkem dostaneme 4 - 6 = 24 trojcifernych Cisel.

Vsechny cisla vypsana od nejmensiho k nejvyssimu vidime zde:

123 213 312 412
124 214 314 413
132 231 321 421
134 234 324 423
142 241 341 431
143 243 342 432
Priklad 7

Kolik novych slov miiZe vzniknout prehazenim pismen slova a) PES; b) SLON?
Reseni:
a) PES

Budeme se na slovo PES nyni divat jako na nasi nabidku pismenek. Na prvni misto
postupné postavime kazdé z pismenek a miizeme si ho v nasi nabidce zakryt prstem.
Zbyla dvé pismenka nejprve zapiSeme v poradi, ve kterém jsou, a poté je prohodime,
dostaneme nejprve ES a nasledné SE. Tak dostaneme jedno nové slovo PSE. Pokud

zakryjeme pismenko E, ze zbylych pismenek miiZeme utvoftit PS a SP. Takze vzniknou
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slova EPS a ESP. Nakonec si zakryjeme pismenko S a dostaneme PE a EP, takze

mame nové slova SPE a SEP. Vytvorili jsme pét novych slov.
b) SLON

Pokud bychom v pfedchozim ukolu zahrnuli do naSich moZnosti i piivodni slovo PES,
zjistili bychom, ze ze tff rlznych pismenek miiZzeme vytvofit Sest rtznych
ttipismenkovych slov. Nyni mame pismenka Ctyfi a budeme vytvaret ctyfpismenkova
slova. Muzeme si ale jednoduSe pomoci tak, ze opét jedno pismenko zakryjeme
prstem, postavime ho na prvni misto a ze zbylych tfi pismenek budeme tvofit
ttipismenkové slovo. Téch jiz vime, Ze utvotfime Sest. Prstem si mizeme zakryt vzdy
jedno ze ctyt pismen a ke kazdému znich vytvotfime Sest tfipismenkovych slov.
Dostaneme tedy vypocet 4 - 6 = 24 Ctyipismenkovych slov ze Ctyt riznych pismenek.
Jedno z nich ale bude nase plivodni slovo SLON, proto ho od moZnosti odecteme

a dostavame 23 novych ¢tyipismenkovych slov.

Priklad 8

Narysujeme si ¢tverec a popiSeme vrcholy ABCD. Nasledné spojime vrchol A
s vrcholem C a vrchol B s vrcholem D a dostaneme tak thlopri¢ky ctverce.
Predstavime si, Ze kazda ze stran ¢tverce a jeho thlopricky jsou nyni silnice.
Jakymi zpiisoby je moZné se dostat z vrcholu D k vrcholu B? Po Ziadné z cest
nemiiZeme jet dvakrat. Pokud se vydame po uhlopiicce, musime ji vidy prejit

celou. Urcete v§echny moZnosti. Ktera z cest je nejkratsi? Ktera je nejdelSi?
Reseni:

Zaciname v bod¢ D. Z bodu D vedou tii cesty: doprava do bodu C, doli doprava do

bodu B a doli do bodu A. Postupné se vydame po vSech téchto cestach.

Miuzeme se rovnou vydat Sikmo dolt doprava a dostaneme se do bodu B, coz je prvni

a nejkratsi z naSich cest: D—B.

Pokud bychom se vydali dolti do bodu A, zjistime, Ze z bodu A vedou dalsi dvé cesty:
jedna doprava do bodu B a druha Sikmo doprava nahoru do bodu C (cestou do bodu D
jiz zpatky nemizeme, po této cesté jsme jiz §li). Vydame-li se doprava do bodu B,

nasli jsme druhou cestu, jak se z bodu D do bodu B dostat: D—A—B. Pokud bychom
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se z bodu A vydali druhou cestou Sikmo doprava nahoru a dostali se do bodu C, opét
uvidime, ze z bodu C povedou dvé cesty: dolli do bodu B a doleva zpét do bodu D.
Pokud ptijdeme dolt, nasli jsme tieti cestu, kterou se miizeme z bodu D do bodu B
dostat: D—A—C—B. Pokud se z bodu C vydame do bodu D, nyni uz z n¢j vede pouze
jedind cesta, a to Sikmo dolti doprava do bodu B. Tak jsme nasli dalSi cestu:

D—-A—C—D—B.

Stejné budeme postupovat, pokud se na zacatku cesty vydame doprava do bodu C.
Prvni cesta povede z C do bodu B: D—C—B, druha by z C vedla do bodu A, kde
bychom se mohli vydat bud’ do bodu B: D—C—A—B, nebo nahoru do bodu D, odkud
jedina cesta opét povede do bodu B: D—-C—A—D—B.

Nasli jsme tak vSechny cesty. Je jich sedm, nejkratsi cesta vede pfimo z bodu D do
bodu B. Nejdelsi cesty jsou dvé. Pozname je tak, ze se v jejich zapisu vyskytuje nejvice

sipek. Jsou to cesty: D-A—C—D—B a D-C—A—D—B.

D, C D, € Dr—— le] D G
A B A > B A B A B
D, D o] D C
A A B A B

Obr. 29: obradzek k reseni tlohy Cislo 8 pro treti rocnik

Piiklad 9

V restauraci méli na vybér ze tii druhii polévek, tfi druhii hlavniho chodu
a dvou dezerti. Kolik nejvice hosti by mohlo p¥ijit, pokud by ¢iSnici méli za kol

kazdému naservirovat takovy obéd, jaky nema nikdo jiny?
Reseni:

Polévky si ozna¢ime jako P1, P2 a P3, hlavni chody jako H1, H2 a H3 a dezerty jako
D1 a D2.

K teSeni tlohy si pomlizeme stromovym grafem:
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Obr. 30: obradzek k reseni tlohy Cislo 9 pro treti rocnik

Ke kazdé z polévek budeme nejprve vybirat jeden ze tfi hlavnich chodii, dostaneme
3 - 3 =9 moznosti. Ke kazdé dvojici polévky a obéda pak jesté ptifadime jeden ze

dvou dezerttl, dostavame 9 - 2 = 18 moznosti.

Do restaurace tak muze piijit 18 lidi a kazdy by dostal originalni obéd.

Priklad 10

Casto se nam stivi, Ze nam pracka ,,seZere“ jednu ponozku. Proto ted” mame
Suplik pro opusténé ponozky. Najdeme v ném jednu modrou, jednu ¢ernou, jednu
bilou, jednu zelenou, jednu fialovou a jednu Zlutou ponozku. Kolik pari mohu
z téchto ponoZek poskladat, pokud mi nevadi, Ze budu mit kaZzdou ponozku

jinou? Najdéte v§echny moZnosti.

Obr. 31: obrazek k zaddni ulohy cislo 10 pro treti rocnik
Reseni:
Budeme postupné utvaret dvojice ponozek.

K modré ponozce muzeme ptidat bud’ ¢ernou, nebo bilou, nebo zelenou, nebo

fialovou, nebo zlutou ponozku. Tak ndm mulize vzniknout pét part.

Dale budeme utvaret pary s ¢ernou ponozkou. Modrou ponozku vynechame, tato
moznost se ndm jiz objevila. Mizeme k ni ptidat bilou, nebo zelenou, nebo fialovou,

nebo zlutou ponozku. Tak mame dalsi ¢tyfi moznosti.
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K bilé ponozce nebudeme piidavat modrou a Cernou ponozku, tyto pary jsme jiz
dostali. Miizeme ptidat zelenou, nebo fialovou, nebo Zlutou ponozku. Méme nové tti

moznosti.

K zelené ponoZce mizeme piidat jiz pouze fialovou, nebo zlutou ponozku a dostdvame

dvé nové moznosti.
Posledni moznost, ktera nam zbyva, je par fialové a Zluté ponozky.

Vsechny moZnosti nyni seCteme a dostaneme: 5 +4 + 3 + 2 + 1 = 15 mozZnosti, jak

poskladat ponozky do part.

5.3 Sbirka uloh pro ¢tvrty roénik
Piiklad 1

Jak zaplati§ v obchodé 2700 korun, pokud u sebe mas pouze 500 K¢ bankovky
a 200 K¢ bankovky a chces platit piresné? Najdi vSechny mozZnosti.
Reseni:

KteSeni pfikladu nam pomtize tabulka. Do prvniho tadku zapiSeme hodnoty
bankovek, které miizeme pouzit. Do dalSich fadkt budeme zapisovat, kolikrat danou

bankovku pouZzijeme.

500 K¢ bankovky 200 K¢ bankovky
Ix I1x
3x 6x
5x 2x

Tabulka 9: tabulka popisuje moZnosti, kterymi Ize zaplatit ¢astku 2700 K¢ pomoci bankovek v hodnotdch 500 K¢
a 200 K¢

Mame tii moznosti, jak ¢astku pfesné zaplatit.

Piiklad 2

Mame cisla 9, 8, 7, 6. Kolik a) trojcifernych, b) ¢tyrcifernych cisel je mozné

z téchto Cislic dostat? Zadnou z Cislic nesmime opakovat.

54



Reseni:
a) tvotfime trojcifernd Cisla

Vynechame ze zapisu Cislici 9 a zbyvajici tfi ¢islice miizeme uspotradat nasledujicim
zpisobem: 876, 867, 786, 768, 687, 678. Postupné vynechame i Cislice 8, 7a 6 a
zbyvajici ¢islice uspotadame Sesti zplisoby. Dostaneme tedy 4 - 6 = 24 trojcifernych
Cisel.

b) ¢tyfciferna Cisla

Na prvni pozici vlozime ¢islici 9 a na zbyvajicich pozicich opét mizeme Eislice
uspotadat Sesti zpisoby. Postupné vlozime na prvni pozici Cislice 8, 7 a 6 a zbyvajici
Cislice usporadame. Dostaneme tedy 4 - 6 = 24 Ctyfcifernych Cisel.

(9) 876 (8) 976 (7) 986 (6) 987
(9) 867 (8) 967 (7) 968 (6) 978
(9) 786 (8) 796 (7) 896 (6) 897
(9) 768 (8) 769 (7) 869 (6) 879
(9) 687 (8) 697 (7) 698 (6) 798
(9) 678 (8) 679 (7) 689 (6) 789
Priklad 3

Kolik novych slov miiZeme dostat, pokud zménime poradi pismen ve slové a)

KRK; b) KOLO?

Reseni:

a) KRK

Ve slové KRK se nam dvakrat opakuje pismenko K. Je dulezité si fici, Ze stejna

pismenka od sebe nebudeme odlisSovat. To znamena, ze slovo KRK a KRK jsou stejna,

1 pokud jsme pismenka K prohodili.

Budeme se tedy soustfedit na pismenko R, které mame pouze jednou. To mizZeme
umistit bud’ na prvni misto a zbytek obsadi pismenko K: RKK, nebo ho umistime
doprostied a zbytek obsadi pismenko K: KRK, nebo ho umistime doprava a zbytek
obsadi pismenko K: KKR. Vznikly nam tak dvé nova slova, nebot’ slovo KRK je

stejné, jako ptivodni slovo, proto ho do novych slov nepocitame.
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b) KOLO

Pfipomeneme si, ze dveé pismenka O od sebe nebudeme odliSovat. Slovo ma ¢tyfi mista

a dvé z nich obsadi prave pismenka O. Pojd’'me nejprve ud¢€lat tento krok:

00 0O O IR 00 _ 0.0 00

Na volna mista budeme déle obsazovat pismenka K a L, nejprve v tomto potadi, poté

je prohodime:
OOKL OKOL OKLO KOOL Ko+Lo KLOO
OOLK OLOK OLKO LOOK LOKO LKOO

Dostali jsme dvanact slov, z toho jedenact novych.

Piiklad 4

Délame si ke svaciné toasty. Mame moZnost pridat tyto ingredience: kecup,
Sunku, syr, slaninu a rajéata. KaZdou zingredienci miZeme pridat, ale
nemusime. Musime vZdy pridat alesponi jednu zingredienci. Kolik riznych

toastd muzZeme udélat?

Obr. 32: obrazek k zaddni tlohy Cislo 4 pro Ctvrty rocnik
Reseni:

Zacneme tak, ze si do toastu ddme pouze jednu z ingredienci. Dostaneme tedy tyto
moznosti: toast pouze s keCupem, nebo pouze se Sunkou, nebo pouze se syrem, nebo

pouze se slaninou, nebo pouze s rajcaty.

Pokud pfiddme dvé€ ingredience, miizeme je zkombinovat takto:

kecup + Sunka Sunka + syr syr + slanina slanina + rajcata
keCup + syr Sunka + slanina syr + rajcata
kecup + slanina Sunka + rajéata
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kecup + rajcata

Pokud budeme chtit tii ingredience, pocet moznosti bude stejny, jako kdybychom vzdy

dv¢ ingredience vynechali. Dostaneme tyto moznosti:

Pro zjednoduseni oznagime keéup K, unku S, syr Sy, slaninu SI a rajéata R.

K S Sy K Sy Sl K SIR S Sy SI SSIR Sy SIR
K S SI K Sy R SSyR
KSR

Pokud pouzijeme Ctyfi ingredience, dostaneme stejny pocet moznosti, jako

kdybychom vzdy jednu vynechali, tedy pét moznosti:
KSSySl KSSyR  KSSIR KSySIR  SSySIR
Nakonec pouzijeme vSechny ingredience a dostaneme jednu jedinou moznost.

Vsechny moznosti seéteme: 5 + 10 + 10 + 5 + 1 = 31 moznosti, jak pfipravit toasty.

5) Babicka si chodila kazdy den do jidelny pro obéd s eSusem. Jeji eSus ma ¢tyri
dily na ¢tyri ¢asti obédu — jedna ¢ast na polévku, jedna ¢ast na prilohu, jedna ¢ast
na maso a jedna ¢ast na dezert. Dily do sebe pasuji libovolné, to znamena, Ze je
miiZeme prohazet a eSus bude stale mozZné slozZit. Kolika zptlisoby mohou eSus
v jidelné poskladat, pokud a) mohou prohazovat vSechny dily; b) bude studeny
dezert, a proto ho budou chtit nechat vZdy vespod, aby se nezahrival teplym

jidlem?
Zacneme prikladem a), kdy miizeme prohazovat vSechny dily.

Jiz u ptikladu s vytvafenim Ctyfcifernych Cisel ze Ctyt Cislic jsme si vysvétlili, jak
muzeme vypocet provést jednoduseji a bez vypisovani vSech moznosti. Stejny postup
muzeme pouzit i zde. Misto ¢tyf volnych mist v Ctyfciferném ¢isle budeme nyni
obsazovat Ctyfi volné dily eSusu a na misto ¢ty Cislic v nabidce nam nyni poslouzi

Ctyfi soucasti obéda.

57



Obr. 33: obrdzek k reseni ulohy ¢&islo 5a) pro ctvrty rocnik

Do horniho dilu eSusu mizeme umistit jakékoliv ze Ctyt ¢asti obéda, proto si miizeme
zapsat do horniho dilu 4. Do druhého dilu ndm zbyly uz jen tfi moznosti, prvni uz jsme
umistili nahoru. ZapiSeme do druhého dilu eSusu 3 moznosti. Do tietiho dilu méme na
vybér pouze ze dvou ¢asti obédu, proto zapiSeme 2. Na posledni misto ndm zbyla

posledni ¢ast obéda a zapiseme jednicku. Cisla mezi sebou vynasobime: 4 -3 -2 - 1 =

24 mozZnosti. S détmi je mozné si vSechny moznosti systematicky vyjadfit.

b) v dolnim dile bude dezert

Obr. 34: obrdzek k reseni ulohy cislo 5b) pro ctvrty rocnik

Maiame tedy jedinou moznost do spodniho dilu, kam zapiSeme 1. Do horniho dilu ndm
tak zbyly uz jen tfi moznosti, nebot’ dezert bude v dolnim dile. Do horniho dilu tedy
zapiseme 3. Do druhého dilu ndm zbyly jiz jen dvé moznosti, zapiSeme 2 a do tfetiho
dilu posledni ¢ast obéda, zapiseme 1. Cisla opét vynasobime a dostaneme: 3 -2 - 1 - 1

= 6 moznosti.

Pokud si oba vypocty dame dohromady a zamyslime se, zjistime, ze dezert bude ve

spodnim dile v jedné ¢tvrtin€ ptipada.

Priklad 6

Kolika zpiisoby miizeme vedle sebe postavit do Fady dva chlapce a dvé dévcéata?
Chlapce mezi sebou nerozliSujeme a dévcata také ne. RozliSujeme od sebe pouze

chlapce od dévcat.
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Resent:

Dostaneme tato potadi:

ChChDD DChChD D D Ch Ch
ChDChD D Ch D Ch
Ch D D Ch

Je tedy Sest moznosti, jak dva chlapce a dvé dévcata do fady postavit.

7) Chci letét na dovolenou z Prahy do Istanbulu, ale v§echny primé lety jsou jiz
vyprodané. Najdéte vSechny zpusoby, kterymi se mohu do Istanbulu z Prahy
dostat letadlem. Do Zadného mésta se nebudeme létat dvakrat. Kolik km bude
mit kazda z tras? Ktera cesta je nejkratsi, ktera je nejdelsi a o kolik km je delsi,

neZ prima cesta z Prahy do Istanbulu?

Obr. 35: obrdzek k zaddni ulohy Cislo 7 pro ctvrty rocnik

Z Prahy vede jedna piima cesta do Istanbulu a dalSich sedm cest, po kterych se

nasledné vydame.
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Z Prahy bychom mohli letét do Helsinek. Z Helsinek nasledné vede jedna jedina cesta,

a to cesta do Istanbulu. Tato cesta je dlouhd 1303 km + 2149 km = 3452 km.

Podobné tomu bude, kdyz se rozhodneme letét nejprve do Varsavy, odkud vede jedina

cesta opét do Istanbulu. Cesta je dlouhd 521 km + 1385 km = 1906 km.

Dalsi cesta z Prahy povede do Budapesté, odkud opét vede jedind cesta, a to do

Istanbulu. Cesta je dlouha 450 km + 1063 km = 1513 km

Pokud poletime z Prahy do Sofie, pak nam ze Sofie zbyde jedind moznost, a to letét
do Atén. V Aténach mame tii moznosti, kam se dale vydat. Pokud bychom se rozhodli
letét do Lublan¢ nebo Madridu, vSechny nase dalsi cesty by vedli bud’ zpét do Prahy,
nebo zpet do Atén, coz nechceme. Jedina mozna cesta z Atén tedy vede do Istanbulu.
Dostali jsme tak cestu Praha — Sofie — Atény — Istanbul, kterd je dlouhd 1066 km
+ 526 km + 562 km = 2154 km.

Dalsi moZna cesta z Prahy je do Lublané. V Lublani se miizeme vydat dvéma cestami.
Pokud zvolime cestu do Atén, jiz vime, Zze jedind moznd cesta z Atén vede do
Istanbulu. Dostali jsme tedy cestu Praha — Lublan — Atény — Istanbul a cesta je

dlouha: 448 km + 1177 km + 562 km = 2187 km.

Z Lublan¢ ale také mizeme letét do Patize. Z Paftize pak vede jedna cesta do Prahy,
kterou se vydavat nebudeme a druha cesta do Madridu. Jedina cesta z Madridu vede
do Atén a z Atén vime, Ze miizeme jedin€ do Istanbulu. Dostali jsme tedy cestu Praha
— Lublan — Patiz — Madrid — Atény — Istanbul a je dlouha: 448 km + 967 km
+1052 km + 2371 km + 562 km = 5400 km.

Dalsi mozna cesta z Prahy je do Madridu. Z Madridu vedou dvé mozné cesty. Prvni je
do Atén a z Atén do Istanbulu. Cesta Praha — Madrid — Atény — Istanbul je dlouha:
1773 km + 2371 km + 562 km = 4706 km.

Z Madridu ale mizeme letét 1 do Patize, odkud nepoletime zpét do Prahy, ale mizeme
letét do Lublané. Z Lublané pak jiz pouze do Atén a z Atén do Istanbulu. Dostali jsme
cestu Praha — Madrid — Pafiz — Lublait — Atény — Istanbul. Tato cesta je dlouha:

1773 km + 1052 km + 967 km + 1177 km + 562 km = 5531 km.

Posledni mozné cesta z Prahy vede do Patize. Z Patfize miizeme do Lublan¢, z Lublané
jen do Atén a z Atén jen do Istanbulu. Cesta Praha — Patiz — Lublan — Istanbul je

dlouha: 885 km + 967 km + 1177 km + 562 km = 3591 km.
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Z Parize také muzeme let€t do Madridu, z Madridu do Atén a z Atén do Istanbulu.
Cesta Praha — PafiZ — Madrid — Atény — Istanbul je dlouhd: 885 km + 1052 km +
2371 km + 562 km = 4870 km.

Nasli jsme tedy 10 cest.

Nejkratsi cesta je cesta Praha — Budapest’ — Istanbul, ktera je o 1 km del$i nez pfima

cesta do Istanbulu.

Nejdelsi je cesta Praha — Madrid — Patiz — Lublai — Atény — Istanbul, a je 0 4019

km delsi nez ptima cesta.

Piiklad 8

Mame dany pravidelny Sestiihelnik ABCDEF a stiedy jeho stran KLMNOP.
Z bodu O povedu usecku do vSech zbyvajicich bodu. Kolik jsme vytvorili

trojuhelnika?

Obr. 36: Obrazek k reseni ulohy Cislo 8 pro Ctvrty rocnik
Reseni:
Bod O se tak stane jednim vrcholem vSech trojuhelniki, které miizeme v obrazku najit.

Podivame se nejprve na trojihelniky AOP a POF. Pokud bychom trojuhelniky spojily
v jeden, dostaneme tfeti trojuhelnik AOF. Dale miZzeme vidét trojuhelniky KOA
a BOK. Opét je mtiizeme spojit ve trojuhelnik BOA.

Miuzeme si v§Simnout, Ze bod O s kazdou stranou Sestithelniku (kromé strany EF)

vytvoii tfi trojihelniky.

Najdeme tedy 15 trojuhelniki.

61



Piiklad 9

Maminka véSela pradlo. Vedle sebe na jednu Sidru povésila dvé modré a tii
rizové osusky. Kolika riznymi zpiisoby je miiZe maminka povésit? Osusky stejné

barvy od sebe nerozliSujeme.

Obr. 37: obrdzek k zaddni ulohy Cislo 9 pro ctvrty rocnik
Reseni:
Ulohu budeme fesit tak, ze budeme urcovat polohu dvou modrych osusek, na ostatni

pozice nam tak zbydou tfi rtizové. Modré osusky budeme oznacovat M, rtizové

budeme oznacovat R.

Zacneme tak, Ze jednu modrou osusku povésime na prvni misto, a dalsi modrou osusku
budeme postupné posouvat smérem doprava, tedy nejprve ji ddme na druhé misto, poté
doprostted, poté na predposledni misto a nakonec na posledni misto uplné doprava.

Dostaneme tak tyto moznosti:
MMRRR MRMRR MRRMR MRRRM

Dale umistime jednu modrou osusku na druhé misto a dal§i modrou osusku doprava
vedle ni, tedy doprostied a opét ji budeme posouvat smérem doprava, tedy nejprve na

predposledni misto a na posledni misto. Dostaneme tyto moZnosti:
RMMRR RMRMR RMRRM

Nyni ddme jednu modrou osusSku doprostied, dal§i modrou osusku opét doprava vedle
té prvni, tedy na predposledni misto a v dal§im kroku ji opét posuneme doprava na

posledni misto. Mame tak tyto moZznosti:
RRMMR RRMRM

Poslednim krokem bude jednu modrou osusku umistit na predposledni misto a dalsi
modrou osusku doprava od ni, tedy na misto posledni. Dostaneme tak tuto jednu

moznost:
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Dostali jsme tak 10 moznych zptisobt, jak mizeme osusky povésit.

Priklad 10
Kolik ¢tyicifernych ¢isel miizeme dostat z Cislic 0, 2,4 a 6?
Reseni:

V nasi nabidce méame ¢islici 0. Musime si uvédomit, ze pokud bychom ji dosadili na
prvni misto (fad tisict), nedostali bychom ¢tyfciferné Cislo, ale pouze tiiciferné. Napf.

Cislo 0246 = 246.
Na prvni misto tedy miizeme pouzit pouze tii ¢islice: 3

Na druhé misto uz ale nulu pouzit mizeme, proto mame na druhé misto opét

k dispozici tfi Cislice: 33

Na tfeti misto ndm zbyla jedna ze dvou ¢islic a na posledni misto pouze jedna ¢islice:

3321.
MozZnosti vynasobime a dostaneme 3 - 3 - 2 - 1 = 18 Ctyfcifernych cisel.

Pro déti na prvnim stupni mize byt toto feSeni velmi obtizné, bylo by vhodnéjsi si
vSechny moznosti vypisovat ¢i pracovat s kartickami s ¢islicemi a Cisla si stavét a

ukazovat.

5.4 Sbirka uloh pro paty rocnik
Piiklad 1

Jakymi zpiisoby se mohou Pavlik, Ondra, Elifka a MaruSka postavit do rady

vedle sebe? Najdéte vSechny mozZnosti.
ReSeni:

Ptiklad budeme fesit podobné, jako utvaieni Ctytfcifernych cisel. Budeme se zajimat
nejprve pouze o polohu chlapct. Pavlika postavime nejdfive na prvni misto a budeme
premist'ovat jen ostatni déti. Ondru postavime nejdiive vedle néj a dévcata postavime
v poradi EliSka a Maruska, poté se dévcCata prohodi. Pavlik stale zlistane na prvnim

misté, Ondru pfesuneme na tieti misto a dévc€ata udélaji to samé, nejprve Eliska pak
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Maruska, nasledné se prohodi. Poté stale nechame Pavlika na misté, Ondru postavime

na posledni misto, dévc€ata ud¢€laji to samé, jako v predeslych krocich.

Stejny postup provedeme s kazdym z déti. Postavime kazdého postupné na prvni
misto, druhého budeme posouvat na druhé, tieti a ¢tvrté misto a zbytek déti nechame

nejprve v jednom potadi, nakonec je prohodime.

POEM OPEM EPOM MPOE
POME OPME EPMO MPEO
PEOM OEPM EOPM MOPE
PMOE OMPE EMPO MEPO
PEMO OEMP EOMP MOEP
PMEO OMEP EMOP MEOP

Celkem jsme nasli 24 moznosti.

Priklad 2

Vybarvujeme obrizek motylka. Na jeho télo miiZeme pouZit hnédou, Sedivou
nebo ¢ernou barvu. Na jeho kridla mame k dispozici ¢ervenou a Zlutou barvu.
Barvy, které pouZijeme na kiidla, miZeme opakovat. Kolik riznych motylku

muzeme dostat?

I Y
\\_ / U\J/)

Obr. 38: obrdzek k zaddni ulohy Cislo 2 pro pdty rocnik
Resent:

Systematicky si ukaZeme vSechny moZznosti — viz obrazek ¢. 39:
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Obr. 39: obrdzek k reseni ulohy Cislo 2 pro padty rocnik

Budeme urcovat, kolika zplisoby miizeme cervenou barvou vybarvit nejprve zZadné

z ktidel, nasledné jedno kiidlo, dvé kiidla, tii kiidla a nakonec Ctyfti kiidla.
Na vybarveni zddného kiidla ¢ervenou barvou mame jednu jedinou moznost.

Pokud budeme chtit ¢ervenou barvou vybarvit jedno ktidlo, budeme mit C&tyfi

moznosti, jak to udélat.

Dve¢ kridla ¢ervené miizeme vybarvit Sesti riznymi zpisoby.

Ctyi'mi zptisoby miizeme vybarvit tfi kiidla Eervenou barvou.

Pokud budeme chtit mit ¢tyti kiidla cervenou barvou, mame na to pouze jeden zptsob.
VSechny moznosti secteme. Celkem je 16 moznosti.

Nyni pfidame jesté barvy télicek. Ke vSem moznostem kiidel miizeme ptidat jedno ze

ti tél. Proto je celkovy po€et moznosti, jak miizeme motylka vybarvit. 3 - 16 = 48.
Priklad 3

Mame dany body A, B, C, D, E, F a G. Kolik je riznych a) Sestic bodi; b) pétic
bodi.

Reseni:
a) Sestice bodi

Celkem méame v zadani sedm bodd. Sest z nich miizeme vybrat tak, Ze vzdy jeden bod
zakryjeme. PocCet moZnosti vybirdni Sestic se tedy bude rovnat poctu moznosti, jak

vybrat jeden bod, ktery zakryjeme. Mizeme zakryt bod A, B, C, D, E, F, nebo G.
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Miizeme tedy najit sedm zpusobt, jak jeden bod zakryt, a proto i sedm zptsobti, jak

vybrat Sestici.
b) pétice bodii

podobné jako v pfedchozim ukolu, i nyni pro nas bude jednodussi urcit pocet

moznosti, kdy budeme ptekryvat dvojice pismen. Dvojice si vypiSeme:
AB BC CD DE EF FG

AC BD CE DF EG

AD BE CF DG

AE BF CG

AF BG

AG

Nasli jsme dvacet jedna moznosti, jak prekryt dvé pismenka. Je tedy 21 zptisobt, jak
vybrat pétici bodu.

Piiklad 4

Na zahradce nam vykvetly dvé ¢ervené, dvé riizové a jedna zluta riize. Jak mohu
riZe natrhat, pokud chci do vazy utrhnout alespoi tii. Mohu trhat i riZe stejné
barvy. NezalezZi nAm na poradi trhani riiZi, pouze na tom, jak bude nakonec kytice

vypadat.

Obr. 40: obrdzek k zaddni ulohy Cislo 4 pro pdty rocnik

ReSeni:
Nejprve si fekneme, co to znamend ,,alespon tfi“. Znamena to, ze chceme natrhat tfi,
nebo vice rizi. V tomto ptipadé mame celkem pét riizi, chceme tedy natrhat tfi, Ctyfi,

nebo pét razi.
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Budeme nyni pocitat pocet moznosti, jak mizeme natrhat tii riize.

Pokud utrhneme zlutou rzi, kterou mame jen jednu, mizeme k ni bud’ utrhnout dvé
¢ervené, nebo dvé rizové, nebo jednu cervenou a jednu riizovou. To jsou vSechny
trojice, které budou obsahovat Zlutou rizi. Nyni mame jest¢ dvé moznosti, a to

utrhnout dvé Cervené a jednu rizovou, nebo utrhnout dvé riizové a jednu ¢ervenou.
Mame pét moznosti, jak poskladat kytici ze tii kvéta.
Nyni vyfesime, kolik mame mozZnosti, jak natrhat Ctyfi rize.

Pokud utrhnu jednu Zlutou rizi, mohu k ni utrhnout dvé ¢ervené a jednu rtizovou, nebo
jednu Cervenou a dvé rizové. To jsou dvé moznosti obsahujici Zlutou rizi. Posledni

moznosti je utrhnout dvé ¢ervené a dveé rizové.
Mame tak tfi moznosti, jak sestavit kytici ze Ctyt kveti.
Nakonec mame jednu moznost, jak utrhnout vSech pét rizi.

Pokud chceme natrhat alespon tfi rize, mame tedy celkem devét moznosti.

Priklad 5
Kolik péticifernych ¢isel miZeme dostat z Cislic 0, 1, 2,3 a 4?
Resent:

Péticiferné ¢islo ma pét volnych mist:

Na prvni misto nemtizeme dosadit nulu, ¢islo by pak nebylo péticiferné ale ctytciferné.
Proto ndm zbydou pouze ¢tyfi moznosti, které miizeme dosadit na prvni misto. Na
prvni misto tak napiSeme 4. Na druhé misto uz mizeme dosadit nulu a dalsi tfi zbyla
¢isla, mame tedy opé&t tyfi moznosti a na druhé misto napiSeme 4. Na tfeti misto mame
jiz jen tfi moZnosti, na pfedposledni misto mame dvé moznosti a na posledni misto

nam zbyde posledni jedna Cislice. Dostaneme tedy vypocet: 4 - 4 -3 -2 - 1 =96.

Piiklad 6
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Z papiru si vystfihame Sest obdélnikii o rozmérech 4 cm x 3 cm. Kolik obdélniki
z nich dokaZeme poskladat? Obdélniky nebudeme otacet a musime pouZzit vSech

Sest obdélniku. Zapiste jejich rozméry.

Reseni:

Nejprve miizeme vSechny polozit do jedné fady. Bud’ polozime Sest obdélnikii do
jedné fady vedle sebe a vzdy je prilozime kratsi stranou k sob¢. Dostaneme obdélnik

o stranach 24 cm x 3 cm. Nebo je mtizeme polozit do jedné fady za sebe. Prikladame

je delsi stranou k sobé¢. Dostaneme obdélnik o stranach 4 cm x 18 cm.

Muzeme je taky polozit do dvou fad vedle sebe, nebo za sebe a dostaneme obdélniky.

Dostaneme obdélniky o strandich 8§ cmx 9 cma 12 cm x 6 cm.

Priklad 7

Mame 216 krychlic¢ek. Jaké a kolik vétSich krychli z nich dokdZeme postavit?
ZAdné krychle nesmi zbyt.

Nejprve si fekneme, kolik krychli¢ek budeme potiebovat na postaveni vétsi krychle.
Nejmensi mozna krychle, ktera je vétsi nez jedna samostatna krychlicka, je krychle 2
- 2 - 2. Na tuto krychli tedy potiebujeme 8 mensich krychlicek. Vydélime 216 : 8 =
27. Miizeme tedy postavit dvacet sedm krychli o strané¢ dvé malé krychle.

Na krychli o strané tfi krychlicky budeme potiebovat 3 - 3 - 3 = 27 krychli. Pokud
vydélime 216 : 27 = 8. MiZeme tedy postavit osm krychli o strané tfi malé krychle.

Na krychli o strané ¢tyti krychlicky bychom potiebovali 4 - 4 - 4 = 64. Pokud vydélime
216 : 64 =3 (24), to znamen4, Ze bychom postavili tii takové krychle, ale jesté by ndm

zbylo 24 krychli¢ek. To ale nechceme, proto tato moznost neni vhodna.

Podobné tomu bude u krychle 5 - 5 - 5, na tu potiebujeme 125 krychli¢ek. Po vydéleni
dostaneme: 216 : 125 =1 (91), postavili bychom tedy jednu takovou krychli, ale zbylo
by nam 91 krychlicek a to opét nechceme.

Pokud bychom stavéli krychli o stranach 6 - 6 - 6, budeme na ni potiebovat 216
krychlicek, coz jsou tedy vSechny krychli¢ky, které méame k dispozici. Mizeme tedy
postavit jednu velkou krychli o strané Sest malych krychli.
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Obr. 41: obrdzek k reseni ulohy Cislo 7 pro pdty rocnik

Piiklad 8
Mezi kolik déti mohu spravedlivé a beze zbytku rozdélit 120 bonb6ni?
Reseni:

Muzeme dat jednomu ditéti 120 bonbodnd, stejné tak jako muzeme dat sto dvaceti

détem kazdému jeden bonbon. Moznosti zapiSeme jako 1 - 120 a 120 - 1.

Déle bychom mohly dat dvéma détem kazdému 60 bonbdnu, stejné tak jako bychom
mohli dat Sedesati détem kazdému dva bonbony. Tyto moznosti zapiSeme jako 2 - 60

a 60 - 2. Pro kontrolu vime, Ze nam vzdy po vyndsobeni musi vyjit zpét 120.

Stejnym zptsobem budeme pokracovat déle, uz pouze ¢iselnymi zapisy. Dostaneme

moznosti:
3:-40a40-3;4-30a30-4;6-20a20-6;8-15a15-8;10-12a12-10.

Nasli jsme 14 moznosti.

Piiklad 9

Na parkovisti mohly parkovat kolobézky, trikolky a ¢tyrkolky. Dohromady jsme
napocitali 20 kolecek. Kolik tam mohlo byt kolobézek, tiikolek a ¢tyrkolek?

Najdéte vSechny mozZnosti.
ReSeni:

Nejprve budeme pocitat s tim, Ze na parkovisti stali pouze kolobézky a tiikolky. Poté

spojenim dvou kolobézek budeme dostavat moznosti se ctyrkolkami.
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Prvni moznosti bude, Ze na parkovisti stily jen samé kolobézky. VypiSeme si

kolobéZzky pomoci souctu:
2+2+ + +2+ 2+ 2+ 2 =20 kolecek

Nyni budeme vzdy dvé spojovat a tvofit moznosti se ¢tyikolkami. Spojime prvni dvé
a dostaneme moznost: jedna ¢tyikolka a osm kolobézek. Spojime i dalsi dvé dvojky
a dostaneme moznost: dvé¢ ¢tytkolky a Sest kolobézek. Déle spojime dalsi dvé dvojky
a dostaneme moznost: tii Ctytkolky a Ctyfi kolobézky. Poté spojime dalsi dvé dvojky
a dostaneme moznost: Ctyfi Ctyfkolky a dvé kolob&zky. Nakonec spojime i posledni

dvé dvojky a dostaneme moznost: pét Ctyrkolek.

Op¢ét se vratime k urcovani pouze poctu kolobézek a tiikolek. Pokud bychom ptidali
jednu tiikolku, zbylo by ndm na kolobéZzky 17 kole€ek, coZ neni mozné. Stejné tomu
bude, i pokud bychom pfidali tfi a pét titkolek. Musi jich byt vzdy sudy pocet. Pfidame

tedy dvé¢ tiikolky, zbytek kolecek ziistane pro kolobézky. Dostaneme tuto moznost:
3+3+2+2+ + + 2 =20 kolecek

Pfidame stejnym zpusobem, jako v predeslém vypoctu, do tohoto vypoctu ctytkolky.

Dostaneme tyto moznosti:

dv¢ ttikolky, jedna Ctyikolka a pét kolobézek;
dvé trikolky, dvé ¢tyikolky a tii kolobézkys;
dvé tiikolky, tfi ¢tytkolky a jedna kolobézka.

Pokud se opét vratime pouze k ur€ovani tiikolek a kolobézek, budeme nyni pocitat se

¢tyfmi kolobézkami. Dostaneme tuto moznost:
3+3+3+3+2+2+2=20kolecek

Do tohoto vypoctu mizeme ptifadit pouze jednu ctytkolku a ziskame tuto moznost:

ctyfti tiikolky, jedna ¢tytkolka a jedna kolobézka.

Nasli jsme tak vSechny moznosti a je jich 12.

Piiklad 10
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Kolik riznych ¢éastek mohu zaplatit presné, pokud mam tfi dvoutisicové

bankovky, tFi dvéstékorunové bankovky, tii dvacetikoruny a tfi dvoukoruny?
Reseni:
Ptiklad si upravime tak, aby byl pro nés jeho vypocet jednodussi.

Nejdiive si ur¢ime, které cisla mitizeme dostat na misto tisich. Pokud Zzadnou
dvoutisicikorunu nepouZzijeme, na misto tisicti dostaneme 0. Pokud pouzijeme jednu,
na misto tisicti dostaneme 2, pokud dvé, tak na misto tisicti dostaneme 4 a pokud tfi,

tak na misto tisicti dostaneme 6. Na misto tisici mam tedy ¢tyii moznosti.

Stejné to bude vypadat i pro misto stovek, desitek i1 jednotek. Na vSechny budeme mit

Ctyfi moznosti: 0, 2,4 a 6.

Na kazdé¢ misto tedy mame cCtyfi moznosti. Tyto moznosti spolu vynasobime

a dostaneme 4 - 4 - 4 - 4 =256 moznosti.

Nesmime ale zapomenout na to, ze jednou z moznosti bude ¢astka, kterd bude mit na

vSech mistech samé nuly. Proto tuto jednu moznost odecteme.

Mame tak 255 moznych ¢astek, které miizeme presné zaplatit.
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6 Zavér

V prvni kapitole jsem stru¢né popsala historii a vyvoj kombinatoriky, coz bylo jednim
zmych cild. Déle jsem uvedla definice dvou zakladnich kombinatorickych pravidel
(kombinatorické pravidlo souctu a kombinatorické pravidlo soucinu) a ke kazdému
pravidlu dva feSené priklady. Stejné jsem postupovala i u kombinatorickych pojmi,

kterymi jsou variace, permutace a kombinace bez opakovani, i s opakovanim.

V praktické Casti jsem analyzovala a srovnala patnact ucebnic matematiky pro prvni
stupefi ZS od dvou nakladatelstvi, a to od nakladatelstvi Fraus, které uzivaji Hejného
metody, a od nakladatelstvi ALTER, které jsou tradi¢n¢jSiho charakteru. Mezi
ucebnicemi téchto nakladatelstvi je velky rozdil, a to nejen zkombinatorického
hlediska. Velké mnozstvi tloh v ucebnicich nakladatelstvi ALTER mé velmi podobné
zadani i postupy feSeni. D¢Eti u feSeni téchto tlloh pravdépodobné piremysli pouze
chvili, do té doby, nez zjisti, Ze vétSina Uloh se bude fesit stejnym zplisobem, jako
uloha ptedchozi. Z hlediska kombinatoriky se v u¢ebnicich od nakladatelstvi ALTER
vyskytuje znacné méné uloh v porovnani s ucebnicemi od nakladatelstvi Fraus.
Ucebnice nakladatelstvi Fraus nuti zdky pomoci vice kreativniho zadani tloh

samostatné premyslet a hledat nové zptsoby feseni.

Poté jsem vytvorila sbirku feSenych kombinatorickych uloh pro druhy, treti, ctvrty a
paty ro¢nik zakladnich Skol, pro kazdy ro¢nik 10 tloh. Celkem jsme tedy vytvofiila
sbirku ctyficeti feSenych kombinatorickych uloh. Mym cilem bylo vytvofit takové
ulohy, které by byly pro déti zajimavé a rozvijely by jejich snahu pfi hledani novych
feSeni. Dal$im z mych cili bylo volit ulohy tak, aby byly vhodné¢ zadany pro dany
rocnik z hlediska obtiznosti a aby byl mezi kazdym ro¢nikem znatelny posun
v ndro¢nosti feSeni. Zadani i postupy fesSeni tloh jsem se snaZzila popsat srozumiteln¢,
Casto s pomoci obrazkd ¢i tabulek. Pro déti na prvnim stupni je dilezité ndzorné feSeni
uloh, s pouzitim riznych pomtcek, modelt, graft, atd. Dale je dulezit¢ s détmi

vSechny moznosti vypisovat a ucit je systemati¢nosti.

Toto téma jsem si pro svou bakalafskou praci vybrala pravé kvtli moznosti vytvoreni
vlastni sbirky uloh z kombinatoriky. Kombinatorika je velmi dilezitd pro rozvoj

logického mysleni, ktery je potfeba podporovat i u déti na prvnim stupni.
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