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1 Uvod

Diofantovska rovnice v matematice je nété& polynomicka rovnice, kteréripousti za
feSeni pouze celéisla. V diofantovskych problémech vzdy hledaegeni gkolika rovnic
s WtSim pd@tem proménnych nez je dano rovnic. Hledame jertdqy z oboru celychisel.
Slovo diofantovské se #ma pouzivat od dob helénské matematiky (3.stoteli).
Diofantos z Alexandrie, ktery seinbito rovnicemi zabyval a ktery také jako jeden
z matematil zavedl symboliku do algebry, byl inspiraci prottemazev. Matematické
odwtvi zabyvajici se diofantovskymi problémy, kteréofantos odstartoval, se nazyva

,Diofantovskou analyzou."

Mezi tradeni otazky diofantovske analyzy piat
» Jsou ®jakareSeni?
* Lze rgjakatreSeni nalézt snadnyfeSenim rovnice?
* Maé rovnice koné&né¢ nebo nekong¢ mnohotreSeni?
» Lze teoreticky nalézt vSechieSeni?

» Lze v praxi vyp@itat vSechnaeSeni této rovnice?

1.1 Historie diofantovskych rovnic

Diofantovska analyza v Indii

Indicky zajem na zakladnich rozborech diofantovékyovnic mizeme nalézt v dile
Sulva Sutras, indicky matematicky text napsany n&Q0 @.n.l a 500 p.n.l. matematikem
Baudhayanou. Ten popisuje ve svém dile jak naleal sbubory pozitivnich z&kladnich
feSeni soustavy rovnic v s@msné dob diofantovskych. A také se pokouS&sit
diofantovské rovnice az sagyimi neznamymi. Apastamba dalSi indicky matematikciij
kolem roku 600 pn.l. se pokouSdieSit sodasné diofantovskeé rovnice i gtpneznadmymi
(viz [7]).



Diofantovskeé rovnice byly pozf znatné studovany matematiky veretiowké Indii.
Tito matematici byli prvni, kié zatali systematicky vySeébvat metody na weni
zakladnichieSeni diofantovskych rovnic. Systematické metodymgci kterych Ize najit
celxtiselnareSeni diofantovskych rovnic theme nalézt v textech Inda Aryabhata (499
CE). Prvni explicitni vyjateni obecného druhwesSeni zakladni linearni diofantovské
rovnice se vyskytuje v jeho dile Aryabhatiya. Temtigoritmus je povazovan za jeden
z vyzna&nych ginosi Aryabhaty datisté matematiky. Technika Aryabhaty byla aplikovana
na problémy v astronomii a davala zaklatbeni modelové diofantovské rovnice prvniho
druhu. Aryabhata popisuje algoritmus pouze ve dstmkach v dile Aryabhatiy. Jeho
mySlenky byly zviditeldny Bhaskarou (6.stoleti) v komefitaAryabhativa Bhasya.
Bhaskara objasnil Aryabhatovo pravidlo pomoakalika piikladi k nimz gidal 24
konkrétnich dloh z astronomie. Bez v§8eni Bhaskary by Aryabhatovy myslenky Sly
nesnadno interpretovat. Bhaskara nazval metodakai(pulverisation — rozémeéni).

Brahmagupta (628) se zabyval sl¢@imi diofantovskymi rovnicemi. On objevil dnes

nazyvanou Pellovu rovnici a vjeho dile Samasabhmayaylozil metodu jakieSit
diofantovské rovnice druhého stupnag. 61x*+1=y*. Tyto metody byly na zapad

nezname, rovniciesil jako problém francouzsky matematik Pierre dentat kolem roku
1657, nicméa ieSeni rovnice nalezl i Euler o sedmdesat let gozilezi tim bylo toto
feSeni rovnice zaznamenano také Bhaskarou Il (1180)y pouZival upravenou verzi

Brahmagupotvy metody a také nag&seni Pellovy rovnice.

Diofantovské rovnice se znovucady intenzivigji feSit v 17. a 18. stoleti. V roce 1637
si Pierre de Fermat poznamenal na okraj kopie Diofa dila Arithmetica: ,To je
nemozné rozit krychli na dw kostky neboctvrtou silu na d¥ étvrté sily nebo obeén
n&jakou silu vy3si mocniny na &wsily stejné vy3$si mocniny.Re¢eno v modernim jazyce:
Rovnice tvarua" +b" = ¢c"nemareSeni pro libovolnd vétSi nez d¥. On pak pekvapiv
napsal: ,Ja jsem objevil opravdovyukdiz, nicmén okraj neni dosti velky, aby ho
obsahl.” Tento dkaz unikal matematikm cel& staleti. Fermat posledni teorém byl v roce

1994 dokazéan britskym matematikem Andrew Willesem.



Roku 1900 Hilbert navrhl jako &vdesaty problénteSitelnost vSech diofantovskych
rovnic. V roce 1970 jako vysledek formalni logikyalyasevicliv teorém vyeSil problém

negativré: obecrt diofantovské problémy jsou resSitelné (viz [7]).

1.2 Diofantos z Alexandrie a jeho rovnice

Diofantos byl helénsky matematik pochazejici z Aledkrie. Je nazyvan otcem algebry,
protoZe podstathzjednoduSilfecké zapisovaniislic a svymi pracemi vybudoval zaklady
pro algebraicky zapis. Zil kolem roku 25@ep nasim letoptem a dochovalo se asm
velmi malo zprav. Ve, co o tomto slavném maternoatikime, pochazi z jeho népisu na

nahrobku, ktery ma tvar matematické ulohy.

Poutni‘e! Zde odpeiva popel Diofantv. Acisla povi, je to zazrak, jak dlouhy byl jeho
Zivot. Sestina Zivota pdt krasnému dtstvi. Je3t dvanactina Zivota uthla, neZ se jeho
brada pokryla chmyim. Sedminu Zzivota stravil v bemem manzelstvi. Uplynulo dalSich
pet let a radoval se z narozeni krasného syna, taterému Osud vyénil vesely a zAci
Zivot na této Zemi, ale dlouhy jen polovinu tolmptci. A v hlubokém smutku ukdrstary

muZ svou paizde na Zemttyri roky po ztra€ syna.

Z ulohy lze vyptitat kolik bylo Diofantovi let, kdy se oZenil, kdse stal otcem a kdy
mu zentel syn. Z diofantovych & je nejvice znamo dilo Arithmética, ve které&mesi
pievazié neukité rovnice tvaruAx’ + BX + Cx+ D= ¥ nebo jejich systémy. V tomto dile
je patrné, Ze se zajima o kladna a racion@géni. IracionalnfeSeni nazyva nemocnymi.
Velmi petliveé voli koeficienty tak, aby keny rovnic byla cel&isla. Rovnice, které maji
celaiselné koeficienty a vSechny neznamé jsou z obelych ¢isel jsou na jeho pest
pojmenovany diofantovské rovnice.



2 Diofantovské rovnice

Diofantovskou rovnici @ neznamych se rozumi algebraické rovnice s¢tsdtnymi
koeficienty sn nezndmymi, které mohou nabyvat pouze @skinych hodnot. PréeSeni
téchto rovnic bohuZel neexistuje Zadna univerzalniooee ZmisobieSeni mkterych tym

vyuziva Euklidova algoritmu.

2.1 Klasifikace diofantovskych rovnic

T¥idéni diofantovskych rovnic @¥e byt Gzné. Jednoduchd klasifikace je v dile
S. Znama [9], ktery diofantovské rovniceélidna linearni a rovnice vy3siho stuprkde
uvadi pouze &ktere typy.

Jiné publikace hovd o klasifikaci z hlediska stugn polynomu, ktery v rovnici
vystupuje, tedy na linearni, kvadratické, kubické, n-tého stupd. V kazdé rozsahlejSi
literatu'e se objevujitzné typy specialnich diofantosvkych rovnic jakongy. Pellova
diofantovské rovnice. ¥Si grehled specialnich typmiazeme nalézt ndjklad v publikaci
J. Sandora [8] &etré zpasohi jejich feSeni. DalSim hlediskemidéni mize byt také péet
neznamych.

NaSe klasifikace bude prostad. Zminime s&e®eni linearniho typu, v dal&asti pak
rozebereme diofantovské rovnice linearni vzhledemsjg&ké nezndmé. Nejrozsahlejsi bude

kapitola zabyvajici se specialnimi typy rovnic sizikou rikterych gikladi a metodieSeni.



2.1.1 Linearni diofantovské rovnice

Linearni diofantovské rovnice jsou rovnicertva
axtaxt.+tgx=Lt 1)
kde x,,...,X,, jsSou neznameéa,,...,a,,b dana cel&isla. Redpokladejme, ze&, # pro
kazdéi =1,...,n. Fi feSeni&chto rovnic ¥tSinou vyuzivame kongruenci.
Tento typ, respektive diofantovska rovnice o dvoezmamych ax+by=c, je
nejznangjsi a zaci se s nim setkavaji jiz na zakladni Skaamoiejme i v praxi. Uvedeme

jeden ukézkovy fiklad.

Priklad 1. Najdéte vSechna trojcifernéisla, ktera pi déleni devatendacti davaji zbytek 4 a

pii déleni tinacti zbytek 2.

Reseni. Ozn&me hledan&islo pismenenx, dale pak pismenem netplny podil fi
déleni devatenécti aneudplny podil @ déleni tinécti, plati, Ze

x=19y+ 4 azarové x=13z+ 2.
Dostavame soustavu dvou rovniciedh neznamych. Vyl@gnim neznamé& dostaneme
jednu diofantovskou rovnici prvniho stupo dvou neznamych.

13z-19y= 2
Tato rovnice m&eseni, protoze prava strana je nasobkésta D (13,19 = 1. Uhodnout
nékteratreSeni je porrné obtizné, proto postupujme takto: Vyjéde tu neznamou, jejiz
koeficient ma nejmensi absolutni hodnotu pomodiéimeznamé. Dostaneme tak
Z:19y+ 2: N oy + 2.
13 13

Cislozje celé pray tehdy, kdyZislo 6y + 2 je nasobekiinacti, tedy je-li

6y+2=13,



kde uZ . Dostali jsme oft diofantovskou rovnice prvniho stupgnale s mensSimi

koeficienty. Postup budeme opakovat s neznaynou

1u-2 u-2
y= =2u+
6 6
Z tohoto vyp@tu plyne, Zeu—2 musi byt ndsobek Sesti, tedy musi platit, Ze
u-2=6t,
kde tZ . Je tedy
u==6t+2.

Dosadime-li tento vysledek do vyrazu graname
y=2(6t+2)+t=13+ 4
odkud pak pr@ dostaneme

6(13+4)+ 2

2=13t+ 4+ =19+ €

a koneén¢ pak
x=19(13+ 4+ 4= 247+ 8

Uvedenou vlastnost maji tedisla 247 + 80, kdetZ .

Mezi nimi mame najit vSechna, ktera jsou trojciferproto plati, Zze247 + 80> 10( a
) . 20 . 920 i
zaroveé 247+ 80< 100(. Odkud prot plyne, zetzg7 a zarové t<z7. To sphuji

pouze ti ¢isla 1, 2, 3. Dosadime-li je do vyrazu pralostanemeisla 327, 574, 821, které

jsouteSenim této ulohy.
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Nyni se zabyvejme podrognrovnici (1). Nejprve uvazujme, kdyibec ma rovnice (1)
redeni. Jestliz&islo b neni dlitelné ¢islemd = D(a,...,a,), nemize mit (1) zadnéesent,
protoze pro libovolna celéisla x,,...,x, je leva strana (1)aitelna cislemd. Pokud naopak
d/b, mizeme celou rovnici (1) vydit ¢islem d. Po zjednoduSeni dostaneme rovnici
ax+ta x+.+a x=b, kdea’=g/dproi=1..n ab=b/n. Rovnice (1) ma
celxtiselnéteseni, pra¥ kdyz cislo b je dlitelné nejwtSim spolénym cElitelem cisel

a,a,,..., g . Predchozi Gvahy lze shrnout do nasledujigtyv

Véta 1 Nech’ n=2 . Rovnice
X+t aXt..tgx=Lt
kde @, a,,...,,,b, jsou celagisla takova, zda,,....a,) =1, ma vzdy celdiselnéreseni.

VSechnaesSeni této rovnice je mozné popsat pomoel celatiselnych parameir

Duikaz této ¥ty Ize provést indukci vzhledem k¢io n neznadmych v rovnici (1), neni
vSak ukolem ani cilem této prace. Metoduikaru lze pouZitip feSeni skterych giklada
(viz nasleduijici).

Veta 2:  Nutna a postaljici podminka pro to, aby diofantovska rovnice (h¢la

celxtiselnéreSeni, je

b=k[D(a,a,..a),

kdek je celécislo.
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Priklad 2. Reste rovnici12x+10y+ 15= v oboru celycltisel.

Redeni. ProtoZe D(12,10,15) = 1 jeélitel &isla 1 ma rovnice celfselnéreSent.
LibovolnéteSeni této rovnice musi gplat kongruenci

12x+10y+ 15= { mod}
tedy15z=1( mod 3, odkudz=1(mod 2, tj. z=1+2t, kdetOZ . Dosazenim do rovnice

dostavame
12x+10y+ 15(1 2 F .
po ekvivalentnich Upravach
12x+10y=- 14 3@

Tuto rovnici budemeesit pro libovolnét O0Z . Je-li rovnice spléna musi platit
12x+10y =~ 14- 3@( mod 1},
odkud 10y = -14~ 3@( mod1p, tedy y=1-3t(mod13, tj. y=1-3t+12s kdet,s0Z.
Dosazenim do rovnice dostavame
12x+10( 1 3+ 1)+ 15 ¥ ,

odkud vypgitame x=-2-10s, kde t[0Z . Tedy feSenim zadané linearni diofantovske
rovnice o tech neznadmych jsou vSechna cd#la pro &z plati
Xx=-2-10s, y=1-3t+12s, z=1+2t, kde s t0Z

12



2.1.2 Diofantovskeé rovnice linearni vzhledemekteré neznamé

V této kapitole se budeme zabyvat rovnicemi, kieeéupravit do tvaru, kdy na jedné
straré rovnice bude jedna neznama, ktera je v prvni nmécai zbytek rovnice bude na

druhé straé rovnice. Matematicky zapsano se jedna o rovniooto tvaru
mx, = F(X, ..., %), )
kde m je ¢islo pirozené aF(x,,...,X,_;) je mnohalen s celdiselnymi koeficienty. Ma-li
potom bytx,,...,x, celaiselnymieSenim rovnice (2), musi platit nasledujici
F(X,...,%-;)= 0(modm . 3
Pokud x,,...,x,_, je teSeni kongruence (3), pak pmg =F(X,....%.) m dostaneme
celxtiselnéreSenix,,...,x,_;, %, rovnice (2). Proto chceme-li ¥gSit rovnici (2) post& nam
vyieSit kongruenci (3). Vifljpad, ze n=2, dostaneme mnolien F(x) ktery je

mnohdlenem jedné progmné a jedna se o linearni diofantovskou rovnico Rp 2 je

moznoteSit analogicky podle nasledujicity.

Veéta 3: Pro libovolny mnohdlen F(x,...,X )s cel@iselnymi koeficienty, firozenécislo
m a celacisla a,...,a,,h,....n takova, zea =b(modm), ..., a,=b,(modm), plati
F(a,...a)=F(,....a )(modm.

Abychom mohli nalézt vSechtaSeni kongruence (3) postalosazovat do mnokienu
F (X, %,1) ZA X, ..., %,_, N€ZAViSle na sa@bpostupk ¢isla 0,1,...m- 1(tj. celkemm"*-
krat). Pra¢ tehdy, kdyz praislaa,...,a,_, je splrena podminkaF(a,,...,a, ;)= 0(modm
dostavaméeSeni kongruence (3) ve tvaru
x=a+mi.., % ,=g,+ mL,
kde t,,...,t,, mohou nabyvat libovolnych ceiselnych hodnot. Tak dostaneméeseni

rovnice (2).

13



X =a+mg

Xiq =8, tmi,
1
% = F@+mg...q.,+ m,)

V predchozi Uvaze jsme ukazali metodu jakourz&t rekteré diofantovské rovnice

M ovrw

(viz [2]). Obtizrejsi casti této metody fike byt feSeni kongruence vysSiho stépn

Pripomaime proto v nasledujicié€ a jejim disledku jak Ize danou kongrueresit.

Veta 4. Pro libovolny mnohdlen F(x) s cel@iselnymi koeficienty, firozenécislom a cela

¢islaa, btakova, Zea = b(modm), plati F(a) = F(b)(modm).

Diikaz: Nech' je F(x)=c X'+ G X' +..+ ¢x ¢, kde ¢,q,...GOZ . ProtoZe
a=b(modm), pro kazdéi=1,..n plati ca =gb(modm) a tedy s&enim tchto
kongruenci pro i=1..n a kongruence ¢, = ¢,(modm) dostaneme

ca'+g,d +..+gar g= cB+ ¢, B'+.+ cb gmod 7tj. F(a) = F(b)(modm).

Dusledek:Jestlize pro Zadné celéslo a, 0< a< m, neplati kongruencé (a) = 0(modm),
nema kongruence

F (x) =0(modm) 4)
feSeni. Pokud jsoa,, a,,...,a vSechna celdisla takova, ze 8 3 <m a F(a) =0(modm),

pak jsoufeSenim kongruence (4) ptawsSechna cel&isla x, vyhovujici rekteré z
kongruenci

X = a(modm), x= g (modm),..,.>2 a (modm.

Diukaz: Je-li b libovolné celécislo, pak plati ze existuje pr&jedno allZ tak, ze

O<a<ma platib=a(modm). Dle W&ty 3 je pakb feSenim kongruence (4), peakdyz je

14



a jejim feSenim. B teSeni kongruence (4) stazjistit, pro ktera cel&islaa, 0<sa<m,
plati F(a) =0(modm). Z tohoto Izefici, Ze jedinou nevyhodourippouZiti této metody je

jeji pracnost, ktera se zvySujestSujici se hodnotom.

Jakiesit konkrétni fiklady rizné naroénosti si ukazeme na nasledujicidikfadech.

Priklad 3. ReSte v oboru celyctisel x> —11y- 4= 0

Reseni.Rovnici upravime na rovnici linearni vzhledemdaké neznamé v tomtaipad
k neznamé. Tedy do tohoto tvartly = —4+ X°
a budemeesit kongruenci
-4+ x*=0(mod11

po Upravach dostanemé = 4(mod11). Dosadime-li z ¢isla0,1,2,3,4,5,6,7,8,9a
10, zjistime Ze kongruence je spia pro &isla 2 a 9ReSenim této kongruence jsou tedy
dle disledku ¥ty 3 praw cisla

x=2+11 nebo x=9+11
kde t 0Z . Dosazenim dostaneme v prvniipact

1ly = -4+ (2+ 11 § = 44+ 126

a tedy
y=4t+112,
ve druhém fpads
1ly=-4+ (9+ 11§ = 77 198+ 121
po Upra¥

y=7+18+1% .
Resenim dané rovnice jsou tedy pré&gechny dvojic&isel x, ytvaru
X=2+11, y=4t+11 nebo x=9+11, y=7+18+1%°,

kdet je libovolné cel&islo.
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Priklad 4. Reste v oboru celyctisel (x* +2)x=125y— 2

Reseni. Budeme postupovat stg&jjako v predchozim fipads. Vyjadiime neznamouy,

ktera je v prvni mocnipomoci druhé neznamé, tedy takto
125y = (}* + 2)x+ 2

a roznasobenim dostaneme tvar

125y = X + 2x+ 2.
BudemereSit nasledujici kongruenci

X2 +2x+ 2= 0(mod125.

Stejre jako v gedchozim fipact budeme hledat celéisla v tomto pikladé z intervalu
(0;124), kterd vyhovuiji této kongruenci. Logicky Ize usidpde nemusime zkouset
dosazovat vSechnésla, ale pouzeisla licha. Poéet moznychcisel, ktery niZou této
kongruenci vyhovovat se tak snizi na polovinu. Basym dosazovanim zjistime, ze
vyhovuje pouzeislo 113 Resenim této kongruence je tedy

x=113+ 125,
kde t 1Z . Dosazenim dostaneme

125y = (113+ 1253+ 2(118 1254

po Upravach

125y = 144289% 4788315 5296875 195325 226 t25C
125y = 1443125 4788623 5296875 1953t
y=11545+ 38300+ 423715+ 1568

Resenim dané rovnice jsou tedy viechny dvajiselx, ytvaru

x=113+ 125, y=11545+ 38300+ 42375+ 156¢"
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AZ dosud jsmeesili pouze diofantovské rovnice o dvou neznamyémasledujicim
piikladk si ukdzeme, Ze Ize igSit i zdanli¢ slozitou diofantovskou rovnici étyiech
nezndmych druhého stufor tuto rovnici Ize pevést na rovnici, ktera je linearni vzhledem

k nekteré neznamé, v naSerigadc k neznamé.

Priklad 5. Re&te rovnicix? +4y* + 97 = 8u- 1v oboru celychsisel

Reseni. Rovnici grevedeme na linearni tvar vzhledem k neznam®o UGpravach bude

rovnice v tomto tvaru
8u=xX+4y'+97+1.
Budeme hledateSeni kongruence
X*+4y*+97 +1= 0(mod8.
Nyni bychom mohli za uspadanou trojici(x, y, Z) postup® dosazovat usgadané trojice

(0,0,0),(0,0,1),(0,1,2)... (7,7,6),(7,7,7). Museli bychom tak sgdtat viech8® =512

ulefeit.
Kongruenci si Ize fepsat na tento tvar
x2+(2y)’ +(32)" = 7(mod§.
Na levé straé je souwet & druhych mocnin celycliisel. Mame tedy dvmoznosti, bd
projit véech 72 situaci:x{0,1,2,...,$
2y{0,2,4,4

3z0{0,3,4
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nebo prozkoumat zbytky druhych mocnin gdedi osmi:
8k)’ = 0( mod§
gk+1)* =1 mod§

(
(
(8
(

=
I+

2)° = 4( mod§

3)* =1 mod§
(8k+4)" = 0( mod§

Z tohoto je patrné, Ze séet ¢leni umocrénych na druhou e davat pouze zbytky 0, 1, 2,

8k

I+

3, 4, 5, 6. Leva strana rovniceige tedy byt pouze 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 (mod 8). Rmvn

proto nema zadni&seni.
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2.1.3 Specialni typy diofantovskych rovnic

Existuje mnoho specialnich tymliofantovskych rovnic. V této praci uvedeme tytpyt:

xy=7Z+1, N I

Xl X2 Xn Xn+1

Pythagorejskou diofantovskou rovnici tvaxa+ y> = Z2a na zawr diofantovskou rovnici

, Pellovu rovnici tj. rovnici tvarux’* — Dy* =1,

x"+y" = xPy?2. DalSi rekteré specialni typy diofantovskych rovnic Ize rzalé publikaci

[8] J. Sandora.

2.1.3.1 Diofantovska rovnicey= 7 +1

Tato rovnice se tyka problému, zda Ize rozhodnoexistenci vSech matié\[ MZ[Z]

(tj. matic druhéhdadu s celdiselnymi koeficienty) takovych, pro které plati, 22 =-E,

kde E je jednotkova matice.

a b ., 3 L i .
Nechr A= gl pak dostdvame nasledujici systém rovnic:
Cc

a’+bc=-1, ab+bd=0, ca+cd=0, cb+ d*=-1.
Tedy bz0, c20, d=-a a a*+1=-bc Neclt b=-B s B>0 a necli c¢c>0.
Dostavamea® +1= Bc.Jinak fe¢eno musime Mgsit rovnici xy= Z +1 jejiz feSeni budou

pouze kladna celéisla.
Vyuzijeme nasledujici pomocnéty:

Veta 5: Necht’ x, zjsou kladné cel&isla. Pokudxl(z2 +1), pak x mizeme zapsat jako

souwet dvou druhych mocnin (tx = a + b’, kde a,b>0)
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Veta 6: (Lagrangeova identita)

(a?+0?)(c*+ d?) =(acr bg” +( ad- b

Tedy podle &ty 5 mizeme polozitx =& + b* a y=c® + d*, kde a,b, ¢, dON . Pak tedy
z rovnice xy = Z +1dostavame
(a2+0?)(c+ d?) = Z+1
Dle Lagrangeovy identity ¢ty 6) plati, pokudad-bd=1 pak z= ac+ bduruje feSeni
dané rovnice. Najklad pokud D(a,b)=1existuji kladna cel&isla (c,d) takova, Ze

ab- dc=1. Proto ma dana rovnice nek@én& mnohoteSeni. Nyni dokdzeme nésledujici

tvrzeni jak je ukazano v [8].

Veta 7: VSechna kladnareSeni rovnicexy= Z+1 mohou byt zapsana ve tvaru

x=a’+1, y=c¢+ &, = ae b, kdea b c,dON alad-bd=1.

Dikaz: Predpokladejme, Ze existuje trojicﬁe{, Y, z) vyhovujici dané rovnici, ktera nejde
zapsat ve tvaru jako je vyjggho v fedchozi ¥té. Nechy (xo, Yo zo)je takova trojice,kde
z, je nejmensi moznéi&dpokladejme, ze, < y,( pokud ne, mzeme zamnit X, za y,).
Pak dostavame,y, = z7 +1, X, ¥,» %=1, kde nemame takov&ipzenagisla pro které
plati, Zex, =a’ + 1, y, =+ d?, z,= ac+ bd s|ad - bd=1. MaZeme tedy vytviit dal3i
trojici (x,y,2) , kterd vyhovuje rovnici. Nech z=u+ x pak rovnice je tvaru
xy— X =2xu- f =1, tedy x(y- x-2u) = f +1. PoloZime-liu = z- x dostaneme rovnici
tvaru y-x-2u= y+ x-2z. Jinak feeno, trojice (%, %+ Y,=2%, 2~ %) Vvyhovuje

rovnici xy= Z+1. Nyni st&i jen owfit, zda kazda progmna je>1. Tedy plati, ze

2
22 =%y -1< X )65(%] , pak z, <% coz implikuje vyrazx, + y, -2z, > 0.
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Vezmeme to z druhé strany, pokug — x, < 0 dostavamez, < x, < y,. Musime rozlisit dva

piipady:
1) Pokud z,= %, pak x,(y,— %) =1, tedy x, =1=P+0, y,=2=F+7T,
z,=1=11+1LCa (1EL— 1[0) = 1coz je ve sporu s uvedenyrredpokladem.
2) Jestlize z,< % pak 1=xY,— 72 ¥’ - z22( z+1)° - =2 z+1 tedy

z,<0coz je vylogené.

Pokud z, > x,z toho jasw plyne, zez, — x, 21.
Nyni ma nova trojiceclen z,—x < z , potom za nami vyslovenéhaeppokladu
existuji girozenacisla m, n, p, qtakové, zex,=nt+1f, X +Yy,-2z= g+ d,
Z,= % = mp+ n¢, kde|mg- ng=1.
Z toho plyne, ze

Zy=nf+rf+mp- ngg Hm pr (nH)

Yo= PP+ +27 - %= B+ d+2mp i f=( m Jp+( 0 )

Proto mizeme psat, Ze, = nt + It, y0=(m+ p)2+(n+ @2, Zo=m(m+ 9* '( r 9‘

kde |m(n+ ¢ - n( n+ g =1.

Dostavame tak spor (vybranim=mmb=nc=m- p &= r ).
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2.1.3.2 Diofantovska rovnice tvar&- +i + ...+_1 -_1

Xl X2 Xn Xn+1

DalSi rovnici, ktera je také uvedena v publikacsdndora [8], je nasledujici

1 1 1 1
—+—+. ==

Xl X2 Xn Xn+1

Neclt' x (i :1,n+1) jsou kladna celéisla. Pron =1dostavame rovnici ve tvaru

1 :i =X =X
X%
Pro n=2 dostavame rovnici tvaru
i+_1 :_1 (5)
X% X

kde X znamena, z&len x chybi (pron=3je tato sumax X, + X, %+ X %). Pak pro

i+i+...+—1= 1 (6)
Xl X2 Xn Xn+1

to znamena, ze
DX KX %% (7

Nech’ d =(x, %...x,) je nejtsi spolény cklitel pro x, x,...x,. Pakx =dy,...,x = dy,
kde (Y, ¥,-..Y,) = 1. Po dosazeni do (7) a zjednodused's dostavame

SV W%y, (8)
Neclt D=(y1y2...ynz yL..fy...y). Pak z (8) vyplyva, z&_y,...;...y, /dD to znamena,

Ze existuje celé kladnéslo k takove, ZedD = kz Y Yoo Yoo ¥ -
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Proto

K> v ¥y,
VAR /0 D VAR VIO

K> v ¥y,
(yl...yn,z Y Yy

K> %y,
VireYor 2 Yoor Y oY

" )+

% Y, ©)
)

Xn:( )yn

K> %y,
(yl ..... Yoo, Y-y ...yn)

celacisla, vyhovuijici rovnici. Naopak z vyna£9) dostavame, Ze

Zde = A je kladné cel&islo, takove, Zex (i :1,_n) jsou kladna

D oxKoop = AT yLyLy (10)
a
X Xou % = A Y Yo ¥
Odkud AY,..Y, = KDy Oy y...y( YYdY, YiiYe a

(Voo Yoo 2 Yoy ¥) /Y ..y dostavame)_y,..§..y, / AY...y, pak (10) implikuje (7).

X% _ Ay K
DX K DNy

y,...y, jsou libovolna cela kladnéisla, sphujici (yl,...,yn) =1, zatimcok je kladné celé

VSe dohromady je obeciiéSeni rovnice (6) z (9) &,,;, = de

gislo.
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Poznamka:

1) Pron=2 mame
% =ky( %+ ¥)
X =ky(+ ¥)
X = ky, Y,
a (Yoo Yoo it ¥5) =1 pro (v, y,) =1

2) Pron=3je obecny vysledek zapsan:
a=ki(nyt uut wW/(Yyy vy vy vy
=k (uyt wut v W/ Yy Yy vy V)
=k (hnt wut wY/(Yyy Yy vy vy

Ky ¥, ¥

X, =
(VY %t W YN %Y

kde k >0 je libovolné a(y,, y,, ¥;) =1
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2.1.3.3 Pellova rovnicex*-Dy*= N

ProblémieSeni této rovnice poloZil Pierre de Fermat v rd687. Lord Brouncker byl
ten, kdo naSel jako prvnteSeni Pellovy rovnice ovSem beitkdzu. V roce 1685 Uplnou
odpowd dal J. Wallis. DalSim vyznamnym matematikem bybpard Rulet, ktery se také
zabyval touto rovnici a nazval ji Pellova rovnideento termin se v literate ustalil a
pouziva se aZ dodnes.

Rovnice

x*-Dy’=N, kdeD=a*-1, a>1, NOZ-{0} (11)
s podminkou, ZéeSenix, yjsou z oboru celychliisel, se nazyva Pellova rovnicdi EeSeni
této rovnice std hledat feSeni v oboru ifrozenych ¢isel, protoze s kazdou dvojici

(x,y) vyhovuji i dvojice (x,-y) , (-xy) . (-x-y) . Pokud bychom polozili

a=1dostaneme trivialni rovnici. Pra=0 dostaneme rovnick’ + y* =1. JejifeSeni (ne

nutré celasiselné) lze vyjéatit pomoci funkci sinus a kosinus.éMeré kroky pi feSeni
Pellovy rovnice budou ffpominat znamé vlastnosti funkci sinus a kosinug potom
vlastnosti Fibonacciho posloupnosti. Neni to Zadakoda, Pellova rovnice s Fibanocciho

posloupnosti souvisi.
Uvazujme nejmensi kladriéSeni rovnicex’ — Dy* =1 pro 980< D < 100¢ jako jsou

ukadzana v nasledujici Tabule¢d prevzaté z publikace [10]. dkdy jsou nejmensieSeni

docela mala agkdy velkacisla.
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Tabulka¢.1
Nejmensi kladn&eSeni

D X y
980 51841 1656
981 158070671986249 5046808151700
982 8837 282
983 284088 9061
984 88805 2831
985 332929 10608
986 49299 1570
987 377 12
988 14549450527 462879684
989 550271588560695 17497618534396
990 881 28
991 379516400906811930638014896080 | 12055735790331359447442538767
992 63 2
993 2647 84
994 1135 36
995 8835999 280120
996 8553815 271038
997 14418057673 456624468
998 984076901 31150410
999 102688615 3248924
1000 39480499 1248483
1001 1060905 33532
1002 206869247 6535248
1003 9026 285
1004 27009633024199 852416459730
1005 2950149761 93059568

Hlavni metoda, kterou uvedeme jako metodu f@®eni obecné Pellovy rovnice,
Lagrange-Matthews-Mollin (LMM) algoritmus, je lehadsahlejSi neZ standardni metoda

fettzovych zlomk pro fedeni Pellovy rovnice tvaru®- Dy’ =1. Pro feSeni obecné

Pellovy rovnice (pro libovolndN # 0) uvedemeit metody:

1. Metoda néasilného hledaréSeni (tato metoda je vhodna pouze kdyz horni héeda
limita, vyjadtena nize, neni moc velka)
2. Lagrange-Matthews-Mollin algoritmus

3. Lagrangév systém zjemovani
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Reseni Pellovy rovnice rogtime dle Johna P. Robertsona [10] na tysti:
1) PQa algoritmus
2) Reseni rovnice — Dy? = +1
3) Strukturareseni rovnicex’ — Dy* = N
4) Re3eni rovnicex? - Dy*= N pro N’< D
5) Reseni rovnicex’ — Dy’ = N metodou néasilného hledaniikeo
6) Reseni rovniced — Dy? = N metodou LMM algoritmu

7) Lagrang@v systém zjemovani

PQa algoritmus
Tento algoritmus je srdcem mnoha metag3eni Pellovych rovnice cgtne LMM

algoritmu. Slouzi k pd&tanifezovych zlomk z iracionalnich V)'Irai(l% h/B)/QO pro

proménné R, Q,, D a takeé libovolné progmné.

Neclt R, Q,, D jsou celacisla takova, zeQ,#0, D>0, D neni ¢tverec a
P’ = D(modQ,).
Polozme

A_ZZO,A_lzl,
B, =0, B,= 0,
G2=—FB,G_1= Q)

Proi >0 poloZzme

a=[(r+vD)/a]

A=aA,+A,
B=3B,+B,,
G=3G,+G.,
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aproi =1 polozme
P=g4,Q,- P,
Q =(D-F)/Q..

Kazda zdchto pronénnych bude z mnoziny celydadisel pro vSechny indexy, které jsou

definovany. Dlezitym vysledkem algoritmu bude posloupnagta,, a,... diky nichz

vyjadiimertetezovy zlomek z&, =| P, ++/D Q,- To jest
0 0 0

(R+VD)/Q,=a+ —
a+ 1
%+%+1

Piéemdao, a, a2> pro tentorettzovy zlomek. Prognné a jsou parcialni koeficienty
pro &,
Pak, pra =0, nech’ & =(Pi +\/B)/Q a necki je?ﬁ(Pi‘\/B)/Q- Polozmes = ¢,

a & =¢&,. Pronénné & jsou si-tym kompletnim koeficientend .
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Tyto prongnné maji mnoho vlastnosti, zime rékteré z nich.

=

Proi>0,a > 0.

Kazda z posloupnosffa} {R} {Q} je kone&n¢ periodicka. Speciath je zde
nejmensi nezaporné celislo i, a nejmén kladné cel&islo 7, velikosti minimalni
periody, proto pro jakékoliv cel&islo i=i, a k>0, a,,=8, P,, =P,
Qu = Qs S =6i-

Proi>i,,0<P, <+/D,0<JD -P <Q <J/D+P< 2/D.

Proi >i,, pokudQ #1 paka <+/D, zatimco pokudQ =1 pak+/D <a <2VD.
Proi2i,, ¢ =(Pi +\/B)/Q je zmensené, coz znamena,&Zela-1<¢ <O0.

& =(a,3,,3.,,..) Proi=0.

&=(R+vD)/Q jsou odlisné pra, <i <iy+/-1.

Nejvetsi spoleny cilitel (A,B)=1proi=-2.

Pomér A/B pro i=20 konverguje krozéénému retzovému zlomku

(7).

10. (R, +ﬁ)/QO:|im_m%.

11. AB, - A,B=(-2)" proC.

12. AB,~ A,B=(-1) aproiz0.

13. 6 =38 NS pro C

14.

i+1

R+VD _ A&, +A

1 proi=-1.

Q  BéatBy

15. B* = D(modQ|) proi=0.
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16.Q =Q—2_a—1( P- P—l) proiz=2.
17.G =QA-RBproi=-2.

18A—3{:q_—3\/61 A—Bg:(';'-'-—a\/_D pro|20
Q Q
19.(A-B&)(A- 5?):% proi>-1.

20.G_?-DB_2=(-1) QQ proi=0.
21. Nejvetsi spolény cklitel D(G,B)=D(Q, B) proi=-2.

22.Nejvetsi spolény cklitel D(G,B) d&li Q,, proi=-1.

1 a,, 1 .
: <2 <|A-Bé|<— proi=0.
BI + 3+1 B+2 | | B+1
24. 1 < 1 proi=0; < proi=0.
(ai+1+2) B 3 + $+1 ZB|+1 B + B+1

<J/D pro dostaten¢ velkéi.

1
25-|A—53|<2—3 = [Qu

26 |G-BYD[ 1
| Q | 2B

27. [\/5] ++/D je zmen3eny.

G” - §2/D| <|Q|'D pro dostaten¢ velkéi.

VztahG? - DB? =(-1)™ Q,,Q bude pro nas velmiiteZity, protoZe viechny metody,

které probereme, budou vyzadovat nasta@|N| a nalezeni takovychpro které plati,

e (-1)"Q., = N/|N. PakG, B budouteseni uvazované rovnice. Zgptniho hlediska

je zadouci zminit, ze whteré situaci budé&,, B velmi veliké zatimcaQ, a Q,, budou

malé. Tato rovnice dovolujer@sre spaitat levou stranu vyraz®? - DB? =(-1)

i+1

Q+1Q’
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kdyZz podminky na levé strandovoluji disponibilni pesnost. To je uzitmé vymeazit,

pokud dosédhneme konce prvni periody.

Jedna z metod je nasledujici. KdyZpame P a Q , vymezujeme, zda-ﬁPi +\/B)/Q se

zmenSuje, a nech, je nejmensi pro které toto nastane. Potom riaje nejmensij >i,
pro které platiP =P aQ =Q. Pismenoj ozn&i zaatek druhé periody a tedyl je
konec druhé periody.

urité R,, Q, Ize vymezit, kdyZ nalezneme priesiek prvni periody, bez toho aniz
bychom pgitali celou periodu.

Kdykoliv bude P,=0 a Q,=1 nebo D=1(mod4 P, = 1Q,= 2 nasledujici Gvaha
bude platna. Nech/ je nejmensi indeX >0 a Q, =Q, (=1 nebo 2). Pokud existuje
takové, zeP, = B,, a | je nejmensi, pak =2j a velikost periody je suda. Jestlize existuje
j takove, zeQ, =Q,,, a pokudj je nejmensi, pak =2j +1 a velikost periody je licha. Pro
jiny pripad mizeme ihned vyp#itat druhou polovinu prvni periody za pomoci
nasledujicich vztah) které vyjaduji palindromické vlastnosti posloupnod?, Q a a :
P=P,,  proi=123,../,Q=Q, proi=0,1,2,3,../ aag =a,_ proi=123,../-1
Také,a =23, jestlizeR, =0 aQ, =1, aa =23, —-1pokud P, =1, Q, =2. Toto nam dava
P, Q aa sindexyi=/¢, a periodicita mize byt pouzita pro prodlouzenéchto
posloupnosti. Jsou zde dodaté palindromické vlastnostédhto posloupnosti, které jsou
viditelné uvazime-li skolik malo pipadi, nag.
(P, Q,, D)=(0,1,94 ( 0,1,358(, 1,2,2)7 , 1,2,4¢
Tabulka¢.2 z [10] ilustruje PQa algoritmus piig =11,Q, =108,D= 1. Vypoity jsou
uskut&nény pomoci bodu, ktery je mi¢rza konce druhé periody. Poznamenejme, Ze kazda
posloupnost{a} {P} a {Q} je periodickd proi=3 . Uvnitt kazdé periody
zaznamenavame prayedno Q =1. Pro danéR,,Q, a D nemusi byt Zadn€ =1. Ale

pokud je tam nejménjednoQ =+1, jako se stalo zde, pak tam bude prigdnoQ =1
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v kazdé period {Q} . Poznamenejme, jak hodno#y, B a G rychle rostou fi zvy3ujicim

sei. Pro vypaet G- DB? je nejjednodus3i vygitat (-1) Q,Q.,, kde Q, je pevné a

Q., zistava relativa malé.

Tabulka¢.2  PQa algoritmus prg =11,Q, = 108D = 1!

i R Q 3 A B G G’- DB’
-2 0 1 -11

-1 1 0 108

0 11 108 0 0 1 -11 108
1 -11 -1 7 1 7 31 324
2 4 3 2 2 15 51 -324
3 2 3 1 3 22 82 432
4 1 4 1 5 37 133 -108
5 3 1 6 33 244 880 432
6 3 4 1 38 281 1013 -324
7 1 3 1 71 525 1893 324
8 2 3 1 109 806 2906 -432
9 1 4 1 180 1331 4799 108
10 3 1 6 1189 8792 31700 -432
11 3 4 1 1369 10123 36499 324
12 1 3 1 2558 18915 68199 -324
13 2 3 1 3927 29038 104698 432
14 1 4 1 6485 47953 172897 -108
15 3 1 6 42837 | 316756 | 1142080 432
16 3 4 1 49322 | 364709 | 1314977 -324

Reseni rovnicex’ — Dy” = +1
K vyreSeni rovnicex’ — Dy* = +1 pouzijeme PQa algoritmusR =0,Q, =1. Bude zde
nejmensi/ s a =2a, které také bude men3i>0 tak Q, =1. ¢ je délka periody

tettzového zlomku roz#ného oD . Mame dva Hpady, které jeieba vzit v ivahut je

liché nebo/ je sudé.
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Pokud/ je liché, rovnicex’ — Dy’ =-1 méateSeni. Minimalni kladnéeSeni je dané
vyrazem x=G,_, y= B_,. Pro r&jaké kladné celécislo k , pokud kje liché pak
x=G,,, Y= B,_, je feSeni rovnicex’ - Dy* =-1 a v3echnaeseni této rovnice sx a y
kladnymi jsou generované timto tgmbem. Pokud kje sudé kladné celélo, pak
x=G,,, Y= B,_, je reSeni rovnicex’ - Dy*=1 a v3echnaeseni této rovnice sx a y
kladnymi jsou generované timtotgmbem. Nejmensi kladri@seni rovnicex’ — Dy* =1
iex=G,,y= B, ;.

Pokud/ je nejmensi, taka, =23, je sudé, pak rovnice’ — Dy* =-1 nema Zadné
feSeni. Pro jakékoliv kladnéslo k , x=G,_,, y= B, je feSeni rovnicex’—Dy*=-1 a
vSechna ostatriieSenix, y této rovnice jsou odvozeny z tohoto vztahu. Nejghddadné
feSeni rovnicex’ - Dy*=1je x=G,_, y= B_,.

Posloupnosk a a jsou periodické s periodotpo nultém bod, prvni perioda je o,
do P pro posloupnost? a a a a, pro posloupnost . PosloupnosQ je periodicka
z&inajici v nultém bod tj. prvni perioda je od), do Q,_, .

V predchozi Uvaze jsme vyuzivali palindromické vlastnpssloupnostiP, Q, a a
pravidlo poloviéni periody.

Je tedy &kolik metod jak najit vdechn@seni rovnice x* — Dy” = +1 pokud zname

nejmensi kladnéeSeni.

Nejprve posdime rovnici x* — Dy* =1. Pokudt, u nejmensi kladndeseni rovnice,

pak plati pron-té kladnarteSeni x, + yn«/_D = (t+ u\/B)n a x, - ynx/_D = (t— u\/f))n.
Zatimco kazdé kladn#eSeni vyhovuje kladnym tyto rovnice davaji smysl i pra<0.
Zde je rekurze vyja@na taktox,, =tx +uy,, Y., = ty,+ ux. DalSi dvojice rekurze je
(neclt x,=1,y,=0) X, =2t% = X, 1, Yy = 21y, — VY,,. Koment& v tomto odstavci plati,

bez ohledu na to, zda-li rovnicé — Dy’ = -1 nema nebo méseni.
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Nyni predpokladejme, Ze rovnicg® — Dy* = -1 ma fedeni, nedht,u jsou nejmensi

kladna reSeni a definujmex,,y, arovnici x + yn\/_D=(t+ uJB)n . Pak také rovnici

X,y D= (t— Ux/B)n . Pokudn je liché , x,y. jsou feSeni rovnicex’—Dy’=-1 a
pokudn je sudé pakk,, Y, jsouieseni rovnicex’ — Dy* =1. V8echna kladné&eseni &chto
dvou rovnic jsou takto odvozeny. Rekurzg, =tx +uy, D y.,, =ty +ux takd umo#uji
najit teSeni pro dané rovnice. DalSi rekurze je (fieckx,=1,y,=0 )
Xoor = 206G F X ps Yoer = 28+ Yoo

VSechnateSeni dostaneme peex ,+y. . Strigné shrnutieSeni &hto rovnic je mozno
zapsat takto.

Necht x, y je njaké feSeni rovnicex’ — Dy* =+1. Neclt t, u jsou nejmensi kladna

feSeni rovnicex’-Dy’=+1 . Pak pro #jaka znaménka,+1l, a rgjaké cela n,

X+ y\/_D = i(t+ u\/f))n . Poznamenejme také, tta+ yx/B)_l = i(t— U\/_D).
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Priklad: x*-13y*=-1

Tabulkas.3
i R Q 3 A B G G’ -DF’
-2 0 1 0 0
-1 1 0 1 1
0 0 1 3 3 1 3 -4
1 3 4 1 4 1 4 3
2 1 3 1 7 2 7 -3
3 2 3 1 11 3 11 4
4 1 4 1 18 5 18 -1
5 3 1 6 119 33 119 4
6 3 4 1 137 38 137 -3
7 1 3 1 256 71 256 3
8 2 3 1 393 109 393 -4
9 1 4 1 649 180 649 1
10 3 1 6 4287 1189 4287 -4
11 3 4 1 4936 1369 4936 3
12 1 3 1 9223 2558 9223 -3
13 2 3 1 14159 3927 14159 4
14 1 4 1 23382 6485 23382 -1
15 3 1 6 154451 42837 154451 4
16 3 4 1 177833 49322 177833 -3
17 1 3 1 332284 92159 332284 3
18 2 3 1 510117 | 141481 | 510117 -4
19 1 4 1 842401 | 233640 | 842401 1
20 3 1 6 5564523 | 1543321 | 5564523 -4

Tabulka¢.3 z [10] aplikuje PQa algoritmus rfaseni rovnicex’ ~13y” = +1. Perioda
délky ¢ je 5, coz znamena, Ze rovnigé—13y* = -1 maieseni. Nejmensi kladrté3eni je

x=18,y=5 . Nejmensi kladnéteSeni rovnice x*-13y*=1 je x=649,y= 180

Poznamenejme, ze(18+5/13 = 649 180 1: (18+5/13 = 23382 6485 1 a

(18+ 5JT3)4 = 842401 233640 1
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Zminme se, jak o Pellavrovnici piSe HruSa [3]. Rovnici klasifikuje jakdofiantovskou

rovnici druhého stupha zandtuje se na nalezeni vSeigseni rovnice tvaru
x? - Dy? =1,
kdeD je kladné celéislo.
Ma-li rovnicetredeni(x,, y,), je Zejmé, ze ma také dalgéseni(x),~VY,), (=X Yo),
(—xo,—yo) . Proto se izeme omezit pouze na hledani kladnig$eni Pellovy rovnice.

Je-liD druhou mocninou celéhisla, tj. je-li D =n?, kde n>0, ma rovnice tvar
X2 -y =1,
neboli
(x+ny)(x= ny =1.
Tomu Ize vyho¥t pouze kladnymgisly tak, ze
x+ny=1 ataké x—ny=1,

a odtud plynex=1, y=0. Pellova rovnice ma v tomtofipact jediné nezapornéeSeni
(1,0).

Neni-li ¢islo D druhou mocninou celéhfisla, I1ze dokazat, Ze rovnice ma alasjerino

kladnétesSeni.

Veta 8: Pellova rovnice ma vifpads, ZecisloD neni druhou mocninou celékitsla,

nekonéné mnoho kladnychieSeni.

Diikaz: Neclt je (%, Y,) kladnéreSeni Pellovy rovnice, tj. necprogisla x,, y, je
X’ =Dy’ =1,
neboli
%+ 3%/D) (3%~ ¥/ ) =1
Na zaklad binomické ¥ty dostaneme, Ze pro kazdé kladné &gk

(%+¥vD) =(x+ w'D). (%~ ¥%D) =(x- wD).

kde x,, y, jsou vhodné kladné cetésla. Pak je také
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x2 =Dy =(x+ /D) x- WD =( %+ w O (% w9 =(%- oy =r-=1

takze(x, y;) je dalsi kladn&eSeni Pellovy rovnice. Pro kazdé kladné agtdo k tedy

dostaneme dalSi kladn@&Seni Pellovy rovnice. Poddi se nam tedy uhodnout jedno

kladné feéeni(xo,yo) Pellovy rovnice, dostaneme nekén& mnoho dalSich kladnych

reseni(x, y,) na zaklad vypostu

k
(%+ VD) = x+ y/D,
kde kje kladné cel&islo. Jestlizecisla x,, Y, zn&i nejmensSi kladna celéisla, ktera

vyhovuji Pello¥ rovnici, d4 se dokazat, Ze uvedenym postupem westa vSechna jeji

reSen.

StrukturaseSeni rovnicex* - Dy = N

Pokudr, sje ieSeni rovnicex’ - Dy’ = N at, u je ngjaké reSeni rovnicex’ — Dy* =1,
pak x=rt+suD,y= ru+ st je takéteSeni rovnicex’-Dy*=N. To plyne ze vztah
(rt +suD)’ - D( ru+ st)’ =( r- D§)( - DLF). Tento vztah rdze byt pouZit k rozéleni
feSeni rovnice* - Dy’ = N na rovnocennéitdy. Dw feSenix, yar, sjsou ekvivalentni
pouze a jen plati-li proan(xr —Dys)/ N a (xs— yr)/ N jsou cel&isla. Je-lir =-1,s=0
vyhowuji rovnici r? ~Ds? =1 pro r&jakéD, (-x,-Y) je vzdy ekvivalentni k(x, y).

Mize nam pomoci viet feSeni geometricky. PokudN >0 , pak je rovnice
x* - Dy? = N hyperbola %x-ovou sotiadnici jako jeji osou aysovou sotadnici jako osou
symetrie. Asymptoty tvid primky dané rovnicemk yx/_D =0. Nech' t, u jsou nejmensi
kladnateSeni rovnicex’ — Dy? =1. Nakresleme grak®’—- Dy”?= N na mnoZig realnych

¢isel. Ozname bod(\/ﬁ,o), ktery lezi na grafu a dale bofd\/ﬁ,u\/ﬂ) také lezici na

grafu. Pokraujme oznaovanim bod (x,y) a nasled& pak body(xt+ yuD, xu+ yj .
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Nyni pro kazdy bod, ktery byl vyzden, vyzname v3echny body+x,+y), které jedt
nejsou v grafu zaneseny. Vyzieaé body roz#li graf na dva intervaly. Udlejme interval

((\/No)(t\/ﬁum)} polozaveny a pak dalsi kazdy polozewy v koncovém bad

Pokud jsou celéeSeni rovnicex’ — Dy = N pak plati:
1. Zadna dredeni nejsou ze stejného polaemého intervalu.
2. Kazdy interval ma pravjednoieSeni v kazdé&ite.

3. ZarazenireSeni doiidy je stejné v kazdém intervalu.

Namisto toho, Ze Zaeme s boder(h/ﬁ,o), mizeme zait s libovolnym boden{r,s)

a vyznait body koresponduijici lér +s\/B)EQil)[Qt+u\/_D)n. Tti pravidla uvedena nad

stéle budou platit.

Situace bude pad stejna i praN <0, vyjma toho, Ze graf bude myjovou osu jako osu
ax-ovou jako osu symetrie.

Pokud x* - Dy* =-1 ma feSeni, pak jakékoliv Zthto feSeni miZze byt pouZito
k vytvoreni vztahu mezieSenim rovnice<’ — Dy* = N a—N.

V ramci tidy je zde jedndeSeni, kdex ay jsou nezapornd, ale mensi nez jakakoliv jina
nezaporndeSeni. Tota'eSeni se nazyva minimalni nezapotregeni tidy. Je mozné také
najit jedno nebo dvtreSeni, kde/ je nezaporné a mensi nebo rovno jinym nezapomym
néjakého reSenix, y vramci tidy. Pokud jedno takovéeSeni najdeme, je nazyvano
fundamentalnfeSeni. Pokud takov@&Seni najdeme dypak budou tatéeSeni ekvivalentni
a jejichx-ové hodnoty budou opaé. V tomto pipad feSeni s kladnog-ovou hodnotou je
nazyvano fundamentalnfeSeni pro fidu. Pro N >0, fundamentalniieSeni lezi na

hyperbole na intervalu

(VN.0) do (yN{r+1/2./N(r-1/D)

a

(~VN.0) do (-/N{r+1)/2./N(r-1/D).
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V prvnim intervalu mohou byt koncové body zahrneggimco pro ve druhém intervalu
musi byt vylogeny.

Pro N <0 jsou fundamentalriieSeni v intervalu
(<IN (r+2)/2N(r=3/D) do |IN[(r-1/2[N[(r+ 3/ D)

se stedem v bod (O, —N/D). V tomto intervalu prvni bod je vylégen a koncovy bod

zahrnut.

Kdyz sestavujeme tabulkieSeni, je vhodné gtat tabulku tak, aby obsahovala jedno
feeni z kazdé&itly. Casto tento v§fet bude vytem nejmensich nezapornytéseni nebo
fundamentalnichteSeni. Mame-li dano émaké feSeni ve fidé, je pak jednoduché najit
fundamentalni nebo minimalni nezapotageni pro tutortdu.

Obecrt, mame-li rjaké feSeni ziidy, vSechnareSeni mohou byt nalezena pomoci
fedeni rovnicex’ - Dy® =1. Pokudr, sje ¢asténé feSeni rovnice’ -Dy’=N, X, y je
néjaké jinéieSeni stejné rovnice ve stejiéd jakor, sa pokudt, u je nejmensi kladné

feeni rovnicex* - Dy? =1, pak pro libovolny vybr znaménka;1, a pro gjaké celé&islo

n, X+ y\/_D=i(r+s\/B)(t+ u\/_D)n.
Jsou zde rekurzni vztahy me@Senimi podobnéém, pi feSeni rovnice pratl.

Napriklad pokud(x, ¥;).(%. ¥,) @ (%, y;) jsou ti feSeni rovnice ve stejndidé na

spojitém intervalu & u je nejmensfesenix® — Dy? =1 pak x, =2tx,— x a y, = 2ty, - V,.
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Re$eni rovnicex, — Dy, = N, N> < D

Kdyz 1<N?<D , pouzijeme PQ algoritmus ©=D, P,=0, Q,=1. Budeme
pokratovat v péitani tak dlouho, dokud nenalezneme prvp>0 s G7 ,-DB? =1
(nag. Q,_=1a/ je sudé. Poznamenejme, Zg=/ nebo2/. Pro0<i</ -1, pokud
G?-dB*= N/ f2 pro f >0, pridejme fG , fB kieSeni rovnice. Pokud budeme

postupovat dle tohoto ndvodu, dostaneme zastugeensi kladné&eSeni z mnoziny vSech
feSeni pro kazdouitlu. VSechna kladn&Seni mohou byt nalezena pomoci reriho
PQa algoritmu.

ReSenix? - Dy? = N pomoci metody nasilného hledanidw;

Necht t, u je nejmensiiedeni xX*-Dy*=1 . Pokud N>0, neclh L =0 a

L, =/N(t-1)/(2D). Pokud N <0, nech’ L, =,/(-N)/D a L,=,/N(t+1)/(2D). Pro
L<ys<L,, pokud N+Dy* je ctverec, nech x=,/N+Dy. Jestlize (x,y) neni

ekvivalentni s(—x, y), miazeme ob dvojice gidat kieSenim rovnice. Pokud nejsou

ekvivalentni , feSenim je pouzdx,y) . Az dokortime tuto metodu hledanieseni

dostaneme fundamentakiSeni.

Tato metoda funguje velmi didy pokudL, neni iliS velké, coz znamena, ze

JINI(t+1)/(2D)

neni (ilis veliké. Musime byt schopni hledat meésly L, aL,.
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ReSenix? - Dy? = N pomoci LMM (Lagrange-Matthews-Mollin) algoritmu

Pomoci tohoto algoritmu najdeme p¥gednoho zastupcgeseni rovnicex’ — Dy* = N
pro N #0, D >0, D nenictverec.

Udglejme seznamf >0 takovych, Zzef? dli N. Pro kazdéf ze seznamu, neth
m= N/ f°. Naj&me takovéz, Ze —|ml/2<y<|n}/2 a 2= D(modnj). Pro kazdé
zprovelme PQa algoritmus B =z Q, =|n{, D=D. Pokraujme do té doby, nez pro
néjakéi =21 budeQ =+1 nebo do té doby, nez objevime konec prvni perpmfoupnosti
a . Pokud nalezneme pro ez Q =+1 pak berme, zer =G,_, s=B,. Pokud
r*—Ds®=m pak do mnoZinyeSeni pidejme x = fr, y = fs. Jinakr?-Ds*=-m. Pokud
rovnice t*-Du’=-1 ma feSeni a neeht, u jsou nejmendi kladn&eseni, je
x= f(rt+sud), y= f(ru+st) reSenim rovnice’ - Dy’ = N. Jinak postupujme déle dle
PQa algoritmu na dalSi periodu k dalSimu=+1, vezméme zar=G_, s=B, a
x= fr, y= fs jsou ot feSenim dané rovnice. Poznamenejme, Zestijspoleny cklitel
(r,s) =1 tedy generovangeseni rovnicex’ — Dy* = m jsou primitivni.

Pokud projdeme vSechnt a vSechna pro kazd& mnozinareSeni bude mit zastupce

z kazdéttidy. TytoieSeni budou ktifundamentélni nebo nejmensi kladeaeni veride.

Lagrangeiv systém redukce

Tato metoda rive byt vyuzita fi ieSeni rovnicex’-Dy*=N kdyz N*>D .
Nejdilezit&jsi poznamka je, Ze pokuxl>0, y =0 je feSenimx® - Dy>= N s N* > D pak
jsou zdeO<k<|N|/2, X, Y tak, 2eh=(k2— D)/N je celégislo, X, Y je eSeni
X?-DY?=h a x=|(kx+DY)/h , y=|ky+X)/h nebo x=|(kXx-DY)/Hh,

y=[(0- %)/
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Casto je nutné aplikovat tuto metodu rekurzivito znamena, Ze &aeme s rovnici

x*~Dy?= N a pro kazd®<k<|N|/2sh :(k2 - D)/N celégislo a dostaneme rovnici

X?-DY? = h. Pokudh®> D maZzeme pouzit redukci této posledni rovnice. Pékrae

dale, dokud mame vysledky, pak dostaneme rovniéisD coZ se stane posléze. To je
potom feSeno metodou popsanou iegchozim odstavci. Vezime jednoreSeni z kazdé

tiidy. Projééme pak vicekrat redukci a dostanefegeni gvodni rovnice. K nalezertéSeni
pavodni rovnice v kazdé&itl, vyreSme kaZdou rovnick? - Dy? = N/ f? pro kazdéf >0

tak, ze N/ f?je celésislo. Pak dostanenfg, fyjakoieSeni fivodni rovnice.

2.1.3.4 Pythagorova diofantovska rovnigé+ y* = 7

Jednou z dalSich speciélni rovnic je Pythagorowéadiovska rovnice tvaru
X+y' =7
Omezime se @ na to, Ze budeme hledat jeji klade&eni. Geometricky vyznaréchto
feSeni je #jmy: jsou to velikosti stran pravouhlého trojulikin jeZ se daji vyjait celymi
cisly.
Redme tedy v oborutjpozenycheisel rovnici

X2+y2:22

Oznamet=(x,y, 2), Xﬁ?x, Y=

:—r|\<

A :TZ' Pak plati
t2X12 +t2y12= tZ%Z’
odkud po vydlenigislemt® 0 vychazi
X+Y =27
a navic(x, ¥;, z) =1. Nyni ukazme, Ze&isla jsou dokonce po dvou neseéimé. Kdyby

néjaké prvaislo p dglilo dvé z &isel x, y,, z Vvyslo by z rovnicex? + 7 = Z, Ze dli i treti,
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coz vzhledem k(x,¥;,z)=1 neni mozné. Zisel x, y, je tedy nejvy3e jedno sudé.
Pripus’me, Ze ob jsou licha. Pak z kongruence

z2 =X+ y=1+1(mod§
plyne, Zez’ je sudé&islo, které neniditelné 4, coz neni mozné. Je tedyizel X, V,
praw jedno sudé. ProtoZe v rovnigf® + y* = Z vystupujix, a y, symetricky, nizeme
pro ugitost predpokladat, Ze sudé je =2r,r ON. Z x°+ Y/ = Z pak plyne

Ar® =772 - y?

a tedy

oAt h AT Y
2 2

Ozna“:meu:%(zl+ M),v=%(zl— ¥%). Pakz = u+V y, =u-Vv. ProtoZe jsouwy,, z

piirozena nesoudha a lich&isla, jsou iu, v cela nesoutinacisla. Z rovnice
r’=uly

pak plyne, Ze existuji nesatida girozenégisla a, b takova, zeu = a°, v="b*, navic
vzhledem ku > v plati a>b. Celkem tedy dostavame

X =1tx = 2tr = 2tab,

y=ty, =t(u-v)= t(ef— 6),

z=tz=t{u+ y= ( a+ B),
coz skuténé pro libovolnét 0N a libovolna nesouthé a,bl0N takova, Zea>b,
vyhovuje dané rovnici. ZbyléeSeni dostaneme zénoux ay (nyni jsme pedpokladali, ze
prak x, je sudé):

x:t(az—bz), y=2tah = ( a+ 6),

kde oggt t,a,b0N jsou libovolna takova, za>b,(a b) =1.
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2.1.3.5 Diofantovska rovnice tvaru” + y" = x°y z

Necht n=2, p,q=1 jsou kladnécisla takovd, Zep+qg=n. Nas zanxr je ziskat
vSechna netrivialnieSeni dané rovnice, které jsou z oboru kladnyckchetisel. Ve
skute&nosti uvedend metodgéesSeni nam dovoluje ziskaeSeni z oboru celychisel. K
nalezeniteSeni rovnice vyuzijeme nasledujiciécdvomocneé wty. Jejich dikazy lze nalézt
v literatue.

Veta 9: Neclt x, y>0jsou cel&isla takova, zeD(x, y) =1. PakD(x+y, xy) =1.
Veta 10:  Jestlizea,b> Ojsou celacisla aD(a,b)=1, pak D(a",b) =1 pro kazdé celé

gislon>0.

Nyni ozname D(x, y) = dtj. x=dX, y=dYkde D(X,Y)=1
Z pavodni rovnice tedy dostaneme
X"+Y"= XY (12)

pouzijeme-li Newtonovu binomickowtu, dostavame

X"+Y" = ( X+ Y)“-[(ln) XY+ () xvﬂ (13)
a z rovnice (12) pak

(X+Y)"

XY

kde p=1, q=1, n>1.

=(1) XM (0) YT XY (14)

Dle dvou pomocnychev (9, 10), leva strana (14) obsahuje ireducibiloivek. Z toho
plyne, Ze zlomek iize byt celécislo pouze tehdy, kdyXY =1. Proto tedyX =Y =1,
z=2 zcehoz plyne, zex=y=d, z=2. Timto tedy dostavame nekamg paet reSeni

dané rovnice, kdd je libovolné cel&islo.

44



2.2 Nekteré dalSi metodieSeni diofantovskych rovnic

V nasledujicich dvou odstavcich si ukaZzeme dal8indgtody, které Ize pouzit celkem
velmi ¢asto, abychom doséhli spravného vysledkuigseni diofantovskych rovnic. Jedna
se 0 metodueSeni z vyuzitim odhadu nerovnosti a 0 metodu laozk diofantovské

rovnice.

2.2.1 ReSeni diofantovskych rovnic s vyuzitim odhadu neosti

Metoda je zaloZena na tom, Ze pro libovolna rediiséa a, b existuje jen koning
mnoho celycltiselx tak, Zea < x< b. Proto pi feSeni dané rovnice hledame takoisdaa,
b, aby nerovnostia< x<b pro rékterou nezndmow byly disledkem této rovnice.
Konené mnoho celyckeisel lezicich meziisly a, b pak nizeme dosadit do rovnice xaa
tim ji zjednodusit.Casto je mozné ukazat sporem, Ze mnoZina hodnotanezr je
kone&na a omezena nerovnostk a (resp.x=b ) je nepravdivé tvrzeni. Ve druhém
piikladé bude takovym nepravdivym tvrzenim dvojice nerothos

c"<d"<(c+1)",

kdec, djsou cela an prirozenécislo.

Piiklad 6. Re&te rovnici v oboru celyatisel 2* =1+ 3

Reseni. Je-li y<0, platil<1+ 3 < 2, odkud0< x<1, coZ je spor. Je tedy=0 a proto
2°=1+3 = 2, odtudx=>1. Ukazeme, Ze také plaki< 2. Kdyby totiz bylox >3, platilo
by

1+3 =2=0 mod$§,
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po Upra¥ bychom dostali
3 =-1(mod9,
coz viak neni mozné, nebpro sudagislay je 3 =1(mod§ a pro lichagislay plati
3’ =3(mod§. Zbyva tedy vyesit ipad1< x< 2. Pro x =1dostavame
¥=2-1=1
atedyy=0.Z x=2plyne
¥=2-1=3
takZze y =1. Rovnice ma tedy dfeSeni:x=1, y=0ax=2, y=1.

Piiklad 7. Reste diofantovskou rovnidix+2)* - x* = y* v oboru celyclisel.

Reseni. Nejprve rovnici upravime
Y =8)X+ 24X + 32x+ 16= § X+ K+ 4 P
odtud plyne, Z2g je sudé. PoloZzme tedy= 2z, zZ[17Z. Pak plati, Ze

Z2=x+3X+4x+ 2.
Je-li x=0, plati

(x+1)° =X +3¢+3x+ 1< ¥+ 3%+ 4x 2= 7< R+ 6%+ 12% &( x P
odkud x+1<z< x+2,coz neni mozné. Dana rovnice tedy naegenix yZ takové,
ze x=0. Predpokladejme, ze majakéieSenix,, y,Z takové, Zex, < -2. Pak plati
(4 +2) -x' =y

a dosadime-lix, =-x -2, y, = -y, dostaneme

%' =(%+2)" =-y7,
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a protox,, Yy, je takéreSeni dané rovnice. OvSexn=-x -2 0 a z fedchozich Gvah
plyne, Ze tato situace nastat . Dohromady tedy2<x<0, tj. x=-1. Prox=-1
vychazi z fivodni rovnicey = 0; dvojice x=-1, y= 0 je jedinymieSenim Uulohy.

s

Hi feSeni diofantovskych rovnic jsowtkdy uzit&né i reékteré slozigjSi postupy a

nerovnosti (viz nasledujicitixlad).

Piiklad 8. Reste rovnicii2+i2+_1 +_1 =
x>y Z U

1 v oboru pirozenychéisel.
Redeni. JelikoZ jsou v dané rovnici neznamgy, z, uzastoupeny symetricky, iheme
piedpokladat, Zex< y< z< u. Je jasné, ze>1. Kdyby u = 3, platilo by

1 1 1 1 1 1 11
—+t—+ o+ <+ —+ <],
4 4 9

x> yv 7 U* 4
a protous<?2, a tedy plati2s x< y< z< u< 2. Dosazenim do rovnice lze &it, Ze

X=y=z= u=2 je jeji jedinéreSeni.
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2.2.2 Reseni diofantovskych rovnic metodou rozkladu

DalSi¢asto uzivanou metodou je vyuZziti rozkladu typucsau
B=ADALLOA,
kde A UALL.OA jsou vyrazy obsahujici nezname, které pro d@séné hodnoty

neznamych nabyvaji caliselnych hodnot, &8 je c¢islo pog. vyraz, jehoz rozklad na
prvoéisla zname. Pak totiz existuje pouze kowe mnoho rozklad cisla B na n

celatiselnych ¢initela a,,...,a,. VySetime-li pak pro kazdy zthto rozklad soustavu

rovnic
A=a,A=a,..A=4q,

ziskame vSechn@seni rovniceA A LL.0A = B.
Piiklad 9. Re&te rovnicix* +2x"y— ¥*— y*=7 v oboru celyclisel.

Reseni. Nejprve upravme levou stranu rovnice

Xt +2xy- %= = of (K- ) =( k- X Y R k)
Uvazujme jest, Zecislo sedm lze rozlozittyrmi zpiasoby na sotin dvou celychiisel a to
nasledujicim zpsobem: 7 =17= 701=(- 3{~- §=(- J{- )} Proto budemeesit ¢tyri
soustavy rovnic:
a) x> - x'+ y=1, x*+x’' - y=7 Setenim obou rovnic dostanemé = 4, odkud
x=2,y=125, nebox=-2, y=-131.
b) x¥* - X"+ y=7, xX*+x’— y=1. V tomto gipact x* =4,a tedyx =2, y=131nebo
X=-2,y=-125,
c) X’ -x'+y=-7, X+ x - y=-1. CozZ je sporx’ =—4.
d) x> - X'+ y=-1, x*+ X' - y=-7. Opst dojdeme fi vypoctu ke sporux’ =-4.
Rovnice ma tedytyii feSeni:(x, y)D{(—Z;—lB]) (-2 125 ( 2;125(, 2;1;8}1
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2.3 Resitelnost diofantovskych rovnic

Zabyvejme se nynieSitelnosti diofantovskych rovnic. Uvedemkteré dalSi metody

stanoveni p&tu koreni diofantovské rovnice.

2.3.1 Vyuziti kongruenceipdikazu neexistenceseni

Pri diukazu, ZeteSeni neexistuje, je mozné vyuzit kongruenci. iMtiz feSeni
diofantovskéa rovniceL=P , kde L, P jsou vyrazy obsahujici neznamé, nabyvajici
celatiselnych hodnot pro libovolné celgelné hodnoty neznamych, musi régeni i
kongruenceLEP(modm) pro libovolné mON , protoze feSeni této kongruence je
napiklad zmirgnéieSeni rovnice. Odtud plyne, Ze pokud naleznetjeké girozenécislo
m tak, Ze kongruence. =P(modm) nema tedeni, nerize mit feSeni ani fwodni
diofantovsk& rovnicd. =P . Je nutné si vSak @gomit, Ze obraceni této Uvahy obé&cn
neplati. Pokud ma kongruence= P(modm) pro kazdé prozené cislo m feSeni,

neznamena to je5tze maieSeni téz diofantovska rovnide= P . Uvidime ve druhém
priklade.

Piiklad 10. ReSte rovnicil4+ 2+ 3M+...+ x!= y* v oboru celyckisel.

Redeni. Piimym vypatem se peswdiime, Ze prox<5 vyhovuji rovnici pouze
x=y=1 x= y=3. UkaZeme, Ze prx=5 rovnice ieSeni nema. ProtoZze pro libovolné
n>5 jen! delitelné peti, plati

14+ 24+ 34+ x1=1H 24 3k 41= 33= 3 mod §
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OvsSem druha mocninaippzenéhaiisla je podle modulu 5 kongruentni s 0 nebo 1 rebo
Kongruencelh 2434+ x!=y’(mod5 pro x=5 tedy neméaiedeni, a proto nema

prox = 5ieSeni ani dana rovnice.

Priklad 11.  DokaZte, ze kongruencéx’+5x+1= 0( modm) ma feSeni pro kazdé

prirozenég¢islom, a gitom rovnice diofantovsk&x® + 5x+ 1= 0 feSeni nema.

Redeni. Plati6x® +5x+1=(3x+ J( 2x+ }, a tak rovnicesx” + 5x+ 1= 0 nema
celatiselnéreSeni. Nechm je libovolné girozenécislo a platim= 2, kde nON, akje

liché ¢islo. Protoze(3, 2“) =(2k) = 1 maji ok¥ kongruence soustavy

3x = —1( mod 2)
2x = -1( modk)

feSeni a protoi(aZ”,k) =1 méareSeni i cela soustava. Pro libovokéyhovujici této
sousta¥ je pak3x+1 dilitelné &islem 2" a 2x+1 &islemk a proto so&in (3x+1)(2x+ 1)

je cklitelny ¢islem 2" [k = m. Je tedy reSenim kongruence

6x* + 5x+ 1= 0 modm).
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2.3.2 Metoda nekorirého sestupu neboli zmenSovani

ZmensSovani ad absurdum je metodkatku neexistencaSeni diofantovské rovnicetiP
dikazu touto metodou libovolnéeSeni dané diofantovské rovnice charakterizujeme
néjakym pirozenym ¢islem (nap. nejwtSim spolénym litelem hodnot wkterych
nezndmych nebo druhou mocninou hodnoiteré neznamé) a ukadzeme, Ze existuje-li
feSeni charakterizovanéiqpzenymcislemd, musi existovat jinéeSeni, charakterizované
ptirozenym ¢islem d'<d . Pak totiz Zadné takovieSeni existovat neide, ocemzZ se
snadno peswdcime sporem: kdyby existovalo, mohli bychom zvabtéSeni, které je ze
vSechreSeni charakterizovano co nejmensifinogenymcislemd. Pak by ovSem muselo
existovat i jinéfeSeni, charakterizovanéinpzenymcislemd'<d, coz vSak by byl spor

s volboud.

Priklad 12. ResSte rovnicix? + y? = 4* v oboru iirozenychéisel.

v s

Reseni. Predpokladejme nejprve, %€y, zje feSenim dané rovnice. Pak §igilati z#1,
protoze je-lix=y=1, plati x¥* + y* =2 < 4, a je-li alespa jedno ziselx, yvétsi nez jedna,
je X*+y*>4. Je tedyz>1 a plati X’ +y*=4"=0(mod§ Protoze druhd mocnina
lichého cisla je kongruentni s1 podle modulu 8 a druha nmmacrsudéhocisla je
kongruentni s 0 nebo 4 podle modulu 8, plyne zkétmgruence, Z&, yjsou suda, a tedy
X=2X,Y =2y, provhodnax, y,IN. Pak ovSem

2

2
2+ 2=X_+L=4Z_l’
Xty 22

a tedy, oznéme-li z = z-10N, ¢isla x, y;, Z sphuji danou rovnici, ficemz z < z.

Zjistili jsme, Ze ke kazdé vyhovujici trojicitippzenych ¢isel (x, Y, z) lze nalézt trojici

dalSich pirozenych kaéen (g,%,z—lj. To vSak neni mozné.
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2.3.3 Poetnost mnozinyeseni

V nékterych gipadechteSeni diofantovskych rovnic dojdeme k&ay Ze neumime
najit vSechnaeseni. Ale mize se nam podia rozhodnout, zd@eSeni je konaé nebo
nekon€né¢ mnoho. Koneénost je nafiklad zardena, Ze hodnoty neznamych jsou
v absolutni hodnétmensi nez &aké ¢islo. Pokud tot@islo nalezneme a je rozugmale,
muzeme pak najit vSechii@Seni pomoci metody, ktera vyuziva nerovnosti (R&h1)To,

Ze dané diofantovska rovnice feseni nekori@é mnoho, nizeme dokézatéba tak, Ze
nalezneme pro kazdou neznamajaky vyraz s parametrem, a to takovy, ze po dodazen
do rovnice dostaneme rovnostitpm pro nekoné&n¢ mnoho hodnot parametru dostaneme
navzajem izné hodnoty neznamych (je to jakasi zkousSka nek@nenoharesSeni). Nebo
muzeme nalézt jednteSeni rovnice a udatgupis, jak z libovolnéhoeSeni spditat jine.
Méame-li zardeno, Ze @i dalSi a dalSi aplikaci tohotdqrpisu dostavame stale naefeni,

opet tim dokazeme, Ze mnozina viéeBeni je nekordaa.

Piiklad 13. (x-1)" +(x+1)* = y? + 1 DokaZte, Ze tato rovnic ma nekén& mnohoiesent.

Reseni. Rovnici Ize upravit do nasledujiciho tvaru
y>—2x*=1.
Zkusime najit akareSeni této rovnice. P@&kolika pokusech Ize objevit, Ze pro
x =2,y =3 vyhovuje dané rovnici.iedstavme si nyni, Ze mame k dispozici libovolné

feSenix, yOZ a pokusme se ziskat dalSi. Plati tedy

(y+\/§x)(y—\/§x):1. (15)
Dosazenim nalezenych hodnot 2, y = 3 ziskame rovnost
(3+2V2)(3-2/3=1 (16)

vynasobime-li rovnici (15) rovnici (16) dostaneme
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(o2 273y} 23] 3
Vyrazy v obou hranatych zavorkach upravime. Péatyt
(y+v2x)(3+2/2) = 3y+ 3/ 2+ 22+ a=( 4¢ I+( 3¢ IV
(v-v2x)(3-2/2)= 3y- 3/ 2= & o+ ac( 4¢ 3-( 3¢ I ¢

PoloZimeu = 4x+ 3y,v= 3x+ 2y Plati tedy
(u +x/§v)( u—\/EV) =1,
odkud
u?-2v =1,
atedyu,vOZ je dalSiteSeni dané rovnice. Polozimex]i=2,y, =3 a
X = 3%, 2y, Yoy = 4%, 1 3Y,
pro libovolnénON, dostavame pro kazd# 1N reSenix,, y, dané rovnice. A protoze
plati 0<x <X, <.., 0<y, <Yy, <..., dostavame praizne indexyn riznaresenix,, y, .

Dana rovnice ma tedy nekam& mnohoieSeni.
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3 Zawr

Pokusili jsme se vytuit struiny piehled rkterych tym diofantovskych rovnic a ukazat
nékolik metod, jak Ize tyto rovnicdeSit. Nekteré jsou porrné obtizné a jejichreSeni
li m& rovnice vibec rjakéieSeni a pokud ano, tak zda jich je kimieti nekon€né mnoho.

To ndm poméaha rovnice alespagjak popsati zprahlednit.

V praci jsme téz uvedliffklady reSeni konkrétnich uloh. K jejidteSeni jsme pouzivali
nami popsané metody. NaSe publikac&Zenpomoci studefin pri studiu diofantovskych
tloh a jejich metodeSeni a byt i finosem k roz&éni wdomostici priruckou k gipraw

hodin pro ditele matematiky.

54



Literatura:

[1] Calda, E.Rovnice ve Skole neSen¢ Prométheus, Praha 1995.

[2] Herman, J., Keera, R., Sim3a, IMetodyreSeni matematickych tlohskriptum,
Masarykova univerzita 2004

[3] Hru3a, K., Dlouhy, Z., Rohiék, J.:Uvod do studia matematikgNP, Praha 1977
[4] http://www.math.rutgers.edu

[5] http://centaur.maths.gmul.ac.uk

[6] Kopka, J.Kapitoly o celychiislech Univerzita J. E. Purkyn Usti nad Labem 2004.
[7] NAVAJO- otewena encyklopedie

[8] Sandor, J.Geometric Theorems, Diophantine Equations and Arétic functions
American Research Press Rehoboth, 2002

[9] Znam, S.Tedriacisel Alfa, Nitra 1986.

[10] http://hometown.aol.com/jpr2718/pell.pdf

55



