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ANOTACE

Diplomova prace obsahuje ulohy a problémy z geometrie, pfi jejichZ feleni je
vhodné nebo i nezbytné pouziti matematického programu Derive. Vybrand témata jsou
zpracovana s vyuzitim algebraickych i grafickych prostfedki tohoto programu tak, aby

vynikl pfinos jeho pouziti.

ANNOTATION

Thesis gives some examples of geometry and the solution to those geometrical
problems. During the course of finding those solutions, it may be suitable or necessary
to use the “Derive Mathematical Programme, as compared with other methods to find

solutions to those problems.
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1. UVOD

Matematicky program Derive je program typu CAS (computer algebra system).
Jeho historie zaéina v roce 1979, kdy byl vydan jeho pfedchidce, program muMATH.
Prvni verze programu Derive byla vydana roku 1988 a o osm let déle vySla prvni verze
pro Windows. V roce 2004 vydala firma Texas Instruments verzi 6.1 programu Derive.
Pro nas je tato verze zajimava tim, Ze to je poprvé, kdy byl program Derive vydan
v Cesting.

V soucasné dobé je program vyuZivan na fadé stfednich i vysokych $kol v USA i
Evropé&. Dnes je program evaluovan, a tak je moZné o¢ekavat, Ze se rozsifi i do Skol
v Ceské republice. Jeho vyhodou je nezvykld kombinace malé velikosti a velké
vypocetni sily. Sympaticky je také svou cenou a zpiisobem ovlddéni. Lze v ném
provadét symbolické i numerické vypodty a kreslit dvourozmémé &i tiirozmémé grafy.
Vyhodou pouziti jakéhokoliv matematického programu, a tedy i Derive, je to, Ze naSe
pozornost se tolik neupind na spravnost vypocti, a proto miZeme svou koncentraci
zaméfit na feSeni daného problému. Pfinosem programu Derive je ¢eské prostiedi a jeho
snadnd obsluha pomoci grafického rozhrani, které umoZfiuje intuitivni ovladani.
Uzivatel tak miiZze program obsluhovat, aniZ by znal piikazy.

Cilem této prace je pfedstavit program Derive a poukézat na vyhody jeho pouZiti
v oblasti geometrie.

K praci jsem pfiloZila CD s ptiklady, které je mozné oteviit v programu Derive a
vyuzit grafického okna. Nevyhodou je, Ze grafy nezlistanou uloZeny a po kazdém
novém spusténi je potieba z vysledki v algebraickém okné graf znovu vytvofit.




2. PROGRAMOVANI V DERIVE

CAS program Derive umoZiluje programovani vlastnich funkci. Této moZnosti
jsem vyuzila a vytvofila né€kolik vlastnich jednoduchych funkci, které mi poslouZily pro

jednodussi feSeni nasledujicich pfikladi a problemd.

Programovaci jazyk programu Derive je pomémé jednoduchy a nabizi pouze
nékolik obvyklych pfikazi a syntaktickych pravidel. Nékteré funkce miizeme zavést bez
pouZiti specidlnich pfikazii programovaciho jazyka. Mezi takové se fadi také funkce
StredUs (A, B), kterou jsem si vytvoiila. Dalsi funkce, které jsem si definovala, jiZ
potiebovaly vyuziti pfikazu PROG. Tento piikaz se pouZiva pro zapis funkce a uvozuje
nam vlastni definovani funkce. Jako ptiklad bychom mohli uvést zapis jedné z mych
funkei.

KolmiceBodem(p, A, a, b, s) :=

Prog
a := POLY_COEFF(p, x, 1)
b = POLY-COEFE(D, ¥-1)
s := [-b, a]
s« (A-I[x, yD =0

V kazdé funkci figuruji globalni a lokalni proménné. V tomto pfipadé jsou globalni
proménné p, A a lokalni proménné a, b, s. Lokélni proménné, které se vztahuji pouze
pro vyjadfeni dané funkce, jsou uvadény v zavorce za jménem funkce spolu s jejimi
parametry. Dale se jiZ pii vypo¢tech nemuseji do piikazu lokalni parametry vypisovat.
Funkce jsem zadavala pro vétsi piehlednost ve vicefadkovém reZimu, do které¢ho lze
pfepnout pomoci piikazu MozZnosti > Zobrazeni > Zadani viceradkovych vyrazi. Pro
pfechod na dalsi fadek slouzi kombinace klaves ALT+ENTER. Nové vytvofené funkce
jsem pomoci ptikazu Soubor > UloZit jako... ukladala jako Math soubor (s pfiponou
.mth), ktery lze posléze nacist do paméti ptikazem Soubor > Importovat > Balicek
funkci... Na pracovni ploSe programu Derive se objevi hlaSeni LOAD(G:\vlastni
fce.mth) a pitikazem Priuvodce > Definice funkce... si uZivatel miize prohlédnout

definice funkci, které jsou k dispozici.




Seznam pouzitych funkci. které jsem vytvofila:

1. Funkce PrimkaBody (A, B), kde A, B jsou body, kterymi pfimka prochézi a n je
normalovy vektor této pfimky. Rovnici pfimky vypo¢ita v obecném tvaru.
PrimkaBody(A, B, n) :=

Prog
n:= [(A-B)i12, (B - A)1]
ne(A-[x, yD) =0

2. Funkce KolmiceBodem (p, A), kde p je pfimka, ktera je kolma k vysledné
pfimce, bod 4 je bod, kterym vyslednd pfimka prochazi. Rovnici piimky
vypocita v obecném tvaru.

KolmiceBodem(p, A, a, b, s) :=

Prog
a = POLY_COEFF(p, x, 1)
b := POLY_COEFF(p, y, 1)
s := [-b, a]

se(A-[x,yD =0

3. Funkce KolmiceZBodu (P, A, B) vypocita rovnici pfimky v parametrickém tvaru.
Tato ptimka je kolma na usecku prochézejici body 4, B a prochéazi bodem P.
KolmiceZBodu(P, A, B, P, A, B) :=

Prog(
[Pil + (A - B)i2:q, P12 + (B - A)11-9])

4. Funkci StredUs (A, B), kde A, B jsou krajni body usecky, vypocteme jeji stied.
A+ B
StredUs(A, B) :=

5. Funkce Prusecik (a,d) vypoc¢ita prisecik pfimek a, d.
Prusecik(a, d) := (SOLUTIONS([a, d], [x, yD))
1




6. Funkce VzdBp (B, p) vypocita vzdalenost bodu B od pfimky p.
VzdBp(B, p, m, n, q) :=

Prog
m := POLY_COEFF(p, x, 1)
n := POLY_COEFF(p, y, 1)
q := POLY_COEFF(POLY_COEFF(p, x, 0), y, 0)

ABS(m-By1l + n-Bi2 + q)/J(m*2 + n"2)




3. PROGRAM DERIVE

3.1. Rozhrani programu

S programem komunikujeme prostfednictvim rozhrani (viz Obr.1), které
odpovida standardu programii pracujicich pod opera¢nim systémem Windows. Najdeme
zde nabidku akci (Obr.1, druhy fadek), za nimiZ se skryvaji roletovd menu s
konkrétnimi ptikazy. Najedeme-li kurzorem mys3i na piikaz, objevi se v dolni ¢sti okna
jeho struéna charakteristika. Nechybi ani ikony pro rychlé provadéni nékterych ptikazi
(Obr.1, teti fadek). Najdeme zde i panely nastrojii pro rychlé vkladani pismen fecké
abecedy ¢i matematickych symboli. Podoba rozhrani se da zménit (Okno >
Prizpusobit...). Roli kompletni uZivatelské pfiru¢ky hraje napovéda programu, ktera je
tradiéné pfistupna z nabidky Ndpovéda nebo klavesou [F1].
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Obr.1: Rozhrani programu Derive 6

3.2. Vstup a vystup
Vyrazy vkladame do programu prostfednictvim pfikazového (vstupniho) fadku

(Obr.1, uzky bily fadek v dolni ¢asti okna). Po napsani vyrazu a stisknuti klavesy Enter
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(< Jnebo ikony (nalevo od ptikazového fadku) se vyraz objevi na pracovni plose
(podokno Algebra), ktera celému oknu dominuje. Kazdy vyraz na pracovni ploSe ma
své Cislo (napi. #1), které slouZi i jako proménna, pomoci niZ se miZeme na vyraz
odvolavat. Chceme-li napiiklad se¢ist dva vyrazy, které se na pracovni ploSe vyskytuji
pod &isly #5 a #13, staéi na piikazovy fadek napsat #5 + #13 = [«]. Casto budeme
potfebovat pfechazet mezi pfikazovym fadkem a pracovni plochou. MiZeme to feSit

klikanim mysi nebo pouZitim klaves (nahoru) a (doli).

3.3. Manipulace s vyrazy

Po pracovni plose se pohybujeme opét pomoci mySi nebo pomoci klaves
[1]. Zaznamenani historie na$i prace na pracovni plose nam miiZe podstatné usetfit
¢as. Potfebujeme-li vloZit vyraz, ktery na ploSe jiZ je, vyuZijeme jeho Eislo (viz. vySe)
nebo si tento vyraz najdeme a zvyraznime kliknutim mysi. Potom ho miiZeme pfenést
na pfikazovy fadek tak, jak je, klavesou nebo uzavieny v zavorce klavesou [F4].
P#i pohybu po pracovni ploe (mysi nebo kurzorovymi klavesami) se zvyraziiuji vyrazy
celé. Zvyraznéni jenom &asti vyrazu docilime bud’ opakovanym klikédnim mysi
umisténé nad pfisluSnou ¢asti vyrazu (tato ¢ast musi mit sama o sob& smysl jako vyraz)
nebo pomoci kombinace klaves pii souCasném drZzeni klavesy
(Shift]. Vyrazy miiZeme po pracovni ploSe pfemist'ovat (tj. ménit jejich pofadi)
jednoduse uchopenim mys$i a pfetazenim na poZadované misto. To, zda jim zlistane
jejich plivodni ¢islo nebo se zmeéni dle nového potadi, ovlivnime volbou MozZnosti >
Zobrazeni > Precislovat vyrazy. Cisla vyrazii (oznadeni) miizeme skryt volbou
MozZnosti > Skryt > Oznaceni.
Pfi manipulaci s vyrazy ocenime skupinu ikon (=] (=] vlevo od
piikazového fadku. Jejich vyznam je v pofadi zleva doprava tento: zobrazit vyraz na
pracovni plose, vyraz zjednodusit a vysledek zobrazit na ploSe, na ploSe zobrazit vyraz
i vysledek jeho zjednoduseni, vyraz aproximovat, vyraz zobrazit na ploSe spolu s jeho
aproximaci. Ikony (=], [®] najdeme je$té na homi li$t¢ ikon nebo jim odpovidajici akce
miZeme vyvolat posloupnostmi piikazti Zjednodusit > Zdkladni zjednoduseni,
Zjednodusit > Aproximovat.... Chceme-li mit vyraz i jeho zjednoduseni na jednom
fadku, napiSeme pii vkladani za vyraz znaménko = (rovna se) a odeSleme stisknutim

Enter [« ].
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3.4. Tvorba dokumenti
Kromé& vyrazli a s nimi spojenych vypo¢ti miZeme na pracovni ploSe zobrazit

text (Vlozit > Text..), OLE (Object Linking and Embedding) objekty v3ech
myslitelnych aplikaci (VlozZit > OLE Objekt...) a samoziejmé grafy vytvofené
samotnym programem, jak vidime na Obr.1, (VlozZit > 2D-graf..., VlozZit > 3D-graf...).
Text miiZzeme béZnym zpilsobem upravovat (fez, velikost, typ a barva pisma, zarovnani,
odrazky, apod.) To nam umoziiuje vytvaret v programu Derive kompletni dokumenty na
tirovni textového editoru, napfiklad zadani samostatnych praci, podklady pro vyu¢ovaci
hodinu, vypracovani laboratorni prace apod. Dokument miizeme ulozit i ve formatu .rtf
(Rich Text Format). Tak nejsme vAzini jenom na prostfedi Derive, ale miiZeme
dokument otevfit a dale upravovat tfeba ve Wordu piipadné pievést do formatu .pdf
apod. Podobné je tomu i u grafii. Ty miZeme uloZit v nékolika grafickych formatech a
pak je pouzit v dalsich aplikacich.

3.5. Prikazy

Zadani piikazu je v Derive chapano jako zapis vyrazu. Chceme-li, aby program
zadany ptikaz vykonal, musime jemu odpovidajici vyraz zjednodusit (tj. pouZijeme [=]
nebo Zjednodusit — Zakladni zjednoduseni). Jak bylo nazna¢eno vyse, program Derive
podporuje dvoji zplsob zadavani nékterych piikazi. Bud piikaz zadame
prostiednictvim dialogovych oken programu nebo ho napiSeme na piikazovy fadek.
Prvni moZnost je pohodlngj§i a pfibliZuje program uZivateli. Jak ukazuje nasledujici
piiklad, nemusime znat pfislusné pfikazy. Sta¢i z nabidky rozhrani vybrat poZadovanou

akci a program nas sam vede.

12




4. RESENE ULOHY

V této kapitole jsem se zaméfila na stfedoSkolské tlohy, které jsou naro¢né na
vypolty, a proto je vyhodné, zpracovat je v Derive. U nékterych jsem pak pouZila

funkci posuvniku, nastroje vizualizace.

[Matematika pro gymnazia — Analyticka geometrie, Prometheus]

Piiklad lze nazorné a jednoduseji fesit pomoci matematického programu Derive.
Reseni tohoto ptikladu bez pouZiti vypocetni techniky by bylo velice zdlouhavé a
naro¢né na vypocty. Derive umoZiluje vizualizaci pomoci funkce posuvniku, ktera je
vhodna pravé u parametrickych tloh.

#1: -2x+y-1=20

#2: B-2mx+(mMm-4)y+1=0

Graf pfimky s parametrem znazornime pomoci funkce posuvniku, kterou

najdeme pod polozkou VloZit > Posuvnik.




V novém okné (Obr.2) nastavime jméno proménné, jeji maximalni a minimalni

hodnoty, intervaly, ve kterych ma zména parametru probihat, a piipadnou aktualizaci

grafu. Po vloZeni posuvniku do grafického okna lze vykreslit i pfisluSnou pfimku
(Obr.3).

(3-2m)x+(m-4)y+1=0

1-15

Obr.3
Pokud posuvnikem zmé&nime hodnotu parametru, zméni se i graf dané pfimky (Obr.4).

¥
t15
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5 (3-2m)x +(m—4)y+1=0
=
=10 -5 5 10
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o
-2x +y-1=0 /// =15
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Pro velmi vysoka m by grafy byly téméf totozné. Presvédéime se tedy vypoctem.
Pokud by grafy mé&ly byt rovnob&zné, musely by byt jejich normalové vektory linearné
zavislé. Pouzijeme tedy soustavu rovnic:
3-2m=k*(-2)
m-4=k*1

#3: SOLVE([3 - 2.m = - 2-k, m - 4 = k], [k, m])
#4: []

Resenim (#4) je prazdna mnoZina.Tedy neexistuje takové m, pro které by pfimky p,g

byly rovnob&zné.

15




PF.4.2.: Oveite, Ze priseCik vySek trojihelnika ¥, prise¢ik os stran § a t&Ziste
trojiihelnika 7 leZi na ptimce. Reste pro:

a: x-2y+1=0

b: x-6y-12=0

c: x+2y+9=0

[Sbirka uloh z matematiky, Praha Statni pedagogické nakladatelstvi]

Tento piiklad je natolik zdlouhavy, Ze se urcité vyplati fesit jej pomoci programu
Derive. Uzivatel se nemusi zabyvat naro¢nosti vypo¢tli a miize se zaméfit na postup pfi

feseni ulohy. Tuto tlohu je moZné fesit i obecné, pak by byla dikazem.

Do paméti naéteme knihovnu funkei (viz. Programovani v Derive), kterou jsme
si vytvofili, a pomoci piitkazu MoZnosti > Nastaveni > Vstup vybereme Velikost pismen
> RozliSovat, co? ocenime pfi feSeni delsich pfikladi, kde se vyskytuje mnoho
proménnych. V algebraickém okné se objevi hladeni (#1) a (#2). Zadame pfimky a, b,
c. Body trojihelnika vypo&teme jako jejich priseciky.

#1: LOAD(G:\vlastni fce.mth)
#2: CaseMode := Sensitive
#3: a:=Xx- 2.y +1

#4: b:=x-6-y - 12

#5: C:=X+ 2y +9
C := (SOLUTIONS([a, b]l, [x, y1))
#6: i I
[ 15 13 ]
#7: C:= |- %
2 4
B := (SOLUTIONS([a, c], [x, ¥1))
#8: &
#9: B [—5, —2]
A := (SOLUTIONS([b, c], [x, y1))
#10: 1

16




15 21
#11: oam)e e

15 21
. 4 ) 8

-5 3
#12: Tr = 15 13
P -
15 21
R

Pro vypodet téZnic budeme potiebovat stfedy stran trojihelnika. Nadefinujeme si
tedy funkci StredUs, kterda nam vypoéte stfed usecky, pokud zadame jeji dva krajni
body.

#13: S_AB := stredUs(A, B)

35 37
#14: S_AB := |- , -

8 16
#15: S_AC := stredUs(A, C)

45 47
#16: S AC = |= , -

8 16
#17: S_BC := stredUs(B, C)

25 2!
#18: S_BC = |- , -

4 8

Té&Znice vypolteme pomoci piikazu FIT, ktery proklada body danou funkeci
pomoci metody nejmensich étvercii. Pokud takto proloZime pfimkou pouze dva body,

JIHOCESKA UNIVERZITA
V CESKYCH BUDEJOVICICH
PEDAGOGICKA FAKULTA
USTREDNI KNIHOVNA 8-
17 Husava 458, 370 08 Ceské Buddjovice




dostaneme pfimku, jdouci pravé témito dvéma body. Tato piimka je pak vyjadiena

pouze pravou ¢asti smérnicového tvaru rovnice pfimky.

#19: t_a := FIT([x, d-x + e], [A, S_BC])
21
#20: t,a = -= —
8
#21: t_b := FIT([x, d-x + e], [B, S_AC])
3. 11
#22: t__b = +
2 2
#23: t_c = FIT([x, d-x + e], [C, S_AB]D)
3.x
#24: e s -1
10
T = (SOLUTIONS([y = t.a, ¥y =t b, ¥y =t c], [x, ¥DD)
#25: 1
65 21
#26: T:= |- , —
12 8
}5

4

2
X

.---/”—/’2
t(c)
=0, *
*ea)
t(b) -4 |
|
-t

Obr.5: Téznice trojuhelniku




Pro vypodet os stran a vySek trojihelnika pouZijeme funkci, kterd vypoclte
obecnou rovnici kolmice k pfimce danym bodem. Pro nasledné pouZiti si takovouto

funkci miizeme naprogramovat (viz. Programovani v Derive).

#27: v_a := KolmiceBodem(a, A)
81
#28: v_a = 2:X +Yy=- ——
8
#29: v_b := KolmiceBodem(b, B)
#30: v_b :=6:x +y = -32
#31: v_c := KolmiceBodem(c, C)
47
#32: V_Ci= 2:X =Y = = —
4
V := (SOLUTIONS([v_a, v_b, v_c], [x, y1))
#33: 1
175 13
#34: T Wy e
32 16

L0

-2

-4

b

Obr.6: Vysky stran trojuhelniku

19




#35: o_a := KolmiceBodem(a, S_BC)
121
#36: 0_a:=2:X+Yy=~- — };
8 |
#37: o_b = KolmiceBodem(b, S_AC) i
587
#38: ob:=6:X+Yy=-—o
16
#39: o_c := KolmiceBodem(c, S_AB)
103 f
#40: 0_Ciz 2eX = Y = = — !
16 l
|
S := (SOLUTIONS([o_a, o_b, o_c], [x, ¥y1)) |
#41: 1 [
345 139
#42: S == |- , -
64 32
o_b
o_a o_C
X
10 52 2 4
12
{_8

Obr.7: Osy stran trojuihelniku
Pfimku proloZenou body 7, V, S si miZzeme vyjadfit a poté vykreslit v grafickém okné
(Obr.8).
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#43: m:= FIT([x, p-x + q], [T, V, SD

2881
#44: m:= - 66X -
8
—
2
v
=10 -8 -6 -4 -2 2
. =3
él/,i&-.
- -4
-
i -6
Obr.8

Graf pfimky prochazejici body 7, V, § (Obr.8) viak nemiiZze byt dostateénym
dikazem, a proto porovname jeji smérovy vektor tvofeny body 7, ¥ a body 7, S.

#5: T -V
5 55
#46: y —
96 16
#47: T - S
5 55
#48: A L
192 52
#49: (T -S)x =T -V
5.X 55.x% 5 55
#50: - . = , —
192 32 96 16
#51: X = =2

Body T, V, S trojuhelniku ABC nalezi ptimce m. Ta je asto nazyvéana Eulerovou
piimkou.
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P¥.4.3.: Pfimka p prochazi body 4, B. Krulmceksedotg’rképi‘ﬁnkypvbodéliami
polomér je 5. Stfedknﬁmceleﬁivpohmvmémﬁmépﬁnkoﬁpam%anmy
soufadné. Uréete rovnici kruZnice .

A[133]

B[5:0]

Na pracovni plochu vloZzime zadani piikladu, vypo¢itame rovnici pfimky p a
rovnici jeji kolmice, pfimky ¢. Pokud pfimka ¢ bude prochazet bodem B, vime, Ze na ni
bude leZet stfed hledané kruZnice.

#1: LOAD(G:\vlastni fce.mth)

#2: A= 11, 3]

#3: B e [5, 0]
#4: p := PrimkaBody(A, B)
#5: p:=3-X + 4.y = 15

#6: pl = 3:x # 4.y = 15

#7: g := KolmiceBodem(pl, B)

#8: q:=4-x - 3y = 20

Nyni jsme na$li pfimku ¢, na které lezi stfed S hledané kruZnice k. Vime, Ze
vzdalenost tohoto stfedu a bodu B je 5. Hledame tedy vSechny body, které maji od bodu
B tuto vzdalenost. MnoZinou téchto bodi je kruZnice /.

2 2
#9: T=(X-5) +y =25

Sttedy hledané kruznice k leZi na priise¢iku pfimky ¢ a kruZnice /.
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S1 := (SOLUTIONS([q, 11, [x, y1))

#10: i |

#11: S1 := [2, -4]
S2 := (SOLUTIONS([q, 11, [x, y1))

#12: 2

#13: S2 := [8, 4]

Tato uloha lze fesSit i elegantnéj$im zplisobem, a to pomoci rovnice kolmice na

pfimku AB, vedené bodem B, zadané v parametrickém tvaru.

U::[(A—B),(B—A)]

#14: 2 1

#15: u:=[3, 4]
#16: b :=B + u-t

#17: b:=[3.-t+5, 4-t]

Podle vzorce pro vzdalenost dvou bodil vytvofime rovnici a vypoéteme parametr
t pro stfed kruznice k. Ten poté dosadime do parametrické rovnice pfimky b, kterd
prochazi bodem B a je kolma na pfimku AB.

2 2

#18: J[(B -b) +(@B -b) ] =5

i 2 2
#19: 5.-]1t] = 5
#20: t=-1vt=1
#21: B + u-(-1)
#22: [2, -4]
#23: S1:=[2, -4]
#24: B + u-l
#25: (8, 4]
#26: S2 := [8, 4]
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Obr.9

Podle Obr.9 je patrné, Ze stfed S hledané kruZnice k je bod §;, nebot’ lezi
v poloroviné ohrani¢ené piimkou 4B a podatkem soustavy soufadné. Nyni miZeme

zapsat rovnici kruZnice £.

#27: k=(x-2) +(y+4) =5

2 2
#28: k:=(Xx-2) +(y+4) =25
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5. VZAJEMNA POLOHA PODPROSTORU

V této kapitole jsem se zaméfila na urcovani vzajemné polohy podprostort.
Hlavni vyhodou vedle algebraického vypoétu je moznost grafického znazornéni danych

podprostorti.

5.1. VZAJEMNA POLOHA PRIMKY A ROVINY

P¥.5.1.1.: Vzijemna poloha pfimky a roviny v prostoru

a) Nejéast&jsim a nejpravdépodobnéjsim piipadem je ten, kdy pfimka ma s rovinou
praveé jeden spole¢ny bod, priise¢ik.

Pro lepsi orientaci zménime nastaveni rezimu rozliSeni velkych a malych pismen
a zapiSeme rovnici pfimky danou bodem P a jejim smérovym vektorem m a rovnici
roviny « zadanou bodem X a jejimi smérovymi vektory » a o. Pro ukdzku definice

piimky jako mnoZiny bodi zavislych na hodnoté parametru zapiseme bod 4.

#1: CaseMode := Sensitive
#2: P:=[1, -4, 3]

#3: m:=[-1, 1, -2]

#4: p:=P+ ms

#5: p:=[1-5, s-4, 3 - 2.5]

#6: A=[1-r,-4+r, 3-2r]

#7: X=1[1, 1, 2]

#8: n:=[3, 1, 1]

#9: o=l 1 2]

#10: o :=X + n.t + o-u

#11: o:=[3-t+u+1, t+u+1, t+ 2:u+ 2]

#12: SOLVE(p = «o, [s, t, ul], Real)
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27 1 21
/o &
10 5 10

#13: s

I
1
!
>
| =
]
|

Pokud vypoéitame parametry pfimky nebo roviny, je snadné dopocitat pouhym
dosazenim daného parametru bod, ve kterém se tyto nadroviny protinaji. Za pomoci
programu Derive lze tento priinik znazornit a s funkci posuvniku ukazat, jak vypada

mnozina bodi tvofici danou pfimku (Obr.10). Zjistime, Ze pravé pro hodnotu parametru

rovnou f—; neboli 2,7 tento bod naleZi také dané roving (Obr.10).

3D -graf 1:1

Pokud na posuvniku nastavime hodnotu 2,7 a spravné nato¢ime graf, je vidét, Ze

bod nalezici pfimce prochazi rovinou (Obr.11).
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D -graf 1:1 HFTE?

z
—~k
o
27 or 27
#14: p=J1- —, — -4, 3 - 2.——
10 10 10
17 13 12
#15: p = - y — y -
10 10 5

Zda tyto dva podprostory maji ¢i nemaji prinik, miZeme zjistit také pomoci
hodnosti matice, kterou utvoiime ze smérovych vektori pfimky a roviny. Abychom
vektory m, n, o, X — P zapsali do sloupcii, transponujeme je, a ty pak spojime do jedné

matice pifikazem APPEND_COLUMNS.

#16: M := APPEND_COLUMNS([m]', [n]', [o0]', [X - P]")

=1 3 1 ¢
¥i7: M := 1 d 1 5
-2 1 2 -1
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Matici M upravime pomoci ptikazu PIVOT tak, aby pod hlavni diagonalou byly
pouze nuly, a pokud bude mit vysledné trojiihelnikova matice stejnou hodnost jako
matice M, miizeme prohlasit, Ze podprostory maji prinik. Tento prinik je pravé jeden

bod.

#18: M1 := PIVOT(M, 1, 1)
7 . e
#19: M1 := 0 4 2 5
0 -5 0 -1

#20: M2 := PIVOT(M1, 2, 2)
-1 3 1 0
0 4 2 5

#21: M2 :=

5 21
o 0 — —
2 4

b) Daldim pfipadem vzajemné polohy pfimky a roviny je ten, kdy je pfimka s danou

rovinou rovnobézna.

ZapiSeme rovnici pfimky danou bodem A a jejim smérovym vektorem u a
rovnici roviny p zadanou bodem B a jejimi smérovymi vektory v a w. Pro nasledné

vykresleni polohy roviny a pfimky v geometrickém okné si obé rovnice vyjadiime

¢iselné.

#: A=[1, -2, 3]
#2: u:= [-4, 1, 3]
#3: B:=[-4, 2, -1]
#4: v:=[1, 0, 1]
#5: w:= [-5, 1, 2]
#06: p:=A+ u-t
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#7: p:=[1-4.t, t-2, 3:-t + 3]

#8: p:=B + ver + w-s
#9: p:=[r-5s-4,s+2, r+2-s-1]
#10: p=p

#11: SOLVE(p = p, [r; s, t], Real)

#12: false

Pro nalezeni spoleéného bodu pfimky p a roviny p musime porovnat jejich
soufadnice. Vysledkem false se rozumi, Ze dana soustava nema feSeni. V naSem pfipadé

vyplyva, Ze pfimka nema s rovinou Zadny spole¢ny bod.

#13: M := APPEND_COLUMNS([ul', [v]', [w]', [B - A]")

2 1o=5 =5
#14: M=| 1 0 1 4
3 1 2 =4
#15: M1 := PIVOT(M, 1, 1)
-4 1 -5 -5
1 i 11
om s sl
#16: M1 := 4 4 4
7 7 31
e e
4 4 4
#17: M2 = PIVOT(M1, 2, 2)
4 i~ -8 -5
1 R |
#18: Bl 0 == A val “Sa
4 4 4
[d: 40 0 =27
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Hodnost matice (prvni tfi sloupce matice M;) a hodnost matice roz§ifené (matice
M) neni totoZna a tedy podle Frobeniovy véty nema soustava rovnic feSeni. Pfimka

musi byt tedy s rovinou rovnobé€Zn4, jak ukaZe nasledujici graf (Obr.12).

EJ 3D graf 11

Obr.12
¢) Posledni mozZnosti vzajemné polohy piimky a roviny je ta, kdy pfimka dané roviné

naleZi.

Zadame rovnici pfimky ¢ bodem 4 a jejim smérovym vektorem u a rovnici

roviny ¢ zadanou bodem B a jejimi smérovymi vektory v a w.

#1: A:=[7,0, -4]

#2: u:=[-4, 1, 3] .
#3: B :=[-4, 2, -1]

#: va=ll; 0, 1]

#5: w:=[-5, 1, 2]

#6: qg:=A+ t-u

#7: q:=[7-4.t, t, 3.t - 4]
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#8: 0 =B + r-v + s.w

#9: g:=[r-5.5s-4, s+ 2, r+ 2-s -1]
#0: q=0

#11: SOLVE(q = o, [r, s, t], Real)

#12: r=t=1AS =15 =2

Pro rovnost rovnic pfimky ¢ a roviny o vysla zéavislost parametri » a sna
parametru ¢. Pokud dosadime do roviny o jeji parametry jako funkce parametru ¢,

miZeme porovnat vzajemnou polohu roviny a pfimky.

#13: r t+1

]

#14: s =t - 2

#5: ol:=[(t+1) -5-(t-2) -4, (t-2)+2, (£t+1) + 2:(t - 2)
= 11

#16: ol := [7 - 4.t, t, 3-t - 4]

#17: SOLVE(q = ol, Real)

#18: true

Po nahrazeni parametri roviny vidime, Ze vy$la stejna rovnice jako zadani

pfimky ¢ a rovina je tedy s pfimkou totoZna pro jakoukoliv hodnotu parametru z.

#19: M := APPEND_COLUMNS([ul', [v]', [w]', [B - A1")

-4 1 -5 -11
#20: M:= EIH Vi
3 4 RS

#21: M1 := PIVOT(M, 1, 1)
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T A =
! 1 3
, IR S S
#22: M1 := 4 4 4
7 7 21
B, vl s gy # e radegli
L 4 4 4
#23: M2 = PIVOT(ML, 2, 2)
4 1 -5 11 ]
1 1 3
#24: 0 e ] el e e i
4 4 4
[ 0 o 0 0

Radky matice M jsou linedrn& zavisle, co? je ditkaz pro nalezeni ptimky g roviné

0. To je zfetelné i z nasledujiciho grafu (Obr.13).

3D -graf 1:1
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5.2. VZAJEMNA POLOHA DVOU PRIMEK

PF.5.2.1.: Vzijemna poloha dvou pfimek v prostoru

a) ruznobézky

ZapiSeme rovnici pfimky p danou bodem 4 a jejim smérovym vektorem u a

rovnici pfimky ¢ zadanou bodem B a jejim smérovym vektorem v.

#1: A=[1, 2, -1]

#2: u:=[2, -2, 2]

#3: 8= [2, -1, 2]

#4: v [3, -5, 5]

#5: p:=A+ t-u

#6: p:=[2-t+1, 2 -2.t, 2-t - 1]
#7: q:=B + s-v

#8: q:=[3s+2, -5s-1, 5.5 + 2]
#9: p=q

#10: SOLVE(p = q, [s, t], Real)

#11: s=-1At=-1

#12: p:=[2-(-1) +1, 2 - 2.(-1), 2-(-1) - 1]

#13: p:=[-1, 4, -3]

Pokud porovname rovnice pfimek p a ¢, vysledkem je jediné feSeni, a to bod,

ktery miizeme pomoci hodnoty parametru jedné z pfimek vy¢islit.

#14: M := APPEND_COLUMNS([ul', [v]', [B - AI")

7 4 S |
#15: Me=] -2 -5 -3
2.5 3
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#16: M1 := PIVOT(M, 1, 1)
z 3 1
#17: ML:=| 0 -2 -2
1 (R R
#18: M2 := PIVOT(M1, 2, 2)
2 3
#19: M2:=]0 -2 =2
0 0 O

Hodnost matice M neni totoZna s hodnosti matice M, a proto jsou vektory
piimek a vektor B — 4 linearne zavislé. Z pohledu na prvni dva sloupce matice M, ktera
je tvofena smérovymi vektory obou pfimek, je zfejmé, Ze vektory ptimek jsou linearné
nezavislé a Ze vektor B — A4 je tedy jejich linearni kombinaci, z ¢ehoz vyplyva, Ze

pfimky jsou riiznob&Zné.

ga 3D-grat 1:1

s
w
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b) mimobé&Zky

Zapi$eme rovnici pfimky p danou bodem A a jejim smérovym vektorem u a

rovnici pfimky ¢ zadanou bodem B a jejim smérovym vektorem v.

#1: A=1[1, 0, -1]

#2: wus=[2, 1, 2]

#3: B = [1, 2 -2]

#4: v :=[3, -5, 5]

#5: p:=A+ t-u

#6: p:=[2t+1, t, 2:t - 1]

#7 : q:=B + s-v

#8: q:=[3-s+1, 2 - 5.5, 5.5 - 2]
#9: B ="q

#10: SOLVE(p = q, [s, t], Real)

#11: false

Z vysledku feSeni rovnosti rovnic pfimek vyplyva, Ze pfimky nemaji Zadny
spoleény bod. Pomoci matic miizeme zjistit, zda jsou tyto pfimky mimobé&Zky nebo
rovnobé&zky.

#12: M := APPEND_COLUMNS([u]', [v]', [B - A]")

2 3.8
#13: M:=]11 -5 2
2 B =l

#14: M1 := PIVOT(M, 1, 1)
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2 3 0]
13
#15: W=l 0 -— &
2
0 |
#16: M2 := PIVOT(M1, 2, 2)
2 3 0
13
) bl 2
#17: M2 := 2
5
0 + S
13

Hodnost matice roz§ifené (matice M;) a hodnost matice (matice M, bez tfetiho
sloupce) neni stejnd. Soustava vyjadiena matici proto podle Frobeniovy véty nema
7adné feSeni, pfimky jsou proto mimobé&Zné, jak znazoriiuje spravné natofeny graf
(Obr.15). Ten miZeme nechat samovolné otacet kolem osy z pomoci tlagitka nebo
Ize klikanim na [<], [=], [1], nato¢it graf do jakékoliv polohy. V3echna tladitka

najdeme v horni ¢asti obrazovky, pokud pracujeme v grafickém okné.

E3 30 giaf 11

Obr.15
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c) rovnobézky

Zadame rovnici pfimky p uréenou bodem 4 a jejim smérovym vektorem u a

rovnici pfimky g uréenou bodem B a jejim smérovym vektorem v.

#1: A= [3, -1, 2]

#2: wus=[1, 1, -1]

#3: B :=[1, 3, -1]

#:  vo= [2,2, -2]

#5: p:=A+ t-u

#6: p:=[t+3, t-1, 2 - t]
#7: q:=B + s-v

#8: q:=[2-s+1, 2.s + 3, - 2.5 - 1]

#9: P =q

#10: SOLVE(p = q, [s, t], Real)

#11: false

Pokud rovnice pfimek zapiSeme do rovnosti, zjistime, Ze jejich prinikem je

prazdna mnoZina a pomoci matic ovéfime zavislosti jejich smérovych vektort.

#12: M := APPEND_COLUMNS([ul", [v]', [B - AI")
o2 a2
#13: M:=| 1 2 4
=] =g - =3
#14: ML = PIVOT(M, 1, 1)
1'2 <2
#15: ML=|0 0 6
0 0 -5
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JiZ z prvnich dvou sloupcii matice M, je zfejma linedrni zavislost sm&rovych

vektorti pfimek, které tyto sloupce tvofi. Pfimky tedy musi byt rovnobézné.

Es 3D-graf 1:1

A\

| D
5
X
-5
-5 s y -5
Obr.16
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5.3. VZAJEMNA POLOHA ROVIN

a) riznobé&Zné

Zapiseme rovnici roviny a danou bodem A4 a jejimi smérovymi vektory w av a
rovnici roviny 8 danou bodem B a jejimi smérovymi vektory w a z. Porovname rovnice

obou rovin.

#: A=[1, -1, 2]

#2: wu:=[1, 3, 1]

#3: wv==[2, 0, 1]

#4: Bw [3, 0, 1]

#5: w:=[3, 2, -1]

#6: z = [-3, 0, 3]

#7: &= A+ r-u+ s-v

#8: o:=[r+2s+1, 3:r-1, r +s + 2]
#9: B =B + t.w + X-2Z

#10: B:i=[-3-x+ 3-t+3, 2-t, 3-x -t + 1]
#11: o =B

#12: SOLVE(x = B, [x, r, s, t], Real)

17~ 13 2+t 1 2+t 1
#13: X - = Al - = — A S - R
27 27 3 3 9 9
13 175t
#14: x = +
27 27
12 17t 13 1t
#15: B = |- 3. - + 3.t + 3, 2-:t, 3 + -t+1
27 27 27 27
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2.(5-% * . 7) 2:(4.-t + 11)
#16: B := e
9 9

Po dosazeni parametru x zavislého na parametru ¢ do rovnice roviny £ zjistime,

Ze prisecikem je pfimka.

#17: M := APPEND_COLUMNS([ul"', [v]', [w]', [B - Al")

.23 2
#18: M=|3 0 2 1
1 2Nkl
#19: M1 := PIVOT(M, 1, 1)
e S
#20: ML:=| 0 -6 -7 -5
g =1 =4 <3
#21: M2 = PIVOT(M1, 2, 2)
F 1 2 3 2 1
0 =6 =7 =5
#22: M2 :=
17 13
0 0 - Z
6 6 |

Podle Frobeniovy véty ma soustava rovnic dand matici M feSeni, protoZze
hodnost matice je rovna hodnosti matice roz$ifené. Miizeme se pfesvéd¢it znazornénim

obou rovin v grafickém okné& (Obr.17).
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B3 3D -graf 1:1

Obr.17

b) rovnobézné

Zadame rovnici roviny o ur¢enou bodem A a jejimi smérovymi vektoryw a v a

rovnici roviny 3 uréenou bodem B a jejimi smérovymi vektory w a z. Porovnanim

rovnic obou rovin zjistime, zda maji né¢jaké spole¢né body.

¥ A= [, =1, 2]

#2: wu=1{1, 3, 1]

#3: v [2, 0, 1]

#4: B:=(3,0,1]

#5: w:=[3, 3, 2]

#6: z &= [1, 9, 2]

#7: o= A+ r-u+ s-v

#8: od:=[r+2s+1, 3:r-1, r +s + 2]
#9: B:=B + t-v + X-2Z
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#10: B:=[x+ 2:t + 3, 9:x, 2:X + t + 1]
#1: a=p
#12: SOLVE(x = B, [x, r, s, t], Real)

#13: false

Roviny a a 8 nemaji Zadny spole¢ny bod, pak tedy musi byt rovnobé&zné.

#14: M := APPEND_COLUMNS([ul', [v]', [w]l', [z]', [B - A]")
Eafe awd. 132
#15: Ms213 0 39 1

1 1 2 & .=l

#16: M1 := PIVOT(M, 1, 1)
i 2 3 1 .2
#17: ML:=|0 -6 -6 6 -5
0 -1 -1 1 -3
#18: M2 := PIVOT(M1, 2, 2)
e ‘2 3 3 2
0 -6 -6 6 -5
#19: M2 :=
13
B 0 90 0 =
6

Jejich rovnobéZnost je dokazana i pomoci matice M. Hodnosti matice a matice
roz§ifené si nejsou rovny, a tudiZ neexistuje feSeni soustavy v matici obsaZené. Pokud
dvé roviny nemaji Zadny spole¢ny bod, musi byt rovnob&Zné, o ¢emZ se miiZeme opét

piesvéd¢it pomoci grafu (Obr.18).
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P¥.5.3.2.: Vz4jemna poloha tfi rovin — svazek rovin

| Zménime nastaveni rezimu rozliSeni velkych a malych pismen a zapiSeme

rovnice rovin. @ dand bodem 4 a smérovymi vektory # a v, 7 dand bodem P a

smérovymi vektory w a z a 0 dana bodem S a smérovymi vektory r a t.

#1: CaseMode := Sensitive

#2: A= |[3, =1, 3]

#3: P:=[3, -2, 0]
#4: S =[0, -2, 3]
#5: dhe= L =05

#6: v=[-1, 2, -1)
#7: w:=[1, -6, 0]
#8: 2w [T, 5, 0]

#9: r = [0, -4, 3]
#0: t:= [0, 3, -1]
#11: o := A + a-u + b-v
#12: a:=[a-b+3, 2.b-1, a-b+ 3]
#13: m:=P + c'w + d-2z

#14: m [c+7.d + 3, - 6-Cc +5.d-2, 0]

#15: G =S + e-r + f-t

#16: g:= [0, - 4-e + 3-f - 2, 3.e - f + 3]

#17: o =MN=0

#18: SOLVE(wx = m =g, [a, b, c, d, e, f], Real)
5.f 3 5.f 3 35.f 43
#9: a - — == — Ab - —=— A C+ = - Ad-
6 2 6 2 141 47
5.-f 14 f
—_—=- Ae- —=-1
141 47 3
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Z porovnani rovnic rovin vyplyva zavislost viech parametri na jednom z nich.
Po dosazeni za parametr e a parametru / do roviny 0 zjistime, Ze priseéik viech tf rovin

je pfimka zavisla na parametru f.

.F
#20: e = -1 + —
5
i fi
#21: o:=10, - 4|-1 + —| +3-F -2, 3:|-1 + —|-F + 3
3 3
5.-f + 6
#22: g:= |0, ————, 0
3

Eaﬁil.l agral 1:1

Obr.19
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IPF.5.3.3.: Vzajemna poloha tf rovin — trs rovin

Zménime nastaveni rezimu rozliSeni velkych a malych pismen a zapiSeme
rovnice. Rovina a dana bodem A a smérovymi vektory u a v, rovina 3 dana bodem B a

smérovymi vektory w a £ a rovina ydana bodem C a smérovymi vektory r a s.

#1: CaseMode := Sensitive
#2: A=[2, 3; -3]
#3: B = [, -3, 2]
#4: C:=[5, 8, 3]

#5: u:= [3, -3, -2]
#6: v == [1, -5, 4]
#7: w:=[2, 1, -1]
#8: t:=[-1, -1, 2]
#9: re=ld, 5 1)
#10: s := [5, -8, 2]
#11: o := A + a-u + b.v

#12: B =B + c-w + d-t
#13: Yy :=C + e-.r + f.s

#14: «:=[3-a+b+2, -3.a-5b+3, -2-a+ 4:-b- 3]

#15: B:i=[2:c-d+1, c-d-3, -c + 2-d + 2]

#16: Yy =[e+5.f+5, 5.e -8F+8, e+ 2.-f+ 3]

#17: o=P8=Y%

#18: SOLVE(x =B =y, [a, b, c, d, e, f], Real)

#19: a=0Ab=1Ac=1Ad=0Ae==-2AF=0
#20: o :=[3:-0+b+2, -3:.0-5b+3, -2:0+ 4.-b- 3]
#21: o:=[3-0+1+2, -3:-0-5.1+ 3, -2.0+ 4.1 - 3]
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| #22: o = [3, -2, 1]

Resenim rovnosti rovin @, 8, y vypoéitame pravé jeden bod. To, Ze viechny tfi
roviny prochazeji jednim bodem lze vykreslit i v grafickém tfirozmémém okné CAS

programu Derive (Obr.20).

B D -graf 1:1
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5.4. VZAJEMNA POLOHA OBECNYCH PODPROSTORU

IPF.5.4.1.: Vzajemna poloha dvou podprostori v Es.|

Vzajemna poloha podprostori v prostoru vét§im neZ tfirozmérném jiZ nelze
znazornit a nelze si ani pfedstavit samotny podprostor vyssiho stupné nez tfi. V tomto
pfipadé se proto musime spoléhat pouze na vypoéty a jejich spravnost si nemiiZzeme

ovéfit pomoci grafického znazornéni, jak tomu bylo v pfedchozich ptipadech.

#1: CaseMode := Sensitive

#2: Aaw [, 3, =1, 8, 2]
#3: u:=1[-4,5,1, 1, -1]
#4: v:=[-1, 3, 3, 2, -3]
#5: T=[=3, 8, 5, =1, =1}
#6: w:= (4, 4, 1, 3, -2]
#7: x = [6, -3, -1, 4, 4]
#8: z:=[2, =2, 7, -4, -2]

#9: E3 := A+ t-u + r.v

#10: E3 := [-r - 4.t + 1, 3:r + 5.t + 3, 3.r+t -1, 2:r + t, = 3-r
t. + 2]

#11: E4 =T + seW + i+:X + j+-2Z

#12: E4 == [6-1 + 2-J + 4.5 - 3, - 3.1 - 2:J+4:s +8, -1 +7:]J+s

+ 5, 4.1 4.5 + 3.s -1, 4.1 - 2.5 - 2.5 - 1]
#13: E3 = E4

#14: SOLVE(E3 = E4, [i, j, r, s, t], Real)

46 291 894 264
#15: 1 ANIN=5= A= NS = AL =
3437 491 3437 3437
557
491
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#16:

#17:

#18:

894 894 894
E3 &= |= - 4.t +1, 3. + 5.t + 3, 3- +t-1,
3437 3437 3437
894 894
2. # X, =8 -t +2
3437 3437
894 557 894 557 894
E3 = |- - 4. + 1, 3. + 5. + 3, 3-
3437 491 3437 491 3437
557 894 557 894 557
+ = 1, 2 + g = s - + 2
491 3437 491 3437 491
[ 13053 32488 3144 5687 293 ]
E3 = i y y ] L]
3437 3437 3437 3437 3437

Prinik podprostori £; a E4 v pétirozmérném prostoru je bod.

#19: M := APPEND_COLUMNS([ul", [v1', [wl', [x1', [z]1', [T - A1)
[ w2t % M
8. '3 . 4 23 =2°' 5§
#20: Wl £ & AYCE 718
1 2 3 4 -4 -1
| =1 =3 27Vig g2y |
#21: M1 := PIVOT(M, 1, 1)
. | 4 6 SR
7 9 1
0. — 9 = - B
4 2 2
11 1 15
P S Tt 5
#22: M1 := 4 2 2
T 11 7
B e M N ml 23
4 2 2
11 5 5
i il Dagll mgpanl B
! 4 2 2
49




#23:

#24:

#25:

#26:

#27:

M2 := PIVOT(M1, 2, 2)

[ -4 -1 4 6 2 -4 .‘
7 9 1l
0 — 9 - — 0
4 2 2
85 46 47
M2 := 0 0 - - 5
i 7 7
0 0 -5 A -4 -2
78 67 1.2
0 0 - — 2
L 74 it 7
M3 := PIVOT(M2, 3, 3)
[ -4 -1 4 6 2 -4
7 9 1
0 — 9 _— e 0
4 2 2
85 46 47
0 0 - 5
M3 = Z 7 7
63 115 69
0 0 0 R
17 17 17
301 378 44
0 0 0
L 85 85 17

M4 := PIVOT(M3, 4, 4)
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& =1 4 6 2 -4 ]
7 9 1
§ e 9 S " 0
4 2 2
85 46 47
6. 0. = = 5
#28: M4 := 7 7 7
63 115 69
0 © 0 3 -
17 17 17
491 97
0 0 0 0
; 45 15 |

Spravnost vypoéti lze ovéfit pomoci porovnani hodnosti matice soustavy
(prvnich pét sloupcii matice M,) a matice soustavy rozsifené (M,). Soustava pfislusna

matici M ma pravé jedno feSeni.
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6. DIFERENCIALNI GEOMETRIE

Zde naleznete piiklad z oblasti diferencidlni geometrie, ktery je vyfeSen velmi
jednoduse, a to diky nabidce akci v algebraickém okné, ktera nam umoZiluje pracovat
bez znalosti pfikazl. Opét jsem vyuZila moZnost grafického znazornéni.

a) Prvni kfivost, kterd popisuje zakfiveni samotné kiivky, lze pomoci programu
Derive jednoduse vypo¢itat podle vzorce :

Derivace jakéhokoliv stupné 1ze vypocitat velmi snadno. Po zvyraznéni funkce,
kterou budeme derivovat, sta¢i z nabidky vybrat Kalkul > Derivace ptipadné v horni
&asti obrazovky kliknout na ikonu [3).

vovat - CASKOIL #H‘. TEMA™IADIPLOMEKANK =

- [ =

Obr.21

V nabidnutém okné (Obr.21) vybereme proménnou, podle které budeme

derivovat, a zvolime fad derivace.

oL




#1: r(t) = |t, :

#2: r () = — r(t)

d )2
#3: r () := [—] r(t)

2
[r'(t) x r' (0]

3
(r'(t) « r(v))

#4: kl :=

3
J6-|t]

4 2 3/2
2:(t +t +1)

#5: K1 :=

Prvni kfivost pro parametr ¢t = / vypoéteme snadno pomoci substituce za ¢. Po
probarveni vyrazu, ktery chceme substituovat, vybereme 2z nabidky mozZnost
Zjednodusit > Substituce proménné piipadné klikneme na ikonu Sugl a v nové otevieném
okné (Obr.22) potvrdime proménnou a zvolime jeji hodnotu.

Subshtuovat za promeénnou v #5

Pokud vybereme OK, funkce se vypiSe a misto proménné vidime dosazenou
hodnotu (#6), pokud chceme vyraz rovnou vypocitat (#7), klikneme na Zjednodusit.
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3
Jo- 11|

4 2 3/2
2.(1 +1 + 1)

#6: k1l

.
n

P2
M7 k1 :

b) Pro vypocet druhé kiivosti popisujici zakfiveni plochy, na které dana kiivka lezi,

pouZijeme vzorec :

d \3
#8: r() = [—J r(t)
dt

r¢e) xr () « r ()
k2 :=

#9: o 2
Ir ()]

#10: k2 :

i
o

Obr.23
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Z vypoltu je zfejmé, Ze zakfiveni plochy, na niZ kfivka lezi, je nulové a tedy, Ze
kfivka leZzi vrovingé, o &emZ se miZeme presvédéit pomoci grafického znazoméni
(Obr.23) kiivky r(t). V programu Derive je mozZné s touto vyobrazenou kiivkou rotovat
a tim je jeji umisténi na plo$e nazornéjsi. Pokud vypo¢itame tii body, které naleZi dané
kfivce, miizeme rovinu vypoditat a zobrazit (Obr.24). Body 4, B, C roviny o jsem

spocitala pro parametr ¢ roven 1, -1, 2.

#1: A= [1, 2, 0]
#12: B :=[-1, 0, 0]
3 3
#13: C:= |2, —, = —
2 2
#14: u:=A - B
#15: v :=A - C
#16: o := A + UW + VeZ
z 3.z
#17: o= | -2z +2W+1, — + 2w + 2,
2 2
ga D -graf 1:1

=10 x|

Z

-

X

Obr.24
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7. GEOMETRIE OBECNEHO TROJUHELNIKA

V této kapitole jsem se zaméfila na interaktivni znazornéni matematickych
teorémi, které plati pro obecné trojuhelniky. V piipadé Feuerbachovy kruZnice jsem

pomoci programu Derive provedla diikaz véty.

P#.7.1.: Simsonova primka
Necht' ABC je trojuhelnik a P je bod kruZnice opsané trojihelniku ABC. Potom paty
kolmic spusténé z bodu P na strany trojiihelnika ABC leZi na jedné pfimce.

Piiklad 1ze ndzorné fesit s vyuZitim funkce posuvniku. Vypoéteme tedy kruznici
opsanou danému trojihelniku, po niz se bude pohybovat bod P v zavislosti na

parametru ¢.

#1: LOAD(G:\vlastni fce.mth)

#2: CaseMode := Sensitive
#3: A:=1[0, 0]
#4: B := [4, 0]
#5: G =i, 13
#6: T:= [A, B, C, Al
2 2 2
#7: ki=(0-m) +({(0-n) =-r
2 2 2
#8: k2=(4-m) +(0-n) =r
2 2 2
#9: k3=@Q-m) + B3 -n =r

#10: SOLVE([k1, k2, k31, [m, n, rl)
#11: Im=2Aan=1Aar=J5, m=2an=1ar=-5]

#12: k= [2 + J5:C0S(t), 1 + J5:-SIN(t)]

#13: P := [2 + J5.C05(t), 1 + /5-SIN(t)]
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Pokud ménime pomoci posuvniku hodnotu parametru, bod P se pohybuje po

kruznici opsané trojuhelniku 4BC (Obr.25).

e 2D -graf 11

Obr.25

Nasledné si vyjadiime paty kolmic X, Y, Zna strany trojuhelniku ABC jako

priseéiky stran a jejich kolmic vedenych z bodu P. Zjistime, Ze tyto body leZi na pfimce

(Obr.26).

#14: p_AB := KolmiceZBodu(P, A, B)

#15: p_AB := [J5.C0S(t) + 2, J5:SIN(t) + 4.q + 1]
#16: p_AC := KolmiceZBodu(P, A, C)

#17: p_AC := [/5.C0S(t) - 3.9 + 2, J5-SIN(t) + q + 1]
#18: p_BC := KolmiceZBodu(P, B, C)

#19: p_BC := [J5-C0S(t) - 3. + 2, J5-SIN(t) - 3.q + 1]
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Obr.26

#20: c := PrimkaBody(A, B)
#21: C:=Y = 0
#22: b := PrimkaBody(A, C)
#23: bi=3.x-y=0
#24: a := PrimkaBody(B, C)
#25: a=x+y=4
#26: SOLVE(SUBST(a, [x, y], p_BC), q, Real)
J5.C0S(t) J5-SIN(t) il
#27: q = + el =
6 6 6
J5-COS(t) J5-SIN(t) - §
#28: X := SUBST| p_BC, q, + - —
6 6 6
#29:
[ J5.C0S(t) J5+SINCL) 5 J5.COS(t) J5+SIN(L) 3 ]
A% - + — - + + —
2 2 2 2 2 2
#30: SOLVE(SUBST(b, [x, yl, p_AC), q, Real)
3./5.C0S(t) J5-SIN(t) 1
#31: q = - + —_—
10 10 2
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#32:

#33:

#34:

#35:

#36:

#37:

#38:

#39:

#40:

#41:

#42:

3../5.C0S(t) J5-SIN(t) 1
Y := SUBST[p_AC. q, 2 + ___]
10 10 2
[ J5.C0S(t) 3./5-SIN(t) 1 3./5.C0S(t)
Y := + i — +
10 10 2 10
9../5.SIN(t) 3 ]
+ —
10 2
SOLVE(SUBST(c, [x, yl, p_AB), g, Real)
J5+-SINCt) 1
q:——__
4 4
J5-SIN(t) 1
Z := SUBST[p_AB, q, - R
4 4
Z = [J5.-C0S(t) + 2, 0]
X ~¥
[ 2./5.C0S(t) 4.[5.SINCt) 4./5.C0S(t)
-— +2|— -~
5 5 5
2.J5-SIN(t) ]
5
X -2
[ J5:C0S(t) J5-SIN(t) 1 J5-C0S(t) J5-SIN(t)
- - + —, - + +
2 2 2 2 2

=

X-Y=Ff.(X-2)
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[ 2.J5.C0S(t) 4./5.SIN(t) 4.[/5.C0S(t)
#43:

- +2'.. e
5 5 5
2+5-SIN(t) ] [ J5.F.C0S(t) J5-F-SIN(t) -
= |- - ey
5 2 2 2
J5-f-C0S(t) J5.F-SIN(t) 3.f
+ +
2 2 2
2-J5-C0S(t) 4.[5.SIN(t) 4.J5.C0S(t)
#44: SOLVE[[ - §F - ”
5 5 5
2+J5.SIN(t) ] [ J5-F-COS(t) J5.F.SINCt) f
= |- — +—|—
5 2 2 2

J5.f.C0S(t) J5-F-SIN(t) 3.f ] ]

, f, Real

2 2 2
4.5.(2-C0S(t) + SIN(t))

#45: f= A'F:—
5.(J5-C0S(t) - J5-SIN(t) - 3)

4+ J5+(COS(L) - 2.SIN(t) + J5)

5.(J5:C0S(t) + J5-SIN(t) - 1)

Po ovéfeni linearni zavislosti vektori X - ¥ a X - Z miZeme libovolnymi dvéma
body proloZit pfimku. Vyhodou programu Derive je také to, Ze se mnohé piikazy

zapisuji ve tvaru, na ktery jsme zvykli z béZné praxe (viz.#42).

#46: p := PrimkaBody(X, Z)
2
5.SINCt) J5:x J5-y J5 5.SIN(t)
#47: p = COS(t)- + = 3 & -
2 2 2 2 2

J5-x J5-y 3.x y 1
+ - Jf5 |<SINC(L) - s s 2B e e
2 2 2 2 2
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Pfi zménach hodnoty ¢ na posuvniku se bod P posouva po kruZnici, méni se
poloha pat kolmic i jejich priise¢ikil se stranami trojihelniku, které vSak stale leZi na
jedné pfimce (Obr.27).

/ p_AB p

Obr.27
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P¥.7.2.: Feuerbachova kruznice deviti bodu:
Na Feuerbachové kruZnici lezi devét vyznamnych bodl trojuhelnika. Jsou to stfedy

stran, paty vySek a stfedy usedek spojujicich vrcholy s priise¢ikem vySek. Proto se ji
také fika kruZnice deviti bodi.

V trojuhelniku ABC, v némz je bod B dan obecné vypoéteme stfedy stran R, S, 7,
paty vysek O, P, Q a stfedy usecéek spojujicich vrcholy s priise¢ikem vysek K, L, M.

#1: CaseMode := Sensitive

#2: LOAD(G:\vlastni fce.mth)

#3: A:=[-1, 0]
#4: B := [e, f]
#: Ce«= [2, 3]

#6: Tr = [A, B, C, &)

-1 0
e f
#7: Tr :=
2073
-1 0
#8: S := StredUs(A, B)
e -1 f
#9: S = y ——
2 2
#10: T := StredUs(C, B)
e + 2 f+3
#11: = '
2 2
#12: R := StredUs(C, A)
1 3
#13: B o
2 2
#14: a := PrimkaBody(B, C)
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#15: a=x-(fF-3) +y:(2-¢e) +3:e-2.F=0
#16: al = x-(f - 3) +y-(2 -¢€) + 3-e - 2.f

#17: b := PrimkaBody(A, C)

#18: b=x-y=-1

#19: bl e=x -y +1

#20: c := PrimkaBody(A, B)

#21: ci=fx-y(e+1) + f=0

#22: cl:=f.x - y-(e+1) + f

#23: wv_a := KolmiceBodem(al, A)

#24: v_a:=x-(e - 2) +y-(f-3) +e=2
#25: v_b := KolmiceBodem(bl, B)

#26: Vbi==x+y-e-f=20

#27: v_c := KolmiceBodem(cl, C)

#28: v_C = X-(e +1) + f.y - 2.e - 3.f = 2

#29: O := Prusecik(a, v_a)

2 2
e + e.(3.f-13) - 2.(f - 3.f - 2)
#30: O: :
2 2
e —4.e+f -6.F+13

3-(e - 2):(e - f + 1)

2 2
e —-4.e+f -6-f + 13

#31: P := Prusecik(b, v_b)
e+ f-1 e+ f+1
#32: P := »
2 2
#33: Q := Prusecik(c, v_c)
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#34:

2 2
2¢ + e (3:Ff+4)-F + 3.F4+ 2 3.F(e+ f+ 1)

2 2 2 2
e + 2.6+ fF +1 e +2:e+fF +1

#35: V := Prusecik(v_b, v_c)

2
2+F+(3 = F) e +e.(f-1) - 2.(f + 1)
#36: V = - f + 2,
e-f+1 e-f+1
1
#37: K=V + —.(A-V)
2
2
f-(3 - f) £ =1 e +e.(f-1) - 2.(f + 1)
#38: K := - -
e -f+1 2 2:(e - f + 1)
1
#39: L=V + —.(B -V)
2
#40:
£f.(3 - ) e - F+ 2 £ (F — 3) e + 3.f = 2
L2 + : +
e-Ff+1 2 e ek 2
1
#41: M=V + —.(C-V)
2
f-.(3 - f) f f-(f - 3) e + 2.F +1
#42: g |l— = +
e -f+1 2 e -f+1 2

Do stfedového tvaru rovnice kruznice (x — m)> + (y — n)* = r, kde m, n jsou
soufadnice stfedu kruZnice a r jeji polomér, dosadime naptiklad stiedy stran
trojuhelnika, ¢imZ vypocitame m, n, r, potiebné k zapsani kruZnice k prochazejici praveé
témito tfemi body. Naslednym dosazenim zbylych S$esti bodi do rovnice této
kruZnice zjistime, jestli tyto body leZi na té samé kruZnici. Dosazeni téchto bodi si

miiZeme usnadnit pomoci volby substituce, kterou najdeme pod polozkou Zjednodusit >
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Substituce proménné... nebo pouhym kliknutim na ikonu v horni ¢asti obrazovky.

V nové otevieném okné zvolime substituovanou proménnou a z grafického okna

pieneseme pomoci klavesy probarvenou hodnotu (Obr.28).

“D SHEG Y BRY (PZoE| s Fd e m g };_r'r[ﬁ;)v,.zqul S

#22: cl::'Fx-—y(e+1)+‘F
#23- vae ol y proménnou v H#E Il
A
o mr Mmll)/(eZ—4e+'F"2—6F+l3)|
#25 v_b = Ko : i
#26: 4
#27: wv_c= Ko iy R
#28: v_ci=xs{e+1) + fry - 2:e = 3.f =2
#29: O := Prusecik(a, v_a)
2 2
B R e -
#30: 0:=|~- '
P Z
e -4die+ f - 6:.F +13
Obr.28
7. 2 2
#43: (x-m) +(y-n) =r
(e -1 32 it 2 2
#44: k_1 := -m it e’ =11} =r
L 2 p L 2
(e + 2 \2 T4+ 3 2 2
#45: Lz s - m + - n =r
\ 2 J \ 2
i 2 3 2 2
#46: k3 :=|—-m| +|— -n| =r
. 2 2
#47: SOLVEC[k 1, k.2, k.31, [m, n, r])
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Resenim priniku kruZnic k;, k», k3 jsou konstanty m, n, r, pti¢emZ hodnotu poloméru r

uvazujeme pouze vétsi neZ nulu.

= ANn= Al=
4i(e~f+1) di(e-f+1)

2 2 2
[ e + 2@ (2-F) - (F+ 1)(F-13) e + 2ve(f+1)-Ff -—afsl
m

4 3 2 2 2 4 3 2 2
J2:oJ(e - 2:e + 2ve o(f - 3:F+3) - 2ves(f +6:F=11) ¢ f - 6:F & 14:F - 6:F + 13) e + 2ve(2=-F) = (F+1)(F=-3)
s M= AN=
di|e - f+ 1 4i(e - f+1)

2 2 4 3 2 2 2 4 3 2
€ + 20 (F+1)-F -4ifs+l J2odle —21a + 208 o(F - 3:F+3) - 2e0lf +6F-11)+F - 6F + 14:F - 6.F 4 13)
APF= -

4:(e - f+1) d:]e - f+1f

2 2 2 2 2
e + 2:e:(2-F) - (fF+21):(F - 3) e + 2ver(f+1)-F -4.Ff+1
k== + |y - =
4.(e - F+ 1) 4.(e - F+ 1)

4 3 2 e 2 4 3 2 2
J2oJle —2ie + 2@ +(f =3:F+3) - 2e0e(f +6:F=11)+ Ff - 6:F + 14.F = 6:F + 13)

4.|le - f+ 1|

Do rovnice kruZnice dosadime zbylych Sest bodil, ¢imZ zjistime, zda tyto body
kruZnici k nalezi.

#50:

2 2 2 2
[[ e + e (3:f-13) - 2.(F - 3.f-2) e + 2ve:(2-F) - (f+1)-(f-3}] [ (e~ 2i(a=-Ff+1)
SOLVE| | - +

4.(e - f+1) 2 2

2 2
e -~die+ f - 6:F 413 e —dies f =-6:F413

2 2 4 3 2 2 2 4 3 2

e +2ue(fF+l)-F -4F+1 J2ofle - 2ie + 2ve (f - 3:F 4+ 3) - 2iai(f +6:F-11) 4 f - 6:F 4 14:F = 6:.F 4+ 13)

= , Real
di(e - f+1) 4.]e - f 41l

#51: true
#52:
2 2 r4 & 2
[[e+f—1 e+2-e-(2-'F)-('F+1)-(‘F-3)] [e+f+1 e+2-e-(f+1)—f—4-f+1]
SOLVE - + -
4.(e - F+ 1) 2 d4.(e - f + 1)

4 3 2 2 2 4 3 2 2

[Jz-J(e -2 + 20 (f -3:F+3)- 2ve(f +6:F-11) + f - 6:F + 14:F - 6.F + 13) i

. Rea
4.]e - f + 1|

#53: true
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#54:

2 2 2 2 2 2 2
[[ 2e +e:(3:F+4) - F +3.F42 e + 2:e:(2-F) - (F+1):(F-3) 3.fi(e+ F+ 1) e + a(fal1)-Ff -afsl
SOLVE| +

b 4:(e - f+1) 4.(e - f+1)

2 2 2 2
e +2ve+f 41 e + 2+ f +1

4 3 2 2 2 4 3 2

J2.J(e - 2:e + 200 o(F - 3:F 3 3) - 2vee(fF +6:F=-11) + f - 6.F + 14.F - 6.F + 13)

, Real
4:]e - £+ 1]

#55: true
#56:
2 2 2 2 2 2
[[F-O—ﬂ ‘F-l] e + 2e:(2-F) - (F+1)(f-3) [e +e(f-1) - 2.(F+ 1) e +2e(f+1)-F -af+1
SOLVE = - . y ]
e-f+1 2 4.(e - f+ 1) 2:(e - f+1) 4:.(e - F+ 1)

4 3 s & 2 4 3 2 2

J2:Je -2 + 2:e (f -3:F 4+ 3)-2e@(Ff +6:F-11)+F -6:F +24:F - 6.F+ 13)

, Real
4:]e - 41|

#57: true
#58:
2 2 2 2
[[{f—(!—?) t—f+2] e oZ-I-(Z-f)-(F‘l)-(f—ﬂ] [[f-(f-a) ¢+3-f-2] e +2sai(fel)-F -4ifs+1
SOLVE + - + . - 3
e~-fa+1 2 4.(e - f+ 1) a-f+1 2 4.(e - F4+1) /
- 3 2 2 2 4 3 2
[Jz.‘!'(. —2ie 4200 s(F =3:Fs3)-2ee(f +6F-11)+Ff -6.F +14.F -6.F+13)}2 1]
. R
4:]e - f+1| =
#59: true
#60:
2 2 2 2 2
[[[Fs(B—F) ¥ J e +2ne-{2-F)—(f+1)-(F-!)] {[f-(F-i) e+2-f+1] e + 2va(fFe1)=-F -4-F41]
o aa—a—— a2l s + + = =
ea=Ff+1 2 4:.(e - f+ 1) e-Ffs+1 2 4:.(e - f+1)
#61: true

Tim, Ze jeden zbodi trojihelnika je zavisly na proménnych e, f, lze pfi
grafickém znazornéni ukazat za pomoci posuvniku, Ze pro kazdy trojihelnik je jeho
devét bodi jinych, ale Ze tyto body stale lezi na kruznici (Obr.29).
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W8 2D-graf 1:1

V programu Derive l1ze provadét také dikazy. Pokud trojuhelnik ABC zadame
obecné, vétu o Feuerbachové kruZnici tak dokaZeme. Diikaz provedu pouze algebraicky,
nebot’ v grafickém okné& neni dostatek mista pro Sest posuvnikii. Postup vypoctu se
nebude ligit. Opét si vyjadfim devét vyznamnych bodil trojihelniku a pomoci tfi z nich
(R, S, T) uré¢im rovnici kruZnice &, kterou tvofi. Poté dosadim body O, P, O, K, L, M do

rovnice kruZnice k a tim zjistim, zda na ni leZi.

#1:  CaseMode := Sensitive
#2: A := [g, h]

(e, f]

(i, il

#5: Tr = [A, B, C, A]

#3: B

#4: G

il

#6: Tr =

#7: S := StredUs(A, B)
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e +4g f+h
#8: S = ¥
2 2
#9: T := StredUs(C, B)
e + 1 f+ 3
#10: T := ’
2 2
#11: R := StredUs(C, A)
g+ 1 h+3
#12: R 3
2 2
#13: a := PrimkaBody(B, C)
#14: a=x-(f-3) +y-(i-e)+ej-"Ffi=20
#15: al = x-(F - j) + y-(i - e) + e:j - f-i
#16: b := PrimkaBody(A, C)
#17: b:=xCh-3)+y(H-9)+9g-j-hi=0
#18: bl := x-(h - j) +y-(G - g) + g-j - h-i
#19: c := PrimkaBody(A, B)
#20: c=X(f-h)+y:(g-e)+e:h-Ffg=0
#21: cl := X'(f - h) + y-(g - e) + e:h - 'F.g
#22: v_a := KolmiceBodem(al, A)
#23: v_a == Xx-(e - i) + y-(f-3j) - e.g - f-h + g-i + h:j =0
#24: v_b := KolmiceBodem(bl, B)
#25: v_b = x-(g -1) +y-(th-3) +e-(i-9g) + F-(-h) =0
#26: v_c := KolmiceBodem(cl, C)
#27: Vo€ = x:(e = g) + y-(f - h) - ei - fj +g:1+hJ=0
#28: 0 := Prusecik(a, v_a)
2 2
e «g+ e (fith=13)=-2:gei=3eCh = 30D + 3:(Ff - Ffulh + 3) + g1 + he3)
#29: 0 := )
2 2 2 2
e - 2w+ F = 2:F]+ 1 + 3
2 2 2
e +j+e(fifg- 1) - g+ D)+ Fh=Fulgei+ 2:heg = 7)) + 3:(ge7 + he3)
2 2 2 2
e -2sei+ F =2F3+1 +3
#30: P := Prusecik(b, v_b)
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2
e-(g-1i) + (h - 3)-(f-(g - i) - g+j + h-i)
#31: P:= ’
2 2 2 2
g -2-g+i+h -2:h3+1 +3

2
e:(g - 1eth-3 + fth-3 + (g-1i)-(g-j - h-1)

2 2 2 2
g -2-g+i+h -2:hjJ+1 +3

#32: Q := Prusecik(c, v_c)

S 2

e +1 - e (fith=3) + 2:ge1 = heth = 7)) + ge(f = foCh + 3) + ged + he3)
#33:. Q := -
2 2 2 2
e -2:eig+f -2.Ffth+g +h

2 2 2
e +h-e(fi(g-1) +h(@+ D))+ Ff 3+ felg -g+1-2:hej) + he(gei + he3)

2 2 2 2
e - 2:e:g+f -2.Fh+g +h

#34: V := Prusecik(v_b, v_c)

2
e(Fi(g- 1) =gh+ig)+ (F = Fithe )+ geieheideth- )

#35. V= |- !
erth - 3) + fu(h =g + g3 = hed
2
e (g- 1) +e(fith-73)-(Cg+ D:(g=-1)+ f(1:3-g:h) + (g- 1):(g-1 + h:7)
erth=-3) + f(1 - g) + g3 - hi
1
#36: K=V + —.(A-V)
2
#37:
K :=

T 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2~
f.lg -2g:1+h -2hi+1 +3)-Fflg -2gi+h -22h-3+9 +3)-Ch+3)+g-h3-2-g-hvi-j+ hj-(h = 2:heg +7 ~

2:(3 - h)e(eCh = 3) + F-(i = @) + g3 = he1) -

2
+5 ) f(@-1) +9:(3 - 2:h) + 1.3
+ "
2:(3 - M)

2 2 2 2l 2 3 2 i 2 2 3 2 2 ~
f-(@-1)(@ -2:9g7+h =2hj+7 +3)-Ffl@g-Cth+3)-3g-icth+3)+g:Ch -h:j+h(@i -3)+3GF +3)) -1~

2
2:(h = 3) (e<Ch=3) + f-(1 - g) +g:3 - h~

3 2 2 2 2 2 2 2 3 2
h —h3g+h(i =3)+3:0 +3)) +h3lg-1)-0g -2:g7+h -2:hj+1i +3) e(g - 1)

*
2.(h - 3)

+
1)

2 2 2 2 2 3 2 2 2
flg -2:g-1+h =2h-3+7 +3)-g - h+giCh+3)+h =2-h:3+h3j =7 -3

2
2.Ch - 3)
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#38: L=V + —.(B-V)

2
#39:
Lo
2 2 2 2 2 2 2 2 2 . ” 5
fo@ -2 +h ~2h3+d +3)-Fflg -2 +h -2hye1 +3)(he3) +geh) - 2eghete) + hedelh = 2003+ ~
2:(3 - h)(e(h = 3) » F.(3 = @) + g3 = hev) .
2
+31) f-(g = 1) = g-h+1.3

e
> —_2
2

2:() = W)

- 2 LI 3 2 3 2 s I
folg-1)lg ~20gr*oh =2he) ey =3 )=Fflg(he)) =-3g rethe)) egelh =h)eh(3r =3)=3:(37 +3)) -~

2
2(h=3) (eCh=3) » (2 - @) + g3 - h~

e g 2 b Sl 2 2 3 2
“h =hgehG =3)+3:0 +3))) +hal@g-1)@ -2:g7+h -2-h3+1 +3) elg-1)

2.(h - j)

-

1)

2 2 2 2
f.(g - 2:g+1 » 2:h = dihe) +1 + 24) Y+ (v = g)(geh = 1:3)

2
2:(h = 3)
i 8
#40: M:=V + —.(C-V)
2

#41:

2 2 2 2 2 2 2 o g 3 . =
folg -2gi+h ~2hj+i +3)-Fflg -2.07+h =2hj+i +3)Ch+3)+9 hj-2ghirjshglh - 2-hjri~

2-(3 - h)-(elh=3) + (i - @) + 95 = hev) #

2
+3) folg - 1) - g-h-1-(h- 2-3)
+
2:(j - h)

2 2 2 z 2 3 2 3 2 2 2 2 3 R
folg-1)(@ -2:g-1+h =2hj+i +3)=Flg (h+3)=3g ie(h+3)+ge(h =h j+rh(3i =3)+3:G7 +3)) -1~

2
2:(h = 3) «(e«(h=3) + (i - @) +g-7 - h~

3 2 2 i 2 2 2 2 2 2
h =hefah(i =3)+3:0 +3)) +hde(g=1)(@g =-2:g7+h =2:hj+i +3) oila =)
+
2:Ch - 3)
1)
2 2 2 2 2 2 2 2
f(g = 2-g:1+h =2h3+71 +3)-gh+gislh+3)+3:(h =2hg=1 +3)
2
2:(h = 3)
2 2 2
#42: (x-m) +(y-n) =r
e+g 2 f+h 2 2
#43: kl1l:=]|]—-nm gl e m———— =T
2 2
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e + 1 2 f+3 2 2

#44: k_2:= -m <+ =n = F
2 2
g+ i 2 h + 3 2 2
M50 k3el—=——— gl sll——=nl =
2 2

#46: SOLVE([k 1, k_2; k31, [m, n, rl)

#47:

2 2 2 2 2 I 2 2 2
ah=3)-2a(flg=-1)-gh+si-D+Ff-LG-h-Fg -h -7 +3)+9-3+2:ag:(J-b-hhis+i —3)

ns= AN

4-(e-(h = 3) + f-(1 = @) +g:3 = he1)

2 2 2 2 2 2 2 2 2
e:(g-1)+e(2fF(h-3)-g +h +1i -3)+f-(G-@)+2-F(-3-9-h) +g -1 +g-(2-h-3 -7 +3)-hi-(h+2-3)

4:(ath=3) « £ (7 =g) +9:5 -~ 1)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 23
Jle - 2vei +F =2:FF+1 +3)Jf(e -2.acg+f =2Fheg +h)flg -2-ge1+h =22hej+1 +3)

Acfeth=3) = £ = @) + g3 = hei|

2 2 2 2 2 2 2 2 2
e Ch-3)-2e(felg-1)-ghricd+Ffe(-N-Flg -h -1 +j)+g T+ 2:g7(j~h) ~he(hej+i =3)

4:(e:(h - j) « (i = @) +g:J - hd)

2 2 2

2 2 2 2
e-@-1)+e@fth-D~-9 +h +1 -jl+f(i-9)+2:F(i.j-g-h)+g

2 2
1+ g (2he3 =1 +3)=haioth + 2.53)

4-(e-Ch = 3) + (3 = @) +g+3 = hev)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Jle - 2eeei +Ff =2:F3+1 +3)J(e =2.egsf =2:Fheg +h)Jlg =2:g:1i*+h =2:hj+i +3)

4-|e<th - 3) + (i - @) + g3 - hei

2 2 2 2 0 2 2 2 2
. [ e(h=-3)-2ee(fifg=-d)-grhariejd) #+ fFeli-h)=-Ffl@ =h =1 +3)+@ 3+ 2975 = h) = hetChej +7 =3)
=X -

4:.(e:(h - j) + f:(i - @) + 93 - h:1)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
e-(g-"+e(2Ffh-3)-g +h +1 =3)+Ff.(1-g)+2.F03-gh)+g 1 +g(2h3F=-1 +3)-histh+2:3)

4:(e-(h = 3) + (1 - @) +9:3 - hei)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2V
Jle - 2-ei+f =2F3+7 +3)J(e -2-e.g+f =2.Fheg +h)Jl@g -2g7+h =2hj+1 +3)

4:|e<th - 3) + f-(i - @) + @3 - heil

#49:

5.

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
e-(h-13)-2-e(fe(@g=-1)=-gh+i:3)+f(3-h)=F(@ =h =1 +3)+g -3+ 2:g:1:(3 = h) - he(h-3 +1 —:)J [D

d.(e(h - 3) + f-(3 - @) + @3 - h1)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
e (g-1)+e(2FfCh-3)-g +h +1 =3)+Ff.(i-g)+2F03-gh)+g 1 +g(2-h3-17 +3)=he1-Ch+2:3)

4.(e-Ch - 3) + f-(1 - g) + g-3 = h-1)

2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 Y2
[J(e -2+ f -2F3+17 +3)Jf(e -2eg+Ff -2-Fhaeg +h)flg -2.g:74h -2:hjed +3)

4.|e<Ch - 3) + f:(i - @) +g-3 - h-1]

#50: true

2

]z
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#51:

S

2 2 - I 2 2 2 )2
e:(th-3)-2e(fe@-1)-gh+i-D+f.G-n)-Ffl@ -h -1 +:i)+n-:i*2-u-\-(3—h)-h-(h-:'+1-J)J [P
- -

4:(eCh-3) + £ - @) +9:3 - he1) 2

2 A 2 2 g3 2
e (g-1)+e@Flh=3)-9 +h +1 ~3)+F (i =g)+2:F01:]~gh)+g 3 +g:(2hed =7 +3 ) = heteth + 2:3)

4:(ecCh - 3) + £ - @) + g3 - hei)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 32
J& -2ei +Ff =263+ +3)fle -2.eg+f -2.fh+g +h)flg -2.gi+h -22hj+1 +3)

4.|eth - 3) + f-(i - @) + g3 - ha

#52: true

#53:

‘IILVE[[Q -
1
2

2 2 2 2 2 2 2 2 R
e (h=3)=-22e(fe(g=1)=gh+ic)) s+ fe(j=h)=Flg =h =1 +3j)+g:j+2egie(i=h)=h(hjei =3)
4 =

4.(e:Ch - 3) + (3 = g) +g-3 - he1) 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
e:fg-1)+e(2FfCh-3)-g +h +1 -3)+f-(i-¢g)+2-F(-3-gh)+g-1+g-(2:hj-1 +j)—h-1-(h1-2-:i)]
4-(eth-3) + -G - @) +9-3 = het)

2 2 2 2 2 2 7 2 2 2 2 2N
J& - 2ei+f =234 +3)f(e -2:eg+f -2.Fh+g +h)fl@ -2:g1+h - 2hj+i +3)

4. |esCh - 3) + £+ (i - @) + g3 - hei
#54: true

#55:

o

2 2 2 2 2 2 2 2 2 )2
e:(th-3)-2e(f-@-i)-gh+i:3)+f -G-hH-F@ -h -1 +3)+g:3+2:9-1-G-h) =-hth-j+i -3) "
4-(erCh - 3) + £-G - @) +9-3 - he1) 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
e -(g=-1)+e(2:fF(h=-3)-9g +h +1 =)+ Ff:.(1-g)+2:F(i:J-gh)+g -1 +g:(2:h-3 -1 +3)=har:(h+ 2:3)
d4:(e<(h = j) + f-(i = @) + g3 = hev)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2\
Je ~2.e7+f =2.F3+17 +3)J(e -2.ecg+f -2.Fh+g +h)Jl@g -2.g:7+h -2hj+i +3)
4-le-th - 3) + f-(i - @) +g-3 - h-i|

#56: true

#57:

o
1
2 2 2

2 2 2 2 2 2 )
eth-3)-2e(fl@g-D-gh+i ) +f(G-MN=Ffl -h =1 +3)+g-J+2g10:G-h=-hChi+i =3) ] [}
v T
2

4-(e-(h = 3) + F:(i = @) + g3 = h1)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
e (g-1)+e(2F(h-3)-9g +h +1 =3)+Ff-(1-@g)+2-F0G-3-gh)+g-1+g(@h3T=-1 +3)-h-(h+23)

4.Ce-h - 3) + F00 = @) + g3 = ho1)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2\
[J’(e ~2ei+ f -2F3+1 +3)J(e - 2.eeg+f -2.Fh+g +h)Jfl@g -2:.g:7+h =22hj+1 +3)
4.|eth - 3) + £ - @) + g3 - hei
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#58: true

#59:

o

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

e (h-3) - 2-e(felg-i) ~gehtici) #F (F-m)=-Fffg -h -7 +3)+0J+2:0:9:( -0 - hsChei+d -3) ] [

+ M -
4.(eCh=-3) + f. (3 = g) +g:3 = hev) 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
e-(g-1)+e(2.F(h-3)-g +h +1 =3)+Ff-(0-9)+2-F0(:3=-9-h)+g <1 +g-(2-h-3 =1 +])~hn\-(hv2-:|)J

4(e-(h-3) + (7 - @) + 93 = hi)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 32
Jle -2.ec1 +f -2.F3+17 +3)J(e -2:eeg+f -2:Fh+g +h)fl@ -2:g:i+h -22he3+7 +3)
4. |es(h = 3) + (i - @) + g3 - hei

#60: true

Vypocitala jsem, Ze na kruZnici klezi vSech devét bodi, ¢imZ jsem vétu o
Feuerbachové kruznici dokazala.
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8. GEOMETRIE KUZELOSECEK

Tato kapitola se zaméfuje na véty platici pro kuzelosecky. Je zde opét vyuZita
funkce posuvniku, diky némuz si ovéfime, Ze dané véty plati pro kuZelosecky obecné.

Tyto pfiklady v8ak nejsou ditkazem, slouZi pouze k znazornéni daného problému.

P¥.8.1.: Pascalova véta
Mg¢éjme na regularni kuZelose&ce dany riizné body 4, B, C, D, E, F. Pak existuje pfimka
m takova, Ze body Pe «ABN—DE, Qe «<BCN—EF, Re ++CD N—FA nani lezi.

Pro nazornou ukazku Pascalovy véty jsem zvolila kuzelosecku a pét bodi, které
dané kuZelose&ce nalezi. Sesty bod kuZelosetky jsem volila v zavislosti na parametru ¢
tak, aby se po ¢asti kuZelosecky pohyboval (Obr.30).

#1: LOAD(G:\vlastni fce.mth)

#2: CaseMode := Sensitive

2 2
#3: k:=9.x - 18:x + 16:y + 64y - 71 =10
f 3./15
#4: A= |0, -2
il g
i 3.3
#5: B:=| -1, - -2
! 2
[ 3.7
#6: G = =2, -2
| 4
#7: D= [1, -5]
#8: E := [5, -2]
2
Bodl='t . 4 2:% $.1215) -8
#9: Fi= |t

4
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Obr.30

Poté jsem vytvofila pifimky prochazejici body 4, B; B, C; C, D; D, E; E, F a F, 4
(Obr.31).

#10: a := PrimkaBody(A, B)
3.J/15 3.3 4.y - 3./15 + 8
#¥11: a = X S = =0
4 2 4

#12: b := PrimkaBody(B, C)
#13: b= 3:x:(J7 + 2:J3) + 4y = - 3.7 - 12./3 - 8
#14: c := PrimkaBody(C, D)
#15: C := X-(J7+4) +4.y=J7_16
#16: d := PrimkaBody(D, E)
#17: d:=3.-x - 4.y = 23
#18: e := PrimkaBody(E, F)

2

Felx = 5)J(= ¢ 4+ 2:% 3 18)

#19: e := + (5 -t)(y+2)=0

4
#20: f := PrimkaBody(F, A)

76




2 .
3staf{~ t 4+ 2+t # 15)-SIGNCE. - 2-t - 15)

il T -
4
2
Folx ~ )ofl=t & 214 18).= 3afi5ex = T 4oy = 3.J15 + 8)
= 0
4
Obr.31
Prusecik(a, d) := (SOLUTIONS([a, d], [x, y1))
#22: 1
#23: P := Prusecik(a, d)
#24:
{ 9.,15 215 2543 40 27:J15 63.5 753 133 ]
P = = - A . - - -
11 =5 | il § 14 44 44 44 44
#25: Q := Prusecik(b, e)
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#26:

2
Sof(-t + 2t +15) - (J7 + 4.3):(t - 5)
q:= ;

2
J(— t + 2t +15) + (J? $ 200t - 5)

2 2
47+ 23 -t #2200 +15) -t (97 + 2103+ 4) + 26(907 + 2003 + 4) + 13507 + 315.f3 4 60

2
2005 = )07 + 280 d(- t + it 15) -t = 3)

#27: R := Prusecik(c, f)

#28:

2 2 2 2 ~
te(3(f5ef(- t + 2t +15) + t - 2.t = 15).SIGN(t - 2.t - 15) - (J7 - 6. /15 - &)+ J(- t + 2.t + 15) + J3.(f3~

2 2
(S = J(= t + 2.t + 1503 (- t + 2.t + 15) + t.(J7 + 4) - 3.15)

2
it - 2430t + 35 - 8.5 - 30.43))

~

2 2 2
3t (7 + 4)of(= t + 20t + 15)WSIGN(E - 20t — 15) + 3o(te(J7 + 4) - J7 + 16)«J(- t + 2+t + 15) — t. (3,105 - &

2
4:(3f(- t + 2t + 15) + t.(J7 + 4) - 3./15)

J7 + 12,15 - 32) + 3./105 — 48. /15

Body P, Q, R jsou prise¢iky danych pfimek.
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#29: m := PrimkaBody(P, Q)

#30:

(3.3 (t (1B /105 - 42.35 - 61./21 - 30-J7 - 63. /15 + 81-/5 - 45./3 - 302) - 90. /105 + 210.35 + 217-/21 + 150./7 + 343. /15 - u:.J:

S + 245.43 + 994) - 4.y.(t.(18.J105 - 42-J35 - 50421 + 113.J7 - 63./15 + 81./5 + 186.43 - 225) - 90./105 + 210-35 + 250./21 - 565-:

J7 + 343. 15 - 441./5 - 910.3 + 1225) - t.(126./105 - 228-35 - 295./21 + 1264.J7 - 315./15 + 603-5 + 2283.,/3 - 1290) + 126./105 =

2 2 &
Wt +2:t+15) + (7 + 2.3). (£ - 500 ((f7 + 2:3)-J(- t + 2.t +15) —

- 2 ~
492,35 - 515..21 + 4520.J7 - 707.J15 + 315.45 + 6755-43 - 2030)-4f(- t + 2.t + 15) + (t - 2.t - 15). (3-x:(7: 105 - 9.35 + 5.421 ~

t-13) ~

- 118./7 - 18. /15 + 42./5 - 181.J3 + 30) - y.(28./105 - 36-435 - 24./21 + 100.J7 - 72./15 + 168./5 + 200./3 - 188) + 253./105 - 693-:

J35 - 957./21 + 1210-J7 - 1098./15 + 1176-,5 + 1895../3 - 4484)

=0

Obr.32

Nakonec jsem body P, Q, R proloZila pfimku m, kterd se méni v zavislosti na
poloze bodu F, aviak stéle pfimkou ziistava (Obr.32).
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Jako kuZelose¢ku jsem vybrala parabolu, na které leZi Sest bodl, z nichz dva

jsou pohyblivé v zavislosti na zméné jejich parametru. Témito body prochézeji teény
k parabole. Podle znéni véty jsem vypocitala priseciky piislusnych tecen a z nich jsem
vytvotila ptimky p, r, w, které se vZdy protinaji v jednom bodé X, bez zavislosti na
poloze dvou bodu B, F, jeZ se po parabole mohou pohybovat (Obr.35).

#1: LOAD(G:\vlastni fce.mth)

#2: CaseMode := Sensitive

#3: ko= [52. s]
#4: A := [0, 0]

[, o
#5: B= lq ,q

#6: C:=[1, -1]

#7 . D := [4, 2]

#8: E:= [4, -2]
2

#9: Fls [t ; t]
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“‘A
100 J—-— 1000
Obr.33
1 |
#10: t_a := ‘X + -0 =vy-0
2
X
#11: T i e
2
1 2
#12: t_b := X + —+q =Y-q
2
2
X q
#13: t_b = — + = q-y
2 2
1
#14: t.cC = X + — =y-(-1)
2
X il
#15: tCi= — + — ==Yy
2 2
1
#1672 td = X + —+4 = y.2
2
X
#17: t.di=—+2=2.y
2
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2 2
X
#19: tei= —+2=-2Yy
2
1 il 2
§20: tF e —X# —ot = Yot
2 2
2
X 1 8
#21: t_f = — + = t.y
2 2
#22: Pl := Prusecik(t_a, t_b)
q
#23: Pl = [0. —-]
2
#24: P2 := Prusecik(t_d, t_e)
#25: P2 := [-4, 0]
#26: p := PrimkaBody(P1, P2)
«X
#27: p = -2:(:y-q =0
2
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#28:

#29:

#30:

#31:

#32:
#33:
#34:

#35:

#36:

#37:

#38:

#39:
#40:

#41:

#42:

Q1

Q2

-
1]

wl

w2

=
i

>
ii

Prusecik(t_b, t_c)

Prusecik(t_e, t_f)

t -2
Q2 := | - 2+%,
2

PrimkaBody(Q1l, Q2)

ra=x-(g-t+1) + 2.y.(q - 2:t) + q-(t + 2) - 2.t =0

Prusecik(t_c, t_d)

Prusecik(t_f,

PrimkaBody (W1,

(SOLUTIONS([p,

X

W2)

w:=Xx(t-1) - 2:.(2:y - t) =0

|

r, wl, [x, y]))
1

4.(t - q) g-(2 = t) ]
¢ = 20t 1) ety = Pnlt = 1))
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10.00

10,0

£

t_b

10.00

-10.00

Obr.35
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P¥.8.3.: KuZelosetku miizeme definovat jako mnoZinu bodd v roving, jejichZz pomér
vzdalenosti od pevné daného bodu je konstanta. Tuto konstantu nazyvame numericka
vystfednost a zna¢ime ji €.

V programu Derive jsem znaila vystfednost pismenem e, protoZze do funkce
posuvniku nelze vkladat pismena fecké abecedy. Po nacteni bali¢ku vlastnich funkci
jsem vyjadfila vystfednost a v grafickém okné jsem pomoci posuvniku ménila jeji
hodnotu.

#1: LOAD(G:\vlastni fce.mth)
#2: d = x =1

#3: F:=[3, 0]
#4: P:= [x, vyl
P - I
#5: = e
VzdBp(P, x - 1)
2 2
Jix =6x+y +9)

#6: = a

Ix - 1]

Pokud e naleZi intervalu (0,1), kuZelosecka je elipsou (Obr.36).
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| =8 2D gial 1:1

Obr.36

Pro e = I se kuzelosecka stava parabolou (Obr.37).

=_= 2D -qgral

Obr.37
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Jestlize e > 1, body kuZelose¢ky tvoii hyperbolu (Obr.38).

== 2D-gral 1:1
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9. ZAVER

PredloZena diplomova prace nepiedstavuje uzavienou problematiku. Jejim
ukolem je, aby spiSe upozomila na moZnosti vyuZiti programu Derive a pfispéla
k moZné inspiraci a zajmu o matematické problémy feSené pomoci CAS.

SnaZila jsem se poukazat na dllezity vyznam grafického znazornéni, které
mnohdy zptisobuji $ir$i porozuméni problému, obzvlasté jedna-li se o graf interaktivni.
U Zakd je takovy typ vyuky oblibenéjsi, coz je pravdépodobné zpisobeno tim, Ze
mohou zapojit vlastni iniciativu, napady a pfedstavivost.

Praktické vyuZiti této diplomové prace miiZe byt ve Skolach nebo pro ty, ktefi by
se chtéli stimto programem bliZze seznamit a pracovat s nim. Pfiklady z né€kterych
kapitol mohou slouZit pro zpestieni vyuky geometrie na stfedni Skole nebo jako

specialni cvieni pro nadané Zaky.
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