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1. Uvod

Jakob Steiner byl Svycarsky matematik (obr. 1). Narodil se 18.3.1796. Cist a
psat se ucil az ve véku 14 let a do Skoly zacal chodit v 18 letech. Pak si zacal
pfivyd¢lavat jako ucitel a pfitom studoval univerzitu v Heidelbergu a Berliné. Pfispival
svymi ¢lanky do matematického deniku Crelle. V roce 1834 byl jmenovan do rady na
syntetickych geometrl, ktery vyfeSil mnoho obtiznych konstrukénich tloh a dokazal

slozité a narocné véty, zabyval se teorii projekce.

Obr. 1 — Jakob Steiner

Uloha, kterou se tato prace bude zabyvat byva oznaGovana jako Steinerova
uloha: nalézt nejkrat$i sit’ usecek, které spojuji » danych bodli v roviné. Snahou
matematikti bylo vyfeSit problém pomoci analytické geometrie. To vSak nevedlo
v obecném piipadé k uspéchu. Ulohu je viak mozno pro vétsinu konkrétnich situaci
resit syntetickym postupem pomoci jednoduchého rysovani a trigonometrickych

vypocta.



Pon¢kud méné presné mizeme tuto tlohu fici takto: v rovinaté krajin€ se naléza
n vesnic a my mame mezi témito vesnicemi vystavit cesty tak, abychom se mohli
z kazdé vesnice po téchto cestach dostat do kterékoli jiné vesnice a ptfitom byla celkova
délka cest nejkratsi.
Pro n = 2 je teSeni trividlni, protoZe spojime obé vesnice piimou cestou (useckou),
v jedné pfimce (napf. tak, jak je ukazano na obr. 2b), cesta bude opét ptima. Podobné
feSeni pravdépodobné udélame i1 pro hodné veliky thel, ktery sviraji pfimé spojnice
vesnic AB a BC (obr. 3). Jestlize se vSak vesnice 4, B, C vyskytuji ve vrcholech
|AB| = 6 km, |BC| = 8 km, |CA| = 8 km. Kdybychom vybudovali sit’ cest podle obr. 4a,
pak bude celkova délka cest s, = |4B| + |BC| = 6 + 8 =14 km. Pokud vSak vybudujeme
cesty s kfizovatkou F uvnitf trojihelniku (obr. 4b — F' se nachéazi na ose usecky AB a ma
od této usecky vzdalenost 4 km) bude jejich celkovéa délka s, = |AF| + |BF] + |CF]
kratSi: pomoci Pythagorovi véty z trojuhelniku AQF, BQOF zjistime |[AF| = |[BF| =
=432 +4% =5 Navic |CF| = 8 —3* —4=3,42. Tedy |AF| + |BF| + |CF| =5+ 5 +
+3,42 = 13,42 km. Z vysledku vidime, Ze vzdalenost s, je kratS$i nez vzdalenost s, .
Nemame vSak zaruceno, Ze zvoleny bod F odpovida nejkratSimu souctu |AF| + |BF]| +
+|CF]. Je tady nutno hledat takovy bod F uvnitf trojahelniku ABC, pro néjz je soucet
|AF| + |BF| + |CF] minimalni. Tento bod se oznacuje jako Fermatiiv bod (Torricelliho
bod, Steinerv bod) a jeho vlastnosti budeme analyzovat v kapitole 3. V dalSich
kapitolach budeme feSit Steinerovu Ulohu pro n = 4 a pro pravidelné n-thelniky.

V kapitole 2 uvedeme nékteré zékladni pojmy potiebné pro dalsi préci.

Obr.2a



E=F

Obr.2b

Obr. 3

Obr.4a



Obr.4b



2. N¢které pojmy z teorie grafii

Zde uvedeme nékteré pojmy z teorie grafii (viz. [5]), jez budou potiebné pro
dalsi ivahy. Protoze vSak budeme fesit ulohu, ktera nepatii pouze do teorie grafii, bude

nutno zavést nékolik novych pojmii.

Graf je usporadana dvojice <U, H> takovych mnozin, ze prvky mnoziny H jsou
neuspoiadané dvojice prvkid mnoZiny U. Prvky mnoZiny U se nazyvaji uzly (u),
zakreslujeme je jako teCky nebo kolecka a znacime je velkymi pismeny latinské
abecedy. Prvky mnoziny H se nazyvaji hrany (h) a jsou to vlastn¢ usecky ¢i oblouky
spojujici jednotlivé dvojice uzla (obr. 5a), kazda hrana je incidentni pravé se dvéma

uzly.

Ohodnoceny graf je takovy graf, ktery obsahuje ¢isla, kterd jsou pfipsana
k hranam a vyjadiuji jejich ptislusnou délku. Souvisly graf je takovy graf, v némz mezi
libovolnymi uzly existuje cesta. Cesta je posloupnost na sebe navazujicich hran.

Ohodnoceny souvisly graf budeme nazyvat sit’.

Cyklus neboli kruznice je souvisly pravidelny graf (obr 5b). Graf, ktery
neobsahuje zadnou kruZnici, se nazyva les. Souvisly les se nazyva strom (obr. 5c).

Stupen uzlu u je poc€et hran stromu incidentnich s uzlem.

Véta 1 Je-li u pocet vSech uzla stromu a 4 pocet vSech jeho hran, pak plati:
h=u-1 (1)
Diitkaz: Pouzijeme metodu matematické indukce, pticemz indukéni proménou bude u,
tj. po€et uzlt. Méa-li strom jeden uzel, pak nema zaddnou hranu, tj. je-liu =1,je h =0a
vztah (1) plati.
Ptedpokladejme, Ze vztah (1) plati pro u = k (k > 1), tj., Ze libovolny strom
s kuzly méa k — 1 hran. Mame-li strom s u = k + [ uzly, pak v ném nutné existuje aspon
jeden uzel stupné jedna (kdyby tomu tak nebylo, pak by bud’ nebyl souvisly, nebo by

obsahoval kruznici). Jestlize tento uzel a jedinou hranu, na niz lezi, vynechame,
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dostaneme strom s # — 1 = k uzly; ten podle induk¢niho piedpokladu mad k—1 =u —2
hran. Pivodni strom s u# uzly mél tady u# — 1 hran. Ovéfili jsme, Ze vztah (1) skutecné

pro kazdy strom plati.

Obr.5a

Obr.5b



Obr.5¢

Pti feSeni Steinerovy ulohy budeme tyto nékteré z uvedenych pojmi uzivat, ale
protoze se nebudeme zabyvat tvahami, které se tykaji pouze grafii, musime si n¢které
pojmy upfesnit. Upfesnéme nejprve text ulohy:

V roviné je dano n bodi, které budeme nazyvat uzly a hleddme sit Gsecek, pro
nichz bychom se mohli dostat z kteréhokoli uzlu do kteréhokoli jiného uzlu. Pfitom ma

byt soucet délek vSech téchto tsecek nejkratsi.

Z ptikladu, ktery jsme uvedli v uvodu vyplyva, Ze tato sit’ bude obsahovat také
»krizovatky*, tzn. body v nichz se stykéa nékolik tsecek, ale které nejsou uzly ve smyslu
nasi dohody. Takovéto kiizovatky budeme nazyvat vidlice a znacit malymi feckymi
pismeny. Uzly a vidlice dohromady budeme oznacovat jako body a usecky dané sité
budeme nazyvat hrany. Délkou hrany rozumime délku ptislusné tsecky. Délka site je

soucet délek vSech jejich hran.
Je ziejmé, Ze hledand sit’ usecek je graf typu strom. Kdyby totiz obsahoval

kruznici (cyklus), mizeme jednu jeji hranu odebrat a tim zkratime celkovou délku sité

aniz bychom porusili podminky ulohy.
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3. Reseni pro n =3
3.1 Fermatav bod

Nejprve budeme uvazovat trojuhelnik, v némz kazdy z vnitinich 0hli ma
velikost mensi nez 120° a hledat bod F uvnitt trojuhelnika tak, aby délka s = |AF]| +

+|BF| + |CF| m¢la minimalni hodnotu.

Takovou ulohou se zabyval jiz Pierre Fermat (1601-1665), ktery poslal
Evangelistu Torricellimu (1608-1647) dopis, v némz piedlozil vySe uvedeny ukol.
Torricelli naSel nékolik riznych feSeni. My rovnéz uvedeme nékolik riznych feseni.
Prvni je povaZzovano za nejznaméjsi a je postaveno na uvaze s otacenim trojuhelniku.
Publikoval jej Joseph Ehrenfried Hofmann (1900-1973) a nezéavisle na ném jej objevil

Tibor Galai. Uvedeme nejprve jeho feseni podle prament [1], [7], [8].
3.2 Hofmannovo feSeni

Vychazime z obrdzku 6, kde v trojuhelniku ABC zvolime libovolny bod X.
Otocenim trojuhelniku AXC kolem bodu 4 o 60° se bod C piemisti do bodu, ktery

ozna¢ime B, a bod X se pfemisti do bodu, ktery oznac¢ime X,. Z konstrukce vidime,
ze trojuhelnik 4 X, X je rovnostranny, |4X] = |4 X,|a |CX]|=|B, X,|. Tak dostaneme
s =|AX] + |BX] + |CX] = |BX] + | X, X| + | X,B,|. Jetedy s = |BXX,B,|, coz je délka
lomené cary |B XX,B,|. Ta je vSak nejkratsi, kdyz neni lomena, tedy kdyZ spojime
body B a B,. Ztoho plyne, Ze pro minimalni délku sit¢ musi lezet bod X = F

(Fermatiiv bod) na Gsecce BB, (viz. obr. 7).
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Pro bod F'plati, Ze thel ZAFB, = 60°, protoZe trojuhelnik 4 /| F' je rovnostranny
a otocenim trojuhelniku AFC zjistime, ze thel ZCFB,= 60° (jde vlastn¢ o uhel, ktery
svird usecka CF s pfimkou, na niZ lezi obraz F,B, usecky CF z otoc¢eni o 60°) a po
seceni téchto thli dostaneme thel ZAFC = 120°. Stejnym zplsobem postupujeme i

pii otoCeni bodu 4 1 B.

Obr. 6

Jelikoz vime, Ze Fermatlv bod musi leZet na Gise¢ce BB, nebo A4, nebo CC, je
konstrukce ztejma. Sestrojime libovolny trojuhelnik 4ABC, poté vné kazdé ze stran 4B,
BC, CA sestrojime rovnostranny trojuhelnik ABC,, A4, BC, AB,C a body 4,,B,,C,
vedeme usecky k protéjSim vrcholim trojuhelniku, tedy k vrcholim 4, B, C. Ptimky
AA,, BB,, CC, se protinaji v jediném bodé¢ F' ( Fermatové bod¢ ).

Plati: |[AF| + |BF| + |CF| =| A4,| = | BB,| = | CC,]
| LZAFB| = | £ BFC| = | £LCFA| = 120°.
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Obr. 7

V dal$ich tivahach budeme uzivat trochu jinou konstrukei, ktera vyuziva toho, ze
uhel CFA ma velikost 120°. VySe uvedenym zpiisobem sestrojime rovnoramenny
trojuhelnik AB,C a opiSeme mu kruznici & (obr. 8). Spojime-li body B a B, useckou,
pak priinik této usecky a kruznice & je bod F.
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Délku usecek BB,, CC,, A4, , které jsou stejn¢ dlouhé a jejich délka je stejna

jako je s,_.. = |AF| + |BF| + |CF], 1ze najit nejen pomoci konstrukci, ale i vypoctem a

min
to pomoci kosinové véty, kterda zni: a’=5b>+c>—2-b-c-cosa. Pro vypodet

pouzijeme oto¢en¢ho trojuhelniku A4 B, C a ptivodniho trojuhelniku ABC (obr. 8).

Obr. 8

Véta 2 Necht CBA,, ACB,, BAC, jsou rovnostranné trojuhelniky wvné& pfipsané
trojuhelniku ABC, jehoz velikosti vnitinich (thli jsou mensi nez 120°. Pak maji usecky
AA,, BB,, CC, i kruznice trojuhelnikim CB4,, ACB,, BAC, opsané, spolecny pravé
jeden bod. Oznacime-li jej F, pak pro libovolny bod X v roviné trojuhelniku je soucet
s(X)=|4x|+|BX|+|CX| ()

minimalni, praveé kdyz X = F.

Véta 3 Minimalni délku vypocitame jako

S = |BBy| = b* +¢* —2-b-c-cos(a +60°). (3)
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3.3 Fyzikalni metody nalezeni Fermatova bodu
3.3.1 Vyuziti rovnovahy sil

Ptedstavme si myslenkovy pokus. Dany trojihelnik narysujeme na vodorovnou
desku a do jeho vrcholll zatlu¢eme tii hiebicky (4, B, C), které propojime gumickou za
pomoci malého ocka (obr. 9). Pokud zanedbame tfeni, ocko se bude posunovat po
gumicce tak dlouho, dokud se neustéli v urCitém bod¢ a to takovém, ve kterém bude

vyslednice sil, které¢ plisobi na gumic¢ku nulovéd a to bude pravé tehdy, kdyZz soucet
kazdych dvou sil bude roven tieti sile a bude mit opany smér (F, +F, = —F,,
F,+F, =-F,, F,+F, =—F,). Gumi¢ka bude mit pro rovnovéaznou polohu celkovou

délku minimalni. Proto se bude ocko nachazet ve Fermatové bod¢. Ve skute¢nosti nelze
tento pokus provést, protoZze guma je z materialu, ktery ma velice velké tfeni. Lze vSak

realizovat jeho analogii pomoci pokusu s mydlovou blanou.

=(

=(

Obr. 9
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3.3.2 Vyuziti mydlovych bublin

Dany trojiihelnik narysujeme na dvé¢ prithledné plastikové desky stejné velikosti
a vrcholy tohoto trojuhelniku provrtdme dirky tak, aby byly na obou deskach zrcadlové
stejné a tvorili ndm dany trojuhelnik. Dale si pfipravime tfi stejné dlouhé a tlusté dratky
jejichz konce zten¢ime. Desky dame proti sobé a mezi né¢ vlozime dratky, které
provlékneme jednotlivé kazdym z otvori a za deskou udélame ocko, aby dratek
nevypadl. Takto ptipraveny model vlozime do nadoby s mydlovou vodou. Po vyjmuti
se nam mezi dratky vytvoii mydlova blana, kterd se snazi mit co nejmensi plochu,

vytvaii nejkratsi sit’ (obr. 10 — 11). Timto feSenim se zabyval 1 Courat [2].

Obr. 10
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Obr. 11

3.3.3 Vyuziti principu minimalni energie

Kazda soustava se snazi dosdhnout stav minimdalni potencialni energie.
Potencialni energii maji télesa, ktera jsou v silovych polich jinych téles. K jejimu uréeni
je vzdy nutné zvolit nulovou hladinu potencialni energie (vétSinou volime povrch
Zem¢). Velikost potencidlni energie se rovnd mechanické praci, kterd je na téleso
vykonana pfi zvedani, pficemz nulova hodnota potencialni energie je kladena na povrch
zdroje gravita¢niho pole. Hodnota potencialni energie je uréena vztahem

E,=m-g-h. 4)

Timto principem hledal nejkratsi sitt Hejny ve své publikaci [3]. Opét si
pfedstavme mySlenkovy pokus. Dany trojihelnik narysujeme na vodorovnou desku a
do jeho vrcholll udélame tii otvory, kterymi protdhneme provazky o délce / a svazeme

je dohromady na vrchu desky. Pod deskou na konce provazkt zavésime tfi stejné tézka

zéavazi o hmotnosti m (obr. 12). Pokud tfeni o desku zanedbavame, na vlakno ptisobi tti

stejné velké sily F’l , F'z, F'3 s nulovou vyslednici, kterd bude nulova pravé tehdy, kdyz
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soucet kazdych dvou sil bude roven tfeti sile a bude mit opacny smér (E + ﬁz = —]33,

ﬁz +ﬁ3 =-F, F} +]3l :—ﬁz ). Kazdé zavazi se snazi dosdhnout co nejmensi
potencidlni energie i1 celkovd potenciondlni energie musi byt minimélni (£ =
E, +E,+E;). Zavazi klesaji dokud se neustali. Energii vypofteme vyndsobenim
hmotnosti zdvazi m, vzdalenosti zavazi od zem¢ h a gravitatni konstanty g
(E,=m-g-h, E,=m-g-h,, E, =m-g-h;). Vzdalenost zavazi od zem¢ vypocteme
tak, ze od celkové vysky desky od zemé& A, odecteme délku provazku /, ktery jeSté
zkratime o délku, ktera je nad deskou x, y, z tj. délka provazku od otvoru po jejich
spojeni (h, =h, —(I—x), h, =h,—(—x), h, =h, —(I—x)). Po dosazeni dostaneme
E=m-gh-(-x)]+m-g[h-(-y)] + m-g-[hy—(I-2)], dale upravime
E=m-g- [3 hy—=3-1+ (x +y+ z)] ProtoZe hmotnost zavazi m, gravitacni konstanta g,
vzdéalenost desky od zemé& A, a délka provazku / jsou konstantni, zavisi celkova

potenciondlni energie na délce provazki nad deskou x+y+z. TudiZ potencidlni energie

bude minimalni, pokud bude minimalni délka x+y+z.

Obr. 12

20



3.4 Vyuziti Ptolemaiovy nerovnosti

Terminem Ptolemaiova nerovnost [4] se oznaduje nasledujici tvrzeni:
Véta 4 Pro kazdé ctyti body 4, B, C, D v roviné plati:
|4B|-|CD| +|BC|-|4D| > |4C|-|BD|. (5)
Pfitom rovnost
|4B|-|CD|+|BC|-|AD| =|4C|-|BD| (6)
nastane pravé tehdy, kdyZ tyto &tyfi body leZi v abecednim usporadani na kruznici nebo

na pfimce.

Toto tvrzeni mizeme uplatnit pfi zkouméni vlastnosti trojihelniku, ponévadz
dasledkem je tvrzeni:

Véta S5 Pro libovolny trojuhelnik ABC a bod X v rovin¢ trojuhelniku plati:
b-|BX|+c-|CX|2 a-|AX]|. (7)
Pficemz rovnost nastane, pravé kdyz se bod X nachédzi na tom oblouku BC kruZnice

opsan¢ trojuhelniku ABC, ktery neobsahuje bod 4.

Zvolime-li za libovolny trojihelnik rovnostranny, disledkem véty 4 je tvrzeni:
Véta 6 Necht ABC je rovnostranny trojuhelnik a X libovolny bod v roviné
trojuhelniku. Pak plati:

|BX|+|CX|>|4X]. (8)
Pfi¢emz rovnost nastane, pravé kdyz se bod X nachadzi na tom oblouku BC kruznice

opsané trojuhelniku ABC, ktery neobsahuje bod 4.

Prave toto posledni tvrzeni vyuzijeme pro ditkaz véty 2 (ze str. 16).
Duikaz: Jsou-li X, Y dva body trojuhelniku 4BC, pak sectenim trojuhelnikovych

nerovnosti |AX| S|AY|+|XY CX| S|CY|+|XY

BX| <|BY|+|XY| a

, které plati pro

trojice bodl (4, X, Y), (B, X, Y) a (C, X, Y) dostaneme
|AX|+|BX|+|CX]| =|AY|+|BY|+|CY|+3|xY].
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Odtud je ziejmé, Ze rovnost
| AX|+|BX]|+|CX| =|AY|+|BY| +|CY| = s(X),,;,
nastava prave tehdy, kdyz ¥ = X. Existuje tedy nejvyse jeden bod X pro ktery ma soucet

(2) minimalni hodnotu.

Sestrojime nyni nad stranou 4B rovnostranny trojuhelnik ABC, tak, aby bod C,
lezel v poloroviné opaéné k poloroviné ABC. Prusecik usecky CC, s krat§im obloukem
AB kruznice opsané trojuhelniku ABC, ozna¢me F (obr. 13 — z podminek véty a

konstrukce bodu C, plyne, Ze usecka oblouk protina).
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Necht” X je libovolny bod dané roviny. Aplikaci véty 6 na trojihelnik ABC,
zjistime |4X|+|BX|2|C,X|. Odtud, pouZijeme-li navic trojithelnikovou nerovnost pro
body C, X, C,, dostdvame

s(x) =|4x|+|BX|+|cx]| 2 |C, X|+|cx]| = |CC||

Je tedy vzdy s(X)2|CC,

, pfitom rovnost nastane pravé tehdy, kdyz bod X lezi
na kruznici opsané trojuhelniku ABC, a soucasné na usecce CC,, tedy v bod¢ F.
Obdobnym postupem pro trojuhelniky 4,BC a AB,C zjistime, Ze plati

s(X)= |44 a s(x)=|BB,

, pfi¢emZ v prvnim ze vztaht plati rovnost, pravé kdyzZ bod
X lezi v priseciku Usecky 4 4, s krat§im obloukem BC kruZnice trojuhelniku opsané.
V druhém ze vztahti nastane rovnost jen tehdy kdyz bod X je prisecikem usecky B B,
s krat§im obloukem AC kruznice trojihelniku opsané. Maji-li platit vSechny tii odhady
hodnoty S(X ) soucasng, pfi¢emz minimum nastava pro jediny bod X v roving, je timto
véta 2 dokazéana. Navic jsme zjistili

s(X ) =44, =|BB| =|CC}|.

3.5 Nalezeni minimadlni sité pro trojihelnik s thlem vétSim nez 120°

Véta 7 Je-li D vnitni bod trojuhelnika ABC, pak

|4C|+|BC| > |4D|+|BD|
Diikaz: Ozna¢me E priisesik polopiimky AD se stranou BC (obr. 14). Trojihelnikovou
nerovnost |AC|+|EC| > |4E| pro trojihelnik ACE upravime pfidtenim vyrazu |BE]|
k jejim ob&ma strandm na tvar

|AC|+|BC| > |AE| +|BE]| 9)
Podobné nerovnost |DE|+|BE| > [BD| pro trojuhelnik DBE upravime pfitenim |AD)|
na tvar

|AE|+|BE| > |AD|+|BD|

a po dosazeni do (9) jiz dostaneme dokazovanou nerovnost |AC| + |BC| > |AD| + |BD| .
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Obr. 14

Véta 8 Ma-li néktery z uhli trojuhelniku ABC velikost vétsi nez 120°, je bod X totozny
s vrcholem tohoto uhlu. Jsou-li body 4, B, C kolinearni, je bodem X ten z nich, ktery

lezi mezi druhymi dvéma.

Diitkaz: Ptedpokladejme, ze ABC je trojuhelnik s ithlem pfi vrcholu C vétSim nez 120° a
oznaéme M a N vnitiky kruht s hraniénimi kruznicemi m(A, |AC|) a #(B, |BC)).
Predpokladejme, Ze bod X lezi vné Gtvaru N (obr. 15). Pak pomoci zifejmé podminky
|BX | > |BC| a trojuhelnikové nerovnosti |AX |+|BX | > |AC| plyne

|4X|+|BX|+|CX|>|AC|+|BC

) (10)
pficemz rovnost nastane, praveé kdyz X = C. Stejn¢ tak plati lezi-li bod X vné utvaru M.
Piedpokladejme, ze se bod X nachazi v praniku Gtvaru, M a N a vné trojihelniku
ABC zvolme bod D tak, aby trojihelnik ACD byl rovnostranny (obr. 16). Podle véty 6
plati |AX | +|CX | > |DX | a podle véty 7 pro trojihelnik BDX a jeho vnitini bod C plati

|BX|+|DX| > |BC|+|DC]. Z toho plyne

| 4X|+|BX]|+|CX| > |AC|+|BC].
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Obr. 15

Obr. 16
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4. Vlastnosti nejkratsi sité

Ukazeme nejprve, ze plati:
Véta 9 Z kazdé vidlice nejkratsi sit€ vychéazeji pravé tii Gsecky, z nichz kazdé dvé

sviraji thel 120°.

Ditkaz: Kdyby vychazely z vidlice a jen dvé usecky, které naptiklad na obrazku 17
spoji a s body X, f, zkratili bychom sit’ pfimou spojnici( tseckou) Xp.

Kdyby dale nckteré dvé usecky z vidlice a sviraly thel mensi nez 120° (obr. 18),
zkratili bychom sit’ zavedenim vidlice ¢ ve Fermatoveé bod¢ F a ndhradu hran Xo a Ya
hranami gpa, pA4, ¢B.

Plati:

[eal +lpA| +|pB| < |ad| +|aB].

Obr. 17
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Obr. 18

Vychazeji-li tedy z vidlice a alespont tii usecky, kazdé dvé z nich sviraji tihel
vetsi nebo roven 120°. Kdyby vSak néktery z téchto (aspon tii) thli byl vétsi nez 120°,
bude soucet vSech uhli vétsi nez 3 - 120° = 360° a to neni mozné. Proto z vidlice a

vychdazeji pravé tii Gsecky a kazdé dve z nich sviraji thel 120°.

Z predchazejicich uvah plynou tyto vlastnosti nejkratsi sité:

a) Z kazdého uzlu vychazi jedna, dvé nebo tii Gsecky.

b) Jestlize z uzlu nejkratsi sit€ vychdzi dve Gsecky, je tthel mezi nimi vétsi nebo roven
120°.

c) lJestlize vychazi tfi, je thel mezi kazdymi dvéma z nich roven 120°.

d) Z kazdé vidlice vychazi prave tii tseCky a kazdé dvé z téchto usecek sviraji thel
120°.

e) Zadné usecky nejkrat$i sité netvoii uzavienou &aru. Kdyby ano, mohla by se

nektera z nich vynechat a celkova délka sité se tim zkrati.
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f) Nejkratsi sit’ je tedy graf typu strom. Oznacime-li n pocet vSech jeho bodu (uzll a
vidlic, u pocet vSech uzli (danych bodi, které¢ spojujeme) a v pocet vSech vidlic,
pak plati n = v + u a podle véty 1 je pocet vSech usecek (hran grafu) ddn vztahem

h=n-1=v+tu-1 (11)

g) Odhad poctu vidlic

Vime, ze h = v + u — 1. Pocet tsecek mizeme vyjadfit i jinym zplsobem.
Z kazdé vidlice vychazi pravé tii usecky, z kazdého uzlu alespoii jedna usecka, takze

pocet usecek je

h> 3-v+u
2
Z téchto vzorcli miizeme vyjadrit
v+u—12 3vtu
2
Odtud plyne
v<u-—2 (12)

h) Pfesnéjsi vztah pro pocet vidlic

Pismenem wu, ozna¢ime pocty uzld, znichz vychazi pravé jedna usecka,
pismenem u, pocty uzll, z nichZ vychazi pravé dvé tsecky a pismenem u, pocty uzli,
z nichz vychdzi pravé tfi tisecky. Pak je pocet vSech usecek sité¢ dan vztahem

u, +2-u, +3-u; +3-v
2

h=

Porovnanim se vztahem (1) dostavame:

u, +2-uy +3-u; +3-v
2

u, +u, +u, +v-1=

Odtud po upravé dostaneme

v=u, —u; —2 (13)
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II.

I1I.

IV.

. Algoritmicky postup pii obecném tfeSeni ulohy

Nejprve zjistime, kolik mtize byt vidlic a které uzly jsou ptfimo spojeny tiseCkami.
Nakreslime schémata siti, ktera pfichazeji v avahu. Musi jich byt kone¢ny pocet,
protoze vidlic je nejvyse (n — 2).

Dale vysetfujeme jednotlivé typy grafii postupnym zjednodusovanim. Dodrzujeme

tyto algoritmy:

a) jsou-li nékteré dva uzly pfimo spojeny, ziskdme odstranénim ptislusné tsecky
2 sit¢ s menSim poctem uzld. Tim tlohu pfevedeme na vyfeSeni dvou
jednodussich ptipadi.

b) po duisledném provedeni a) feSime jen takové sité, vnichz kazda usecka
vychazejici z uzlu sméfuje do vidlice. ProtoZze je mnoZstvi vidlic mensi nez
pocet uzll, musi aspon ze dvou uzld vést tsecky do téze vidlice. Tyto uzly
oznacime 4, B (obr. 19).

Je ziejmé, Ze vidlice o musi byt Fermatovym bodem v trojuhelniku ABf. Sestrojime

nad AB rovnostranny trojuhelnik 4B O, . V nejkratsi siti musi « lezet na Gsecce O,
a zéroven |[Aa| + |Ba| + |off| = | O, fl. Mlzeme tedy nahradit usecky Aa, Be, off
jedinou useckou O, f. Tim jsme ovSem uzly 4, B nahradili jedinym uzlem O,.

Pocet uzll jsme tedy zmensili o jednu a pocet vidlic se rovnéz zmensil o jednu.

Postup opakujeme az postupné nalezneme polohu vSech vidlic zpétnou konstrukei.

B

Obr. 19
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6. Reseni pro konvexni ¢tyfuhelnik

Jsou-li 4 uzly ve vrcholech ctyfuhelniku, nedostane se zaddna cast minimalni sité
za hranice tohoto ¢tverce. Odsud vyplyva, ze z kazdého uzlu vychazi pravé 1 tsecka.
Kdyby totiz z n€kterého vychazely alespon 2, byl by uhel mezi nimi nejvys 90° a graf
by nemél minimalni celkovou délku. Podle vztahu (13) plati v=u, —u; —2 =2, tedy
graf ma 2 vidlice. Resime dva problémy a to jak sestrojime a, f (Fermatovy body) a
dale zjistime, ze lze sestrojit dvé sit€¢ a musime fesit otazku, kterd z nich je minimalni.

Timto se zabyval Abakumov ve svém ¢lanku [1].

Nad useckami AB, CD sestrojime rovnostranné trojuhelniky ABO,, CDO,.
Témto trojuhelnikiim opiSeme kruznice £k, k, a spojime O, a O,. Priseciky kruznic
k., k, a ptimky O, O, jsou body a, S. f je Fermativ bod v trojuhelniku ABa, o je
Fermativ bod v trojihelniku CDp (Obr. 20). Délka sité je

|da|+|aD| +|ap|+|Bp| +|BC

: (14)
po tpravé dostaneme |Aa|+|aD|+ || +|BA|+|BC|+|aB|—|ap|. Soutet délek
|Aa|+|aD|+|ep| je roven délce piimky |O,a| a soucet délek |BS|+|BC|+|af| je
roven délce piimky |0,4|. Odtud dostaneme |O,a|+|0,f|-|af|=(0,0,|. Tentyz

postup udélame nad useckami AD, BC (Obr. 21). Porovname délku obou siti a tu kratsi

povazujeme za spravné feseni.

Obr. 21
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Obr. 20

Dalsi moznosti nalezeni feSeni tohoto problému je metodou vyuziti mydlovych

bublin (obr. 22- 23), jak jsme uvadéli u feSeni pro trojuhelnik viz. kapitola 3 na str. 18.
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Obr. 22

Obr. 23
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Pro obecné ctytuhelniky nelze vypocitat, kterd varianta ma nejkrat$i sit),

muzeme ji urit pouze narysovanim.

Vypocitat délku nejkratsi sit¢ mizeme u zvlastniho ptipadu, kterym je obdélnik,

u n¢hoz porovname jeho strany a, b a vypocteme pomoci vysky v trojuhelniku (obr.

24). Je-li s, = ‘a+b-\/§‘ as,= ‘b+a~\/§‘ a pfepokladame, ze s, < s,, pak

‘a+b-\/§‘ < ‘b+a-\/§‘.
Vyraz vytkneme
a-(1-3) < b-(1-3)
a po uprave dostaneme
a>b.

Z toho plyne: je-li a vétsi nez b je délka nejkratSi sit¢ s,, tedy vypoclitdme ji

Vztahem‘a +b-\/§‘ )

Dalsim zvlastnim pfipadem je kosoctverec s uhly 60° a 120°. Postup konstrukce
je stejny jako u komplexniho ¢tyfuhelniku. Vime, ze délka nejkratsi sité je podle vztahu

(14) stejna jako délka usecky KL (obr. 25) a pro vypocet pouzijeme Pythagorovu vétu .

Je-li |KM| :3-(%-\6} a |ML| = %,pak KL| = 1/3-%-\/§+% = Ja.B-3+1).

Timto pfipadem se zabyval i Courant ve své knize [2], ten ovSem feSil tento
problém trochu jinak. Postupoval tak, Ze rozd¢lil tento kosoctverec na dva rovnostranné
trojuhelniky ABD a BCD (obr. 26). Poté v trojuhelniku 4BD hledal Fermattv bod a
v trojuhelniku BCD spojil pouze body Ca D. Tim délku nejkratsi sité urcil jako
|AF| + |BF| + |DF| + |DC|. Nahradime-li v8ak délku vzdalenosti |AF| + |BF| + |DF]

useckou |DK]|, dostaneme |DK| + |DC| a po dosazeni do tohoto vztahu ndm vychazi
délka sits s =2 [g 3 j +a = a-(1++/3). Jasng vidime, 7e délka této sité je del nez

délka usecky |ML|, tudiZ se nejedna o nejkratsi sit’. Zavéry Couranta tim byly chybné.
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Obr. 25
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Obr. 26
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7. Reseni pro pravidelné n-tthelniky
7.1 Rovnostranny trojuhelnik

Rovnostranny trojuhelnik je specialni piipad, pro ktery plati stejna pravidla pro
hledani nejkratsi sité. Postupujeme stejn¢ jako u obecného trojuhelniku. Muzeme
provést konstrukci nebo pouzit kosinovou vétu pro vypocet nejkratsi sité. Také vSak lze
vyuzit vlastnosti tohoto trojihelniku a pouzit pro vypocet vétu o vySce v rovnostranném

trojuhelniku.

Priklad:

Hledame nejkratsi sit’ rovnostranného trojuhelniku o délce strany a (obr. 27).

Obr. 27

Reseni pomoci kosinové véty:

Smin

:|jBBl|:\/l)2 +¢?=2-b-c-cos(a +60°)

Uhel zname, protoze vime, ze v rovnostranném trojuhelniku jsou vSechny uhly stejné a

jsou rovny 60°.

s = \/a2 +a’ —2-a-a-cos(60°+60°)
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Po tpravé dostaneme

Smin = a~\/§,

ResSeni pomoci véty o vySce:

Sin =|BBI|=2.[%-\/EJ = a3

7.2 Ctverec

Ctverec je specialni piipad &tyfuhelniku, pro ktery plati stejnd pravidla pro
hledani nejkratsi sité¢. Mizeme provést konstrukci nebo vypocitat pomoci véty o vySce

v trojuhelniku.

Priklad:

Hledame nejkratsi sit’ ¢tverce o délce strany a (obr. 28).

Obr. 28

Reseni:

min

Po upravé

I
1N

—
+
&

S —

S

min
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7.3 Pravidelny pétitthelnik

Uhly jsou mensi nez 120° a z kazdého vrcholu vychézi pravé jedna usecka a
podle vztahu (13) vypocteme v=u, —u, —2= 3. Vvahu pfichdzi jedind varianta

feSeni (obr. 29).

Obr. 29

Uvazujeme-li pravidelny pétiuhelnik ABCDE, sestrojime nad use¢kami AE, BC

(obr. 30) rovnostranné trojuhelniky EAO,, BCO,. Témto trojuhelnikim opiSeme
kruznice k,, k,. Pod usec¢kou O, O, sestrojime opét rovnostranny trojuhelnik
0, O, O,. Tomuto trojthelniku opiSeme kruznici k; a spojime O, a D. Prisecik
kruZznice k; a pfimky O,D je bod yx. Poté spojime body y a O,, y a O,. Prisecik
kruznice k, a pfimky O, x je bod a. Prisecik kruznice k, a ptfimky O, y je bod .
Délka sité je

|da|+|aE| +|ax|+|BB|+|AC| +|Bx| +| D). (15)
Soucet délek |Aa|+|aE|+|a;(| je roven délce pfimky |O,y| a soucet délek
|B;(|+|,BC|+|ﬂ;(| je roven délce ptimky |O,y|. Odtud dostaneme soucet délek

|01;(|+|02;(|+|;(D

, které jsou rovny délce piimky |03D|. Dal$i moznosti vzniknou

pouze otocenim.
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Obr. 30
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7.4 Pravidelny Sestitthelnik

V pravidelném 6-thelniku sviraji kazd¢ dvé strany 120°. Proto podle bodu h) na
str. 28 nevznikne zadna vidlice. Re$eni je na obrazku 31. Stejné feseni bude pro kazdy
sedmiuhelnik.

pravidelny n-uhelnik, kde n > 6. Na obrazku 32 si ukdZzeme feSeni pro pravidelny

fox ¥
F L
A B
Obr. 31
F Fy
[ D
A «
B
Obr. 32
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