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Anotace

Cilem prace je vytudt u¢ebni poniicku pouzitelnou pro studentyquimeétu Algebra
lll na pedagogické fakuitv Ceskych Budjovicich.

Obsahem tohotoipdmetu je zopakovani zékladnich znalosti v oblastitelnosti,

.....

matematickych &t.

M¢l by poskytnout zejména studént kombinovaného studia dost&té mnozstvi

latky slouzici k pochopeni, osvojeni a préevii studované problematiky.

Annotation

The aim of this work is to create a teaching aitable for students of the
Algebra 1l subject at the Pedagogical Faculty leé tJniversity of South Bohemia in

Ceské Budjovice.

The content of this subject is focused on repeatiegbasic knowledges in the area
of divisibility, prime numbers and finding morefeftive calculation methods with the

help of several important mathematical sentences.

The subject should provide primarily students ohboed studies with sufficient

knowledge to be able to understand, master andigedbe studied area.
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Uvod

Zxcatek této bakaldké prace je z&mn¢ porgkud pozvolgjsi. V celé prvni
kapitole se ¥nuji ¢islam, jejich zvlasStnostem a zakonitostem, které naftsivou
unikaji. Jejich vyget zdaleka neni kotiey a pro pokr&ovani prace nejsou nezbyina,

nicmére podle mého jsou velice zajimava.

Ve druhé aitti kapitole si nejtive zopakujeme znalosti tykajici séitéInosti ¢isel

a nagime se pouziti Euklidova algoritmu.

Ctvrtd a pata kapitola je émovana prvéislim, jejich viastnostem a déle se
sezndmime s algoritmem zvanym Erathosthenovo ditery slouzi k nalezeni

prvocisel.

V Sesté kapitole si zopakujeme kritériditInosti v desitkové soustav

a ukazeme sidgkolik jejich praktickych vyuziti.

Sedma kapitola nantipomene jak fevodycisel mezi soustavami o zakladtak i

s¢itdni a ndsobeni ¥¢hto soustavach.

Od sedmé do desaté kapitoly se budermovat uziti dlitelnosti, seznamime se
s pojmem kongruence a ri@mne se vty nekolika Velkych matematik, které nam

odhali dalSi zakonitosti v uziéisel a umozni snazsi vy§et kongruenci.

Posledni kapitola se zabyva linearnimi kaéymi (Diofantskymi) rovnicemi
o dvou neznamych , né&ine se zde postup jejich vyia a pouZziti &chto vypata

v b&Zném Zivot.



1. Cisla

Abundantni ¢islo je takov&islo n, pro které platt(n) > 2n, o(n) je soket vSech
kladnych dlitelu ¢islan. Hodnotas(n) - 2n se nazyva abundantislan.
Piiklad: 12 ma sotet dtliteld 1 +2+3 +4 + 6 + 12 = 28, 28 > 22.

Jeho abundance je 28 - 22 = 4.

Automorfni ¢islo jecislo, jehoz kazda mocnina kiértimto cislem.
Piiklad: 5, 6, 76... .

Cyklické ¢islo jecislo, které p ndsobeni kazdyniislem od 1 do p#iu jehocislic
davacislo, které vznikne cyklickou z&mou jehcgislic.
Priklad: 142 857... .

1142 857 =142 857

2142 857 =285 714

3142 857 =428 571

4142 857 =571 428

5142 857 =714 285

6142 857 = 857 142

Deficientni ¢islo je takové&islo, které je ¥tSi nez sotet jeho viastnichditel.

Priklad: nejmenSim deficientnimislem jecislo 2

Dokonalécislo je takové firozenécislo, které se rovna sét vSech svychditelt
mimo sebe sama.

Priklad: nejmensim dokonalyniislem je 6, sotet jeho dlitela je 1 + 2 + 3 = 6.
Jinym znamym dokonalyntislem je 28, v satasné dob je zndmo 30 dokonalych

¢isel, poslednéislo vypaetli v Houstonu a ma 130 0¥$slic.

Fibonacciovacisla tvai posloupnostisel 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89... .

kde kazdé ¢islo (krom& prvnich dvou) je saitem dvou pedchazejicich.



Fibonacciovatisla se vyskytuji viirodk, nagiklad listy na stoncich rostlin byvaji
uspdadany tak, Ze spiralo¥itstoupaji, picemz pdaet listi mezi dema listy, které

vyristaji resré nad sebou, je rovergkterému Fibonacciovdis|u.

Iracionalni ¢islo je ¢islo, které nelze vyjait jako podil dvou celycheisel.

Desetinny rozvojdchtocisel je nekongny a neperiodicky.

Priklad: 2, TL.. .

Magické cislo je ¢islo, které je zarove ¢islem abundantnim a neni sottem
n¢kterych svych ditelu.

Priklad: nejmensi magickéislo je 70...ma ditele 1, 2, 5, 7, 10, 14, 35, 70, jejich
sowet je 144, jde tedy o abundantfi$lo. Zadna kombinaceslitelt viak nedava
souwet 70, takZe je toislo magicke.

Ovéite, zecisla836, 4 030, 5 830, 7 192, 9 272 jsuagicka. .

Palindromickeé ¢islo jecislo, které se nezéni, napiSe-li se pozpatku

Piiklad: 11, 111, 12 321, 2 867 682... .

Vezmeme- i jakékoli ¢islo, gicteme k gmu jeho zrcadlovy obraz, totéz didme

s vysledkem atd., dostanemi@e-¢i pozcji palindromickécislo.

18 + 81 = 99; 68 + 86 = 154, 154 + 451 = 605, 6®6 =1 111.

Z &isel menSich nez 100 pebujeme nejvice krdku 89, kde az po 24 krocich

dostaneme palindromickéslo 8 813 200 023 188)&ite spravnost vypd@tu.

Polygonalni ¢islo je ¢islo, které dostaneme jako daeb bodi, jeZ tvdi pravidelné
schéma tvaru mnohouhelnika. Nejjednodussi polygdkédla jsoutrojuhelnikova
¢islal, 3, 6, 10, 15, 21... , ktera dostavame jakoétypbodi ve schématech tvaru

pravidelného trojuhelnika:

* * % atd.



Z podobr utvarenych gtidhelniki dostanemeéisla 1, 5, 12, 22, 35...
Sestithelnikovéisla 1, 6, 15, 28, 45... .

Jinak dostaneme trojuhelnikov#sla postupnym &tanim cisel 1, 2, 3, 4, 5...
pétidhelnikovacisla gitanim ¢isel 1, 4, 7, 10, 13... (olxitéisla), Sestithelnikova

Cisla gitanim¢isel 1, 5, 9, 13, 17... (oHtyii ¢isla).

Pospolita ¢isla tvai uzaweny ietzec ¢isel, v #mz kazdécislo je sodtem vSech
délitelu ¢isla predchazejiciho (vyjmaisla samého).

Priklad: souwet ctlitela ¢islal2 496je1+2+4+8+11+16+22+44+71 +

+ 88+ 142 + 176 + 284 +568 + 781 + 1136 + 1564243+ 6248 = 14 288,

souwet cElitelt 14 288 je 1 +2+ 4+ 8 + 16 + 19 + 38 + 47 + 74+ 152 + 188 +
+ 304 + 376+ 752+ 893+ 1786 + 3572 + 7144 =715, 4

souet cEliteli 15472je1+2+4+8+ 16 + 967 + 1934 + 386836 = 14536,
souet Elitel1 14536 jel1+2+4+8+23+46+ 79 +92 + 1584 + 316 +

+ 632 + 1817 + 3634 + 7268 = 14 264,

a sodet cElitelt 14 264 je 1 + 2 + 4 + 8 + 1783 + 3566 + 7132496.

Tatocisla tvai pétici pospolitychcisel.

Repunit je ¢islo slozené ze samych jedek, tj. 11,111,1 111... .
Priklad: 11%2= 121, 11¥=12 321, 1 113= 1 234 321 atd.

Spratelenacisla se nazyvaji takova évuzna grirozenacisla a, b, jejichz sodet
vSech vlastnichditelu ¢islaa se rovn&islub a naopak.

Priklad: 220 a 284

souwet ctliteld ¢isla220=1+2+4+5+ 10+ 11 + 20 + 22 + 44 + 55 + ¥12B4
souwet cEliteld ¢isla284 =1+ 2 +4 + 71 + 142 220



2. Délitelnost v oboru celychéisel

Definice 2. 1:
V oboru Z pro libovolnou dvojici celyclisel a, b# 0 definujeme:
Cisloaje litelné ¢islemb, jestlize existuje takovésloc, pro které platéa = bg,

tj. kdyz &isloa je nasobkendislab a pisemeb| a.

Jestlize plata #bc, pak nentislo a délitelem ¢islab acislo b neni nasobkem
¢islaa. MiazZzeme takéici, Zecislo b neni dlitelné ¢islema nebo Z&islo a nedli ¢islo
b. Pisemelb.

Pi. 2. 1:

Na zaklad uvedené definice izemetici, Zecislo 3 je dlitelem ¢isla 12, nebo Ze
¢islo 12 je nasobkerisla 3, nebo Zé&islo 12 je dlitelné ¢islem 3, nebo z&islo 3 dli
¢islo 12. VSechnytyii formulace jsou ekvivalentni, tj. existuje takos@écislo c, pro
které plati 8 = 12. Skuténost, zetislo 3 je dlitelem ¢isla 12, zapisujeme
3] 12.

Naproti tomwislo 5 neni ditelem ¢isla 12 ¢islo 12 neni ndsobketisla 5,¢islo 12
neni clitelné ¢islem 5 &islo 5 nedli ¢islo 12, nebt pro kazdé celéislo c plati & #

12. Zapiseme512.

Definice 2. 2:

Je-lia = 0 ab libovolné celécislo, jea = bcproc = 0. To znamena, Zé&slo 0 je
nasobkem kteréhokoli celéhidsla. Je-lib = 0, pakbc = 0, takZecislo O je dlitelem
jediného celéhgisla , a to O.



Je-li a libovolné celécisloa b = 1, jea = bc proc = a. Proto¢islo 1 (-1) je
delitelem kteréhokoli celéhsisla. Je-lia = 1, pak rovnosa = bclze splnit jen pro
b=1,c=1({b=-1,c=-1). Protctislo 1 (-1) je nasobkem pougisel 1 (-1).

Je-lia = b, pak rovnosta = bc plati jen proc = 1, takZze kazdé celéslo je dlitelné
samo sebou (&slem k sob opanym).
Pro libovoln&islaa, b, cplati:

(albOblc) = alc

(albOalc) = al(b+c)Dal (b-c)
cz0 = (alb - aclbc

@l bOb>0)= as<b

Véta 2. 1:
Véta o éleni celychéisel se zbytkem.
Pro libovolrs zvolen&islaad Z,b 0 N existuji jednoznéng urtenégisla

qO0 Z,r0{0,1,...,b-1}tak, Zea=qgb +r.

Diikaz:
DokaZzme nejprve existengisel g, r. Predpokladejme, Zetwozenécislo b je dano

pevre a dokazme &tu pro libovolnéa O Z.
Nejprve budemeigdpokladat, za 0 N a existenctiselq, r dokdZeme indukci:

Je-li0O<a<hb, sta&i volit g=0,r =a arovnosta=qb +r plati.

Predpokladejme nyni, z2> ba Ze jsme existenc¢iselq, r dokazali pro vSechna
a {0,1,2,... a-1}. Speciald proa” = a — b tedy existujiq’, r" tak, ze:
a=qb+rapitomrd{o,1,...,b-1}
Zvolime-liq=q'+ 1,r =", plati:
a=a+tb=Qb+ r)+b=(q-1)-b+r)+b=qgb+r,

coz jsme chtli dokazat.
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Existenciciselq, r jsme tedy dokézali pro libovolrg> 0. Je-li naopala < 0, pak ke
kazdémusislu —a podle vy3e dokazaného existgjil Z,r1{0, 1, ... ,b— 1} tak, zZe:

—-a=gb+r,tedya=-gb-r.

Je-lir =0, polozime =0,g=-q"; je-li r >0, polozZime=b-r,q=-q - 1.
V obou gipadecha =gb + r, a tedyislaq, r s poZzadovanymi vlastnostmi existuji

prokazdéa O Z, b0 N,

Nyni dokédZzeme jednozaost.
Predpokladejme, Ze praskteracislacy, g, 0 Z;rq, 1 040, 1, ... b — 1} plati:
a=qib+ri=qgb+r..
Upravou dostanenmg — r, = (02 — 1) b, a tedyb |r1 - ro. Ovdem z & ry <b,
0<r,<bplyne-b <r; —r, <b, odkud plyne; - r,=0. Pak ale iz — 1) b =0,
aprotoq; =Qp, r1 =ro.
Cislag, r jsou tedy utena jednoznmé. Tim je dikaz ukoren.

Cislo g, resp.r z Wty se nazyva (neuplny) podil, resp. zbytek gleni &isla a
¢islemb se zbytkem.

Je vhodné téz si gdomit, Zecislob déli ¢isloa, praw kdyz zbytekr je roven nule.

Pi. 2. 2:
DokaZte, Ze jsou-li zbytky postenigisela, bO Z ¢islemmON jedna, je jedna

i zbytek po dleni ¢islaab cislemm.

Reseni:

Pro libovolnéa, b0 Z existujis, t0 Z tak, zea=sm+ 1,b=tm+ 1.
Vynasobenim dostaneme vyfadi:
ab=(sm+ 1)fm+ 1) = stm+s+t)m+ 1 =gm+r, kdeq=stm+s+t,r = 1, které je

ziejme jednoznané, a tedy zbytek postbnicislaab ¢islemm je jedna.
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2. 1 NejWwtSi spole&ny délitel:

Spoleénym dlitelem ¢iselny, ny, ... ,ne 0N nazveme takovéijpozenésislo, jeZ je
delitelem kazdého z nich. Ten ze spwigch dlitelu, ktery je @tSi nez vSichni ostatni

delitelé, se nazyva neftSim spolénym ctlitelem NSD, znagimeD(ny, ny, ... ,N).

P¥. 2. 3:
UréeteD(1 284, 144).

1284=2642=2-2-321=2-2-3-107 = Z-3-107.
144=2-72=2-2-36=2:2:2:18=2:2:2:2:9=2.2.2.2-3.-3=2.32
D=2.-3=12.

Definice 2. 3:
Cislany, ny, ... ,n¢ O Nse nazyvaji nesostha, jestlize platD(ny, ny, ... ,nY) = 1.
Cislang, ny, ... ,ne O Nse nazyvaji po dvou nesatd, jestlize pro kazdé j takové,

Ze 1<i <j<nplati D(n, n) = 1.

2. 2 NejmenSi spokny nasobek:

spol&ny nasobek firozenychéisel a;, az, ... , ax hazyvame firozenécislo, jez je
nasobkem kazdého z nich. Ten ze sfiojeh ndsobk, ktery je mensi nez kterykoliv
jiny spole&ny nasobek, se nazyva nejmensi spolenasobek NSN, zdane

n(ag, az, ... , ).

Véta 2. 2:
Pro libovolna cel&islaa,b plati:
D(a,b-n(a,b=a-hb.
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Pr. 2. 4:
Urceten(900, 588).

Reseni:

D(900, 588)= 900 = 450 2 = 225-2+-2=45-5-2-2=9.5-5.2.2 = 2. 3. 5%,
= 588=2942=147-2-2=21-7-2-2=2-3- 7%

D=2-3=12.

12-n=900- 588= n = 529 200 12 =44 100.

Priklady k procviéeni:

P¥. 2. 5:
Druha mocnina kazdého lichéhisla zmenSenadslo 1 je dlitelnacislem 8.
Dokazte.

Pi. 2. 6:
Souwet druhych mocnin dvou libovolnych lichyatisel je dlitelny 2, ale neni
delitelny 4. DokaZte.

Pr.2.7:

M¢gjme ¢étyfi za sebou néasledujici cetdsla a vytvéme sodiny kazdych dvou
z téchto ¢isel. Potom satet vSechdchto sodint zwtSeny ocislo 1 je dlitelny ¢islem
12. Dokazte.

PF. 2. 8:
UkaZte, Z&islan(n + 1)(2n + 1) a n* + 5n jsou dlitelna 6 pro kazdé celé

éislon.

PF. 2. 9:
Neni-li a dlitelné temi, je temi dtlitelné &isloa® — 1. DokaZte.



Pr. 2. 10:
Nech’ celacisla a, b jsou bul' obé nasobkemif, nebo nech zadné z nich neni

nasobkemif. Pak je rozdib? —b? nasobkemif. DokaZte.

Pr. 2. 11:
Muze byt sotiet druhych mocnirétyt po solé nasledujicich celycisel druhou

mocninou celéhdisla?
Pr. 2. 12:

Rozdil druhych mocnin dvou libovolnych lichyctisel je nasobkentisla 8.

Dokazte.
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3. Eukleidiv algoritmus

Véta 3. 1:
Eukleidiv algoritmus je peetni postup, jehoz pomoci daujeme nejétSiho
spol&ného dlitele dvou girozenychcisel.
Nech’ a, b # 0 jsou girozen&gisla. Pak existuji celéisla rq, ro, . .. ,rn, o, A1, - - - 0
tak, zer,=D(a, b) a
a=qo-b+ry,

b=q1-r1+ry

M-2=0n1 M1ty

-1=0n - I'n.

Z posledni rovnosti plyne, 2g | rp-1, z fredposledni, Ze, | rn-2, atd., az nakonec ze
druhér, | b a z prvni dostanentg | a. Tim jsme dokazali, Ze, je nej\&tsi ctlitel ¢isel
a, b.

PF. 3. 1:
UréeteD(1 284, 144).

Reseni:

1284 =8144 + 132,
144 = 132.1 + 12,
132=12-11 +0.

D(1 284, 144) = 12.

PF. 3. 2:
UrceteD(2%%- 1, 2*- 1).



Reseni:

2% -1=28.(2%-1)+%-1,
22-1=(2+2-(2*®-1)+72 -1,
2281 =(Z+ 2"+ 2" +1)- (2" - 1),
D*-1,2'-1)=7-1=127.

Pr. 3. 3:

Najckte D(93, 72), dale najdi takova celéslax ay, abyD(93, 72) =x- 72 +y -

Reseni:

93=1-72+ 21,

72=3-21+9,

21=2-9+3,

D(93, 72) = 3.

Pro nalezenk ay vyuzijeme pedeslé vypéty, postupujeme vSak odzadu:
D(93,72)=3=21-29=(93-72)-2(72-3-21) =
=(93-72)-2(72-3-(93-72))=93-72—-2A72-3-93+3-72) =
=93-72-272+6-93-6-72=7-93-9-72.

Hledan&isla jsou tedx =-9,y = 7.

Priklady k procviéeni:

P¥. 3. 4:
UréeteD(900, 588).

Pr. 3. 5:
UrceteD(450, 294).

Pr. 3. 6:

93.

[12]

[6]

Najdéte cel&islax ay tak, abyx- 18 +y- 25 = 1. [7, -5]
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4. Prvodisla

Definice 4. 1:
Prirozenécislo p > 1, se nazyva pretslo, jestlizep nema pirozené dlitele rizné
od 1 ap.

Prirozenécislo n, n > 1, se nazyva slozené, p&dkdyZz neni prvoéislem, tj. ma
alespa jednoho pirozeného dlitele rizného od 1 a.

Plati:

» VSechna prvdisla, krong ¢isla 2, jsou licha.

» Kazdé slozené€islo n ma alespw jednoho pirozeného (prvéiselného)
delitele p < \/ﬁ ti. neni-li girozenécislo n > 1 clitelné Zadnym
prvocislem p < \/ﬁ, pakn je prvaislo.

» Existuji dvojice prveisel srozdilem 2. Takové dvojice nazyvame
prvocéiselna dvogata. Jsou to nap ¢isla3, 5; 5,7; 11, 13....

Mezi kladnymi girozenymicisly mensimi nez 310° existuje
152 892 takovych dvojic. Zatim vSak nikdo nedokazala takovych
dvojic je, nebo neni neko&i® mnoho.

Pi. 4. 1:

Cislo 13 ma § déleni dwma zbytek 1, p déleni 3 zbytek 1, i déleni psti zbytek 3
atd. Beze zbytku jeditelné pouze 1 a 13. Proto je 13 p¥isio.

Cislo 24 je dlitelnégisly 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24 - proto neni pifstem.
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Véta 4. 1:
(Z&kladni ta aritmetiky).

Pro kazdé firozenécislon # 1 existuji fizna prvaisla py, P2, - . ., B
a pirozen&islaky, k, . . ., Ik sphujici
n = plkl.pzkz. .”.pmkm.

» tomuto vyjadeni setika prvaiselny rozklad

» zapis je jednozrimy az na ptadicinitela

Diikaz:

Nejprve indukci dokazeme existenci rozkladu.
Je-li n prvctislo, rozklad zejm¢ existuje. Dale fedpokladejme, Za je sloZzené a Ze
rozklad existuje pro vSechna megla. Mizeme tedy napsat = a-b proa, b <n
Podle indukniho gredpokladu existuje pregselny rozklad jak pre, tak i prob,

a jejich slozenim ziskame rozklailan.

Jednoznanost rozkladu také dokdzeme indukci.

~ s

Necht’ n je nejmensicislo s nejednoziaym rozkladem; uvaZzujme tedy dvéazné

prvoiselné rozklady = pii- ... Pom =011 * ...t G v .

Protozep; | n=q.' ... g '+, podle pedchoziho disledku existujé takoveé,

Zep:1 | g. JelikozZ q je prvatislo, pak tedy; = ;.

Dale uvazujimeislon | p. to je menSi neh, pritom ma také dvaizné rozklady, a

t01p1k1_1'p2k2' et pmkm = Q1|1' 'CIiIi—l‘ ---‘err-

Coz je spor sijvodnim gedpokladem.

Véta 4. 2:
Prvaiisel je nekonéné mnoho.
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Diikaz sporem:

Nech’ existuje jen konin¢ mnoho prvgisel. Ozname jepy, p2, -.. , Pr. Potoméislo
X=Pp1 P2 ... pPnt+ 1 nenidlitelné Zadnym zd&hto prvaisel, jelikoz @i déleni
dostaneme vzdy zbytek 1. Tim padeéislo x musi byt bd’ prvceislo, nebo musi byt
délitelné rgjakym jinym prva@islem. To ale znamena, Ze mnozina pisel z péatku

dukazu nebyla Uplna, coz je sporigegpokladem.

Pr. 4. 2:
Nalezréte vdechn& O N | pro kterd je mezi deseti po sgboucimiéisly

k+1,k+2,...,k+ 10 nejvice prvéisel.

Reseni:

Postups zjistime, Ze prd& = 0 jsou 4 prvéisla (2, 3, 5, 7), pre= 1 je 5 prvaisel
(2,3,5,7,11), pr&= 2 jsou 4 prvtisla (3, 5, 7, 11). Prk> 3 neni mezi zkoumanymi
¢isly prvatislo 3, mame vzdy 18sel, z nichz je 5 sudych a 5 lichych, z nichz réagn
jedno bude vzdy nasobkem 3. Zbyvaji tedy vZdy rig prvdisla.

Hledanémwk tedy vyhovuje pouzéislice 1.

Piiklady k procviéeni:

Pr. 4. 3:
Najdkte vSechnactyiciferna ¢isla a; a1 ap ap, kterd jsou druhou mocninou
piirozenéhaiisla.
[7 744]
Pr. 4. 4:
Jestlize j@ prvasislo, jesislop® + 24 slozené. DokaZte.

Pr. 4. 5:

Je-li p> 3 prvaislo jecislo p> — 1 nasobkentisla 24. DokaZte.



Pr. 4. 6:

Zjisteéte, kterécislo sphuje nasledujici podminky: hledariéslo ma prav c&tyti
raizné clitele (vetn® sebe atisla jedna). Rtom dva dlitelé jsou dvojcifern&tisla,
kterd maji tu vlastnost, Ze jedno vznikne z druhgieozenintislic. Rozdilem &chto
dvojcifernych dlitelu je ¢islo dlitelné osmnacti. Uudte vSechny moznosti.

OBt 1 207, 2 701, 7 663]
Pi. 4.7:

Prvni ¢islice hledanéhaisla je nej¢tSim prva@islem, které se da zapsat jednou
¢islici. Nasleduji pak dvetyicisli. Ok jsou vytvaena stejd — mame dvojcifernéislo,
mezi jehoZ cifry jsou vioZeny dwnuly (nag. 51— 5001) a zarovepro totoétyiciferné
Cislo plati, ze kdyZz ho vytime 91, dostaneme dvojciferiéslo, z kterého bylo naSe
Ctyic¢isli utvareno. Pro druh&tyicisli dale plati, Zze je gkrat wtSi nez to, které
nasleduje hned za priiglem. Najdi hledanéislo.

[710 015 005]
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5. Eratosthenovo sito

Eratosthenovo sitoje jednoduchy algoritmus pro nalezeni vSech §isa menSich

nez zadana horni mez.

Algoritmus funguje ,prosivaniméisel - na pdatku posloupnost obsahuje vSechna
¢isla v daném rozsahu (2, 3, 4, n),
Poté se opakovarprvni ¢islo z posloupnosti vyjme, totfislo je prv@islem a odstrani
se vSechny nasobky tohatiisla (coz jsoisla sloZzend).
Tak se pokréuje do doby, nez je z posloupnosti odstram poslednicislo, nebo ve
chvili, kdy je jako prveislo ozngenocislo vySSi nez odmocnina nejvyssifisla —
v takové chvili uz vSechna zbyvajidsla jsou nuté prvceisly.

Pr. 5. 1:
Zjistéte, zda jetislo 187 prveislo.

Reseni:

V187 < 13,7 ... hledana pryisla jsou mensi nebo rovna 13 (13, 11, 7, 5, 3, 2).
Pokud jdecislo 187 vydlit nékterym z prveéisel mensim nez 13, nebo 13-ti, pak neni
¢islo 187 prvaislem.

187

T =17 tudiz neni prvéislem.

Priklady k procviéeni:

Pr. 5. 2:

Oweite pomoci Erathosthenova sita, zda je 823 {islm.
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6. Kritéria d élitelnosti v desitkové soustat

Definice 6. 1:
Ciselnou soustavou nazveme mnozinditych znaki, ktera slouzi ke zobrazeni
cisel. Kazdé pirozenécislo a Ize jednoznéné vyjadrit ve tvaru:
aza, 10" +a,_1-10"" 1+ . +&-10°+a;- 10+ ag
kdean, @ -1,..,a O N

Kritéria d élitelnosti piirozenymi ¢&isly n:
e pron=2= Kkorti - li ag nekterou z¢islic 0, 2, 4, 6, 8.
» pron=3= je-liciferny sodeta, + a,_1+ ... + & + ap Klitelny 3
(Pf.: ¢islo 228= 2 +2+8 =123/ 12)
e pron=4= je-li posledni dvdjislia; - 10 + ap délitelné 4 (6.2, 1 Q0Y)
e pron=5= je-li ag = 5nebo 0
e pron = 6= je-li ¢isloag sudé a zarovea, + a,_ 1+ ... + a1 + ag
délitelny 3
(Pf.: ¢islo 924 = jesudé,9+2+4 =15 3/15)
e pron= 7= ¢isloay vynasobim 2 a od&u odcisel zbyvajicich. Je-li po
koneném pdatu kroka ¢islo cElitelné 7, je pak celéislo ctlitelné 7.
pi: 138 309 241
13830924 —12 =13830922
1383092-22=1383088
138 308 — 28 =138 292
13829-22=13825
1382-25=1372
137 -2-2=133
13-2-3=7
 pron=8= je-li posledni trajislia, - 4 + a; - 2 + ag délitelné 8
(PE.: &islo 12504 = 5-4+0- 2 + 4 =24 8/ 24)
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e pron=9= je-li ciferny sodeta, + a,_1+ ... + & + ap klitelny 9
(Pf.:¢islo 1683 = 1+6+8+3=18> 9/18)

e pron=10= je-liapg=0

e pron=11= je-li(..—a&s+tau—ax+a—a + ap) = 0 nebo ditelny
11, tj. rozdil sottu ¢islic na sudém a lichém mistoven O nebo
délitelny jedendcti
(Pt.: ¢islo5357 = (5+5)—-(3+7)=0;
¢islo 919292= (9+9+9)—-(1+2+2)=22 11/ 22)
Této dlitelnosti se pouziva u rodnyatisel, vSechna vystavena rodna
¢isla musi byt ditelna 11.

e pron = 12= jeho ciferny soteta, + a,_1+ ... + & + ap musi byt
délitelny 3 a zaroveé a; - 10+ a9 clitelné 4
(Pf.: Cislo 78504 = 7+8+5+ 0+ 4 =24 3/ 24 a zaroved / 4)

o pron=13=je-li (... + (@g- 10® +a;- 10" + a5 - 10°) —
— (a5 10 +a,- 10" +a3- 10°) + (@ - 107 + a; - 10 +ay)) tj. rozdil sowtu
lichych a sudych trojic ciferditelny trinacti
(Pr.: ¢islo 2022046 = 002 + 046 — 022 = 26)

e pron=25=je-lia; - 10+ ap klitelné 25
(Pt.: ¢isla 125, 15 475)

e pron=100= jsou-li posledni d¥¢islice 0

Pr. 6. 1:
Najdéte vSechna trojcifernéisla s touto podminkou: napiSemedeg hledané€islo
stejnoucislici, jako je ta, ktera udava get jednotek, dostanendtyicifernécislo, které

je 0 18 mensi nez sedminasobek hledartéia.

Resen:
Hledané&isloa je ve tvaru:
a=a-100+a;-10+ay, pitomje 0<a,<9,0<a;<9, 0<ay<9,
poznamkaa, nesmi byt 3= neslo by o trojcifernéislo, ag nesmi byt 6= podle zadani

ma vzniknout napsanifislice ap predcislo a ¢islo ¢ctyiciferné.



Podminku zapiSeme:
a-10°+a,-10°+a;-10+ay +18=7-(a-10°+a;- 10+ ao),

Upravime:
1000-ay + 100-ap + 10-a; + 20=700+a;+ 70-a; + 6 - ap + 2.
V posledni rovnosti musi 10/ (& + 2) coz splujeay = 3,ap = 8.

VySetime ol mozZnosti:
a) proag = 3 po Upraw dostaneme
10-a, + a; = 50.
To je mozné splnit vzhledem k podmince jenare 0 aa, = 5,
dostali jsme tedyislo 503.
b) proag = 8 po Upraw dostaneme
60-a,+6-a;=797.
Jelikoz 6 nedi 797, neexistuji celdisla, ktera by spibvala tuto rovnost.
Méame tedy jediny mozny vysledek= 503, ktery dosadime do podminky:
3503 + 18 = #503.

Vypoctem zjistime, Ze€islo skuténé vyhovuje.

Priklady k procviéeni:

PF. 6. 2:
Dvé trojcifernacisla jsou zapsana stejnyttislicemi v op&ném pdadi. Dokazte,

Ze jejich rozdil je nasobketisla 99.
PF. 6. 3:

Dokazte, Ze cyklickou z&mou¢islic trojcifernéhctisla, které je éitelné 37 (pop.
27) vzniknecislo, které je rovég cklitelné 37 (pop. 27).
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Pr. 6. 4:

Dvojcifernécislo na pravé str&nobdrzite zanou cifer dvojcifernéhgisla v jeho
levé ¢asti. KdyZ od toho pravéhosla odétete lev&islo, dostanetéislo, které se rovna
polovirg ciferného sottu celéhaityicifernéhocisla.

Jakeé je hledanétyicifernécislo?
[5 445]
Pi. 6. 5:

Do herny zabloudil zvidavy turista. V pgrence nil pouze dvacetikoruny a koruny,
dohromady jich nebylo ani 20 kiusVsadil v rule¢ a vyhral. Jeho vyhra se rovnala
Sestinasobku hodnoty, kterou ginesl do herny. Ihned z herny odeSel a¢fjab si, Ze
ma pra¥ tolik dvacetikorunovych bankovek, jako¢hkorunovych minci, a pravtolik
korunovych minci, kolik rd dvacetikorunovych bankovek. S jakou hodnotouépen
vstupoval turista do herny a s jakou hodnotou adchazel?

[57, 342]
Pi. 6. 6:

KdyZz jsem vySla z domova, da jsem v kapse korunové &tixorunové mince.
Dohromady bylacastka ¥tSi nez 140 K a menSi nez 150 & Utratila jsem itetinu
svych penz a Zistalo mi tolik korunovych minci, kolik jsem &a pivodre pétikorun,

a tolik pstikorun, kolik jsem mndla pivodre korun. Kolik minci kazdého druhu jsem
mela, kdyZ jsem vychazela z domova?
[144]
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7. Vyjadreni¢isla v éiselné sousta¥ o zakladuz

Kromé desitkové soustavy existujiselné soustavy o libovolném zaklagkdez je

piirozenécislo wtSi nez 1.

Definice 7. 1:
Kazdé pirozenécislo a se da jednoziaé vyjadiit ve tvaru:

n-1

azanz"+a, 42"+ .. v +az+a,

kdea;, njsou cela nezaporrigsla, pro &z plati 0< g <zproi =0, 1, 2, ...n,a,# 0.

.....

a= (@ ans ... a2 & ).

Pr. 7. 1:

Vyjadrete girozenécisloa v ¢iselné soustavo zakladu z > 1.

Reseni:

Ke kazdému firozenémuwislu a existuje prav jedno takoveé firozenécislon, ze
Z'<a< 2" Délime-li ¢isloa ¢islemz vyjde nelpiny podid, a zbytek, ktery ozrigme
ap , takze:

a=h z+ a.
Délime-li dalecislo q; ¢islemz, vznikne nelplny podid, a zbytekay, ... . Fi k- tém
kroku cElime nelplny podity 4 ¢islemz, ¢imz vznikne neuplny poddx a zbytekay ;.
Postup koti pon krocich, kdy pi n- tém kroku dostaneme:

Oh-1=0nZ+an_1.

Pr. 7. 2:
Vyjadretecisloa = (123 456), v soustavz=7.
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Resent:
123 456 = 17 6367 + 4,
17636 = 25197 + 3,

2519 = 3597 + 6,
359 = 517 + 2,
51 = 77 + 2,
7= 17 +0,

p=4a=3,;=6,3=2,au=2,a5= 0,86 =1 a (123 456) = (1 022 634)

Pr. 7. 3:
Prevel'te vysledek z fedchoziho fikladu z@t do desitkové soustavy.

Reseni:

Pt prevoducislaa z ¢iselné soustavy o zakladwdo desitkové soustavy pouzijeme
vyjadienia=a,z"+a 4 z" T+ ... +tapZ taz+ao:
(1022634)=1-7°+0-7°+2-7"+2-7P+6-7°+3-7"+4- 7=
=117 649 + 4 802 + 686 + 294 + 21 + 4 = 123 456.

Pr. 7. 4:
Vyjadietecisloa = (3 528), v soustav z= 16.

Resen:
V soustavach z > 10 pouzivdme prslice 10 = A, 11 =B, 12=C....
3528 =220 16 +5.
220= _13-16 +12.
ProtoZe 13 =D, 12 = C, (3 528)F (DC5)s.
Zk: 13 -16°+12-16'+5 - 16° =3 328 + 192 + 8 = 3 528,
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7. 1 Kitani soustav o zakladu vy$Sim nez= 10

Pr. 7. 5:
Vyjadretecisla (2 972)p a (556)o v z= 12, pot&isla seététe.

Reseni:
2972 = (1 878); 556 = (3A4),.
(1878),
+(3A4)1,
(2060).

8 +4 =12 =0+ zvySeniadu o + 1,

7T+A+1=18=12+6=6zvySenidduo + 1,

8+3+1=12=0 zvySeniadu o + 1,

1+1=2.

Zk: (2060),=2-12+0-12+6-12"+0- 12X =3 456 + 72 =3 528 = 2 972 + 556.

7. 2 Nasobeni soustav o zakladuizném odz = 10

Pr. 7. 6:
Vyjadretecisla (56)p a (63)o v z = 4, pot&isla vynasobte.
56 = (320), 63 = (333)
(320)
333),
2220
2220
2220
313020
3-0=0,
3:2=6=4+2=2+zvySetddu o + 1,
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3:3+1=10=24+2=2+ zvySeriadu 0 + 2,
Zk: (313020)=3- 4 +1-4*+3- 42 +0-4#2+2-4'+0-48°=3072+256 + 192 + 8 =
= 3528 =56 63.

Piiklady k procviéeni:

Pr.7.7:

Vyjadretecisloa = (3 528)¢ v soustay z= 2.
[110 111 001 000]

Pr. 7. 8:
Vyjadretecisloa = (3 528)¢ v soustay z= 5.
[103 103]
Pr. 7. 9:
Vyjadretecisloa = (3 528) v soustay z=13.
Spravnost vyp&tu owite zkouskou.
[17B5]

Pr. 7. 10:
Vyjadretecisla (2 972)p a (556)o v z= 13, pot&isla seététe.

Spravnost vyp&tu owite zkouskou.



8. Uziti délitelnosti — kongruence

Definice 8. 1:

Nech m> 10 N nech a, bjsou cel&isla.
Rekneme, Za je kongruentni & podle modulun (nebo téZ modulm), jestlize
m | (a - b).

PiSeme symbolicky:a= b modm.

Jestlizem4 (a — b), iikdme, Ze neni kongruentnils podle modulum, respektive

Zea je inkongruentni & podle modulum; pl'éemea;[ bmodm.

* Vztaha=bmodmse nazyva kongruence.

» Podle definice kongruence zapis 0 modmznamena, zm| a.

Véta 8. 1:
Neclt a, b, cjsou cel&isla. Potom pro kazdén> 1) N | plati:
1) a=amodm.
2) Je-lia=bmodm, jeib=amodm.

3) Je-lia=bmodm,a b=cmodm, jei a=cmodm.

Véta 8.1.1ika, Ze kongruence podle libovolnéhtirpzeného modulu je, podobn
jako rovnost vztah:

» reflexivni,

e symetricka,

e tranzitivni.

Véta 8. 2:
Neclt a, b, cjsou cel&islamO N, m> 1.

Nech’ dalea=bmodma c=c¢ modm.
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Pak je také:
1) @+c)=(b+c)modm.
2) @-¢)=(b-c)modm.

3) ac=bc modm.

Dikaz:
Je-lia=bmodmac=c modm, tedy existuje takovéislot,,t, [ Z tak, aby
a=b+mt ac=c+ mb, pak:

1) at c=(b+mi) +(c+mk) =>a+c= b+c modm.

2) a-c=(b+mb)-(c+mp)=>a-c=b-c modm.

3) arc=(b+mt)-(c+mp)=a-c= b-c modm.

Véta 8. 3:

Necht a, b, ¢, dd Z,mO N, m> 1. Dale nectiplatia= bmodm, c=dmodm.
Potom je take:

1) a+c=b+d modm.

2) a-c=b-d modm.

3) ac=bd modm.

Dikaz:
Je-lia= bmodmac= d modm, existuje takovéislot;, t, 0 Z tak, ze
a=b+mt a c=d+ mb, pak:
1) a+c=b+d+m(h+ty) > a+c=b+d modm.
2) a-c=b-d+m(-t) = a-c=b-d modm.
3) arc=b+mt)-(d+mb) =b-d +bmp+ dmt;+ mtymt, =

= b-d+m(btz+dt;+timb) = a-c=b-d modm.
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Véta 8. 4:
Nech’ a,b0 Z am, kO N . Pokuda = b modm, pak takéa® = b* mod m.

Dikaz:
Je-lia=bmodm, dokdZeme indukci vzhledem k&l N | Zea*=b*modm
* Prok=1 neniteba dokazovat.
* Prok=k+1:
vynasobenim kongruenes = b*modm a kongruenca = b mod m dostavame

k+1 = bk+l

a“-a=b*- bmodm, tedya modm , co? je tvrzeni pri + 1.

Dukaz indukci je hotov.

Véta 8. 5:

Relace kongruence podle daného modaoluvytvori na mnozig celych cisel
takzvanyrozklad na zbytkové ttidy. Tyto tidy ozn&ime:

« Zy(mnozina v3ech celyatisel, ktera jsou ditelnam),

« Z,(mnozina v3ech celyatisel, ktera {i déleni m daji zbytek 1),

« Z..1(mnozina v3ech celyatisel, ktera fi déleni m daji zbytekm - 1).
Napiklad @i kongruenci podle modulu 5 dostaneme zbytkdidyt

Zy,={...,-15,-10, -5, 0, 5, 10, 15, ...},
Z,={...,-14,-9,-4,1, 6,11, 16, .
Z,={...,-13,-8,-3,2,7,12,17, .
Zy={
Z4={

.., —12,-7,-2,3,8, 13,18, .
..,—11,-6,-1,4,9, 14,19, .

)
)
)
)
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Vybereme-li z kazdé zbytkovéidy jednocislo dostaneme tzviplnou soustavu zbyik
podle modulun. Nagiklad mnozina {-15, -4, 2, 13, 19} je Uplnou sowsta zbytki

podle modulu 5.

Véta 8. 6:

Uplnd soustava zbytli modulo m je libovolna mtice ¢isel po dvou
nekongruentnich modulm (negasgji 0, 1, ... ,m—1).
Redukovana soustava zbytk R modulom je libovolnag (m)-tice cisel nesouélinych

sma po dvou nekongruentnich moduto

Véta 8. 7:
Redukovany zbytkovy systém modutotvori ¢ (m)-tice cisel (i1, X,..., X% m) praw
tehdy, kdyzx OR, i = 1, ... ,¢(m). VSechny prvky redukovaného systému jsou

nesoudiné sm.

Véta 8. 8:
Pokud(x1, %,..., %) je redukovany zbytkovy systéem modutoaD(m, g = 1,
paki €x., C%,..., C%m) je redukovany zbytkovy system moduip

Véta 8. 9:
Necht (X1, %..., %m) & {1 Yo...., Ysm) jsou libovolné redukované zbytkove

systemy modulon, pak plati X; * X, * ... *Xgm = Y1 Y2, * ... * Ypm mModm.

Pr. 8. 1:

DokaZte, Z&islo 102%+ 103 je dtlitelné &islem 51.



Reseni:
Mame dokazat, e zbytek sou 101 + 103°! po dilenf ¢islem 51 je 0, proto

pouzijeme kongruence podle modulu 51.

101'=-1 mod 51, 1631 mod 51,
1021193 = 11 mod 51. 183= 1" mod 51.
101+ 103°*=-1 +1 = 0 mod 51.

Tim je dikaz ukorgen.

Pr. 8. 2.
Urcete zbytek podeni¢isla 1 428° — 312°- 627 ¢islem 77.

Reseni:

Tentokrat se pokusime naléegeni pomoci systematického algoritmu mocisel.
Stanovime, jaké mocning§isel je teba realizovat a jaké kongruence je potdebd
vynasobit.

1 428° = vyjadiime exponent 29 ve dvojkové soustav
29=(11101)=1-2+1-22+1-22+0-2'+1-2°=16+8+4 + 1.
Stai tedy stanovit, s jakymiisly jsou kongruentni mocniny 16, 8, 4, &i%la 1 428 a
ty mezi sebou vynasobit:
1 428 =42 mod 77,
1 428 =49 mod 77,
1 428 =14 mod 77,
1 428°=42 mod 77,
42-49-14-42=1210 10449 mod 77.
312"° = vyjadiime exponent 15 ve dvojkové soustav
15=(111)=1-22+1-22+1-2'+1- = 8+ 4+ 2 + 1.
312'=4 mod 77,
312 =16 mod 77,
312'= 25 mod 77,
312=9 mod 77,
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4-16-25-9=1440G=1 mod 77.

627°= vyjadiime exponent 16 ve dvojkové soustav
16 = (1000) = 1- 2* = 16.

627-=11 mod 77,
627°=11'° mod 77,

11°= 44 mod 77,

11*° = (17%)%= 44 mod 77,

4#=11 mod 77,

444=11 mod 77.
1428°-312°-627°=49-1-11 =38 mod 77.

Zbytek dsleniisla 1 428° — 312°- 627 ¢islem 77 je 38.

P¥. 8. 3:
Najdéte vSechnaeSeni soustavy kongruenci
Xx=1mod 2,x=-1mod 3,x=2 mod 5.

Reseni:
Hledame G<x < 30.
Treti kongruenci sglji ¢isla 2, 7, 12, 17, 22 a 27. Z prvni kongruenceglyn
Ze hledané&islo je liché, zbyvaji tedy 7, 17 a 27, z nichZipgdl17 ¥eSi druhou
kongruenci.

VSechnaeseni soustavy jsou tedy tvace 3k + 17,k 0 Z.

Priklady k procviéeni:

Pr. 8. 4:

Urcete zbytek podeni&isla 5° ¢islem 26.
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Pr. 8. 5:
Urcete zbytek podenigisla 77°%° + 12°%&islem 6.
[1]
Pi. 8. 6.
Urcete zbytek podenigisla 13— 10- 14 + 22%%¢jslem 15.

[3]

Pir. 8. 7.
Urcete zbytek podenigisla 1717 + 7692 &islem 35.
[0]
Pr. 8. 8:

DokaZte, Z&islo 12°° + 47 je dilitelné &islem 65.

Pr. 8. 9:
DokaZte, Ze pro libovolngé 0 N je 372 + 16™* + 23" dglitelné 7.

PE. 8. 10:
DokaZte, Z&islo (835 + 6)'% -1 je dlitelné ¢islem 112.

Pi. 8. 11:
Najckte vSechna celé kladi#slaa takova, pro které je vyraz® + 1 ctlitelny

éislem 10.

Pi. 8. 12:
Nalezréte vSechna cetidselnareSeni soustavy
5x=3 mod 6, =1 mod 5.
[3 + 3]
P¥. 8. 13:
Nalezréte vSechna cetidselnareSeni soustavy
Xx=1 mod 3,x=-1 mod 5,x=2 mod 8.
[12C + 34]
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Pr. 8. 14.

Sest loupeznik si chelo rozaslit zlataky. Kdyz je rozdlovali na Sest stejnych
hromadek, it zlataky zbyly. Kdyz je zkusili rozglit na pit stejnych hromadek, jeden
zlatdk zbyl. Nakonec se nepoprali, protoZze se vratiivse loupeznik, ktery z kapsy
pridal ti zlatdky na sil a vSechny zlgaky pak rozdlil na sedm stejnych hroméadek.
Kolik zlatdki meli pavodrg, vite-li, Ze jich nebylo vice nez 400 a niérez 100.

[291]
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9. Eulerova funkce

Véta 9. 1:
Eulerova funkce urcuje paetcisel v posloupnosti (1, 2, ..n,— 1) nesoudnych

sn. Nagiklad ¢ (10) = 4, nebt¢isla nesouéina scislem 10 jsou prasgisla l, 3, 7, 9.

e Je-lipje prvaislo, pak:
¢(P)=p-1.

o Je-lip prvatislo ak, k> 1 grirozenécislo, pak:
#(P)=p"(p-1).

Dukaz:
Cislo men&i nep® je soudIné sp* praw kdy? je nasobkenyislap. Nasobk ¢islap
mensich nep® je Zejme praw p“ * -1. To znamen4, Ze naop&lsel nesoudnych

sp‘mameg () = (0 -1) - @ -1) =p* "+ (p-1).
« Je-lin>1 pirozenésislo an = p,™ - ...- p™ jeho rozklad, pak:
# () =p™ - (p1=1) - e (P - P (i -1,
Pr. 9. 1:

$(270)=¢(2-3*-5)=(2-1)r3*-(3-1)-(5-1)=72.

PE. 9. 2:
¢ (45 375)=¢ (3-5°-11%) = (3-1)-5°- (5 - 1)- 11- (11 - 1) = 22 000.
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9.1. Eulerova \¥ta

Véta 9. 2:
Pro libovolné celéisloa a libovolné pirozenécislo n takove, zéd(a, m) = 1 plati:

a?™ =1 modm.

Diikaz:
Je-li m prvatislo, pak ¢ (m) = m — 1 a Eulerova &a pechazi na tvar malé
Fermatovy ¥ty (dikaz viz wta 10.1).
Vétu zbyva dokazat profipad, kdym je ¢islo slozené.
Uvazujme libovolné slozenéislo m O Z. Redukovany zbytkovy systém moduho
tvoii n = ¢ (M) redukovanych zbytkovychtit Ry,..., Ry, i1 < 12 < ... < iy.
Nech’ redukovany zbytkovy systém ttidibovolnan-tice (X1, X2, ..., Xn), kde
Xk ORk, prok = 1, ... ,n. JelikoZz pozadujeme, aliy(a, m = 1, tvai redukovany
zbytkovy systémm-tice @%1, axz, ..., axn). Pak ovSem plati, Ze:
axi® @2 ...t ¥ =X X2 ... Xn modm,
po Upra¥ dostaneme
a' (X1 * X2 *...t XNn) =X1c X2* ...t Xn modm,
po vykraceni dostaneme tvar
a'=1 modm,
a jelikozn = ¢ (m), pak
a?™ =1 modm.

Tim je dikaz ukorgen.

Pr. 9. 3:

Zjistste posledni cifrisla 77°%

Reseni:

ProtozeD(77, 10) = 1 ap (10) = 4, plati:
77'=1 mod 10,
777°% = (77 772 = 1°°. 77 mod 10,



77=7 mod 10,

77°=7° mod 10,

49=9 mod 10,

777°%=9 mod 10= zbytek po dleni je 9.

Priklady k procviceni:

P¥. 9. 4:
Spaitéte ¢ (1 968).

[640]
Pr. 9. 5:
Spaitéte ¢ (3 528).
[1 008]
Pr. 9. 6:
Dokazte, 2N N: ¢ (4n + 2)= ¢ (2n + 1).
Pr.9.7:
Spastste 127* mod 18.
[13]

P¥. 9. 8:
Spastste 12** mod 65.
[1]
Pir. 9. 9:
Nalezrite zbytek po deni¢isla 172 ¢islem 52.
[7]
Pir. 9. 10:
Nalezréte zbytek po deni&isla 793% ¢islem 24.
[1]
Pi. 9. 11:

Nalezréte zbytek po deni&isla 3 528%°7 — 3°%7 gjslem 25.

[0]
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10. Mala Fermatova éta

Véta 10. 1:
Je-lip prvasislo ap 1+ a, pak

a-*=1mod p

Dikaz:

Uvazujme prvoislo p a redukovany zbytkovy systém mqud Takovy systém
obsahuje pravp — 1 redukovanych zbytkovychid Ry, Ry, ..., Ry-1. Necht uvazovany
redukovany zbytkovy system tkidibovolnan-tice (i, X, ..., Xp-1),
kdex OR;,i=1,...,p— 1.

Jelikoz z pedpokladu plati, ZB(a, p = 1, tvdi redukovany zbytkovy systém také
n-tice (@x, ax, ... 8% -1). Plati tedy rovnost:

axg axe ... @%-1 = X * X2, *...* X -1 modp,
jednoduchou Upravou dostaneme:

@ (X X, * et Xpo1) S X1 X2, ¢ ...t Xo—1 MOdP.
Vidime, Ze oB strany kongruence teme vydlit sowinem prvki redukovaného
zbytkového systémujmz dostaneme poZadovanou rovnost

a®t=1modp

Tim je dikaz ukorgen.

Pir. 10. 1:
Urcete zbytek po deni ¢isla 2 007 ¢islem 401.

Reseni:
Jeliko? 401 je prvéislo a 40H- 2 007, podle Fermatovyty plati:
2 007°*" =1 mod 401,
2 007°°*= (2 007°%°- 2 00#=1°- 2 007 mod 401,
2 007= 2 mod 401.
Zbytek po dleni jecislo 2.
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PF.

10. 2:
Najdktea, b0 Z tak, aby platilo 4 + S = 1.

Resent:

Hledamea tak, aby 5 | (1 -& = b= (1 - 4) | 5 budereSenim.

aby:

1-

4a=0 mod 5, tj. 4= 1 mod 5.

Vime, zeD(5, 4) = 1, tudiz:

4*=1mod 5= a=4=64.

Nyni snadno dopigtameb = (1 — 4-64) | 5 = -51.

Priklady k procviéeni:

PF.

10. 3:

Urcete zbytek fi déleni ¢isla 8°° gislem 13.

. 10. 4:

Urcete zbytek i déleni&isla 22 182 ¢islem 541.

.10. 5:

Urcete zbytek i déleniisla 6 112 007 &islem 127.

. 10. 6:

Urcete zbytek i déleni ¢isla 44 142°° gislem 283.

. 10.7:

Dokazte, ze 11|28% + 4902+ 52001

. 10. 8:

DokaZte, e 181| 12 32%%2- 321882+ 2,

.10. 9:

DokaZte, 7e 89 | 1 512°%— 268 998

Tedy chceme,

[8]

[1]

[5]

[-4]

42



11. Wilsonova \éta

Véta 11. 1:

(P

Je —lip> 1 prvaislo, pak:
—1)!' + 1= 0 modp.

Pr. 11. 1:

Urcete zbytek i délenigisla 18° ¢islem 19.

Reseni:

Jelikoz 19 je prvéislo a 19 — 1 = 18, pak:

(18) '+ 1=0 mod 19,
(18" 1=-1 mod 19.
Zbytek po dleni je —1.

Priklady k procviéeni:

Pr

.11, 2:
Urcete zbytek fi délenicisla 484¢islem 23.

.11, 3:
Urcete zbytek fi déleni¢isla 27 00@islem 31.

[1]

[-1]



12. Linearni neuréité (Diofantské) rovnice

Definicel2. 1:
Linearni neutitou (Diofantskou) rovnici o dvou neznamych rozurairavnici

o tvaru.

ax+by=c, a#0,b#0; a, b, cO Z jsou neznamé.

Véta 12. 1:
Nutnou a postaljici podminkou pro to, aby neita rovnice ax + by = ¢ m¢la

alespa jednu dvojiciteSeni je, abid(a, b) | c.

Re3eni neutitych rovnic:

1) Naleznem®(a, b).

2) Vydelime rovniciax + by =c ¢islemD(a, b).

3) Naleznemegislax',y O Z tak, ze:
a|D(a,b)-x +b|D(a b)-y =1.

4) Vynasobime rovnidlislemc a dostaneme:
axX -c|D(a,b) +by -c|D(a, b) =c.

5) Cislaxy ayp jsouteSenim rovnice, a to ve tvaru:
X=X -c|D(a b), Yo=Yy -c|D(a b).

6) VSechnaeSeni rovnice nalezneme dosazenim do rovnic va:tvar
x=%+{®|D@b)-t y=yo—@|D(a b)) -t,
kdet je parametr.

Pi. 12, 1:
Nalezréte vSechny dvojicefrozenycheiselx, y, které spiuji rovnici:
21x - 15/ = 3.
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Reseni:

1) D(21, 15) = 3.

2) 21|3x-15|3y=3|3=7x-5=1.
3) X =3,y=4.

4) 21-3-15-4=3.

5) X% =3, yo=4.

6) x=3-8, y=4-1

Resenim je tedy rovnice 21(3 495 15(4-17)=3.

P¥. 12. 2:

Z4jezdu se madastnit 195 osob. Je mozno objednat dva typy autolkieré maji
42 a 36 mist k sezeni. Denni poplatek &&ivautobus je 6 000,-&a za mensi 5 000,-
K¢. Kolik je treba objednat &tSich a kolik menSich autobysaby vSichni dastnici

zéjezdu nili misto k sezeni a celkové ndklady na autobus fmyhymalni?

Resent:
Ozna&ime-li patet WtSich autobus x a menSichy, pak pd&et mist v&chto
autobusech je 42+ 36y > 195. Celkova cena za 1 den zajezdu je pak & 8@00Q.

Sestavime tabulku:

X 0 1 2 3 3 4 5
y 6 5 4 3 2 1 0

pocet sedadel| 216 222 228 234 198 204 210
celkova cena | 30000/ 31000 32000 33000 28000 0029 | 30 000

Z tabulky vyplyva, Ze nejmensi naklady s dosjiwim patem sedadel jsou Fipact,

kdy objedname 3d&Si a 2 menSi autobusy.



Priklady k procviéeni:

Pr. 12. 3:
Nalezréte vSechny dvojicefrozenycheiselx, y, které spiuji rovnici:
14x + 5y = 6.
[14- (-6 + 5t) + 5 (18 — 4t) = 6]
Pr. 12. 4.

Existuji takové dva druhy konzerv, Ze hmotnost htdz obou drubje celym
nasobkem 100g. MenSi konzerva ma hmotnost mensilkgZza je znamo, Ze 11
mensSich konzerv se da vyvazit na rovnoramennyclkaoralé-ti \&tSimi konzervami a
zavazim o hmotnosti 1kg. thete hmotnost&Si a mensSi konzervy.

[800g a 1 300q]
Pr. 12. 5:

Devatenact badv rovir¢ tvori vrcholy trojuhelnik a ctyiahelnilé. Kolik takovych

trojuhelnika actyiuhelnika existuje, jestlize kazdy bod je vrcholem jedinéhoazce.
[1a4nebo5al]
Pi. 12. 6:

Je dan tero kruzich s 20, 12, a 8 body. Dosazenygbdod: byl roven 168. Kolik
zasali bylo v jednotlivych kruzich, kdyz veisdnim kruhu byl stejny get zasah
jako ve zbyvajicich dvou.

[80, 72, 16]
Pi. 12. 7:

Na pehrad se uskuténila projizfka motorovymicluny, které se ztastnilo 288
rekreant. Cluny byly 17-ti a 19-ti mistné.Kolikluna z kaZdého druhu bylo pouZito,
byla-li obsazena vSechna sedadla.

[8, 8]
Pi. 12. 8:

Rodie student gymnazia zorganizovali zajezd na hory. Je znan®, cena
jizdenky pro dosglou osobu byla o 20% vy3Si, neZ cena jizdenkgesita, Ze cena
kazdé jizdenky byla vyj&dna dvojcifernym firozenym¢islem a Ze hodnota jizdenky

pro dosglou osobu byla zapsana stejny&tslicemi jako pro studenta, avSak v ¢pam
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pofadi. Celkové jizdné bylo menSi nez 2008 Kolik korun staly vSechny jizdenky,
jestlize se zajezdu zastnilo 25 studefita 8 dosplych?

[1557]
Pi. 12. 9:

Obchodnik chil zakoupit mensi mnoZstvi latky (nejvySe 30m). Nao si vybral
dva druhy. Za jeden metr latky prvniho druhu zalp&ft K¢, jeden metr latky druhého
druhu byl o 10 K drazsi. Celkem za oba druhy zaplatil 2 530 Kolik které latky
koupil?

[8p a 21d nebo 17p a 13d]
P¥. 12. 10:

Pouwovy obchodnik z&al prodavat ,turecky” med. Kousek medu staf’uK ¢

nebo dvojnasolinvelky 8K¢. Za chvili nel v pokladnéce 400 K.
Pro jaky parametr t méa ulotieSeni?

[150, 151, ..., 160]
Pi. 12. 11:

Porovnam-li ¥k mych dti, mohuftici, Zectrnactindsobek dku starsiho syna je o 1
rok VétSi nez sedmnactinasobesku mladSiho syna. Zjiste wk obou chlapg.

[9 a 11]
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Zavér

Doufam, Ze tato prace bud&igpsem pro studenty studujidiednt algebra Il

a pomize k lepSimu pochopeni a porozinh probirané latky.

Celou praci jsem se snazila koncipovat systematiBlostup nas seznamuje se
z&kladnimi pravidly, které se v algebvyskytuji. Dale jsou uvedenykteré dilezité
matematické &ty, s jejichZz pomoci je st ¢isel a vypéti snazSi a podle mého také
zajimawjSi. V neposlednifact snad tato prace zaujme a poskytne dostatek zajoha

neobvyklych piklada k procvieni.
Cilem této bakali&keé prace jefiedevSim ukazat spravnou cestu aidbp

potencionalnimu studentovi dobry pocit z pochogeachopeni navnabytych

znalosti.
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