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ANOTACE

Diplomova prace obsahuje piehled zékladnich pojml 2z teorie obycejnych
diferencialnich rovnic. Vybrané piiklady jsou ukazkové zpracovany a jsou zde typy piikladi

z matematiky, mechaniky a fyziky, kde se diferencidlnich rovnic uziva.

ANNOTATION

Thesis includes some summary of basic ideas in theory of general differential
equations. There are worked some chosen examples and types of examples used in

mathematics, mechanics and physics where are differential equations used.




Rada bych timto podékovala Mgr. Hané Stépankové, Ph.D. za metodické vedeni. odbornou
pomoc, cenné a vécné pripominky. rady a naméty. kterych se mi od ni dostalo v prub¢hu
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1. UVOD

Cilem této prace je seznamit Ctenafe s problematikou diferencialnich rovnic a jejich
derivaci a integralii.

Diplomova prace je rozdélena do tii kapitol, které jsou dale déleny do nékolika
podkapitol. Kazda podkapitola obsahuje feseny vzorovy piiklad a ulohy k
samostatnému procviceni s vysledky. Pro lepsi nazornost prikladd jsou zde uvedeny i
nékteré obrazky.

V prvni kapitole jsou pfiblizeny obycejné diferencialni rovnice 1. fadu. Nalezneme
v ni teorii a navod k feSeni jednoduchych diferencidlnich rovnic, napf. separovatelnou,
ale samoziejmé i sloZit¢j$i napi. homogenni, linearni, Bernoulliovu, Ricattiovu,
Clairautovu a Lagrangeovu diferencialni rovnici.

Reseni obyéejnych diferencidlnich rovnic 2. Fadu je popisovano v kapitole druhé.
V této &asti je mozné nalézt vlastnosti rovnic, metodiku a feseni rovnic s konstantnimi
koeficienty s pravou a bez pravé strany.

Posledni kapitola je vénovana uziti diferencidlnich rovnic v praxi. Je zde uvedeno
nékolik pFikladi pro feSeni problémi v geometrii, mechanice a fyzice. Pro piehlednost

jsou zopakovany véty z fyziky a geometrie, které pouzivam.




2. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE 1. RADU

Oby¢ejnou diferencidlni rovnici |. fadu rozumime rovnici ve tvaru:
F(x,y,y)=0, (*)
kde F je realna funkce tfi proménnych, definovana v néjaké oblasti G < R
Resenim rovnice F(x,y.y')=0 rozumime funkci h: y = h(x), kterd ma derivaci
v jistém intervalu / — R a pro kterou plati:

[x, A(x), A'(x)] € GaF(x, h(x), h'(x))=0prokazdéx € I

Neékdy lze rovnici (*) vyjadrit ve tvaru:
¥'=f(xy)
Obdobné fesenim této rovnice rozumime funkci A: y = h(x). ktera je diferencovatelna
v néjakém intervalu / R a pro kterou plati:
[x, A(x)] € H,
h'(x) = flx, h(x)) pro kazdé x [/

dodatek:

1) Necht” [Xo.yo] je libovolny bod v G (z def. fce f). Uloha uréit fedeni rovnice (*)

spliiujici pocatecni podminku
h(-\'n) =Yo (**)

se nazyva pocatecni tuloha (¢i pocateéni problém).

2) Obecnym feSenim rovnice (*) budeme rozumét funkci zavisejici na jedné
konstanté (parametru) C' takovou, ze specidlni volbou C lze ziskat feSeni kazdé
poc&atecni ulohy (*), (**).

3) Graf feseni rovnice (*) nazveme integralni kiivkou.

2.1 SEPAROVATELNA DIFERENCIALNI ROVNICE

Separovatelna dif. rovnice ma tvar

y'=f(x) () nebo g(y)-y' = f(x)




(kde /. g jsou zadané funkce).

Jedna se o dif. rovnici |. fadu specialniho tvaru, kde na pravé strané je oddélen
(separovan) vyraz obsahujici pouze symbol x od vyrazu obsahujiciho pouze symbol y a
to souc¢inem. Takovymi rovnicemi jsou napfiklad také

y'=y.(y'=1-) nebo y'= i(.w =x- —J_
¥ 2

Separovatelné rovnice feSime specidlnim postupem ( feSeni ma | volitelnou konstantu
C).

dy

— =f{x). g0

dx
Prepsani y ' na podil diferenciali umozni dal$i manipulace. Obé strany rovnice nasobime

symbolem dx a délime funkci g(y)

|
g(y)

dy = fix).dx,

nyni ob€ strany rovnice integrujeme

| ST | fix).dx

g(y)

a pak pristoupime k ziskani primitivnich funkci

Gy)+ Cr=Fx)+ Co

Dale polozime C = C; - C; a dostavame G(y) = F(x) + C. Pokud nejsme schopni

z posledni rovnice vyjadrit y, ponechdme vysledek v tomto tzv. implicitnim tvaru.

Poznamka:

Mizeme se setkat se zadanim dif. rovnice v tzv., diferencialnim tvaru*, napf. dy — x°.

= S i ' . 5 ;
dx = 0 je jen upraveny zapis rovnice y' = x°, kde byla derivace nahrazena podilem

diferenciald a rovnice upravena.

Priklad 1

Najdéte vSechna FeSeni rovnice 2yy'- 4’ = 0.




j 2y dy- I i dx=C

2 4 v
y =x +C.

Protoze g(y) #0 pro y # 0, je pro tato y ureno posledni rovnici fedeni diferencialni

rovnice implicitné.
Bodem [0,0] prochézeji feeni ato iy -y =x°, hy 2y = -x° (pokud C = 0). Ostatnimi
body pfimky y = 0 neprochazi zadné feSeni. Integralni kfivky lezi vzdy v horni nebo

dolni poloroviné s hrani¢ni primkou y = 0.

Priklad 2
Reste dif. rovnici (x— 1)y’ —¢* y' = 0.
Resent:
3 5 4y
x— 1y = —.
( y dx
Separaci proménnych dostavame:
x—1 d
——de= 5 proy #0
€ qlE
integrujeme
x—1 dy _
-‘- \’J Ix = J ;t-l-('_
e y
J. xe dx - J edx =y dy + C,
5 |
xe'—e*+te'=-— +C
2y°
upravime
¢ 3
I =2y".
L Ce* +x i
4




Rovnice (1) uréuje feSeni implicitné pro y # 0. Funkce y = 0 také vyhovuje pivodni

diferencialni rovnici a popisuje tedy jeji singularni FeSeni.

Priklad 3

Reste diferencialni rovnici y'cos’ x = (1+cos” x)y/1 -y’ .

% cos’x = (1 + cos’x) /1 -7,
X

dv l+cos’x

—
1-y* cos” x

proy e(-1,1),x #(2k+ l)%.

Integrujeme:
J‘ ({l’ = j ( |
i~ cos’ x

arcsiny=tgx +x + C,

S s e

y=sin(tgx +x+ C).
Dostavame obecné feSeni dané rovnice. Navic singularni feSeni plvodni rovnice jsou

funkce y=1,y=-1.

Priklad 4
Najdéte obecné FeSeni a posléze i partikularni FeSeni separovatelné diferencialni

a

-t

rovnice se zadanou poéateéni podminkou. y'= ¥(3) =-2.

(8]

7

Resent:

dy  x

dx 2y

2
2y dy = x° dx,

‘[ 2ydy = _[ x*dx,

h




3
) o 4
¥ = 73 + ()

obecné fedeni v implicitnim tvaru
explicitni vyjadreni

Ze viech téchto feSeni musime vybrat takové, aby spliiovalo pocate¢ni podminku.
Tedy:
33
W3)=-2 & — +C=4,
3
C==5.
Hledané partikularni feseni ma implicitni tvar

5

% :L-S.
3

Jako explicitni vyjadieni pak vyhovuje funkce

3
y=- %——5 na intervalu ({15, «).
2

Priklad 5

Jestlize néjaké téleso ma teplotu vétsi, nez je teplota jeho okoli, zafne se
ochlazovat. Rychlost ochlazovini télesa na vzduchu je umérni rozdilu mezi
teplotou télesa a teplotou vzduchu. Necht’ teplota vzduchu je 20 °C. Empiricky
bylo zjisténo, Ze béhem 20 minut se téleso ochladilo ze 100 °C na 60 °C. Urcete
zakon zmény teploty télesa v zavislosti na ¢ase.

Necht' y(r) znadi teplotu télesa v okamziku ¢ (1 > 0). Potom rychlost ochlazovani télesa

neboli rychlost, jakou se méni jeho teplota, bude rovna derivaci % Podle podminky
di

vyslovené v uloze plati:

A k(y — 20),
dl




kde kje soufinitel umérnosti. Pfitom podle smyslu ulohy je y > 20. Separaci
proménnych dostaneme rovnici

dy
y—20
a po provedeni integrace dostaneme

=kdi,

In(y —20) =kt + Inc,

y—20= ce®
odtud

(2)

y =20+ ce" .
Abychom urgili konstanty & a ¢, pouzijeme podminek vyslovenych v tloze
¥(0) =100, »(20) = 60,

dosadime-li tyto hodnoty do rovnice, dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou
neznamych c a k

20+ ¢ =100,
20 + ce”™ = 60,
odtud
¢ = 80,
20k _ l
(ce” = 5 %

Dosad’me nyni do obecného fedeni (2) hodnoty vypoctenych konstant

]

—20+30[1]5
’ 2

to je hledany zakon zmény teploty y télesa v zavislosti na Case 1 za podminek danych
v tloze.

Na rovnice se separovanymi proménnymi Ize pfevést rovnice tvaru
y' = f(ax + by + ¢),

kde f je funkce, a, b, ¢ jsou konstanty.




Rozlisme dva pripady:
1) b=0 tj. ' = flax + ¢),
pak

dy = flax + ¢)dx,

y= j flax + ¢) dx + C.

2) b#0
V tomto pfipadé uzijeme vhodné transformace
z=agx+by+c,

pak

Po dosazeni do ptivodni rovnice dostavame

I
—(Z'—a) = f2),
b
Z'=a+ bf2),
coZ je rovnice se separovanymi proménnymi pro neznamou funkci z. Po vyreSeni

této rovnice dosadime za z = ax + by + ¢ a vypoéitdime neznamou funkci y.

Dostaneme tak feSeni ptivodni rovnice.

Priklad 6

Reste rovnici y' = (x +y)~.

Tato rovnice odpovida vyse popsanému typu rovnice, kdea=1,b=1ac=0.
Substitucez=x+y. Pak y=z-xay)y' =z'-1.

Dosadime do piivodni rovnice

2° +1
arcigz=x+ C,

z = ig(x +C),




po dosazeni za z = x + y dostaneme

y=iglx + C)—x

Priklad 7

y - y+1

Reste rovnici ' = nE e
xX=y

Vyuzijeme substituce. Pak y =x—-zay'=1-z\

po dosazeni

1-2'=

dz__]

a2
J.zdz:—j- dx+C,

7

o =-x+C,
2
Z+2u%=C
Po navriceni k piivodni neznamé dostaneme feseni dané rovnice v implicitnim tvaru
(.\c“y)3 +2x = C.
CVICENI
Najdéte obecné feseni separovatelnych diferencidlnich rovnic (alespoii v implicitnim
tvaru).
3.4 1 %
a)y =x " ==t
y=xy [ e ]
by =y 24y =x+C]
T J
&) y'=xe’ fe =2+ ) |
d)y = sinix [sinycosy+l:_sinxcosx+£+C] .
cos” x 2 2 2 2 f
&)y =& [ = ¢+ C]
f) e.'(*'l_l'alx - er-I d,lv [_%8-2}' — _e-x+] + ("] i




g)viedx +dy =0

yi+4y+3
h)y = ———
x +2x+1

i) & sin x dx — cos’x dy = 0

Dy —=0

3y’ 2

[l| yrl =1 C]

ZiyeEd +1

[-e” = Do C]
cos x

[y = Ce']

Najdéte partikularni feSeni zadanych diferencialnich rovnice s pocate¢ni podminkou.

2

)y =X y3)=1
¥y

b) y'Vx =xyy ++y, ¥9) =4

c)xdy+yde=0, ye)=1

d)y'=Inx, y(1)=3

¢) ‘:1?’ =65+ 61, y(3) =5, ¥ (3)=6

f) ‘;s” =25¢" , y(0) =4, ' (0) = -

o

LT
x oy

h)y" = x , p(1)=1,(4)=8

2 3

y _x 17
[ =1

2 3

[2\/,_:%{2 +2x-20]

[In[y[=1-Inx|]
[v=xlnx-x+4]

[y =10 +3sf — 18st— 211 + 285 + 36]

[r=e”—T¢+3]

[ = x* +96]
4 2 19 82
=_‘-_._ +.—
b

Separaci proménnych urcete obecné feseni rovnic.

» X
a) + =
\/l+y2 -\/l+x2

b)ytgx—-y=2

0

) 25t ds = (1 + £)dt

d) x'+1+ ¥y

=)
X y° —l}

[V1+x? +4f1+ y* =C]
[y = Csinx - a]

[s = t+C—1]
¢

[+ Inx*+ In]y2 41| =C]

10




Urcéete obecné feseni diferencialnich rovnic.

a)y =3x-2y+5

b) ¥' = cos (x - y)

¢) ) =sin(x—y)

[+ 5)0° +3) = C]

[6x—4y + 7—Ce™ = 0]

[x +cotg % =]

[cotg(y_x+§)~x:€]

2
2
d)y = -3 [30x + 10y + 4In5x + 10y —4 = (]
Xt dy
e) (x +y)’y'=4 [2 arctg - ; i y=C
t) yl o 33.\“2_]‘ [3‘3-2_\‘ i1 2-33,\‘ .. (.1]
gy = [(x + 29 +2)" - Ce® = 0]
x+2y
,_ 2xAy<l
h)y = —=— [-5x + 10y + 7In[10x + 5y + 9| = C]
4x+2y+5

22 HOMOGENNI ROVNICE

Homogenni diferencialni rovnici nazyvame diferencialni rovnici, kterd se da prevést na
tvar y' = fly/x). To je mozné u rovnic tvaru y'= g(x,y), kde funkce g je homogenni
funkci nultého stupné, tj. plati g(tx, ty) = g(x, y) pro kazdé Cislo 7 = 0.

Napriklad funkce

Xy

gty =
x“+y°
je homogenni stupné nula, protoze pro kazdé 1 # 0 je

1*xy Xy

2t +y?) x4yt '

g(rx, 1y) =

Jestlize do vztahu g(1x, 1y) = g(x, y) dosadime ¢ = 1/x, dostaneme g(x, y) = g(1, y/x) =

Ar).




Napf. rovnici
xy

xt+y

mizeme psat ve tvaru

Homogenni rovnice feSime zavedenim nové neznamé funkce z = z(x) vztahem z=y/x,
takze y = zx. Odtud y'= z'x + z (' = dz/dx). Po dosazeni do rovnice y'= f(y/x)

dostavame

odtud

Z

_S(2) -z

X

coZ je rovnice se separovatelnymi proménnymi a plati

dz  _ radx
'[f(-z)#::ﬁjx'

Poznamka:
Je-li fiz) — z = 0 pro kazdé z, ma rovnice obecné feSeni y = Cx, kde x € (-,0) nebo
x € (0, o). Bude-li diferencidlni rovnice psana ve tvaru
P(x, v)dx + O(x,y)dy = 0,
bude homogenni dif. rovnici tehdy, budou-li P(x, y), O(x,y) homogenni funkce téhoz

stupné.

Priklad 8

.n e 2xy
Reste rovnici y'=———.

g

Pro kazdé x # 0 ji miZeme psat ve tvaru




Substituci y/x = z, tj. y= zx, pfejdeme na rovnici

: 2z
dxre= -
1-z°
odtud
z4+2°
Zix = =
b=
(l—:z)dz_é
z{l + 22 Cx
J (I—:z}fZ: ﬁ
2|1+ 27 x

Integral na levé strané vypoc¢teme rozkladem integrované funkce na parcidlni zlomky

integraci dostaneme

lnlz‘ = In(l +2° ): In|x| + 1n|cj,

In

2

1+ z*

* = Injex],

Dosadime zpét z = y/x a po Gpravé mame
x?+y*-2Cy=0,

2

x? + (}"—C)2 =G,
pfi upraveé jsme oznacili 1/¢ = 2C.
Reseni z =0 dava y/x = 0. tj.y = 0.
Uvazime-li, Ze funkce na pravé strané dané diferencidlni rovnice neni definovdna na
pfimkach y = x a y = -x, vidime, Ze integralnimi kfivkami jsou kruZnice se stfedem na
ose y dotykajici se osy x, z nichz jsou vyiaty jejich priseciky s pfimkamiy =xay = -x,

a osa x s vyjimkou poc¢atku. (viz obr.1)




Priklad 9

Reste dif. rovnici(y® — x kix — 2xydy = 0 a popiste pribéh jejich Feseni.

P(x. y) = ¥ —x°, O(x, ¥) = -2xy, obé funkce jsou homogenni druhého stupng, proto je

dana rovnice homogenni. Mlizeme ji psat ve tvaru

= pro xy # 0.

Z'x+z=
2z
dz 22 +1
—x=-
dx 2z
2zdz  dx
z2 +1 X
14




Po integraci

In(z? +1)=~In|x| + In|c],

(zz + le‘ :‘C‘,

(}’: 4 l}c =+(', nemusime psat + nebot C € R
o

Yot x =iy,

Posledni rovnici, ktera implicitné urcuje feseni dané diferencialni rovnice, muzeme jesté

(o o 4]

Je tedy vidét, Ze integralni kiivky tvofi soustavu kruznic, které maji stfedy na ose x a

upravit

dotykaji se osy y v pocatku soustavy soufadnic.

Na rovnice homogenni piipadné na rovnice se separovanymi proménnymi lze pievést

rovnice tvaru

{ ax+by+c
yi=f Lu ]
Ax+ By +C

kde f je dana funkce, @, b, ¢, A, B, C jsou konstanty.

Rozlisujeme dva pfipady:

a b
1) =0
A B
a b .
2) 20 tj.aB—Ab =0
A B

Prvni pfipad nastane:

a) a=A=0
b) a=5b=0
c) A=B=10




d b=B=0
e) a=k4d,b=kB k=0
f) b=ka B=kA, k+0

: e [ by+c : . SR
Pro a = A = 0 jde o rovnici _v':_f[y— , COZ je rovnice se separovanymi

By+C
proménnymi
Pro b=0je y'=f S volime substituci Ax + By
a=b= = ; ciz=4A :

e Ax + By+C '

o ax+by+c
ProA=B=0je y'=f —(—— .

. ax +'c g . ;o > e
Prob=B=0je y'= f(A CJ' COZ je rovnice se separovanymi promeénnymi.

X+

kAx + kBy + ¢

Proa=kA, b=kB k #0je y'=f
Ax+ By+C

] , volime substituci z = Ax + By.

ax + kay + ¢

Prob=ka B=kA k #0je y'= f|l ————
i j(Ax+k4y+C

J, volime substituci z = x + ky.

Ve druhém pripadé ma soustava linedarnich algebraickych rovnic
ax+ by +e=10
Ax+By+C=0
jediné Feseni [m, n]. Pak volime zaménu proménnych
x=u+m
Y=V-rn
Kde dx = du, dy = dv a po dosazeni do plivodni rovnice dostavame

ﬂ_ [ au+am+bv+bn+c |\ . au + by
du "\ Au+ Am+ Bv+ Bn+C ~ '\ Au+ By

a to je homogenni diferencialni rovnice.

Priklad 10
Integrujte diferenciilni rovnici
2x+3y -1
(3) Pt el
4x+6y+5
16




Defini¢nim oborem je celd rovina s vylou¢enim bodi pfimky 4x+6y+5=0. Vidime, Ze
koeficienty u proménnych x a y jsou umérné. Rovnici pfepiSeme proto ve tvaru
i 2x+3y=I
(4) Y=
22x+3y)+5
a zavedeme substituce 2x+3y=z. Rovnice (4) piejde pak v rovnici

z+1
2z+5

to je separovatelna rovnice (za predpokladu 2z+5# 0 &ili 2(2x+3y) # 0 je ovSem splnén).

(5) zi=7

Jeji feSeni je dano vztahem

(6) z+1=Ce ?

obr.2

kde C mtzeme volit rovno nule, nebot’ z+1=0 je téz feSenim rovnice (5). Substituci

z=2x+3y dostaneme
(7 2x+3y+1=Ce*?,
to je vztah, ktery zahrnuje viechna feseni rovnice (3).
Piislusné integralni &ary jsou zakresleny na obr.2. Vynaset je pfimo podle rovnice (7) je
obtizné. Daleko pohodingji je ziskame, zakreslime-li nejdiive smérové pole
diferencialni rovnice (3). nebot’ prislusné izokliny spojujici body, jimz je pfifazen smér
o smérnici k, jsou ¢ary o rovnici

2x+3p=1

4x+6y+5_
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v CESKYCH BUDEJOVICICH
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Cili primky
2x(2k-1)+3p(2k-1)+5k+1=0,

. SRR s 2 e
jsou to rovnobézky se smérnici g Dosadime-li k:--i. dostaneme rovnici izokliny,

ktera je sama integralni ¢arou, totiz
2x+3y+1=0,
je to asymptota viech integralnich car. Povahu integralnich ¢ar mizeme snadno poznat
z rovnice (6), jestlize v ni provedeme substituci
z+1l=v
(8) Tx—2z= u}

Dostaneme pak rovnici

"

p=Cet;
ktera pro rlizna C vyjadfuje exponencialni kiivky (obr.3), jez posunutim podél osy u
prechazeji v sebe, jak se o tom muzeme piesvédCit, pripiseme-li posledni rovnici
logaritmovanim na tvar

u=3Inp|-K

kde K = 3 In|C].

obr.3

Obr. 2 vznikne zobr.3 pouhou kolineaci, tato kolineace je analyticky vyjadfena
substituci, vzniklou slozenim substituce (8) a plivodni substituce 2x+3y=z, kterou jsme

prevedli pivodni diferencidlni rovnici (3) na rovnici separovatelnou. Je to substituce




p=2x+3y+1
(9)
u=3x—06y
z ni plyne
6 3 6
R = P e
21 21 21
D
- 21 21 21

Rovnice (3) pfechdzi substituci (9) v diferencidlni rovnici
v =2 w=2
6v'+3 2v+3

¢ili po upravé

r

V==—V.

1
=
J

Je to velmi jednoduchd separovatelna diferencidlni rovnice, jejiz feSeni jiz zname ze

vztahu v=_Ce?.

Priklad 11
4x+3y+1

Reste diferencidlni rovnici y' = — -
Ix+2y+1

(T N O R, S
€ O pripa =—1%#0U.
pripad |

Redme soustavu rovnic
4x+3y+1=0,
I+ 2y+1=0.
Snadno ur¢ime fedeni x=-1, y=1. Volime proto zaménu proménnych
x=u-1,
pE= ]

Po dosazeni do piivodni rovnice dostivame

ﬂ_ﬁ4u+3v
du  3u+2v’

coZ je homogenni diferencialni rovnice. Provedeme dal3i ziménu

v ' 1]
=— v=zu v=zu+z,

-
v

u




kde ~ znamena derivaci podle proménné u. Po dosazeni je
: 4+3z
Zu+z=- :
3+2z
dz -2(z2 +32+2)

— U=

du 2z+3

a po separaci proménnych

,22+3 dz=—2ﬂ
z°+3z+2 u

za podminek u 20, z* +3z+2%0.
Po integraci

In

z' +3z+ 2| = —2Infu| + In|C],
po odlogaritmovani

(22 +3z42)-u =C.
Presnéji bychom na pravé strané méli psat po odstranéni absolutni hodnoty + C, jelikoz
C je libovolna konstanta, ma zapis C' misto + C stejny vyznam. Vritime se nejprve
k proménnym u, v

[¥+33+2J-u3 =C,

u u

v? +3uv+2u’ =C,
pak dosadime z transformacnich rovnic u = x + 1, v = y— | a dostavame

(y=17 +3(x+1)y-1)+2x+1)' =C
a po tpravé a rozkladu

(x+y)2x+y+1)=C,
coZ je obecné feseni dané rovnice v implicitnim tvaru.
Podivejme se, zda omezujici podminka z* + 3z + 2 # 0 neumoziuje urcit singularni
feSeni. Pro

2’ +3z+2=0
je(z+1)(z+2)=0,t. z=-1neboz=-2
V prvnim pfipadé

v :
z=—1, —=-1, fv=-u,
u




v druhém pfipadé

v :
z=-2, —=-2,tj. v=-2u.

Prejdeme-li k pivodnim proménnym x, y,dostdvame v prvnim pfipadé

x=u-—1,
pi=vit =g+
a po se€teni obou rovnicx + y=0.1.y = - x.
Ve druhém pfipadé mame
x=u—1,
y=v+l=-2u+l
a po vyloueni u z obou rovnic je 2x + y = - I, tj.y = - 2x - I.
Je viak vidét, Ze v obou pFipadech funkce y = - x ay = - 2x — | jsou partikularni feSeni

dané rovnice, ktera obdrzime z obecného reseni volbou C = 0.

CVICENI
e x+y+1
& 2x+2y—1
, ¥y +4y+3
b) y =—}2 .
x“+2x+1
sin :
¢} y'= :
cos X
d) y,:sm 1x
cos” y

e) e.t+2_rdx =e2x—ldv

f) e” sin xdx — cos” xdx =0

g) y'eldv+dy=0

i) (x =2y +9)dx = (3x - 6y +19)dy

21

{3x+gy—lln|x+ V|:x+cj|
3 3 :

3
- +c}
x+ 1

{lln
2

[sin y=—cosx+C]

y+1

Y+3

[sinycosy oA sin x cos x

+£+C
2 2 2 2 }

] ] 2x
—_-— =—¢
3y° 2

[x+y-4mn2x+3y+7=C]

[x-3y+8Injx-2)|=C]




2x+3y -1 -
) e 2x+3y+1-Ce™®
e 4x+6y+35 l 4 ]
k)y':‘i:glj:l b2+4y2ﬁ4xv+6x—10y=C1
2x—-4y+5

) (= 2x+3y - 7)dv+ (4x+5y+13)dy=0  [(y—x-3)(Ey-2x-9)*=C|

7

b2
m) _vr:it;vi-_? C((x+1)2+(y+2)2)|3_.e RH»I :0
xX-y-
M(x+y~2yﬁ+(x—y+4ﬁ&=0 h3+lw—y:—4x+8y=CJ
2x — 1 ) ,
0) y,:l—};'i‘ [x-_x},_i_y-_f_x__y_(wzoj
x—2p+]
3x—4y 2 )
i 7y +8xp—3x> =2y -C=0
204 4x+ 7y -1 ly % 4 j
Q) (r-x-4)y'=x+y-2 [v? + 22y - p* —4x+8y - C =0

23 LINEARNI DIF. ROVNICE 1. RADU

Oby¢ejné linearni diferencialni rovnice prvniho fadu jsou rovnice, které lze zapsat ve

tvaru

y'+ px)-y=4(x),
kde o funkcich p, ¢ jedné proménné x budeme piepokladat, Ze jsou na néjakém intervalu
spojité. (Linearné v této rovnici tedy vystupuje jak funkce y, tak jeji derivace y".)

Pokud jedna z funkci p, ¢ je redlnym nasobkem funkce druhé, da se takovato linearni
rovnice feSit metodou separace proménnych. Specidlné to lze napf. tehdy, je-li p = 0
(jedna se o ,,pouhé* nalezeni neurcitého integralu) €ig = 0.

V nékterych pfipadech je pak moZné linedrni rovnici pfevést na rovnici se
separovatelnymi proménnymi vhodnou substituci.

Jednim z obecné pouzitelnych postupt feSeni linearnich diferencidlnich rovnic vSak

je postup nasledujici.
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V prvnim kroku feSime nejprve tzv. rovnici bez pravé strany (budeme ji téz
nazyvat rovnici homogenni), tj. rovnici, kde g(x) poloZzime rovno nule
y'+p(x)y=0.

Jeji obecné feseni nalezneme pomoci separace proménnych.

dy
i p(x)y,
takze
dy
— == '[p(x)dx .

y
Jestlize oznacime P(x) primitivni funkci k funkci p(x), mizeme dale psat:

ln|yl =-P(x)+C,
odkud odlogaritmovanim (a zbavenim se absolutni hodnoty) ziskame explicitni tvar
obecného feseni (homogenni rovnice)

y(x)=K-e"?,

kde realnou konstantu znaéime K.

Nyni nasleduje krok druhy, nazyvany variace konstanty. Jde nam totiz o nalezeni
feSeni nehomogenni rovnice, tj. rovnice s pravou stranou rovnou g(x).
Toto feSeni hledame ve tvaru
)= K(x) e,
Konstantu K vstupujici v obecném feSeni homogenni rovnice tedy chceme nahradit

=P(x)

funkci K(x) proménné x tak, aby funkce y(x)=K(x) e splfiovala rovnici

nehomogenni (odtud i nazev variace konstanty). Musi tudiZ platit
y'(x) + p(x) ¥y(x) = q(x),
coz po zderivovani funkce y (je ji tieba derivovat jako soucin, nebot K je nyni také
funkci proménné x) a dosazeni dava
K'(x)-e " + K(x) e - (-P'(x) + p(x)- K(x) - ™" = g(x).
ProtoZe P(x) pfedstavuje primitivni funkce k funkci p(x), je P’(x) = p(x). a druhy a tieti

&len z levé strany posledni rovnice se odec¢tou. Podminka pro hledanou funkci K(x), aby

P(x) = K(x)-e """ tesila rovnici nehomogenni, tak ma tvar
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K'(x)-e""=¢(x),
neboli
K'(x)=q(x)-e".
A odtud Ize K(x) ziskal ,,pouhym* zintegrovanim
K(x)= jq(.\'} g Hele

Funkce K(x) pro spojité¢ funkce p, ¢ existuje (jinou otdzkou je, umime-li uvedeny
integral vypocist), a je urena jednozna¢né aZ na integracni konstantu ¢. Obecné feSeni

nehomogenni linearni rovnice y' + p(x)- y = g(x) ma proto zdpis

F@) = (K@) +e) e =K(x) e ¢,
kde
P(x)= [p(x)dx,
K(x)= [g(x)- " dx

a x je z vhodného intervalu.

Za pozornost stoji tvar funkce y(x): je souctem obecného fedeni homogenni linearni

rovnice c¢-e "

a tzv. partikularniho feSeni rovnice s pravou stranou. Pokud tedy
zname obecné fedeni rovnice bez pravé strany a néjaké (jedno) partikularni feSeni
rovnice spravou stranou. zname tim jiz vSechna feSeni nehomogenni linedrni
diferencialni rovnice.

Pozndmka:

1) Je-li metoda variace konstanty provadéna bez chyb a uzivame i spravné spocteného
obecného feseni rovnice bez pravé strany, musi se v priibéhu postupu ¢leny obsahujici
funkci K(x) v diferencidlni rovnici odecist. Diferencidlni rovnice je tak redukovana na
jednodussi pfipad hledani neurcitého integrélu.

A v tom tkvi vyhoda uvedeného postupu: kdybychom totiZz hledali feSeni nehomogenni
rovnice v jiném tvaru, tato situace by nastat nemusela a my bychom pouze jednu
diferencialni

rovnici prevedli na rovnici jinou, taktéz ,,neredukovanou®.




2) V situaci. kdy zname obecné feSeni homogenni linedrni rovnice (coz obnasi vypocet
v podstaté jen jedné primitivni funkce P(x) a dokazeme najit partikularni feSeni rovnice
bez pravé strany néjakym jinym zplisobem, nemusime variaci konstanty samoziejmé
vibec provadét. Obecné fedeni dané nehomogenni rovnice je jiz zcela popsano souctem

téchto dvou zminénych feseni.

3) Jestlize ptevedeme linearni diferencialni rovnici y"+ p(x)- y = g(x) na tvar
y'==p(x)y+q(x)=f(x ), je
df

E = —p(x).

Bude-li dale (xq, vo)e R takovy bod, Ze xp patii do defini¢niho oboru funkce p(x) i g(x),

je diky spojitosti funkce p parcidlni derivace ;i na jistém okoli bodu (xp, yy) funkei
y

omezenou. Z diive uvedene véty o jednoznacnosti feSeni diferencialni rovnice prvniho
fadu tudiz vyplyvd, ze linearni rovnice y'+ p(x)- y =¢g(x) s pocateni podminkou y(xq)
= yo ma jediné feSeni.

Jeho uréeni znamena fakticky vypocet jen dvou neurcitych integrali (jednoho pfi feSeni
homogenni rovnice, jednoho pfi variaci konstanty) a stanoveni hodnoty integracni
konstanty: tu je tfeba zjistit dosazenim pocatecni podminky do obecného feseni
nehomogenni rovnice. Dosazujeme tedy aZz do konecného tvaru hledaného feSeni,

nikoliv nékde dfive v pribéhu vypoctu.

Priklad 12
Uréete obecné FeSeni diferencidlni rovnice xy’' — y =x" (x=0),
a) dosazenim do odvozeného vzorce pro obecné FeSeni
b) metodou variace konstanty
¢) substituci y = uv.
Dana diferencidlni rovnice je po Gpravé
o
y——y=x
i

linearni diferencidlni rovnici 1. fadu typu y" + fix)y = g(x), kde flx) = - 1/x, g(x) = x.

(3]
i




a) Pro obecné reseni diferencidlni rovnice tohoto typu jsme odvodili vzorec
= f(x)elx = f(x)dx [ (x)ed
y=Ce I +e I Ig(x)ej " d.
dosadime-li do tohoto vzorce, dostavame s pfihlédnutim k podmince x > 0

!11' I‘J: - Iu‘.\
v:Cej-‘ i +ef'” xxe J-" dx

y:Ce[nx +el|ix Ixe—ln.tdx

’

y=(’x+xjdx.
y=Cx+x?,

coz je obecné feSeni dané rovnice.

A ; g Si oo v ;
b) Resime nejprve rovnici y'——y =0, metodou separace proménnych. ReSeni
x

dostaneme ve tvaru y = Cx.

Reseni plivodni rovnice hledame ve tvaru y = C(x)x. Po dosazeni uréime funkci C(x):

C'(x)x+C(x)— it Lixx=x,
X

Clilxix=x,
Clixy=1,
C(x) = x+C.

Po dosazeni do vztahu y = C(x)x dostavame obecné feSeni dané rovnice ve tvaru

p=Cx +x°.

c¢) Necht' y = uv. Po dosazeni do dané rovnice je

uv+iv' ——uv=x,
X

(10)

u(v' - lv) +(w'v-x)=0.
x

Urceme funkci v tak, aby platilo v' - o v=0.
X

Separaci proménnych, obdrzime fedeni v=Cx.

Pro tuto funkci v ma rovnice (10) tvar
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u'v—x=0,
u'Cx—-x=0.
]
Odtud funkce u: d=—=x+¢,
C
Pak obecné fesSeni dané rovnice je

y=uv,

| — 5
=(—x+c)Cx=Cx+x".
y (C ¢)

Priklad 13

Najdéte FeSeni rovnice y' — 4y = cos x , které vyhovuje poéateéni podmince y(0) = 1.
Podle odvozeného vzorce je obecné feSeni dané rovnice po dosazeni flx) = -4,
£(x) = cos.x:

—I 4dx

y=('eIM‘ +e§m jcosx-e dx,

g >

y=Ce* +e* je"‘” - cOs xdx.

Proved’'me pomocny vypocet integralu
= Ie’“ cos xdx.

X

Pii vypottu uzijeme 2 krat metodu per partes. Nejprve polozime u=e™", v'=cosx,

—4x

pak u'=—4e™", v=sinx atedy

(11) I=e™ sinx+4Ie"’" sin xdx .

-4 x

Po druhé polozime u =e™*, v/ =sin x, pak u'=—4e™, v=—cosx atedy

I=e sinx—4e* cosx-161,

odtud

—4x

2]

= %
V= sinx —4cosx).
17 ( )

Po dosazeni do vzorce pro obecné feSeni za / mame obecné feSeni ve tvaru
e e
y=~Ce +ﬁ(smx—4cosx).

Nyni pfihlédneme k pocate¢ni podmince y(0) = 1 a dostavame C = Tz_}

Hledané partikularni fFeSeni dané rovnice, které spliiuje po¢atecni podminku, funkce je
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y=%(2|e“ +sinx —4cosx).

Priklad 14

Reste dif. rovnici y' + 2y =e™*

Nejprve budeme feset rovnici bez pravé strany. tj. rovnici y'+2y=0.
Separaci proménnych dostaneme feseni ve tvaru y = Ce ™"

Metodou variace konstanty C vrovnici y=Ce™™ budeme nyni hledat fedeni

2X

diferencidlni rovnice y'+2y=e’. Derivovanim rovnice y=Ce™" dostaneme
Y= HC' -2C)

a po dosazeni do rovnice y'+ 2y =e’* a malé tpravé dostaneme diferencialni rovnici

Cr =g pi5 |
odtud

. I Sx
C=—e"+K.
5

Dosadime-li za C do rovnice y=Ce ™", dostaneme koneiné feseni dané rovnice

J’)r 15 2}, = e}.r

y=%es" + Ke™ kde KeR

Obr.4
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Prislusné integralni kiivky jsou zakresleny na obr.4. Pro K = 0 je integralni kfivkou
2 r r 1 X r v . Fwor f ’ ’
exponencialni funkce y :ge"' . k niz se asymptoticky blizi viechny ostatni integralni

kfivky.

Priklad 15

Pocet obyvatel velkého mésta se méni jednak porodnosti a umrtim, jednak
stéhovanim. V prvnim pfipadé je rychlost ristu dmérna poctu obyvatel v daném
okamziku, ve druhém pripadé je pFi rovhnomérném vyvoji imérni casovému
intervalu méfenému od doby, kdy pocet obyvatel byl 4,. Najdéme zavislost poétu
obyvatel na case.

Ozna¢me A(r) pocet obyvatel v ase 1. Podle predpokladii plati

YA _kA+ky, A0)=Ao,
dt

ki, ky jsou konstanty imérnosti. Reseni této linedrni rovnice, které vyhovuje uvedené

pocateni podmince, je

A=e"" (4, +k, J‘se"""ds) =
0

; L e
=e (4, ——Lte™ + L LMy
k, k- ki
k. k
=(Au+7ks)‘?kl __;('_I"+t)-
k.’ 3

1 |
Pozndmka:
Vysledkem tlohy je velmi zjednoduseny vzorec pro stanoveni poctu obyvatel velkého

mésta v Case 1. Jak by se daly (aspori piiblizné€) zjistit konstanty &, k»?

CVICENT
Urcete obecné fesSeni diferencialni rovnice metodou variace konstanty:
1) (1 +x? )y' -2xy=(1+x%)? l_v = (C + x)(1 + x? )J
2) A+ x*)y' +4xy=3 lx‘; +3x—-(+x*)’y= ('J
)
3) y'+] :x‘v=| Evchxzel‘nkxﬂ
pE
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4) y'+2xy= xe™

5) y'+ ycosx=cosx
6) y'+(y—DNtgx=0

7) '+ X o sin x
I+’ VI+x?

y _ arctgx
i+x* 1+x°

8) v+

9) 3+ 22md g
X

X

10) y'—ytgx = 2cos’ x

2 3
l:y:Ce’“ +%e"l

ly=ces* +1]
Lv =Ccosx + I]

[y_C—cosx
V1+x?

[y =Ce™"¥ + arctgx - l]

(5 5
liy= +(6—sin” x)tgx}
Cos X

Uréete obecné feseni diferencidlni rovnice substituci y = uv:

1) '+ ycosx=sin2x

2) y'cosx+ ysinx=a

. . .
3) y'smx—y=55m2x—smx
4) xy'+ny=x".m#n

5) y'+ y=cosx

6) y'+2xy=1+2x’

7y +ay=be”,a#0,bx0,c#0
8) y'-y-x*=0

9) y'— ytgx = cotgx

10) 1+ x*)y' —xy=a

[y =Ce™™* +2(sinx - l)]

b/*:asinx+Ccosx]

=i E+cosx t 2
_}’ *82 g2

r x"l
p=Cx" +
m-n

y=Ce™ + l(Sil‘l X+ cos x)}
L 2

y = Ce™ + xJ

y=Ce™ +
i a+c

et a+ —c}
Iy =Ce* —(x* +2x+ 2)]

{yz l lnCtgﬁ-i»]}
cosXx 2

ly=0x+C\ll+x2J




24. BERNOULLIOVA ROVNICE

Budeme tak nazyvat rovnici

v+ f(x)y=gx)y",
kde » je realné &islo. O funkcich £, g budeme pfedpokladat, Ze jsou spojité na n&¢jakém
intervalu Jc R. Ve specidlnich pfipadech, kdy n = 0 nebo » = 1, dostavime vlastné
linearni diferencidlni rovnici prvniho fadu. Budeme proto piedpokladat, ze n #0 a
n#l.
Pii feSeni prevedeme Bernoulliovu rovnici vhodnou tpravou a substituci na linearni

diferencialni rovnici .1 radu.

Rovnici délime y™:

y' ([ 8
(12) i e L) = R
y b%
Zavedeme substituci
1 l=n
&= Vn-l :y
2' = (l _, n)}‘-n.yr‘
y' l-n

Po dosazeni do rovnice (12) a Gpravé dostivame
'+ (1=n)f(x)z=(1—-n)g(x),

coz je linearni diferencialni rovnice 1. fadu.

Priklad 16

Reste rovnici y' —xy=—-y'e "

Volime substituci z=—-, pak z'=-2y~" y".
¥
Délime y° a dosadime
y' _x
o~ - = —¢
]}J y-
———xz=-e",
2




Resme napi. metodou substituce. Polozme z = w.v, pak z'=u'v+uy'. Po dosazeni a
Upravé je
u'v+uv' +2xuv =2e”"
u(v'+2xv)+u'v—2e""l =0
Polozme
v+ 2xv=0.
Separaci proménnych obdrzime feseni v= Ce™ .

Pro tuto funkci vje rovnice u(v'+2xv)+u'v—2e™" =0 rovnice se separovanymi

proménnymi
e, =28,
ot 2
resenim je w=—xte.
&
Tedy

2 :
z=(=x+c)(Ce™),
(C ) )

z=2xe +Ce™ .,

r ..) ’ I3 Fow I3 I3 .
Po dosazeni za z = 1/y” dostavame obecné feSeni dané rovnice

&
y? —— =0,
C+2x
Priklad 17
Reste dif. rovnici y' + xy = xy’
o 7 3 £ 5 | Gaye . Z_V' 7
Délenim »” a substituci z=—, Cili z'=—— mame
.4 ¥
!
- —+xz=2x,
2
z"'—2xz =-2x.

VyieSime linearni dif. rovnici a dostaneme




a z toho
. |
Yo = o
1+ Ce”
CVICENI
| =
2) y' - < =3xy e
X
' 2 1
b) y'=y+y cosx=0 y= l
e +2 (sin x + cos x)
¢) yx+y=y"Inx _ T — }
e ' l+Inx+Cx
d) y'+y:x\/; [y:(x—2+CeJ2)2]
e) y' —ay’cotgx + 2ytgx =0 [ay(Zl In|sin x| - sin® x) + 2Cy + 2 cos® x = 0]
2 x3 ]
)y -9x*y+3(x° -x*)y”> =0 [y=(?+c.e*' )3}
: bdx 29/
g ya’y—ay2 di——=0,a20 {yzntézcez’f}
X % a

2.9, RICATTIOVA ROVNICE
Ma tvar
y'=a(x)y® +b(x)y + c(x)
Pro a(x) = 0 dostavame linearni rovnici, pro ¢(x) = 0 Bernoulliovu rovnici.
Ricattiovu rovnici nelze obecné resit kvadraturami, tj. jeji feseni nelze prevést jen na

vypocet integrald, jako tomu bylo u pfedchazejicich typti. Zname-li v3ak jedno feSeni
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rovnice, najdeme obecny integral kvadraturami: Necht' y(x) je FeSenim rovnice
y'=a(x)y? +b(x)y +c(x). 4,
y =ayl + by, +c.
Zavedeme-li novou neznamou funkci z(x) vztahem y=y, +z
a dosadime do y' = a(x)y* + b(x)y + ¢(x). mame
v +z' =ay! +2ay,z+az’ + by, +bz+c;
v dasledku y/ =ay; + by, + c. Funkce z vyhovuje rovnici
z'=az’ +(2ay, + b)z,

coZ je Bernoulliova rovnice, kterou Ize integrovat kvadraturami.

Priklad 18
Reste xy' -3y + y® =4x? —4x
Hledejme partikularni feSeni ve tvaru y, = 4x + B,
Dosazenim y, do plvodni rovnice a porovnanim koeficientd u stejnych mocnin
x dostaneme
Y, =2x.
Substituci y =y, +z =2x + z, dospéjeme k rovnici
xz' 4 (dx -3z +2* =0,

ktera je jiz Bernoulliova typu.

Jednoduse se integruji dva specialni pfipady Ricattiovy rovnice:
a) y=ay +b,
a, b jsou konstanty, integrujeme podle y'= f(x) nebo y'= f(y).
2 b
by y=ay +-)T,
X2

,z&hoz y'=——

: ; e |
a, b konstanty, integrujeme substituci y =—
Z Z
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s ; : ; ; : y
coz je homogenni rovnice, kterou integrujeme podle y' = f(‘—}x =0
X

2.6. CLAIRAUTOVA ROVNICE

Diferencialni rovnici tvaru
y=x'+g(y),

kde g je dana funkce, nazyvame Clairautovou diferencialni rovnici.
Tato rovnice ma vzdy feseni, je-li funkce g definovana aspofi v jednom bodé. Tak napf.
je-li g definovéna v &isle py, je feSenim Clairautovy rovnice funkce y=xp, + g(p,),
pro vSechna reédlna ¢isla x.
Pfi hledani obecného feSeni rovnice uzijeme metodu derivovani rovnice. Polozme
nejprve y = p, dostdvame rovnici y =xp + g(p).

Derivujeme obé strany rovnice podle x

y'=p+x§£+£.@.
dx dp dx
dp dg
=p+—(x+—2),
p=p dx( dp)
0 =d—p(x+£ .
dx dp
Z posledni rovnice plyne
(13) @:0 nebo x+$:0.
dx dp
Z rovnice %:0 dale plyne p = C, kde C je konstanta, po dosazeni do rovnice
dx

y=xp+ g(p) ziskdvame obecné feseni Clairautovy dif. rovnice

y=Cx+ g(C).
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Z druhé ¢asti (13) vyplyva x = -dg/dp. Tato rovnice spolu s rovnici y=xp+ g(p), do
niz dosadime za x = -dg/dp urcuje singularni feSeni Clairautovy rovnice. Toto singularni
feSeni je tedy urCeno rovnicemi

x=-g'(p),

y==pg'(p) + g(p)
kde * znamena derivaci podle p. Casto se z obou rovnic dd vylougit parametr p a

ziskame tak singularni feseni v explicitnim tvaru.

pozndmka

Grafem singularniho feSeni je kfivka, jejiz te€ny v jednotlivych bodech jsou pfimky,
jejichz rovnice ziskdme z obecného feSeni rovnice vhodnou volbou konstanty C.
Regeno jinak, kiivka predstavujici singularni fedeni je obdlkou jednoparametrické
soustavy ptimek, popsanych rovnicemi

y=0Cx+ g(C).

Priklad 19
Reste dif. rovnici y=xy'+ (y')°.
Polozme y'=p,pak y=xp+ p°.

Tuto rovnici derivujeme podle x
D= i (x+2p).
dx

Pro dp/dx = 0 je p = C a tedy obecné feseni dané rovnice je
y=Cx+C>.

Pro x + 2p = 0 dostavame parametrické vyjadieni singuldrniho feseni
x=-2p,
¥==p";

5

X2

odkud po eliminaci parametru dostavame singularni feSeni ve tvaru y = -
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CVICENI

1 %
a)x:)i;Jr — [4x+y‘=0]
2
2/ 2/
b) y=xy'+ ij [x"3 +y/3*a%3J
)

B l4y3 = 27ax2J

c) y=xp + ———
Vi+ ()
d) y=xy' —a 1+ (")’ [xz + y? :azj

e) y=xy +siny’ [yz(frfarcosx)ermJ
f) y=xy'+e™ [y=x—x|nx]

g) y=xy'+l+(y)’ [ + 2 =1]

h) y=xy'-3(»)’ [9yi2x31 = ]

2.7. LAGRANGEOVA ROVNICE
Rovnice tvaru
y=xf(y)+g0)
kde fa g jsou spojité diferencovatelné funkce proménné y* , definované na intervalu 7,
piicemz f(»")# y'. Takova rovnice se nazyva Lagrangeova diferencidlni rovnice.
Umime ji vZdy feSit kvadraturami.
PoloZzme y = p
y=x.f(p)+&(p)
zderivujeme podle x:

e Pl gt
p=f(p)+xf'(p) = g (p)-dx,

zde " znamena derivaci podle p. Rovnici upravime

- d
p—f(p)=(xf'(p)+ g'(p))-d—i :




Budeme nyni piedpoklddat, ze p— f(p)#0 a Ze proménna x je funkci parametru p.
Pak mGzeme rovnici pfepsat na tvar

A ) B 4V,
dp p-f(p) p-f(p)

Tato rovnice je linearni dif. rovnici pro neznamou funkci x. Jejim feSenim dostaneme
vyjadieni x pomoci parametru p a konstanty C. Tato rovnice pak spolu s rovnici

yv=x.f(p)+ g(p)jsou parametrické rovnice pro obecné feSeni Lagrangeovy rovnice.
Vratme se nyni k podmince p — f(p) = 0. Je-li pro néjaké py

Py =f(py)s
je funkce y=x.f(p,)+ g(p,)také reSenim Lagrangeovy rovnice. Pokud toto feseni

neni partikularnim feSenim, je singularnim feSenim Lagrangeovy rovnice.

Priklad 20
Reste rovnici y=x()')* + ().
Polozme y'= p, pak y=xp’+p’.

Rovnici zderivujeme
2, dp
l-p)=2px+3p°)—,
p(l-p)=Q2px+3p~) ,

za predpokladi p # 0, p # | miZzeme psat

)
(14) s

dp 1-p  1-p

Tato rovnice je linearni diferencialni rovnici pro nezndmou x. ReSme nejprve rovnici

dx 2
—_— X,
dp 1-p
e e &
obdrzime fedeni %= —.
(I-p)

Reseni rovnice (14) ziskame metodou variace konstanty, tedy

(= N 3p’ B P -
(-p)? 20-p)?' (@(-p)’

Po dosazeni do rovnice y=xp’+ p’ dostdvime obecné feSeni dané rovnice

v parametrickém tvaru
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I

3 5 3
= (C+=p°-p
1) S P =} )
P’ p’
V= —(C+ p-——).
(1- p)? 2
Vratme se nyni Kkpodminkim p=#0,p#1. Pro p = 0 dostdvime z rovnice
y=xp’+p’ y =0, pro p=1 dostdvime y = x + 1. Jak se snadno pfesvéd¢ime,

obé funkce jsou feSeni dané rovnice, a to singuldrni feSeni.

Priklad 21
% 1
Reste diferencialni rovnici y =2x)' + o) i
el
% ’ 1
Polozme y'= p, pak y=2xp+—,
»?
Rovnici zderivujeme
-p=(2x- i EIE,
p dx
za predpokladli p # 0 mGzeme psat
de  2x 2
 p p
£ 2 . . de  2x
Resme nejprve rovnici —_—=—-—,
dp  p
Obdrzime feSeni X=—
p’

Metodou variace konstanty pak obecné fedeni rovnice je
c 2
X=———
p P

Dostavame obecné feSeni dané rovnice v parametrickém tvaru

€ 2
e
p- P
¢ 3
y=— g




pozndmka

Uziti zamény proménnych u nékterych typiu dif. rovnic

U diferencialnich rovnic 1. fadu, v nichZ se proménna x vyskytuje jen v prvni mocniné a
hledand funkce y se vyskytuje v argumentu elementarnich funkci, je mozné uzit zaménu
proménnych, kdy x pokladame za funkci a y za nezdvisle proménnou. Rovnici pak
upravime na linearni diferencialni rovnici 1. fadu vzhledem k funkci x. Obecné feSeni

bude také obecnym feSenim dané rovnice.

Priklad 22

X o Pk |
Reste rovnici y'=—
2x=y*

Tato rovnice neni Zadného z typi, které jsme dosud fesili. Je nelinearni rovnici pro
neznamou funkci y.

Pokladejme nyni x za funkci proménné y. Pak je

, dy | |
s e T — ]
de dx  x
dy
a po dosazeni do plivodni rovnice je
I
x' 2x-y°
rl = 2.\' a y! :
x' =2x=-y*

Posledni rovnice je linearni diferencialni rovnici 1. fadu pro nezndmou funkci x. ReSme

Jji napf. metodou variace konstanty. Nejprve tedy feSime rovnici x'—2x =0,
pak x=Ce*
Reseni rovnice hledejme se tvaru x = C(v).ez"'. Po dosazeni do x'—2x=-y* hleddme
funkce C(y), tedy
Cy)=-[ye™dy+C.

Integral I= j_)‘le r

Vypocteme dvojnasobnym pouzitim metody per partes. Dostaneme vysledek
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proto

C(y) =%e'”(2y2 +2y+1)+C.

Obecné fedeni dané rovnice je tedy uréeno implicitné rovnici

2y

x=Ce™ +

CVICENTI

a) y=x(1+y)+ (")’

b) () +y-2x'=0

¢) y=x(1+(")?)

d) y=xy'+ ()’

e) y'=2xy" +1

f) 2y +(y* - 6x)y’

' 2

gl ymm——t——
2ylny+y—x

h) ydx —(x+ y* sin y)dy =0
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e

2 4

-

CJ
x=ylny+—
y

[x+ycosy—Cy=0]




i) xdv= (" - y*)dy
¥

Dx'+ax=e",a+bz0

k) (x + 2cos y)sin y.y’' =cos y

1) tdx + (x —tsint)dl =0

42

[x* + y2(p? =€) =0]

bi
{x:Ce"" fk }
a+b

[2xcosy+cos2y:C]

sint i
X=———cost+—
t {7




3. OBYCEJNE DIFERENCIALNIi ROVNICE DRUHEHO
RADU

Obyc¢ejnou diferencialni rovnici druhého fadu nazveme vztah (platny v uritém
oboru) mezi nezndmou funkci, jeji prvni a druhou derivaci a nezavisle proménnou. Je-li
tento vztah moZno vyjadrit funkci, potom oby¢ejnou diferencidlni rovnic druhého fadu
rozumime rovnici tvaru

Fix, vy, y")=0,
Kde F(x, y, ¥" »") je redlnd funkce ctyf proménnych jejimz defini¢nim oborem je

néjakd ¢ast mnoziny viech Ctvefic redlnych Cisel, y je hledana redlna funkce realné

dy
_ -_:}__ a i L

. gy o , o » ..
proménné x, ' y :T“'T jsou jeji prvni a druhd derivace. Pfitom y'" se
ax

dx
v rovnici skutec¢né vyskytuje.
Stejné jako v piipadé rovnic prvniho fddu budeme predpokladat, ze F(x, y, y". y") je

v defini¢nim oboru spojita.

Rovnici tvaru

f(x,3,5)+8(x»,y)" =0,
resp.

y'+h(x,y.y)=0
nazyvame obycejnou diferencidlni rovnici druhého Fidu rozreSenou vzhledem
k druhé derivaci. V ostatnich pfipadech mluvime o rovnicich nerozieSenych
vzhledem k druhé derivaci. Opét predpokladame, Ze funkce 7. g. & jsou spojité funkce

aze g(x.v.y")#0 vcelém defini¢nim oboru.

Jestlize funkce F(x,7,.t,.1,)je prvniho stupné vzhledem k 7,,7,,1,., tj. jestlize
F(x,ty:51,) = a,(x) + a,(x)t, +a,(x), +a,(x),

(ai(x) jsou spojité funkce definované na néjakém intervalu /., a,(x)#=0), mluvime o

obycejné linedarni diferencidlni rovnici druhého Fadu. V ostatnich pfipadech jde o

nelinearni rovnice.




31 VLASTNOSTI LINEARNICH DIF. ROVNIC 2.RADU

Linearni diferencidlni rovnice 2. fadu je rovnice tvaru
a(x)y" +b(x)y" +e(x)y =d(x).
kde funkce a(x)., b(x), c(x), d(x) jsou spojité v néjakém intervalu 7. Je-li funkce d(x)
identicky rovna nule v intervalu /, ma rovnice tvar
a(x)y"+b(x)y +c(x)y=0
a nazyvame ji homogenni nebo také bez pravé strany. V opaéném pfipadé rovnici

nazyvame nehomogenni nebo také s pravou stranou.

Pro linearni diferencialni rovnice 2. fadu plati tato tvrzeni:
a) Je-li funkce y = y(x) feSenim linearni dif. rovnice, je také funkce y = Cy(x)
feSenim této rovnice.
b) Jsou-li funkce y, =y (x),y, =y,(x) feSeni rovnice, je také funkce
y=Cy,(x)+C,y,(x) feSenim této rovnice.
¢) Jsou-li funkce y;, y, feseni rovnice a jsou —li tyto funkce linearné nezavislé (tj.

)"nl Y2

plati, ze determinant W(x)= je rizny od nuly), je obecné Feseni

yl 2

rovnice funkce y=C,y, +C,y,. Determinant W(x) se nazyva determinant
Wronského nebo wronskian.
d) Je-li rovnice tvaru
y'+a (x)y' +a,(x)y=0,

plati pro wronskian dvojice nezavislych reSeni vztah

—J- ay (x )dx

W(x)=Ce

~J ay (X )edy

Zname-li jedno fedeni y; této rovnice, mizeme ze vztahu W(x)=Ce po

upraveé vypoditat dvoji integraci druhé nezavislé feseni y,. Plati

l =| a,(x)ds
_V: :)—’IJ € I : “d.lx.

e) Kazda dvojice linearné nezéavislych feseni rovnice tvofi tzv. fundamentalni

systém feSeni rovnice.
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3.2. LINEARNI DIF. ROVNICE 2. RADU S KONSTANTNIMI
KOEFICIENTY BEZ PRAVE STRANY

Jestlize se dané funkce N(x), P(x) v rovnici
y'+ N(x)y' + P(x)y=0
redukuji na konstanty b,¢c mluvime o homogenni linearni rovnici druhého fadu
s konstantnimi koeficienty. Sta¢i hledat partikularni feSeni y; a y» s wronskianem
riznym od nuly rovnice
y'+by'+ey=0,
abychom méli jeji obecné feseni.
Kvadraticka rovnice k° + bk + ¢ =0, kde k je neznama, se nazyva charakteristicka

rovnice rovnice y"+ by +cy=0.

Priklad 23

Rovnice )" + y =0 mad charakteristickou rovnici k* +1=0.

Rovnice 2y” - v~y =0 mé charakteristickou rovnici 2k* —k—1=0.

Je-li k kofenem charakteristické rovnice, je ¢ Fesenim diferencialni rovnice.
(") =k,
(ckr )n 2 klek"’
tedy je
@®)" +b(e™) +ce™ =k’e™ + bke™ +ce™ =e" (k* + bk +c)=0.
Podle toho, jaké ma charakteristicka rovnice kofeny, rozeznavame tfi piipady:
1) Charakteristicka rovnice ma ruzné reilné koveny, k, =k,

Rovnice ma dvé rizna partikularni reseni

ok L L kax
yy=ev,y,=er.

Vypoctem

Y ¥
’

:ekl.\‘kzek:.\' = ekixklek:.\‘ :ek‘rek:,\'(kz - k! )‘
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Tedy je W #0 pii k, #k,, protoze e"* #0,e"" # 0. Obé feseni jsou nezéavisld a tvori
fundamentdlni systém fesSeni rovnice. Jeji obecny integral ma tudiz tvar

v kX N Ry
y=Ce* +(C,e"

2) Charakteristicka rovnice ma kofen & dvojnasobny
Dostaneme tudiZ pouze jedno partikularni feSeni ¢*. Kofen k je roven ¢islu — =1 nebot

diskriminant je roven nule. Druhy partikularni kofen najdeme, existuje-li takova funkce
2(x), ze také " z(x) je feSenim rovnice y" +by' +cy=0.
Polozime-li y=e" 2z,
pak je
y' =e"(kz +2'),
Y =e®(k’z+ 2k’ + 2").
Po dosazeni do rovnice a uprave je
e (z"+ (b+2k)z')=0.

Protoze b+ 2k =0,e" # 0, dostdvame pro funkci z podminku

Fi=A)
odtud je

2 =0,

z=C, +C,x.

Pro funkci y pak dostdvame

y=Ce" +C,e"x.
Jak se snadno muzeme presvédCit vypoftem wronskianu, tvofi funkce
y,=e",y,=e"x fundamentdlni systém feSeni rovnice a tedy vztah
y=Ce" + C,e" x. vyjadiuje obecné fedeni rovnice.
3) Charakteristicka rovnice ma dva komplexné sdruzené kofeny, k , =a = fii.

7 a uvazime-li, ze kazda linearni kombinace dvou

Uzijeme-li Eulerovych vztaht pro e
fedeni rovnice je opét feSenim rovnice, lze i vtomto pfipadé nalézt dvé nezavisla
partikularni feSeni, coZ jsou redlné funkce

vy, =e™ .cos fi,

¥y, =e“ .sin fx.
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Obecné fedeni rovnice je tentokrat funkce

y=C,e”.cos fAx+C,.e” .sin fix.

Priklad 24
5 e, NN v . d’x dx
Uréete obecné ieSeni dif. rovnice 4 —— — 20—+ 25x=0.
dt” dt
Charakteristicka rovnice pro danou rovnici je

4k* - 20k +25=0,
diskriminant je roven 0, charakteristicka rovnice ma jeden dvojnasobny kofen k = %

Obecné fedeni dané rovnice je tedy

§ )
= =y
x=Cg* +0C1e%.

Pfiklad 25
Uréete obecné FeSeni dif. rovnice y" -7y +12y=0.
Charakteristickd rovnice pro danou rovnici je
k*-7k+12=0,
diskriminant je 1, charakteristicka rovnice ma dva rizné realné koreny
k, =4k, =3.

Obecné feseni dané€ rovnice je tedy

Jx X

y=Ce” +Ce".

Priklad 26

Urcete obecné FeSeni dif. rovnice y"—-4y'+13y=0.

Charakteristickd rovnice pro danou rovnici je
k* —4k+13=0,

diskriminant je -36, charakteristickd rovnice ma dva komplexné sdruzené kofeny
ki,=2+3.

Obecné fedeni dané rovnice je tedy

y=C,e’" cos3x +C,e’" sin3x.
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Priklad 27

x Az e mog L L s e el e
Urcete partikularni feSeni dif. rovnice ?1——2“1+2—33-+2s:0 spliiujici pocatecni
! 1

podminky s(0) =1, s°(0) = 1.
Charakteristicka rovnice pro danou rovnici je
k* +2k+2=0,
diskriminant je -4, charakteristickd rovnice ma dva komplexné sdruzené kofeny
K.,=~1%1.
Obecné fedeni dané rovnice je tedy
s=C,e"' cost +C,e " sint.
Uvazime-li pocatecni podminky. dostavame s prihlédnutim k
§'=(-Ce™ +C,e™" )eost = (—C,e”" +C,e ")sint
pro Cy, Czrovnice
1=C,,
1=-C, +C,,
tedy (> = 2 a hledané partikularni feSeni je

s=e cost+2e sint.

CVICENT
Urcete obecné reseni dif. rovnice

4

= —y

a) 3y"-2y'-8y=0 y=Ce ' +C, e

b) y" — 4y’ + 4y =0 ly=Ce +Cyxe?|

c) y'+6y" +13y=0 ly = C,e'3" c052.7c+Cj,,e"'hr sin 2xJ
d) y"-y' -6y=0 ly=Cie® +C,e™]

e) ¥ +5y' =0 [y:CI -!»(“26'5"]

f) 4y" —8y' +5y=0 ly=Ce* cos3x+C,e" sin3x]
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Urcete partikularni feSeni dif. rovnice, které spliiuje dané pocatecni podminky:
' ' | Iff .
a) " -2y +5y=0,y(%)=0,y =(%)=I 1:}):*56‘ -.sm2x:i

b) y"+2hy' + h’y=0,y(0)=a,y'(0)=C [y =e™(a+(C+ ah)x]

2 .
) %i E 2a%+ a’s=0,5(0)=a.5'(0)=0 [s=ae™(1+ar)]

3.3. LINEARNI DIF. ROVNICE 2. RADU S KONSTANTNIMI
KOEFICIENTY S PRAVOU STRANOU

Diferencidlni rovnice
ay” +by' + ey = f(x),
kde f(x) je dana funkce, uzivame ¢asto metodu variace konstant.
Resime nejprve pfidruzenou homogenni rovnici
ay"+by' +cy=0,
Reseni této rovnice je
y=L3 +C, ¥,
kde y1, y> jsou takova feSeni rovnice, ktera tvoii fundamentalni systém feSeni.
Obecné feseni rovnice hledame ve tvaru
y=C (x)y, +Cy(x)y,,
kde C,(x), C,(x) jsou funkce. Tyto funkce urime zpodminky, Ze funkce

y=C,(x)y, + C,(x)y; e fesenim pavodni rovnice a  zpodminky

C, (0y, +C; (x)y, =0.

Priklad 28

X

¥ S - . e
Uréete obecné FeSeni rovnice y" —2y' + y=—.
¥
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Nejprve feSime rovnici

y'=2y"+y=0,
jeji obecné feseni je

y=Cpe" +C,xe".
Obecné feseni dané rovnice hledejme ve tvaru

y=C(x)e* +C,(x)xe*.
Plati y'=C, (x)e* +C, (x)xe* +C,(x)e* +C,(x)e* +C,(x)xe" .
Volime podminku
(15) C, (x)e* +C, (x)xe* =0.

Pro y" dostavame

¥ =C, (x)e’ +C (x)e" +C, (x)e’ +2C,(x)e’ +C, (x)xe” +C,(x)xe".
Dosadime do dané rovnice vypoétenou prvni a druhou derivaci y', y"" a po lpravé

dostavame rovnici
(16) ¢/ )+ C; ()1 -x) ==
X
Determinant soustavy rovnic (15), (16) je wronskidan fundamentdlni soustavy feSeni

pFidruzené rovnice, je proto rtizny od nuly a soustava rovnic ma jediné feSeni €| (x).

C, (x):
C (x)=-1],
C,(x)= l
x
Po integraci dostavame
C (x)=—x+C,,

C,(x)=In[x|+C,
Proto obecné feseni dané diferencialni rovnice je

y=Ce" +C,xe" —e"x+ e’xln[x’.
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se specialnim typem pravé strany vyhodngjsi uzit nalezeni partikularniho feSeni rovnice
s pravou stranou pomoci metody neurcitych koeficienti. Oznacime-li toto partikularni
reSeni y, a je-li y=C,y, +C,y, obecné feSeni pridruzené homogenni rovnice, je
obecné feSeni rovnice s pravou stranou

y=Cy +C,y+y,.
Nyni si ukazeme nékolik typl pravé strany diferencidlni rovnice, kdy mizeme

partikularni feSeni y, snadno nalézt.

1) Rovnice tvaru f(x)= P (x), kde P (x) je mnohoclen stupné n.
a) pokud 0 neni kofenem charakteristické rovnice, partikularni feeni hledame
vetvaru y, =0, (x), kde O, (x)]je také mnohoClem stupné n.
b) Pokud 0 je k-nisobnym kofenem charakteristické rovnice, k¥ = [, 2.

Partikuldrni feeni hleddme ve tvaru y, =x"0, (x).

Priklad 29
Reste dif. rovnici y"+ 4y’ + 5y =5x" —32x + 3.
Pridruzena rovnice y'+4y'+5y=0.
Kofeny charakteristické rovnice jsou Cisla k; = -2 + i, k» = -2 — i. Obecné feSeni
homogenni rovnice je
y=Ce?" cosx—C,e " sinx.
Partikularni feSeni dané rovnice hledame ve tvaru
¥Yp ® Ax* + Bx+C.
Zderivujeme

y'=2A4x + B,
¥r=324

Po dosazeni do dané rovnice plati

24+8Ax+4B + 5A4x* +5Bx +5C =5x* - 32x +5.

Porovnanim koeficientl u jednotlivych mocnin dostaivame soustavu rovnic




A=1,

84+5B=-32,

24+4B+5C =5,
jejiZreienije A=1; B=-8,C=7.
Partikularni feSeni je tedy

Y, = x*—8x+7

a obecné feseni dané rovnice je

y=Ce ™ cosx—C,e sinx+x’ —8x+7.

Priklad 30

Reste dif. rovnici y'=5y' =L

Pfidruzend rovnice y'=5y'=0.

Koreny charakteristické rovnice jsou &isla k; = 0, k> = 5. Protoze charakteristicka

rovnice ma jednoduchy nulovy kofen. hledame partikularni feSeni dané rovnice ve tvaru
y, =x(Ax + B).

Zderivujeme

y' =2Ax+ B,
yi=24.
Po dosazeni do dané rovnice plati
2A-104x-5B=17.
Porovnanim koeficientii u jednotlivych mocnin dostivame soustavu rovnic
A=0,
24-5B=17,

jejiz fedeni je A =0, B =-7/5.

el e 7
Partikularni feSeni je Y, = ﬁg_\»_
a obecné feseni dané rovnice je
; 7
y=C, -C,e™ ——x.

2) rovnice tvaru f(x)=e’ - P (x)

K
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a) Cislo ¢ neni kofenem charakteristické rovnice. Partikularni feSeni pak
hleddme ve tvaru y, =e” - O, (x).
b) Cislo g je koFenem charakteristické rovnice o nasobnosti k, k = 1, 2.
Partikuldrni feSeni hledame ve tvaru y  =x"e” -0, (x).

Poznéamka:

Pokud q =0 je f(x)=P,(x) a dostavdme vy3e zminény pfipad.

Priklad 31

Reste diferencialni rovnici y" -2y + y=¢™.

P (x)=P,(x)=1, g =2. Pfisludna rovnice bez pravé strany je y" -2y"+ y=0.
Charakteristicka rovnice ma kofeny k; = 1, k; = 1. Tedy ¢islo ¢ = 2 neni kofenem

charakteristické rovnice a partikularni feSeni hledame ve tvaru

- 2x
y,=4e”.
Pak
£ b 7
Y, =24
J 4 _ 4A 52X
Y, =4de,

Po dosazeni do dané rovnice mame
4A4e* —4A4e™ + Ade™ =e¥,
odtud A = 1. Proto je obecné feSeni dané rovnice

y=C,e* +C,xe* +e**.

Priklad 32

Reste rovnici y" —16y" + 64y =3xe®".

P, (x) = P,(x) =3x,q = 8. Pfidruzena homogenni rovnice je y"—16y"+ 64y =0,
Charakteristicka rovnice ma dvojnasobny kofen k; » = 8 = g. Partikularni feSeni dané
rovnice hledame ve tvaru

y,= x*(Ax + B)e™.

Plati
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Y, =e™(84x® +2Bx+34x? +8Bx?),
Y, =" (644x" +64Bx’ +48.4x" + 6Bx + 644x + 2B).

Po dosazeni do dané rovnice a upravé mame

6Axe® + 2Be® =3xe®,
6Ax + 2B =3x,

odkud A = 1/2, B = 0. Hledané obecné feSeni dané rovnice je

X

| v 8x I 3.8
y=Ce™" +C,xe™ +5x'e '

3) rovnice tvaru f(x)=mcos px, f(x)=nsin px, f(x)=mcos px + nsin px, kde m,
n, p jsou redlna cisla.
a) Cisla + pi nejsou kofeny charakteristické rovnice. Partikuldrni feseni pak

hledame ve tvaru y, = Acos px + Bsin px.
b) Cisla + pi jsou koFeny charakteristické rovnice. Partikularni fedeni pak ma
tvar
v, =x(Acos px + Bsin px)
Priklad 33
Reste diferencialni rovnici y” — 4y = 3sin 2x.
Charakteristicka rovnice prisludné rovnice bez pravé strany ma dva redlné kofeny
k,=%2. Cisla + pi tedy nejsou kofeny charakteristické rovnice a proto partikularni
feSeni hledame ve tvaru
y, =Acos2x + Bsin2x.
Pak je

y, = —-2Acos2x + 2Bsin 2x,

n

y, =—44cos2x—4Bsin2x.

Po dosazeni do plivodni rovnice a tipravé dostdvame
—8Acos2x — 8Bsin 2x =3sin 2x,
odtud A =0, B=-3/8.

Dana rovnice ma tedy obecné feSeni




y=Ce” +Cye™ —gstx.

Priklad 34
Reste diferencidlni rovnici y” + 2y + 5y =4sinx + 22cos x.
Charakteristicka rovnice pfislusné homogenni rovnice ma kofeny k,, =—1+2i. Proto
partikularni feSeni dané rovnice hledame ve tvaru
y,=x(Acosx+ B sin x),
_v;, =(Acos x + Bsin x)+ x(—Asin x + Bcos x),
¥, =(-2A4 - Bx)sin x + (2B - Ax)cos x.
Po dosazeni a upravé je
(2B+2A+2Bx+4Ax)cosx+ (2B~ 2A+ 4Bx - 2Ax)sinx=4sinx + 22cosx
Porovnanim dostavame A =4, B = 3.

Potom ma dana rovnice obecné fedeni
y=Ce " cos2x+C,e " sin2x + 3sin x + 4cos x.
4) rovnice tvaru f(x)=e"P, (x)cos px, f(x)=e*P, (x)sin px,
f(x)=e"(P,(x)cos px + Q, (x)sin px).
a) Cisla g+ pinejsou kofeny charakteristické rovnice. Partikularni feSeni
hledime ve tvaru y =e” (Fl_(x_) CoS px + Q__‘(x)sin px), kde E(:r), _Q(x) jsou
mnohoc¢leny stupné s = max(m,n)
b) Cisla g + pijsou koFeny charakteristické rovnice. Pak partikularni feSeni

hledame ve tvaru y = xe (?’T{.\')cos px + QT(x) sin px)

Priklad 35

Uréete obecné FeSeni diferenciadlni rovnice

y"+y=3x+2)sin2x+ (x* + x+2)cos2x.

Polozime-lig=0,p=2, P,(x)=P,(x)=x" +x+2, 0, (x) =0, (x)=3x+2.
Charakteristickd rovnice ma kofeny k , =+i, ¢&isla g+ pi=+2i nejsou Kofeny

charakteristické rovnice.




Partikularni feeni hleddme ve tvaru

Yp =(Ax? + Bx+ C)cos2x + (Dx* + Ex + F)sin 2x,

¥, =(2A4x+ B+2Dx* + 2Ex + 2F)cos 2x + (-24x* - 2Bx - 2C '+ 2D + E)sin 2x,
y5 =(—4A4x* —4Bx +8Dx + 24— 4C + 4E)cos2x +

+(—4Dx*> —8Ax —4Ex — 4B + 2D — 4F)sin 2x.

Po dosazeni do dané rovnice a Gpravé mame:

(=3Ax* =3Bx +8Dx +2A—-3C +4E)cos 2x +

+(-3Dx* —8Ax—3Ex-4B+2D-3F)sinx=

=(x? + x +2)cos2x + (3x + 2) sin 2x.

Porovnanim Koeficientl u jednotlivych mocnin mnohoc¢lend u sin2x a cos2x dostavame:

-34=1, -3D=0,
-3B+8D=1, -84 -3E =3,
2A-3C+4E =2, -4B+2D-3F =2,

Tato soustava ma reseni

e RO A R L
3 3 27 9 9

Obecné feseni dané rovnice

y=C,cosx+C, Sinx—%(‘)x: +9x + 28)c052x—%(x + 2)sin 2x .

Pokud je pravé strana rovnice vyjadiena jako soucet funkei dvou riznych typl, mizeme
urit partikuldrni feSeni tak, Ze najdeme nejprve partikularni feSeni rovnic se stejnou
levou stranou a jedna z rovnic bude mit na pravé strané funkci prvniho typu, druha
z rovnic bude mit na pravé stran¢ funkci druhého typu. Hledané partikuldrni feSeni je

pak souctem obou partikularnich feseni.

Priklad 36
Uréete obecné Feseni diferencialni rovnice y" — 6y' + 9y =3x - 8e".
Partikularni fe3eni dané rovnice je sou¢tem partikularnich feseni diferencialnich rovnic

X

y'—-6y'+9y=3x, y"-6y'+9y=-8e".
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Charakteristicka rovnice ma kofeny k; > = 3. ProtozZe nula neni kofenem charakteristické

rovnice, hleddme partikuldrni feSeni prvni rovnice ve tvaru y, =Ax+ B. Pak je
y, =4, y, =0 apo dosazeni je

—6A4+9A4Ax+9B =3x,

odkud A = 1/3, B = 2/9. Partikularni feSeni rovnice je y, =—;_\' + % :

Jelikoz &islo 1 také neni kofenem charakteristické rovnice, hleddme partikularni feseni

druhé rovnice ve tvaru y, = Ae". Pak y| = de”, y = Ae". Dosadime a mame

Ae” —6A4de” +94e* =—-8e",
odkud A = -2. Partikularni feSeni rovnice je y, =-2e".
Partikularni feseni dané rovnice je

I 2

y, ==x+=—=2¢,
LA a2
2

a hledané obecné feseni dané rovnice je

e 2 .
y=Ce +C3xe"+§x+—72€'.

CVICENI

Reste diferencialni rovnici

a) y" -3y +2y=2x"-24

) # o7l | 3
p=Ce’ +U.e™ + 8 +=5° +£_Y,i
) 2 2 4
dix _dx S
b ——2—=41+4 =C +C,e”" —t" -3t
232 e -3
¢) Y +y=2x"—x+2 [yz(]cosx+Czsinx+2x:—I3x+2]

d) y' -6y +9y=1-x’

T |
[_v:(',e‘ +Cyxe™ ——x* —— }

S S
9 27 27
9% i 3 5 7
€ 2V”+5 ':5x2—2x'“| = 4 C 2+_x3__.x'+._x:|
Sl {y IR ae
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w

Reste diferencialni rovnici:

a) 2y"+5y'=e’ {)’=Ce+cz"_s‘2 +l7ex}
b) y"+a’y=e" y=C, cosax+ C, sinax + : 7
[ e
i 1
C)E’h;—5£+4x=783' x=Cpe +L e’—zc'}'
dt” d 2
d) y' -2y =xe™* [y Ce™" LET & e (\:_Z)e"l

e) y'+y —2y=3xe’ I:y Ce™ +Cre* +— (3x —Zx)e:l

f) y"+2y'=3y= x*e*

Reste diferencialni rovnici

a) y" -6y +9y=sin2x
T 3 + Ix 12 5 5
p=le” +Laxe + ——c0s2x +——sin 2x
i 169 169

b) y" — 2y’ + 10y =37cos3x
[y =C,e" cos3x +C,e” sin3x +cos3x - 6sin BxJ
c) y'+y=-8cos3x [y=C1 cosx+C, sinx+cos3x]

d) d—£+2aj +2a*x=5a"sinat
i

[y =C,e ™ cosat + Coe " sinat —2cosat + sin at]
e) " — 4y’ +29y =44sin3x + 28cos 3
Lv =C,e” cos5x +C,e” sinSx + 2cos3x +sin 3xJ

f) y"+121y=cosllx —sinllx

: 1 .
{y =C,cosllx+C,sinllx+ ﬁ(cosl Ix +sinl lx)}
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Reste diferencidlni rovnici
" ’ 3% . 4
a) 5y" -6y +5y=e "} smgx
dx 4 3x . 4 | Ix/ 4
y=Cie 2 oos=x+Cie S sin-x——%e 2 Cos—x
5 5 8 5
b) y" -4y’ +13y=e* cos3x
2x o5 B ne l Ix -
|:y=C,e' cos3x +C,e” 5|n3x+gxe" SIan}

v 4 - ]
y=Ce* cos2x+C,e" sin2x -

c) y"—4y' +13y=e* 5xsin2x 5 .4 S
_gx'e ’c052x+~l—axe " sin 2x

d) y"+ y=x"sinx
- = T x x°
y=C, cosx+C,sinx +—sinx +[(———)cosx
k 4 4 6

€) 4y"+8y' =xsinx

' : i .
f) y"—y'=e’sinx |:}'=Cl +C.e —E(e' sinx +e cosx)j,

Reste diferencidlni rovnici

2 L
a) y" -3y +2y=x+l-e* [y=C,e" +C,e™ +%x+%——e 2"}
1
b) y'+ y=5+cosx |:y"—'C,cosx+Czsinx+S+5xsinx}
c) y'-2y'+y=4e" +e " sinx
_ 2 I :
[y:(‘,e‘ + Cyxe” + 2x"e +5§e"‘(4cosx+3sm x):l

.v:C,e"cosﬁx+C2e‘"sin Jut

d) y"-2y"+4y=e""cosx+e'sinx | ) Vo

+—e "(3cosx—2sinx)+—e' sinx
26 2
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4. APLIKACNI ULOHY

Diferencidlni rovnice se uplatiuji v oborech jako napf. mechanika, fyzika,
geometrie, biologie, chemie, ekologie, demografie a v dalsich. My si ukdZeme nékolik

piikladl pouziti diferencialnich rovnic v geometrii, fyzice a mechanice.

DIFERENCIALNi ROVNICE V MECHANICE A FYZICE

Velmi Casto se zde setkavame s ulohami o pohybu. Rovnice sestavujeme zpravidla na
zakladé druhého Newtonova zdkona, ktery fika, ze Casova zména hybnosti télesa
(hybnost p je soucinem hmotnosti a rychlosti p = mv) je rovna vyslednici sil, které na

téleso pusobi.
Priklad 37

Jednoduché kyvadlo je hmotny bod (mala téZka kulicka) o konstantni hmotnosti

m, zavéSena na neroztazitelném vliknu (bez hmotnosti). Vlikno ma délku /.

y.

"

obr.5
pozndamka:
Nebudeme prihlizet k odporu vzduchu, budeme vySetfovat kyvy tohoto kyvadla ve

vzduchoprazdném prostoru.
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Kyvadlo je zavéSeno v bodé O. Predpokladejme, Ze je v poloze OM, a oznatme [ thel
MOV, pficemz OV je rovnovazna poloha kyvadla. Tiha kulicky je mg. Sila mg se
rozklada na dvé slozky

mgcos 3 a mgsin 3,
z nichZ prvni zplsobuje tah ve vlaknu, ktery se rusi pevnosti vlakna a pevnosti zavésu,
druha slozka pohani kulicku do rovnovazné polohy V.
Uhlem « méfime vychylku vldkna od rovnovazné polohy. Predpokladame-li, Ze
gravitatni sila je jedina sila, ptisobici na hmotny bod, dostaneme podle druhého
Newtonova zakona na pohybovou rovnici ve tvaru

m% =-mgsin 3.

Znaménko minus pfed pravou stranou rovnice znamend opacnou orientaci sily a

vychylky.
Protoze je 5=,
je déle
LU TD_
dt” i

takZe diferencidlni rovnice pro pohyb matematického kyvadla je

5

+w’sin f=0,

3

dt

kde je

o050 o . d’ T
Omezme se na malé kmity, to znamend, Ze klademe v rovnici d—ﬂg +w sin f=0
%!

sinf=pf.

Dostaneme pak rovnici

d’p >
—+w =0,
dr” A

jejiz obecné feseni je
P = Acoswt + Bsinwt .

Dejme tomu, Ze mame tyto pocatecni podminky:
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b=, %0 pro t =0.
al

Pocate¢ni podminky znaci, Zze jsme na zacatku pohybu vychylili kyvadlo o uhel o

z rovnovazné polohy a potom je pustili, aniz jsme mu udélili jakoukoli rychlost.

Protoze je
ﬁ =—Awsin wt + Bwcoswt ,
dt
dava druha podminka B=0;:
prvni podminka pak diva A=«
Blgy . d’B .. I S ; 3 ;
Resenim rovnice —=— + w” sin 2= 0, ktera spliiuje poéate¢ni podminky, je tedy dano
ar-

vyrazem

[)’:acos[\/g].

Matematické kyvadlo kona za predpokladu sin S = f jednoduchy harmonicky pohyb.

Doba kmitu podle w? :% je

T=2m|—.
g

To je doba, za kterou se kyvadlo z polohy P pres V, Q a opét pies V vraci do polohy P

/
ria )
g

je dobou kyvu matematického kyvadla.

zpét. Polovi¢ni doba kmitu

Priklad 38

Stiela vystirelena vertikalné z povrchu Zemé smérem k Mésici, miiZe doletét az na
Mésic, je-li jeji pocatecni rychlost v, dosti velkd. Urcete rychlost, pFi které strela
dosahne Mésice, za predpokladu, Ze se pohybuje pouze v gravitatnim poli Zemé a

Mésice a ze vliv ostatnich téles zanedbavame.
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obr.6

Podle Newtonova gravitatniho zakona se dvé télesa pfitahuji silou pfimo umérnou
soucinu jejich hmotnosti a nepiimo umérnou ¢tverci vzdalenosti, proto

F:A_M-m

5 s

»
kde x je gravitaéni konstanta, M hmotnost Zemé, m hmotnost télesa a r vzdalenost
télesa od stiedu Zemé. Oznaéme r(1) vzdalenost télesa od stfedu Zemé v Casovém
okamziku 7. Pohybovou rovnici sestavime na zakladé druhého Newtonova zakona

M-m mym

i)+ - =
mr(l) + &k e K(d—r)z

Vzhledem k tomu, Ze

; d’r d dr d dav dr dv
r ([):-—1—:—-—=—v=—-—=—v
di® dt dt dtdr didr
dostaneme z posledni rovnice

dv kM Km,

W= s

—T. + PR A
dr i (d - r)'
kde mq je hmotnost Mésice. Rychlost nyni chapeme jako funkci vzdalenosti od stfedu

Zemé. Odtud separaci proménnych plyne

2 r d—r

Konstantu uréime z po¢atecni podminky. Vime totiz, Ze téleso bylo vrzeno rychlosti vg

vi kM km .
=—+ L +C.

z povrchu Zemé. Je tedy
W(R)=v,

kde R je polomér Zemé.




X
v: kM  &m,

Dosazenim r = R do 7 =—+ Tﬁ + C dostaneme vzhledem k v(R) = v,
¥ ' Wt i
coYol KM _ s,
2 R d-R

Redenim této pocate¢ni ulohy dostaneme zavislost rychlosti na vzdalenosti od stfedu

Zemé.

I ) -~ — e a— -
(17) 1(r)—[2ﬁd\4(r J+2Km(,(( r)_( )J+v0}

Podminkou dosaZeni Mésice je prekonani neutralniho bodu, tj. bodu vnémz jsou

pritazlivé sily Zemé& a Mésice v rovnovaze. Vzdalenost tohoto bodu od stfedu Zemé
vyhovuje rovnici
M m

r’ (a’—:“)2 .

Oznaéme jeji feSeni r*. Nejmensi pocatecni rychlost v potiebnou k dosaZeni
neutralniho bodu, uréime z rovnice v(r*)=0, kde v je dano vztahem (17).

Po dosazeni dostaneme rychlost pfiblizné 11,1 km/s.

DIFERENCIALNiI ROVNICE V GEOMETRII
Nejprve si pfipomefime:

- te¢na ke kiivee y = f(x) v jejim bodé T[xo,yO] ma smérnici k, = f'(x,) arovnici

Y=Y =S '(x)(x—x;)

- normidla n vbodé T ma smérmici k,=-1/f'(x,) a rovnici
Y=Y :'——l(x - x,), predpokladame, ze f'(x,)#0
1(xy)

- délka tecny [TP|=—22— J1+ (f'(x, )’

f(xl])
- délka normaly |TP,| = v /1 + (f'(x,))’

W
- subtangenta [T]P,|— ;

S(x)
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- subnorméla ‘T,Pn|= Yo ()

obr.7

- odchylkou kfivky od osy xrozumime odchylku teény ke kfivce ve spoleném
prase¢iku s osou x od osy x, odchylkou kfivky od dané pfimky rozumime odchylku
te¢ny ke ktivce ve spolecném priseciku s pfimkou od dané pfimky, odchylkou dvou

kfivek rozumime odchylku jejich te¢en ve spole€ném priseciku

I+ f'(0)?) "

- polomér krivosti p plati p= ) : ( p>0 je-li kfivka konvexnia p <0 je-
7=

li konkavni)
Priklad 39

Uréete rovnici kFivky, jejiZz tena vytina na ose y usek, jehoZz velikost je rovna délce

privodice bodu dotyku.

Tecna ke kfivee v bodé T[x,),y[,] ma rovnici y -y, = f'(x,)(x — x,), usek ktery vytina
teCnanaoseyje y, — f'(x,) X,

Privodi¢ dotykového bodu ma délku

5 2
Af Xy T Mo -

Ma tedy platit

. 7 2
Yo _.f'(xu)z VXJ +.V(;
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Tento vztah plati pro libovolny bod kfivky [x, y], tedy plati rovnice

y-yx=qx*+y*,

y | 2

o YoANX Ty

Je to homogenni diferencidlni rovnice. ReSime ji uzitim substituce z ==. Dostavame
X

' 2

zx+z=z-+1+2z".

Separaci proménnych obdrzime fe3eni

x(z+41+2)=C

a po navraceni se k ptivodni proménn¢ y dostaneme

W

T

Z této rovnice je vidét, Ze uvedenou vlastnost maji jisté paraboly.

Priklad 40

Urdete kiivku, na jejichZ tecnach vytinaji osy soufadnic isek konstantni délky a.

obr.8

Te¢na ke kfivee v bodé T[x”.yﬂ] ma rovnici y—y, = f'(x,)(x —x,), na osiach
soufadnic useky

xnf‘(xu ) — Yo

PB=y, —x,f'(x,) a PA="2—
0 S (%)
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Podminka [PB|3 2 |PA|2 =a’ je ekvivalentni s rovnici

(Vo = %o (2 )? + (o /(%) = Yo) sy

(f'(x))

Z toho plyne
, a- f'(x)
Yo =%of (%) £ —_'U_l_ ,
\;‘I +(f'(x,))
coz je Clairautova diferencialni rovnice.

Polozme f'(x,) = p, dostaneme

a
(18) Yo=Xx,p % = =
1+t
- ; d q
zderivujeme f(x)=p+ L AT 2 e

dx, (1+ pz)l2 dx,

d|
Plati 0= nebo =+ Z 5

dx, {d+p*)?
Dosadime-li do rovnice (18) za x, dostaneme
(7] );
Yo = aE /

(1+p*)

Vylougenim parametru p z rovnice (18) nalezneme feseni rovnice ve tvaru

coz je asteroida.
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obr.9

Kfivky hledané vlastnosti jsou jednak oblouky asteroidy, bez bodi vratu (hroty), jednak

jeji teCny a kiivky skladajici se z oblouku asteroidy a jeji te¢ny.

Priklad 41
Najdéte rovnici kfivky s konstantnim polomérem k¥ivosti p =k (k>0) takovou, Ze

jeji te¢na v bodé (x, y) = (0, y(0)) je rovnobéZna s osou x a ktera prochazi bodem
(k, 0).

Necht' hledana kiivka ma rovnici y= f(x). Z podminky p =k dostivime ihned

diferencialni rovnici pro hledanou funkci f{x)

.r 233
P EPAC) P

f(x)
Ozna¢ime-li f'(x) =z mame pro z rovnici
di (1427
dx ko

Separaci proménnych dostaneme feSeni

L =l
k

l+z°
Konstantu C uréime z podminky. Ze te¢na v bodé (x, y) = (0, »(0)) mé byt rovnobézna
s osou x. Proto funkce y musi mit v poatku nulovou smérnici a tedy mame podminku

£'(0)=0, coz pro funkci z znamena z(0) = 0. Dosazenim x = 0 do rovnice dostaneme
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z(0)

atedy C'= 0. Pro funkci z tedy mame
Z X
Odtud plyne
X

dy(x)

X

Protoze z(x)=

, dostaneme funkci y integrovanim funkce z

X - -
)’(.\') = |+ (_’:—,\/r_? +C.

Konstantu uré¢ime z podminky, Ze kiivka ma prochazet bodem (x, y) = (k, 0), ma platit
yE)Y= 0.

Snadno zjistime, ze musime volit C = 0. Rovnice hledané kiivky je
y=—vk* -x* ,pro |x<k.

Je to &ast kruZnice se stfedem v polatku a polomérem k lezici v poloroviné y<0.
(Poznamenejme, Ze horni polokruznici bychom dostali analogicky, kdybychom

pozadovali, aby kfivost byla rovna —k.)

Priklad 42

Najdéte tvar zrcadla, které odrizi svétlo bodového zdroje do sméru dané
polopFimky.

Bez Ujmy na obecnosti zavedeme Kartézsky soufadny systém x, y tak, aby pocatek
splyval se zdrojem svétla a kladna poloosa x leZzela ve sméru. do kterého se maji

paprsky odrazet.
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obr. 10

Predpokladejme, Zze tvar zrcadla je urten zatim neznamou kfivkou y = f(x). Nejprve
sestavime diferencialni rovnici, kterou budi tato kfivka spliiovat. Jejim feSenim potom
ziskame hledanou kfivku a tim i tvar zrcadla.

Je zndmo, Ze svétlo se odrazi pod stejnym uhlem, pod jakym dopada, proto dhly
oznafené na obrazku jako « s vrcholem v bodé A4 jsou shodné. Pfimka ¢ je tecna ke

kiivee y = f(x). Je vidét, ze i ahel ABC je s nimi shodny a proto trojuhelnik AOB je
rovnoramenny. Specialné tedy OB = OA =+/x* + y* | proto

dy AC __ y y Py -x) P4y -x

—— =foa = = =
& 7" BC OB+OC 2 ptaxy X +Y - y

Pro ktivku popisujici tvar zrcadla jsme dostali diferencialni rovnici

2 2
L Al s =

y =
Y

Je to homogenni diferencialni rovnice prvniho fadu. Jako feSeni dostaneme funkce

y(x)==%,/Cx + % , kde C' >0 definované pro x > —% .

O tom, Ze to je rovnice paraboly se snadno piesvéd¢ime jejim umocnénim. Dostaneme

=]

el —— ro X5 ——"
Y s P 4

v
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Vylougili jsme jeji vrchol, ve kterém je y = 0, nebot’ pro y = 0 nemd rovnice smysl. Ve
vrcholu se paprsky odrazeji pravé do kladné poloosy x a proto i vrchol je bodem

hledané kfivky. Zrcadlo ma tedy tvar paraboly dané rovnici

.f':(-")*('ﬁf+% c=0, .\'2—2_

Priklad 43
Najdéte tvar dokonale ohebného neroztaZitelného homogenniho lana, zavéSeného

na obou koncich A, B, jestlize na né pusobi pouze jeho vlastni tiha.

obr. 11

Necht' y = f(x) je rovnice kfivky, jejiz tvar zaujme lano. Za osu y zvolme vertikalni

piimku jdouci nejnizsim bodem N k¥ivky. Necht L je libovolny bod kiivky. Na ¢ast lana
mezi body L, N piisobi t¥i sily: |. sila horizontdlniho tahu H v bodé N: 2. sila tahu 7,
pusobici v bodé L a majici smér tecny kfivky v bodé L; 3. tiha Q uvaZované Casti lana,
plisobici v tézisti; je-li p tiha délkové jednotky lana a s délka oblouku LN, je O = p°.
Rozlozime-li 7 na horizontalni a vertikalni slozku a vezmeme-li v Gvahu podminku
rovnovahy, dostaneme rovnice

Tsin @ = ps.

llcosp=H,

kde ¢ je uhel, ktery svird te¢na v bodé L s osou x. Délenim obou rovnic dostaneme

o)
{ =—39
$4Y H
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neboli, jestlize polozime
=K (k je konstanta),

pak

Odtud dostaneme rovnici
¥y =k =k ]-%y'2 ,

ktera substituci y' =z prejde v rovnici

Obecné fedeni v implicitnim tvaru nalezené rovnice je
In(z+v1+z2*)=ke+C,.

Protoze vbodé Njex=0, y'=z=0, je C, =0 a mame rovnici

neboli

jejiz reseni je

y=—o:/We" +e™)+C,.

2k

’ 1 A
Zvolime-li délku PN =2 potom C, =0 a dostaneme rovnici kiivky ve tvaru
1
y=—(€h+€_h),

2k

oznacime-li %: a, bude

a X -x
-‘, =—|e @ Lp ‘@
2

rovnice kFivky, ktera se nazyva fetézovka.
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CVICENI

1) Na bod o hmotnosti m pisobi sila F (F je konstantni). Pfihlizime-li ke tfeni,
které vznika pf¥i pohybu bodu, plati rovnice m%‘—le&v, kde v je rychlost
t

pohybu a A soudinitel tfeni. Mame urcit ¢asovy pribéh rychlosti, jestlize pro =0

jev=0.

2) Urcete rovnice kfivek, pro néz ve viech jejich bodech plati:
a) subnormaila je konstantni a je rovna ¢islu p>0
b) subtangenta je n-Krit vétsi nez x-ova soufadnice bodu dotyku.

va =2px+ cJ

3) Pro kterou kfivku je odchylka normaly od privodiée rovna dvojnasobku
odchylky privodice od osy x.

l()r2 + ) +C¥(y? =x*) =0, IenmiskdraJ

4) Zatizeni lana visutého mostu je na kazdou jednotku délky vodorovného nosniku
rovno ¢ (N/m). Najdéte jeho tvar, jestlize silu pusobici v dolnim bodé lana poloZite

rovnou F(N). Pritom neprihliZejte k vlastni tize lana.

il
T

Navod:
Zvolte na oblouku PC libovolny bod L =[x, y]. Na &ast lana PL budou pasobit tFi sily:
vodorovna H (smérem doleva od bodu L), svisld, tj. tiha gx. a sila ve sméru tecny (jeZ

svird thel ¢ s osou x), vznikla tahem 7T doprava od bodu L. Aby bylo lano v rovnovaze,

musi byt soucet pravouhlych priméti sil do os x a y roven nule. Je tedy




N X, =-F+Tcosp=0, Z}, =-gx+Tsinp=0
i=1

v gx
odtud ! =i;=_.
e dx. K
[Tvar lana je parabola o  rovnici
r2_2_£[ +£]]
q "TF
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5. ZAVER

Diplomova prace je pojata jako ,.ucebnice™, kterd ma Ctenafe seznamit s feSenim a
metodikou oby&ejnych diferencidlnich rovnic.

Jednim z cili této préace, je priblizit ¢tenafi pojem diferencialni rovnice. V kazdé
kapitole je popsan typ dané rovnice a jeji vlastnosti. Pro nazornost si ¢tenai muze
vyzkoudet vypocitat pfiklad podle predlohy a na zavér procvicit kazdy typ rovnice na
cviceni a ovérit uvedenymi vysledky.

Pro matematiku je dilezita pfedstavivost a nazornost, proto jsem pro lepsi pochopeni
uvedla i nékolik obrazki.

Dal3im z mych cili je ukdzat, Ze matematika neni samotcelna a s jeji pomoci lze
feSit i mnohé ulohy praktického vyznamu. Je moZné, Ze odhaleni a pochopeni
vzajemnych souvislosti matematiky s danym oborem pomiZze jak k lepsimu pochopeni

problematiky oboru, tak i k nalezeni lepsiho vztahu studentii k matematice.
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