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Anotace
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prvni ¢asti jsou kuzelosecky rozdéleny, uvedeny jejich vlastnosti probirané v predmétu
Geometrie 1 a doplnény o vlastnosti nové. Druhd cast je vénovana afinit¢ mezi kruznici
a elipsou a afinnim vlastnostem elipsy. Obé¢ ¢asti jsou doplnény vybranymi ptiklady a

nazornymi obrazky.
Annotation

The bachelor thesis deals with a number of selected properties of conics. In the
first part conics are divided, their properties discussed in the subject Geometry 1 are
given, and new properties are added. The second part is dedicated to affinity between
the circles and ellipses and affine properties of ellipses. Both parts are supplemented by

selected examples and illustrative figures.
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1. Uvod
Toto téma bakalafské prace jsem si vybrala, protoze problematika kolem
kuzelosecek je zajimava. Vlastnosti kuzelosecek je mnohem vice, ale vybrala jsem jen

nékteré z nich.

Praci jsem si ze zaCatku rozdélila podle druhu kuzelosecky, ke kazdé z nich jsem
uvedla vlastnosti, které jsou mi znamé ze stiedni ¢i vysoké skoly a vlastnosti, které jsou

pro mé nové.

Ke konci prace jsem se vénovala afinit¢ mezi kruznici a elipsou, afinnim

vlastnostem elipsy a zminila jsem dvé véty, které plati pro vSechny kuzelosecky.
V bakalatské praci najdete ptiklady a u nich postup sestrojeni.

Celé prace je doplnéna obrazky. K vytvafeni obrazkl jsem si zvolila program

GeoGebra, ktery je ptehledny a dobie se mi v ném pracuje.



2. Rozdéleni kuzeloseéek

Kuzelosecka je rovinnd kiivka, kterd vznikne jako prinik roviny s rotaéni
kuzelovou plochou, kdy rovina neprochazi vrcholem kuzelové plochy. Nejjednodussi
takovou rovinnou kiivkou je kruznice. Rezem muiZe byt elipsa, hyperbola nebo

parabola.

Typ kuZzeloseCky zavisi na tom, pod jakym uhlem protina rovina fezu kuzelovou

plochu, coz nam tikd Quételetova-Dandelinova véta.

Obr. 1 Quételetova-Dandelinova véta

Je-li:

a.) a> P, tak fezem vznikne elipsa.
b.) a <, tak fezem vznikne hyperbola.

c.) a =P, tak fezem vznikne parabola



3. Elipsa

Definice: Elipsa je mnozina bodd v roving, jejichz soucet vzdalenosti od dvou danych

pevnych bodu Fi, F; je konstantni, [1].

Obr. 2 privodice bodu M Obr. 3 Zakladni vlastnosti elipsy

Véta: Elipsa md dvé osy soumérnosti 01 a 02 a je sttedové soumérnd podle jejich

praseciku S, [2].

Kde S je stfedem, 0; je hlavni a 0, vedlejsi osou elipsy. Tedy mluvime o

stredové kuzelosecce.

Body A, B, C, D jsou vrcholy elipsy. Body A, B jsou vrcholy hlavni, které leZi na
hlavni ose a body C, D jsou vrcholy vedlejsi, které lezi na vedlejsi ose. S je stied elipsy,
ktery lezi ve stfedu tiseCky AB a plati |AS| = |BS| = a, kde a je délka hlavni poloosy.
Stejné plati i |CS| = |DS| = b, kde b je délka vedlejsi poloosy. Body Fi, F, jsou
ohniska elipsy. Excentricita je vzdalenost stfedu S od ohniska F; (F;) a znacime ji e.
Pokud z ohnisek se stane jedno, tak je to specialni ptipad elipsy a kuzeloseckou je
kruznice. To znamena, Ze excentricita e je nulova a tudiz a = b. Trojuhelnik SF,C je
charakteristicky trojuhelnik elipsy, pro ktery plati Pythagorova véta:

a’ = b? + e?

Spojnice libovolného bodu M s ohnisky Fi, F; jsou privodice bodu M a soucet

pruvodicl je konstantni, proto plati:

|FiM| + |MF,| = 2a



Dale zavedeme vnéjs$i a vnitini body elipsy. Bod X je vnéjsim bodem elipsy,
jestlize plati |F; X| + |XF,| > 2a. A bod X je vnitinim bodem elipsy, jestlize plati
|F1X| + |XF,| < 2a. Tedy ohniska F1 a F2 jsou vnitinimi body elipsy.

3.1. Rovnice elipsy

Abychom odvodili rovnici elipsy, musime si zvolit kartézskou soustavu

soutadnic tak, aby F, =[—e,0]aF, =[e,0].

clo.b]

Al-a,0] F,l-.0l S[0,0] F,le0] [Bla0]

D[0.-b]

Obr. 4 Rovnice elipsy

Zvolime si bod M = [x, y], to je libovolny bod elipsy a podle definice plati:

Po rozepsani této rovnice dostaneme:

Je+x)2+y2+/(x—e)?+y?=2a.
A rovnici postupné upravujeme:
ST T = 20— JG—oF TS
(e+x)2+y2=4a?—4a/(x —e)? +y2 + (x — e)? + y?
e2 4+ 2ex + x% +y* = 4a% — 4a\/(x — e)? + y% + x2 — 2ex + % + y?

4a/(x — e)2 + y2 = 4a® — 4ex

a(x —e)2+y2 =a?—ex
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a’(x —e)? + a’y? = a* — 2a’ex + e?x?
a’x? + 2a’ex + a’e? + a’y? = a* — 2a’ex + e?*x?
a’x? + a’e? + a’y? = a* + e*x*?
a’x? —e?x? + a’y? = a* — a’%e
a vyuzijeme vztahu a? — e? = b?:
x2(a2 — e2) + a2y? = a2(a? — e?)
b%x? + a’y? = a?b?.
Konec¢nou tpravou dostavdme obecnou rovnici elipsy

xZ yZ
E-{_ﬁ: 1.

2 2
Rovnice % + % = 1 je kanonicka rovnice elipsy.

3.2. Tecna elipsy

Obr. 5 Tefna a normala elipsy

v

Véta: Tecna elipsy puli vngjsi tthel privodi¢t bodu dotyku, [1].

11



Dukaz:

Zvolme libovolny bod M, ktery nélezi kuzeloseCce. Dale sestrojime osu t
privodica MF; a MF,, pak k jednomu z ohnisek, napt. F, sestrojime soumérny bod Q
podle ptimky t. Ze soumérnosti plati: |MF,| = |MQ|, tedy |F,Q| = |F,T| + |TQ| =
|F;T| + |TF,| = 2a. Na t si zvolime libovolny bod R, ktery je rizny od M. Mame
trojuhelnik RF1Q a plati nerovnost: |RF;| + |RQ| > |F,Q| = 2a. Z osové soumé&rnosti
|[RQ| = |RF,| nam piedchozi nerovnost dava: |RF;| + |RF,| > 2a. To znamena, Ze
vSechny body kromé bodu M jsou vnéjsimi body elipsy, tedy pfimka t nema zadny jiny

spole¢ny bod nez bod M. Podle definice je t tena s bodem dotyku M.

owr

Obr. 6 Diikaz, Ze te¢na elipsy puli vnéjsi thel privodica

Véta: Normala elipsy pili vnitini Ghel pravodi¢t bodu M, [1].
Normala n je kolma na te¢nu t a prochazi bodem M.

Tecny elipsy obaluji elipsu, tedy elipsa je obalovou kiivkou svych tecen.
Obalova kiivka normal elipsy se nazyva evoluta elipsy. Je to mnozina vSech stiedu
ktivosti dané elipsy. Vrcholy evoluty jsou stfedy kiivosti oskulac¢nich kruznic ve
vrcholech elipsy. Evoluta elipsy je rovinna ktivka, kterd se nazyva asteroida. Pomoci
trojahelnikové konstrukce 1ze ptesné dohledat nejen normalu, ale i stfed kiivosti v bodé

- bod evoluty.
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Obr. 7 Asteroida

3.3. Ohniskové vlastnosti elipsy
Véta: MnoZina bodl soumérnych s jednim ohniskem elipsy podle vSech tecen je

kruznice se sttedem ve druhém ohnisku o poloméru 2a, [1].

Obr. 8 Ridici kruZnice elipsy

Mame body Qi, Q», kde bod Qi je soumémny s ohniskem F, a bod Q, je
soumérny podle druhého ohniska F; podle tecny t. Mnozina vSech bodi Q; opisuje
kruznici q; se sttedem v ohnisku F; a poloméru 2a a mnozina vsech bodi Q, opisuje

kruznici Qz se stfedem v ohnisku F; a poloméru 2a. Kruznice 0,02 jsou fidici kruznice

elipsy.
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Véta: Mnozina pat kolmic spusténych z ohnisek elipsy na jeji tecny je kruznice se

stfedem ve stiedu elipsy o poloméru a, [1].

Obr. 9 vrcholova kruznice elipsy

3.4. Konstrukce elipsy

3.4.1. Bodova konstrukce elipsy

Obr. 10 Bodova konstrukce elipsy

Body elipsy sestrojime nasledujicim zptsobem:

Mezi ohnisky si zvolime pomocny bod H a sestrojime kruznice Iy, Iy, I3, 15 0
polomérech r; = |AH| a r, = |HB| se stfedy v ohniscich Fj, F,. Priseciky téchto
kruznic jsou body M;, M,, M3, M, a tyto body jsou body elipsy. Pro ovéteni zda jsou to
body elipsy, tak plati napt. pro bod My:

14



|MyFy| + |[MyF;| = |AH| + |HB| = |AB| = 2a

Tedy M; je bod elipsy.

Obr. 11 Oskulaéni kruznice

Oblouky u vrcholt elipsy nahrazujeme oskula¢nimi kruznicemi, které nam
pomahaji vystihnout tvar elipsy. Konstrukci udélame nasledovné:

Body A, S, C doplnime na obdélnik AOCE. Z bodu E spustime kolmici na
uhlopticku AC, kde se kolmice protne s hlavni a vedlejsi poloosou, tak vzniknou stiedy

Sy a S; prislusnych oskula¢nich kruznic.

3.4.2. Trojuhelnikova konstrukce elipsy

Mame zadany stfed S a 0Sy 0; a 02, které jsou zadany velikostmi poloos a, b.

Obr. 12 Trojahelnikova konstrukce elipsy

15



Postup:

Sestrojime kruznice ki ( hlavni vrcholova kruznice), ky (vedlejsi vrcholova
kruznice) se sttedem v bod¢ S, které maji poloméry r; a rp, kde r; je uréena velikosti a a
r, je uféena velikosti b. Z bodu S vedeme polopiimku p;, ktera protne kruznice k; a ko v
bodech M; a M,. Poté vedeme bodem M; kolmici |; na hlavni osu 0; a z M kolmici I,
na vedlej$i osu 0,. Prisecikem kolmic |; a I, bude bod M, ktery nalezi elipse. Ostatni

body elipsy ziskame stejnym zpiisobem.

3.4.3. Prouzkova konstrukce elipsy
Prouzkové konstrukce elipsy existuji dvé a to souctova a rozdilova. Konstrukce

spociva v tom, Ze na prouzek papiru naneseme velikosti hlavni a vedlejsi poloosy.
Souctova konstrukce - postup:

Na prouzek papiru naneseme vedle sebe velikosti poloos a, b, vznikne usecka
PQ o velikosti a + b. Spole¢ny bod M d¢li secku PQ v poméru a : b. Prouzek papiru
ptilozim tak, aby bod P lezel na hlavni 0se 0; a bod Q na vedlejsi ose 0,. Bod M, v
tomto okamziku, je bodem elipsy, vyznac¢ime ho na papir. Prouzkem papiru pohybuji
tak, aby se bod P pohyboval po hlavni ose 01 a bod Q po vedlejsi 0se 0, opét bod M

vyznacime na papir. Timto pohybem bod M opisuje elipsu.
Rozdilova konstrukce - postup:

Opét naneseme na prouzek papiru velikosti poloos a, b. Na tsecku QM o
velikosti a z bodu M naneseme tsecku o velikost b. Spoleénym prisecikem téchto
usecek je bod P. Prouzek papiru umistime tak, aby bod Q lezel na vedlejsi ose 0, a bod
P na hlavni ose 0; a polohu bodu M si vyznac¢ime na papir. Opét pohybuji tak, aby bod
Q se pohyboval po vedlejsi 0se 0, a bod P po hlavni 0se 03, kde bod M opisuje elipsu.

Polohy bodu M, pfti tomto pohybu, si vyzna¢ime na papir.

16



Obr. 13 Prouzkova konstrukce elipsy - sou¢tova Obr. 14 Prouzkova konstrukce elipsy - rozdilova

3.4.4.Rytzova konstrukce elipsy

V Rytzové konstrukci budeme pouzivat sdruzené prumeéry.
Sdruzené primeéry elipsy

Elipsou e vedeme stiedem S tétivu MN, kterou nazyvame primér, a tétivy
M1N1|| M2N2|| M3N3||... ||MN; stiedy téchto rovnobéznych tétiv vyplnuji usecku PQ,
prochazejici sttedem S a nazyvd se sdruzeny pramér. Obraceng, stfedy tétiv
P1Q1]| P2Q:||... || PO lezi na priméru MN. V krajnim piipadé tétivy MiN; prejdou v teénu

p, resp. g a tétivy P;Q; ptejdou v teCnu m, resp. n.
Tétivy rovnobézné s jednim priimérem elipsy jsou ptleny sdruzenym primérem.

Tecny elipsy sestrojené v krajnich bodech jednoho priiméru jsou rovnobézné se

sdruzenym primérem.
Z kolmosti te€ny kruznice a ptislusného priméru vyplyva:

Sdruzené primeéry kruznice jsou vzdy navzijem kolmé, a naopak, kazdé dva

kolmé priméry kruZnice jsou sdruZené.

17
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Obr. 15 SdruzZené priaméry kruZnice Obr. 16 SdruzZené priaméry elipsy

V afinit¢ odpovidd te¢n¢ kruznice tecna afinni elipsy a rovnobézkdm opét

rovnobézky, mizeme tedy fici:
Sdruzenym primértim elipsy odpovida v afinité kolmé primeéry afinni kruznice.

Ptiklad: Sestrojte elipsu pomoci Rytzovy konstrukce. Elipsa je dana dvéma sdruzenymi

priméry KL a MN.
Postup Rytzovy konstrukce:

Prisecikem sdruzenych pruméra je S. Sestrojime kolmici | na tseCku MN, ktera
prochazi bodem S. Z bodu S naneseme na kolmici | velikost usecky SM a vznikne bod
M’. Poté sestrojime piimku prochazejici body ML a bod O je stfedem tsecky M'L.
Sestrojime kruznici k; se sttedem v bodé¢ O 0 poloméru OS a priseciky kruznice k; a
piimky ML nazveme P; a P,. Sestrojime ptimky P1S a P,S, kde P;S je hlavni osou 03 a
P,S ve vedlejsi osou 0,. Délka usecky M P je velikost hlavni poloosy a a tedy miizeme
sestrojit hlavni vrcholy A, B a to tak, ze z bodu S sestrojime kruznici k; o poloméru a,
vrcholy A, B jsou prusecikem kruznice ky s hlavni osou 0;. Délka usecky P.M’ je
velikost vedlejsi poloosy b a opét muzeme sestrojit vedlejsi vrcholy C, D, které jsou
prusecikem kruznice ks, ktera ma stfed v bod¢ S a polomér b, s vedlejsi osou 0,. Mame

tedy vSechny Ctyti vrcholy elipsy a mizeme sestrojit elipsu.
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Obr. 17 - Rytzova konstrukce elipsy
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4. Hyperbola

Definice: Hyperbola je mnozina bodi v roving, jejichz rozdil od dvou danych bodu F1,
F2 je konstantni, [1].

2a R
. A S
Fy
Obr. 18

Body Fi, F; jsou ohniska hyperboly. Konstantni rozdil vzdalenosti znac¢ime 2a.
Spojnice libovolného bodu M s ohnisky F1, F2 se nazyvaji privodi¢e bodu M. V tomto
pfipadé muzeme fici, ze hyperbola je mnozina bodu, které maji od dvou danych bodu

staly rozdil pravodici, tj.
|IMF,| — IMF,|| = 2a.

Vzdalenost ohnisek F1, F» znafime 2e a fikame ji ohniskova vzdélenost. Z
definice vyplyva platnost a < e. Cislo e se nazyva délkova vystiednost (excentricita).
Hyperbola vyjadiuje vzdalenost ohnisek hyperboly od stiedu S. Cislo a se nazyva délka
hlavni poloosy hyperboly a &islo b, pro které plati b = Ve? — a? nazyvame délka
vedlejsi poloosy. Piimka, na které lezi ohniska F1, F, je hlavni osa hyperboly. Body A,
B, které lezi na hlavni ose hyperboly, jsou hlavni vrcholy hyperboly a plati pro né¢
|AS| = |BS| = a. Pfimka, ktera prochazi sttedem S a je kolma k hlavni ose hyperboly,

se nazyva vedlejsi osa hyperboly.

20



Obr. 19

Moy e o . ’ Y . r Y
Cislo ¢ = — se nazyva numerickd vystfednost. Numericka vystfednost u

hyperboly je vzdy vétsi nez jedna, protoze e > a. K urceni spravného tvaru hyperboly

jsou velmi uzitecné asymptoty U; a Up. Asymptoty jsou primky prochazejici stiedem

hyperboly S a sviraji s hlavni osou hyperboly thel ¢, pro ktery plati tan ¢ = b

—.
Bod X se nazyva vné&jsi bod hyperboly, plati-li ||F1X| - |F2X|| < 2a. Bod X se
nazyva vnitini bod hyperboly, plati-li ||F1X| — |F2X|| > 2a.

Hyperbola tak déli rovinu na

— vnéjSek hyperboly, ktery je tvofen vnéjSimi body,
— nabody hyperboly,

— a na vnitfek hyperboly (obsahuje ohniska), ktery je tvofen vnitinimi body

hyperboly.

Pokud e = av2, potom a = b a hyperbola se nazyva rovnoosa. Asymptoty rovnoosé

hyperboly jsou k robé kolmé.
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4.1. Rovnice hyperboly

Budeme ptedpokladat, ze hyperbola je dana ohnisky Fi, F» a délkou hlavni

poloosy a . Pro odvozeni rovnice hyperboly si zvolime kartézskou soustavu tak, aby
platilo F; = [—e, 0], F, = [e, 0].

Obr. 20 Rovnice hyperboly

Dale piedpokladejme, ze M = [x, y] je libovolny bod hyperboly a podle definice
plati

|IMF,| — IMF,|| = 2a.

Rozepsanim této rovnice dostavame

|\/(x+e)2+y2+\/(x—e)2+y2| = 2a.

x2+e?+y?—2a%=((x+e)?+y2)((x —e)? +y3?).

Po tpravach dostaneme

a* + x%e? — x%a® — e%a? — y2a® = 0.

S pouzitim vztahu b? = e? — a? dostaneme rovnici
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Této rovnici se fika kanonicka rovnice hyperboly.

4.2. Te¢na hyperboly

Definice: Necht’ M je libovolny bod hyperboly. Pfimka prochazejici bodem M, ktery je
dvojnasobnym prusecikem této piimky s hyperbolou, se nazyva tecna hyperboly s
dotykovym bodem M a piimka prochazejici bodem M, kterd je kolma na te¢nu se

nazyva normala v bodé M, [1].

Obr. 21 Te¢na a normala hyperboly

[ 24

Obr. 22
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Dukaz:

Zvolme si libovolny bod M, ktery nalezi hyperbole. Dale sestrojme
osu t vngjsich uhla pravodict TFi, TF,. K jednomu z ohnisek, napt. k F;, najdéme
soumérné sdruzeny bod Q podle ptimky t. Bod Q je bodem tsecky TF2. Ze soumérnosti
plati: |[TQ| = |TF,|, tedy 2a = ||TF;| — ITF,|| = |ITQ| — ITF;|| = |QF;|. Zvolme nat
libovolny bod Rrizny od T. Body R, F;, Quréuji vzdy trojuhelnik, plati tedy
nerovnosti:

|RF,| + |QF,| > |RQ],
tedy 2a = |QF,| > |RQ| — |RF,|.
|QF;| + |RQ| > |RF],
tedy 2a = |QF,| > |RF,| — |RQ|.
Z obou nerovnosti pak plyne: 2a > ||RQ| — |RF2||. Protoze vsak |RQ| = |RF,| (z
osové soumérnosti), piedchozi nerovnost dava 2a > ||RF1| — |RF2||. To znamena, Ze
se jedna o vnéjsi bod hyperboly. Protoze bod R byl volen libovolné, tak vechny body
krom¢ bodu T jsou vnéj§imi body hyperboly. Piimka t nema s hyperbolou zadny jiny
spole¢ny bod nez pravé T. Podle definice je tato piimka t te¢nou hyperboly a bod T je
bodem dotyku.

Obr. 23
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4.2.1. Teény hyperboly vedené z bodu P
Véta: Geometrickym mistem pat kolmic K vedenych z ohniska hyperboly na jeji tecny
je kruznice K o stfedu S a poloméru a, [3].

Véta: Pfimka spojujici ohnisko F; s bodem Q soumérné polozenym k druhému ohnisku
F, vzhledem k te¢né t prochazi dotykovym bodem T této tecny, [3].

Priklad: K hyperbole h, ktera je dana ohnisky F;, F, a délkou AB hlavni osy, sestrojte

teCny z bodu P a ur€ete na nich dotykové body.

Obr. 24 Teény k hyperbole z bodu P

Reseni provedeme na obr.22 podle predchozi véty Paty kolmic vedenych z
ohniska F na hledané te&ny ty, t jsou na kruznici k (S; a) a lezi na Thaletové kruznici k
nad pramérem PF,. Priseciky Ki, Kz kruznic k a k jsou paty kolmic na hledané tecny t,
t; a miizeme tyto teCny narysovat, t; = PK;, t, = PK,. Abychom mohli ur¢it dotykové
body T;, T, na téchto teénach, musime pouzit podle pfedchozi véty body Qi, Qa, které
jsou soumérn¢ sdruzené s ohniskem F, podle t; a t;; Q;K; = KiF,, Q,K, = K, F,.

Dotykové body T, T, tecen tj, t; uréime pomoci spojnic Q1F1, Q2F;.

4.3. Ohniskové vlastnosti hyperboly
Véta: Mnozina bodli soumérnych s jednim ohniskem hyperboly podle vSech tecen lezi

na kruznici se sttedem v druhém ohnisku o poloméru 2a, [1].
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Obr. 25

Bod Q; je soumérny podle te¢ny t; a bod Q2 je soumérny podle te¢ny t,. Bod Qg
lezi na kruznici q, = (F,, 2a) a bod Q; lezi na kruznici q; = (F;, 2a). Kruznice q, 0
se nazyvaji fidici kruznice hyperboly.

Véta: Mnozina pat kolmic spusténych z ohnisek hyperboly na jeji te€ny lezi na kruznici

se sttedem ve stfedu hyperboly o poloméru a, [1].

Obr. 26

Body P31, P, jsou paty kolmic, které jsou spusténé z ohnisek Fi, F;, na te¢nu t.

Paty kolmic lezi na kruznici v = (S, a), ktera se nazyva vrcholova kruznice hyperboly.
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4.4. Konstrukce hyperboly

4.4.1.Bodova konstrukce hyperboly
Na poloptimce si zvolime bod C. Poté opiSeme kruznice |1, I, o polomérech
|AC|, |BC|, kde se kruznice Iy, I, protnou, tam vzniknou body M;, M,. To samé udélame

s bodem D a vzniknou nam body M3, My.

V hlavnim vrcholu A sestrojime kolmici a z bodu S naneseme na kolmici
vzdélenost SFi, ¢imz nam vznikne bod E. Ptfimka S; vedend body E a S se nazyva

asymptota, podle osové soumérnosti dodélame S,.

Jesté potiebujeme sestrojit oskulacni kruznice, abychom vykreslili hyperbolu v
okoli vrcholu A, B. Bodem E povedeme kolmici na asymptotu s;, kde se kolmice protne

s hlavni osou hyperboly, tam vznikne stfed oskula¢ni kruznice R;.

Obr. 27 Bodova konstrukce hyperboly

4.4.2. Konstrukce hyperboly pomoci pevné kruznice

Hyperbolu h mame zadanou ohnisky F1, F, a vrcholy A, B. Nejdfive narysujeme
kruznici ki, ktera ma stied v ohnisku F; a polomér 2a = AB. Zvolime si libovolnou
ptimku f, ktera prochazi ohniskem F; a na ni budeme hledat body T a T, hyperboly h.

Praseciky ptimky f s kruznici k; jsou body Q a Qi; osa t usecky QF;, a 0sa t; usecky
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QiF2 jsou tecnami hyperboly; jejich dotykové body T, popt. T; lezi v prusecicich
ptimek taf, popt. t; af.

Obr. 28 Konstrukce hyperboly uZitim pevné kruZnice

Dtikaz:
Z konstrukce vyplyva
QT = FoT, 1Ty = F,T,, F1Q = F,Q1 = 2aq,
F,T — F,T = QT — Fi;T = F,Q = 2aq,
KTy — BTy = FiT; — 1Ty = F,Q1 = 2a.

Rozdil privodicta bodi T a T; je konstantni ( = 2a), a proto tedy body T, Ti lezi na
hyperbole h. Body Q a Qi lezi na kruznici k; podle konstrukce soumérné sdruzené s
ohniskem F; podle piimky t a t;, pfimky t a t; jsou te¢nami hyperboly h. Jakoukoliv
volbou piimky f dostavame rtizné dvojice T a T1 bodii na hyperboly a jejich te¢ny t a tj,

[3].

Ve zvlastnim ptipadé, kdyz piimku f vedeme prisecikem M, popt. N kruznic
ki (Fi; 2a),k, (S,e), jsou symetraly tseCek Fo,M, F,N rovnobézné s piimkami FiM,

FiN a odvozené te¢ny jsou asymptotami m, n hyperboly, [3].
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4.5. Asymptoty hyperboly
Piiklad: K hyperbole h, ktera je dana ohnisky Fi, F, a délkou AB hlavni osy, sestrojte

te¢ny z bodu P, kde P lezi ve stiedu S hyperboly h (S = P), a urete na nich dotykové
body.

Obr. 29 Asymptoty hyperboly

Nad Primérem PF, sestrojime Thaletovu kruznici k(P; a). Protoze Q:K; =
K,F;,Q;K, = K;F, a F;P = PF,, jsou ptimky F1Q; a PK; rovnob&zné (F;Q, || PK,)
prave tak, jako F;Q, ||PK2. Mame tedy hledané tecny m, n m = PK;,n = PK,. V
prasecicich teCen m, n s pfimkami F1Q;, F1Q2, které jsou s teCnami rovnobézné, jsou
dotykové body teCen m, n. Témto dotykovym bodim pifimek m, n fikdme nevlastni

body M”, N”. Teény, ktera maji tuto vlastnost, se nazyvaji asymptoty.

Definice: Asymptota kiivky je te¢na kiivky ( vlastni ptimka), jejiz dotykovy bod je

nevlastni, [3].
Véta: Tecny vedené k hyperbole z jejiho stiedu jsou jejimi asymptotami, [3].

Véta: Uhly asymptot hyperboly jsou piileny osami, [3].
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Obr. 30 Vlastnosti asymptot

Z obrazku odvodime dal$i vlastnosti asymptot m, n. Kolmice F;K; vedena z
ohniska F, na asymptotu m je te¢nou kruznice k(S; a). Ve vrcholu B sestrojime te¢nu
hyperboly k praseciku C s asymptotou m. Dostaneme A SBC =A SK;F, (usu) a

odpovidajici strany jsou stejn¢ dlouhé.

SC =SF, =e¢,SB = SK; = a; tfeti stranu BC = F,K; = b nazveme vedlejsi
poloosou hyperboly.

Z charakteristického trojuhelnika SBC vyplyva
e? =a’ + b2

Asymptota svird s hlavni osou uhel a, pro ktery plati
. b
a=-.
g a

Pokud zname dvé ze tii veli¢in a, b, e, mizeme sestrojit hyperbolu. Nejdiive si
sestrojime ob¢ asymptoty m, n a potom dal$i body na obou vétvich hyperboly, které se k

asymptotam stéale vice blizi, nikdy je vSak neprotinaji.
Miizeme tedy vyslovit vétu

Véta: Vzdalenost ohnisek hyperboly od jejich asymptot se rovna délce jeji poloosy b,

3].
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Priklad: Narysujte hyperbolu h, u které mame dano ohnisko Fj, asymptotu m a smér

druhé asymptoty Sp.

Obr. 31 Hyperbola ur¢ena bodem F;, m, s,

Sestrojime osu Ghlu piimek m a s,. Osa thlu je rovnobéZzna s osou hyperboly 0.
Osu hyperboly o vedeme ohniskem F; a kde se protne s asymptotou m, tam vznikne
stied S. Stfedem S povedeme druhou asymptotu n, ktera je rovnobézna se smérem Sp.
Sestrojime kruznici k(S; r = SF;) a vznikne nam prusecik E asymptoty n a kruznice K .
Bodem E vedeme kolmici na osu 0 a na ose 0 dostaneme hlavni vrchol B. Mame

charakteristicky ASBE. Miizeme tedy sestrojit hyperbolu.

4.6. Rovnoosa hyperbola

o\ s . k
S rovnoosou hyperbolou se miizeme setkat u grafu nepfimé umérnosti (y = ;), kde

asymptoty jsou osy x a y.

Obr. 32 Nepfima imérnost
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Vlastnosti:

— Asymptoty m,n jsou na sebe kolmé a plati

b
tga = 2 =1, a = 45°, 2a = 90°,

kde tihel a je uhel mezi asymptotou a osou afinity o,
— ma stejné poloosy (a = b),

— pro rovnoosou hyperbolu plati vS§echny véty, které plati pro obecnou hyperbolu,

ale pro rovnoosou hyperbolu plati specidlné tato véta:

Véta: Prisecik vySek V trojuhelnika PQR, jehoz vrcholy P, Q, R nélezi rovnoosé
hyperbole, lezi na této hyperbole, [4].

Piiklad: Narysujte rovnoosou hyperbolu h, ktera je zadana ohnisky F1, F;

Obr. 33 Rovnoosa hyperbola konstrukce

Piimka prochazejici ohnisky Fi, F, je 0sou 0. Sestrojime asymptoty m, n, které
prochéazeji sttedem S tsecky FiF, a sviraji s ni thel £45°. Poté sestrojime kruznici
k (S;r = SF;, = e) a ta protne asymptoty v bodech, témito body prochazeji te¢ny
hyperboly ve vrcholech A, B. Mizeme tedy sestrojit hyperbolu h;.

32



4.7. Se¢ny hyperboly

Véta: Libovolna se¢na hyperboly vytina mezi hyperbolou a jejimi asymptotami dva
stejné tseky, [3].

Véta: Usek, ktery vytinaji asymptoty hyperboly na jeji te¢ng, je ptlen dotykovym
bodem, [3].

Obr. 34 Se¢ny hyperboly

Véta: Secny hyperboly rovnobézné s hlavni osou protinaji vétve hyperboly v bodech
Hi;, H; tak, ze asymptota hyperboly déli usecku HiH, na dva useky, jejichz soucin je
konstantni a rovna se dvojmoci hlavni poloosy. Na obr. je se¢na s” 0,HN-NH, =

a* = [NV|?, [3].
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Obr. 35 Znazornéni véty
Priklad: Sestrojte hyperbolu h, ktera je dana asymptotami m, n a bodem M. V bodé¢ M

sestrojte te¢nu.

Obr. 36 Hyperbola zadana m, n, M

Sestrojime osu hyperboly 0 tak, ze puli uhel asymptot m, n, kde lezi bod M.
Bodem M povedeme secnu S, ktera je rovnobézna s osou 0, ta protne asymptoty v
bodech K, L a hyperbolu h v dal§im bodé¢ M, kde plati ML = KM. Z vysky
pravouhlého AM;MV dostaneme délku hlavni poloosy a a naneseme ji na osu 0

(SA =SB = a). Bodem M vedeme ptimku r, ktera je rovnobézna s asymptotou n,
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ptimka r protne druhou asymptotu m v bod¢ Kj. Tecna, kterou hledame, prochazi

Piiklad: Sestrojte rovnoosou hyperbolu hy, je-li dan jeji stied S a dva body M;, M.
Narysujte asymptoty.

Obr. 37 Rovnoosa hyperbola zadana stiedem S a body My, M,

Sestrojime se¢nu s = M; M, na které hledané asymptoty m, n vytinaji sek KL.
Sestrojime stied O, ktery je stfedem useCky MiM; a zéaroven usecky KL. Sestrojime
kruznici k(O;r = 0S), ktera je opsana pravouhlému AKSL. Kde protne kruznice kK
senu S tam jsou body K, L a miizeme sestrojit asymptoty m, n. Osa 0 je osou tthlu mezi
asymptotami m, n. Dale sestrojime rovnobé&zku 0; S 0sou 0, ktera prochazi bodem M, a
na asymptoté n dostaneme bod L;. Sestrojime kolmici, ktera prochazi stifedem S a kde
protne 0;, tam je stfed S; kruznice o poloméru S;M; a miizeme sestrojit bod V. Velikost
hlavni osy dostaneme z L,V = SA = SB, toto plyne z véty, ktera tika, Ze libovolna

secna hyperboly vytind mezi hyperbolou a jejimi asymptotami dva stejné useky.

Véta: Geometrickym mistem stiedd kruznic, které se dotykaji kruznice k(Fy;7) a jdou
bodem F; lezicim vné této kruznice, je hyperbola, ktera ma v bodech F;, F, ohniska a

délku hlavni osy rovnou poloméru r.(3)
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4.8. Priseciky primky s hyperbolou

Obr. 38 Priseliky pfimky s hyperbolou

Hyperbolu budeme brét jako geometrické misto stiedli kruznic, které se dotykaji

kruznice k (Fy;r = 2a) a jdou druhym ohniskem F.

Praseciky X, Y pfimky p s hyperbolou h jsou stfedy kruznic ki, ko, které se
dotykaji kruznice k (F;; 2a), jdou ohniskem F, a bodem F, ktery je soumérmny k bodu
F2 podle pfimky p.

Sestrojime libovolnou kruznici k, ktera prochazi body F, a F, ta protne danou
kruznici k v chordale 12 a kruznice ki, k» v chordale F,F. Dostaneme prisecik O téchto
chordal. Z priseciku O vedeme teény ke kruznici K, tyto te¢ny urcuji dotykové body T,
T, kruznic ki, k; popt. ko, k; hledané pruseciky X, Y jsou na spojnicich F1 Ty, F1To, [3].

Chordala dvou kruznic

Jednd se o pfimku, kterd je tvofena vSemi body v roviné obou kruznic. Tyto
body maji k obéma kruznicim stejnou mocnost. Chordalu mtizeme najit, kdyz kruznice
nejsou soustfedné. Pokud se kruZnice protinaji, tak chordélou je pfimka, ktera prochazi

obéma priseciky. Pokud maji kruznice spolec¢nou te¢nu, chordalou je prave tato tecna.
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Obr. 39 Chordala

Mocnost bodu ke Kkruznici

Je to redlné &islo p = d? —r?, kde d je vzdalenost libovolného bodu M od

stiedu S a r je polomé&r kruZnice.

Obr. 40 Mocnost bodu ke kruZnici
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5. Parabola

Definice: Parabola je geometrické misto bodl v roving, které maji od pevné piimky d a

pevného bodu F této roviny stejnou vzdalenost (F & d), [3]

Obr. 41 Parabola zadana ohniskem a ¥idici pfimkou

Ptimku d nazyvadme fidici pfimkou paraboly a bod F je ohnisko paraboly.
Vzdalenost mezi fidici pfimkou d a ohniskem nazveme parametr paraboly p. Osa
paraboly o je kolma na fidici pfimku d. Bod V, ktery je prusecikem paraboly s osou o,
nazveme vrcholem paraboly. Z definice vyplyv4, Ze vrchol V puli vzdalenost DF
(DV = DF).Te¢nu v paraboly p ve vrcholu V nazveme vrcholovou te¢nou (v” d).
Pravodice jsou vzdalenosti bodu P od ohniska F a fidici pfimky d, bod P lezi na

parabole.

5.1. Rovnice paraboly

Nejdiive si zvolime kartézskou soustavu F = E,O] a rovnice fidici ptimky d je:

X = —g. Bod X = [x, y] je libovolny bod roviny.
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Obr. 42 Rovnice paraboly

Nejprve uvazujeme, ze bod X nalezi parabole. Podle definice mizeme napsat |XF| =

|Xd|. Tento vztah rozepiSeme pomoci soufadnic

Y-8y = fr+2)

Tuto rovnici umocnime na druhou a dostaneme

y? = 2px.

Kdyz budeme uvazovat obracené, Ze pro bod X = [x,y] plati rovnice y? = 2px a

2
dosazenim za y* z rovnice y2 = 2px do vyrazu |XF| = J (x —g) + y?2 dostaneme

IXF| = |x + §| A vidime, e plati |XF| = |Xd|.

Rovnice y? = 2px se nazyva kanonicka rovnice paraboly.

5.2.Te¢na a normala paraboly

Pokud mé pfimka s parabolou:

— dva spole¢né body Pi, P2, nazveme ji secnou paraboly s;
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— jeden spolecny bod T, jejichz ostatni body jsou vnéjsi, nazveme ji teCnou
paraboly t;

— zéadny spolecny bod, nazveme ji nesecnou n.

Obr. 43 Te¢na a normala paraboly

Dtikaz: Na zacatku sestrojime privodice v libovolném bodé¢ T (FT = GT, GT|| 0);
sestrojime osu uhlu t thlu GTF. Pfimka t je i vySkou rovnoramenného trojuhelnika
GFT. To znamena, ze zakladna GF trojihelnika GFT je kolmo ptilena ptimkou t,
prusecik piimky t a zakladky GF je bod K (GK = KF,GF L t). FL je vzdalenost mezi
libovolnym bodem L, ktery lezi na piimce t a ohniskem F a fidici pfimkou d (L,L <
LG), toto vyplyva z pravouhlého trojihelnika LiLG. Z dalsi soumérnosti F, G podle
piimky t vyplyva, Ze GL = FL a to znamena opét L;L < FL. Timto jsme zjistili, Ze bod
L neleZi na parabole a dokazali jsme, Ze piimka t je tecnou.

Véta: Tecna paraboly puli vnéjsi uhel pravodica, [1].

Véta: Mnozina bodt soumérnych podle vsech tecen je fidici ptimka d, [1].

Véta: Mnozina pat kolmic spusténych z ohniska paraboly na jeji te€ny je vrcholova

tecna v, [1].

40



5.2.1.Subtangenta a subnormala paraboly
Uhly GTO a TOF jsou stejné, proto je &tyfihelnik GTFO kosodtverec a
Ghlopiicky se v ném pili (OK = KT,0V = VT;). Use¢ku OT; na ose o nazyvame

subtangenta paraboly. Bod T; pata kolmice z dotykového bodu T na osu o.
Véta: Subtangenta paraboly je ptilena vrcholem, [3].

Na obrazku vidime dva shodné trojuhelniky GDF, TTiN a z nich vyplyva, ze
DF =T;N.

Véta: Subnormala paraboly se rovna jejimu parametru, [3].

Ptiklad: Sestrojte parabolu, kterd je dana osou 0, jednim bodem na parabole T a délkou

parametru p.

Obr. 44 Parabola zadana osou 0, bodem paraboly T a parametrem p

Nejdtive sestrojime patu kolmice T; z bodu T na osu 0. Od paty kolmice T,
naneseme délku parametru p a vznikne ndm bod N (médme dvé moznosti). Sestrojime
normalu n, kterd prochazi body T a N a mizeme sestrojit teCnu t paraboly, kterd je
kolma na normalu n a prochazi bodem T. Protahneme te¢nu t paraboly na osu o a kde se
protne je bod O. usecka OT; je subtangenta. V&ta nam fika, ze subtangenta je pilena
vrcholem, tudiz mizeme sestrojit vrchol V a vrcholovou teénu v. Bod K je prisecik
vrcholové teény Vv a te¢ny t paraboly. Bodem K vedeme kolmici na te¢nu t a na ose o

dostaneme ohnisko F.

Priklad: Sestrojte parabolu, ktera je dana osou 0, ohniskem F a normalou n.
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Obr. 45 Parabola zadana osou 0, ohniskem F a normalou n

Prisecikem normaly n a 0sy 0 sestrojime kolmici S; na normalu n, ta nam udava
smér tecny t. Sestrojime rovnobézku s piimkou r, ktera prochazi ohniskem F a kde se
protne s normdlou, tam vznikne bod T (Xos; = «s,r). MiZeme tedy sestrojit tenu t,
ktera prochazi bodem T. Nyni miZeme z te¢ny t zjistit subtangentu OT; a dostaneme

vrchol V.

Ptiklad: Sestrojte parabolu, ktera je zaddna smérem osy S,, normalami n;, N, a délkou

parametru p.

Obr. 46 Parabola zadana smérem osy S,, normalami n;, n, a délkou parametru p
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Sestrojime praseciky Ni, N2 normél nj, n, se smérem osy S,. Od bodd Ni, N
naneseme parametr p a vzniknou nam paty kolmic Ty, T» ( subnormdla Ty N; = T,N, =
p). Od bodu Ty, T, sestrojime kolmice na so, kde se tyto kolmice protnou s normalami
ni, Ny, tam vzniknou body Pj, P,. Poté sestrojime dalsi kolmice kolmé na nj, n,
prochazejici body P;, P,. Tam, kde protnou smér osy S, Vzniknou body O3, O,. Nyni
muzeme sestrojit Vi, V,, protoze subtangenta je pulena vrcholem ( subtangenty
0,T;,0,T,). Déle sestrojime rovnobézky ri, r, s normalami ni, n, tak, ze ry ||n1 a
73 || n2. Priseikem ptimek ry, r, je vrchol V paraboly. Osou o paraboly je rovnobézka
se smérem o0sy Sy, kterd prochdzi vrcholem V. Potfebné body z S, pfeneseme na osu 0.
Od bodu V naneseme vzdalenost p/2 a dostaneme ohnisko F. Te¢ny ty, t, sestrojime jako
kolmice na nj, n; prochazejici body O;’, O,". Dotykové body P;’, P," teen t, t, jsou

praseciky téchto teCen a normal ny, ny.

Ptiklad: Sestrojte parabolu, ktera je zadana osou 0, vrcholovou te¢nou vV a normalou n.

Obr. 47 Parabola zad4na osu 0, vrcholovou teénou vV a normalou n
Nejdiive sestrojime libovolnou piimku r, ktera je kolma na normdalu n a
dostaneme tedy body T3, Kj. Protoze te¢na t vytina mezi osou 0, vrcholovou te¢nou v a
normalou n stejn¢ dlouhé useky OK = KT, tak na pfimce r sestrojime O; (0,K; =
K;T;). Bod S je praseCik vrcholové te¢ny v a normaly n. Sestrojime piimku, ktera
prochazi body S, O; a kde se protne s osou 0, tam je bod O a mizZeme sestrojit tecnu t,

cozZ je kolmice na normalu n prochazejici bodem O. Na vrcholové te¢né v dostaneme
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bod K, ze kterého povedeme kolmici na te¢nu t a kde tato kolmice protne osu o, tam je

ohnisko F. A mame vse pro sestrojeni paraboly.

Ptiklad: Sestrojte parabolu, ktera je zadana vrcholem V, tecnou t s dotykovym bodem T.

Obr. 48 Parabola zadana vrcholem V, teénou t a dotykovym bodem T

Nad primérem VT sestrojime Thaletovu kruZnici k. Sestrojime pfimku r, ktera
prochazi bodem 7° (VT" = VT) a je rovnobézna s teCnou t. Tato piimka r protne
Thaletovu kruznici k v bodech T1, To. Mame tedy dvé feSeni. Pfimky prochazejici body
T1, T, a vrcholem V jsou osy 03, 02. Vrcholové te¢ny vy, Vo jsou kolmice na 01, 0;
prochazejici vrcholem V. Body Kj, K; jsou priseciky vrcholovych tecen vy, V2 s te¢nou
t. Body Ky, K, vedeme kolmice na t a kde se protnou s osami 03, 02, tam jsou ohniska

Fi1, F2. A nyni mame vS$e pro sestrojeni obou parabol.

Priklad: Sestrojte parabolu, ktera je zadana vrcholovou te¢nou v, bodem T paraboly a

délkou parametru p.
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Obr. 49 Parabola zadana vrcholovou te¢nou v, bodem T a parametrem p

Mame za tkol najit hledany trojuhelnik OTN, ktery je omezeny tecnou t,
normalou n a osou paraboly 0. Abychom ho nasli, vyuzijeme shodny trojuhelnik
01GN;j, ktery ma preponu O1N; a prochazi bodem T. Nejdiive sestrojime kolmici 0; na
vrcholovou te¢nu Vv, ktera prochazi bodem T. Od bodu T naneseme parametr p a vznikne
nam bod N;. Sestrojime bod O a to tak, ze vyuZzijeme poznatku subtangenta O;T je
pulena vrcholem V. Nad primérem O;1N; sestrojime Thaletovu kruznici k. Bod G lezi
na Thaletové kruznici K, coz je vrchol pravého uhlu. Sestrojime odvésny ti, n;
trojihelnika O;GN;. Bodem T vedeme rovnob&zky s t; a nj, dostaneme te¢nu t a
normalu n. Nyni mizeme sestrojit body O, N a dostaneme osu paraboly 0. Prisec¢ikem
oSy 0 s vrcholovou te¢nou V je vrchol paraboly V. A jako posledni nam zbyva ohnisko F

a mizeme sestrojit parabolu.

5.2.2.Te¢ny z bodu k parabole
Ptiklad: Parabola je zadana ohniskem F a vrcholovou te¢nou v. Sestrojte z bodu P te¢ny

k parabole.

Nejdiive sestrojime osu paraboly 0, ta prochdzi ohniskem F a je kolmé na

vrcholovou te¢nu v. Vrchol V je prisecikem osy 0 a vrcholové tecny V.
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Obr. 50 Teény paraboly z bodu P ( parabola je zadina ohniskem F a vrcholovou te¢nou v)
Dale sestrojime Thaletovu kruznici nad praimérem PF a ta protne vrcholovou
te¢nu v bodech P;, P,. Body Py, P, jsou paty kolmic hledanych tecen ty, tp, které jsou

spusténé z ohniska F.

Priklad: Parabola je zadana ohniskem F a fidici pfimkou d a mame najit teny, které

jsou vedené z bodu P.

Obr. 51 Teény vedené z body P

Nejdfive si sestrojime osu paraboly 0 a pfimku Sy, kterd je rovnobé&zna s osou 0.
Pfimka s, protne fidici pfimku d v bod¢ G. Body G;, G, jsou pruseciky kruznice
k(P,r = PF) a tidici pfimky d. Osy use¢ek Gi1F, G,F jsou hledané teény t;, t,. Body
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G1, G, povedeme kolmice na fidici pfimku d. Priseciky téchto kolmic s teCnami t, t;

jsou dotykové body hledanych tecen tj, t,.

Dale si miizeme vSimnout, ze pifimka S, puli usecku G;G; a tedy puli i druhé

rameno lichobéznika G1T1T,Gs.

Véta: Primka, kterd spojuje prisecik dvou tecen paraboly se stiedem omezené jejich

dotykovymi body, je rovnobézna s osou paraboly, [3].

5.2.3.Te¢na rovnobézna se smérem

Ptiklad: K dané parabole sestrojte te¢nu, kterd je rovnobézna se smérem S.

Obr. 53 Teéna paraboly rovnobézna se smérem s (vyZiti V)
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Nejdtive sestrojime kolmici na smér S, ktera bude prochazet ohniskem F. Kde se
tato kolmice protne s fidici pfimkou d, tam je bod G. Sestrojime osu soumérnosti

useCky GF a tato osa je hledanou te¢nou t.

Pokud pouzijeme bod P, to je prisecik kolmice a vrcholové te¢ny v, tak hledana

te¢na t timto bodem prochazi.

5.3. Konstrukce paraboly

5.3.1. Bodova konstrukce paraboly

Mame parabolu, ktera je zadana ohniskem F a fidici pfimkou d.

Obr. 54 Bodova konstrukce paraboly

Nejdtive sestrojime vrchol V. Vrchol v lezi na ose paraboly 0. Kde 0sa 0 protina
fidici ptimku d, tam lezi bod D. Vrchol V se nachazi ve stfedu tisecky DF. Zvolime si
libovolny bod M na poloptimce VF. Sestrojime kolmici na osu 0, kterd prochazi bodem
M. Dale sestrojime kruznici k(F, Md). Kruznice k protne kolmici ve dvou bodech My,

M,. Body M3, M3 nalezi parabole.

Dale potitebujeme oskulaéni kruznici, abychom nahradili oblouk paraboly v
okoli vrcholu V a to tak, Zze z bodu V naneseme na osu O parametr p a dostaneme stied S

oskula¢ni kruznice. A mizeme sestrojit oskulacni kruznici se stfedem S a poloméru VS.
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5.3.2. Trojuhelnikova konstrukce

Nejdiive si sestrojime osu paraboly 0, dané ohnisko F a fidici ptimku p. Poté si
zvolime body O3, Oy, které lezi a ose 0. Body O;, O, sestrojime tak, ze VO; = 0,0, =
8 - VF = 4p. Sestrojime kruznice ki, Ko (k1 (O1;7 = 4p), k,(05; 7 = 4p)). Sestrojime
libovolnou piimku s prochazejici bodem O, ta protne kruznici k; v bodé P; a kruznici
ko v bod¢ P,. Dale sestrojime rovnobézku s fidici pfimkou d, ktera prochazi bodem P; a
rovnobé€zku s osou 0, kterd prochazi bodem P,. Vznikne nam bod P. Bod P je
prisecikem téchto rovnobézek, lezi na parabole a je vrcholem pravého uhlu

pravouhlého trojuhelnika P1PP,.

Obr. 55 Trojahelnikova konstrukce

5.4. Pruseciky primky s parabolou
Maéme najit praseciky X, Y pfimky a s parabolou, ktera je zadana fidici ptfimkou
d a ohniskem F. Tyto priseciky jsou vlastné stiedy kruznic ki, ko, které se dotykaji

fidici pfimky d a prochazeji ohniskem F.
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Obr. 56 Prusediky piimky a s parabolou

Bod F; je osové soumérny k ohnisku F podle pfimky a. Priseéikem piimky,
ktera prochazi body F, F; a fidici ptimky d je bod P. Nad primérem PF; sestrojime
kruznici a dostaneme bod K. Déle musime sestrojit kruznici, kterd ma stied P a polomér
PK. Kde tato kruznice protne fidici pfimku d, tam vzniknou body Xi, Y;. Hledané
pruseéiky piimky a s parabolou dostaneme jako pruse¢iky kolmic na fidici p¥imku d,

které prochéazeji body X1, Y1 s ptimkou a.
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6. Afinita

6.1. Osova afinita
Osova afinita mezi dvéma riznobéZnymi rovinami

Méme dvé riznobézné roviny p, p~ a jejich pruseCnice se nazyva osa afinity 0.
Dale si zvolime smér afinity s, ktery neni rovnobéZny s zadnou z rovin p, p’. Potom
nam zbyva piifadit navzajem odpovidajici body a pfimky roviny p bodim a pfimkam

roviny p .

V osové afinité plati:
— Spojnice odpovidajicich si bodli jsou rovnobézné se smérem promitani S
(an85) . |5)
— pruseciky odpovidajicich si ptimek lezi na ose afinity 0,

— zachovava se incidence - bod na ptimce se opé€t zobrazi jako bod na pfimce.

Obr. 57 Osova afinita mezi dvéma riiznobéZnymi rovinami

Délka usecky AB v roviné p neni obecné stejné dlouha jako tse¢ka A ‘B’ roviny

p’, tedy délka usecky v afinit€ neni invariantni.

Osova afinita v roviné
Osovou afinitu mezi dvéma riznobéZnymi rovinami p, p " promitneme do néjaké
tieti roviny 7. Zvolime si smér promitani t tak, aby nebyl rovnobézny se smérem afinity

sasrovinamip, p".
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Obr. 58 Osova afinita v roviné

V osové afinité v roviné opét znac¢ime osu afinity 0 a smér afinity S. K bodim A,

B, C.... pfitazujeme body 4', B’, C',... a k pfimkam p, q, ... pfifazujeme ptimky p’, ¢,

Obr. 59 Osova afinita v roviné

Zakladni vlastnosti afinity
1. Ddlezitou vlastnosti osové afinity je, ze délici pomér se zachovava, ¢imz si

muzeme pomoci pii konstrukcich.

Délici pomer:
Mame tfi libovolné vlastni body A, B, C, které lezi na ptimce, pro které plati
A # B # C. D¢lici pomér bodu C vzhledem k bodim A, B je realné cCislo A, kde jeho

absolutni hodnota je rovna podilu
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_ |AC]
~|BCT
Pokud bod C lezi vn¢ usecky AB, pak cislo 4 je kladné. Pokud je bod C uvniti

|21

usecky, pak ¢islo 4 je zaporné.

Délici pomér bodu A, B, C zna¢ime (ABC) = A. Bodim A, B fikdme zakladni
body. Bod A je prvni zakladni bod a bod B je druhy zakladni bod. Pokud potadi bodu A,
B prohodime, dostaneme vztah:

1
ABC) = ———.
( ) (BAC)
Z toho vyplyva, ze poradi bodt A, B neni libovolné.
Této vlastnosti vyuzivame hlavné tehdy, kdyZz hledame stfed usecky S, protoze

diky délicimu poméru plati (ABS) = (A'B'S").

Obr. 60 Délici pomér

2. Osova afinita zachovava rovnobéZznost.
Tzn. Ze dvéma rovnobéZnym pfimkam p, ¢ (p || q) roviny p odpovidaji dvé jiné piimky
P’y q’, které jsou op€t rovnobézné (p ’ || q '), roviny p .

Této vlastnosti vyuzivame, pokud chceme najit obraz rovnobéznika.
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Obr. 61 Rovnobéznost

3. Incidence

Pokud bod A lezi na piimce p, tak jeho obraz 4" leZi na obrazu piimky p".

Samodruzné prvky
— Samodruzny bod je bod, ktery se zobrazi sim na sebe (X = X"). VSechny
samodruzné body lezi na ose afinity 0.
— Samodruzna primka je pifimka, kterd se zobrazi sama na sebe (x = x”).
Vsechny samodruzné piimky jsou rovnob&zné se smérem afinity S.
— Pfimka samodruZznych bodi je piimka, kde vSechny jeji body jsou
samodruzné, pro kazdy bod leZici na pfimce plati X = X. V osové afinité je to

osa afinity o.
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Obr. 62 Samodruzné prvky

Typy osové afinity
Podle vzajemné polohy osy afinity o a sméru afinity s rozliSujeme nékolik typt osové
afinity.
1. Pravoihla afinita
V pravouhlé¢ afinit€ je smér afinity S kolmy na osu afinity 0.
2. Sikma afinita
V §ikmé afinité smér S neni kolmy na osu afinity.
3. Elace
Jedna se o zvlastni ptipad Sikmé afinity, kde smér afinity S je rovnobézny s osou afinity

0.

Obr. 63 Sikma4 afinita Obr. 64 Pravothla afinita
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Obr. 65 Elace

Charakteristika

Pokud mame dvojici sobé odpovidajicich bodu A, 4" a to tak, ze A # A’, nejsou
elaci a A" je prisecik piimky 44" s osou afinity o, pak d&lici pomér (AA°A*) je
konstantni a nezavisi na volbé odpovidajicich si bodu.

AA*
A'A*

Délici pomér (AA°A*) se nazyva charakteristika a znaéi se k, k =
Pokud je charakteristika kladna (k > 0), pak vzory i obrazy lezi na stejné
poloroviné od osy 0. V opa¢ném piipadé, je-li charakteristika zaporna (k < 0), jsou
vzory 1 obrazy na riznym polorovinich od osy 0. Charakteristika nemize byt nulova
(k = 0), protoze by muselo platit A = A* a potom by muselo platit A" = A*. Tudiz body

by se zobrazovali na ose afinity o na sebe.

Pokud mame pravouhlou afinitu s charakteristikou k = —1, mluvime o osové
soumérnosti. Pokud mame Sikmou afinitu s charakteristikou kK = —1, mluvime o $ikmé
soumernosti.

Urcenost osové afinity
Osova afinita je urcena osou afinity 0 a dvojici sobé odpovidajicich boda A, 4"

Diky tomu, Ze mame dvojici sobé odpovidajicich bodi A, 4°, nepotfebujeme smér
afinity s, protoze je témito body urcen. Pokud mame osovou afinitu zadanou takto,
muzeme hned konstruovat obrazy boda. Pokud ne, musime nejdiiv zjistit osu afinity 0.
Osovou afinitu mizeme zadat takto:

— dvé riiznobéZné piimky a jeji obrazy,

— tfi dvojice sobé odpovidajicich bodi,

— pifimka a bod lezici mimo pfimku a jejich obrazy,

— dvé rovnobézné piimky a jejich obrazy a smér afinity,
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— osa afinity, smér afinity a charakteristika,

— charakteristika a dvé dvojice sobé odpovidajicich bodu.

6.2. Afinita mezi kruzZnici a elipsou
Obraz kruZnice v osové afinité
Mame zadanou osu afinity 0 a dvojici sob&é odpovidajicich bodu S, S”. Obrazem

kruznice kK o poloméru r je elipsa k.

Z vlastnosti platnych pro osou afinitu plyne pro kruznici a odpovidajici elipsu:

1. Stfedu jedné kuzelosecky odpovida stied druhé kuzelosecky.

2. Sdruzenym priamérim jedné kuzelosecky odpovidaji sdruZené priméry druhé
kuzeloseCky ( sdruzenymi priméry myslime takové dva primeéry, kde teény v
krajnich bodech jednoho priméru jsou rovnobézné s druhym primérem a
naopak).

3. Existuji spolecné te¢ny kruznice k a k ni afinni elipsy £". Tyto te¢ny jsou
rovnobézné se smerem afinity S.

4. Osa afinity protina ob& sobé odpovidajici kuzelosecky k, k" ve stejnych bodech.

Mize byt tedy te¢nou, nebo se¢nou nebo nesecnou, [2].

6.3. Afinni vlastnosti elipsy
Nad primérem AB = 2a jsme sestrojili kruznice k a jeji polotétivy KL L
AB,K’L” 1 AB jsme rozdélili body E, E” ve stejném poméru

EL EL b
KL KL a 7

Dale hledame geometrické misto bodl E. Podle obrazku je
—2 —2
SL + KL = a?
SL = acose,

KL = asin ¢.
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Obr. 66 Elipsa jako afinni ki'ivkou ke kruZnici

Na praméru AB jsme zvolili body F;, F;, tak, aby byly ve vzdalenosti +e od
stiedu S kruznice k, pficemz

e2 =qa? —b% =qa? —a?q? = a*(1 - q?).

Z pravouhlého trojuhelnika F1LE vypocitame vzdéalenost F1E:

|FLE|? = |F,L|*> + |EL|?> = (F,L + SL)? + |EL|?

= (e + a cosp)? + (qa sing)? =
= e? + 2ae cosg + a*cos?¢ + a*q*sin*p =
= a® — b% + 2ae cosp + a*cos?p + a*q*sin*p =
= a? — b2cos?¢ + a*cos?*p + 2ae cosp =
= a”® + 2ae cosp + e*cos?p =
= (a + e cosp)?;
odtud

F,E = a+ e cosg.

Podobn¢ vypocitame z pravouhlého trojuhelnika F,LE vzdalenost F,E = |a —

e cosg| =a—ecosg (pro a > e coso).
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Po seéteni obou rovnic dostaneme
F,E + F,E = 2a = konst.
Muzeme tedy vyslovit vétu.

Véta: Geometrickym mistem bodu E, které d€li polotétivy kruznice k kolmé k jejimu

pruméru AB v poloméru q = S, je elipsa e, jez ma hlavni osu AB a vedlejsi poloosu

b =gqa,][3].

Z této véty plynou dalsi dusledky. Protoze odpovidajici si body E na elipse a K
na kruznici maji od osy AB vzdalenosti EL, KL v konstantnim poméru g, jsou kiivky € a

k ve vztahu pravouhlé afinity, [3].

Véta: Elipsa e o poloosach a, b je pravouhle afinni se soustfednou kruznici k 0

poloméru a, pficemz osou afinity je spole¢ny primér AB obou kiivek a charakteristikou

afinity pomér q = S, [3].

Z této vety plyne tzv. trojihelnikové konstrukce elipsy.

6.4.Pouziti afinnich vlastnosti elipsy p¥i konstrukcich

Piiklad: V bod¢ E elipsy e(a; b) sestrojte te¢nu.

Obr. 67 Te¢na v bodé elipsy

59



Mame zadanou elipsu e osami AB, CD (AB = 2a,CD = 2b) a piitadime k ni
afinni kruznici k4 (S, a). Osou pravouhlé afinity 0 je spoleény prumér AB. Na kruznici
ki najdeme afinni bod E; (E;E L 0) daného bodu E, ktery je bodem elipsy e. Sestrojime
te¢nu t; kruznice Kj, ktera prochazi bodem E; (t; L SE;) a na ose afinity o vznikne bod
O, bod O je samodruzny bod. Sestrojime ptfimku prochazejici body O a E, kterou
nazveme tecnou t elipsy e (t = OF). Pii této konstrukci jsme nemuseli vyhledavat

ohniska elipsy e.

Ptiklad: Z vlastniho bodu P sestrojte te¢ny k elipse e, kterd je zaddna osami. Najdéte

jejich dotykové body.

Obr. 68 Z bodu P te¢ny Kk elipse

Nejdiive sestrojime k elipse € afinni kruznici ki, kde AB je pramér afinni kruznice k;. K
vedlejsimu vrcholu C elipsy e najdeme afinni bod C; na kruznici k; (C;C L 0). Pomoci
afinnich piimek PC, P;C najdeme k bodu P odpovidajici bod P;. Afinni pfimky se
protinaji na ose afinity 0 v bodé O ( P;P L 0). Ke kruznici k; sestrojime teCny t; at,"a
to tak, aby prochazeli bodem P;. Odpovidajici ptimky t a #” jsou hledané tecny elipsy e,
abychom je ur¢ili, tak musime vyuzit samodruzné body 1 a 2, které se nachazi na ose o.
Dotykové body T a T" na te¢ndch ta ¢” jsou afinni k dotykovym bodiim T; a T1 " teCen t;
aty”(T,T L o; T,'T" L o).

Priklad: K elipse € (a; b) sestrojte teny nevlastniho bodu P* uréeného smérem s.
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Obr. 69 Teény elipsy rovnobézné s danou piimkou

K elipse e opét sestrojime afinni kruznici kj, ktera ma pramér AB, Dale
sestrojime piimku g = CP* (q || s) a k ni odpovidajici ptimku ;. Pfimku (; sestrojime
pomoci bodu C; a samodruzného bodu 1 na ose 0. Déle sestrojime te¢ny t; a t; " kruznice
ki a to tak, aby byly rovnobézné s piimkou Q; a na nich dotykové body Ty a T;". Teény t
at’, které hledame, prochazi body 2 a 3 na 0se 0 a jsou rovnob&zné se smérem S. Jejich

dotykové body T a 7" jsou opét afinni k bodim T1a T1" (T4 T L o; T;'Ty L 0).

Priklad: Urcete pruseciky X, Y piimky p s elipsou e.

Obr. 70 Priseciky primky s elipsou - uzitim afinity
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V pravouhlé afinité odpovida dané elipse e soustfedna kruznice k; nad primérem
AB a dané pfimce p ptimka pi, s niz se protind v samodruzném bodé 2 na ose 0. Pfimce
b || p jdoucim bodem D odpovida afinni pfimka b; = D, 1. Pfimka p; || b1 jde bodem 2 a
protina kruznici k; v bodech X3, Y1. Odpovidajici body X, Y jsou hledané praseciky, [3].
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7. Pascalova a Brianchonova véta

Pascalova véta: Mame Sestithelnik, ktery je vepsany do kuZzelosecky. Pruseciky tii

wevr

dvojic proté€jsich stran Sestiuhelnika, lezi na jediné ptimce tzv. Pascalové pfimce.

Obr. 71 Pascalova primka

Brianchonova véta (véta dualni): Mame Sestithelnik, ktery je opsany kuzelosecce.
Spojnice tii protéjSich vrchold Sestithelnika prochazi jednim bodem tzv.

Brianchonovym bodem.

Obr. 72 Brianchonova véta
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8. Zavér
Zjistila jsem, Ze problematika kolem kuzelosecek je velmi zajimava. Vlastnosti
kuzelosecek je mnohem vice, uvedla jsem jen ty vlastnosti, které byly probirdny na

sttedni ¢i vysoké Skole a doplnila jsem je o véci nové.

K pochopeni problematiky mi pomahal program GeoGebra, ve kterém jsem si

mohla vytvofit prehledné obrazky.

Myslim si, Ze by tato bakalafska prace mohla poslouzit pro vyuku matematiky

na stfednich a vysokych Skolach.
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