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1 Uvod

Cilem této bakalarské prace je definovat ortogonalni matice a kvaterniony,
popsat jejich algebraické vlastnosti a jejich vyznam pro studium rotaci
v Euklidovském prostorul.

Prvni ¢ast prace bude zabyvat ortogonalnimi maticemi. Ortogonalni matice
je takova Ctvercova matice, jejiz transponovana matice je soucasné jeji inverzni
matici. Nejdfive popiseme, jak tyto matice popisuji transformace v prostoru R?.
Déle se budeme zabyvat tzv. Eulerovymi thly, tedy ¢tvercovymi maticemi fadu
3 popisujicimi rotace kolem soufadnych os v prostoru R3. S vyuzitim

Eulerovych thli vyfesime n&kolik uloh o rotacich v R3.

Druha c¢ast prace se zabyva kvaterniony. Nejdiive popiSeme nékteré jejich
dilezité algebraické vlastnosti. Déle si vysvétlime, jak lze pomoci kvaterniont
popisovat rotace vprostoru R3. Na zavér kapitoly vyfe$ime pomoci
kvaternionit dvé ulohy, jiz vyfeSené pomoci ortogonalnich matic, a porovname

vysledky.

2 Ortogonalni matice

V této kapitole se budeme zabyvat ortogonalnimi maticemi. V prvni ¢asti
uvedeme jejich definici a nékteré jejich dilezité vlastnosti. Vysvétlime, jak se

ortogonalni matice vyuzivaji k popisu rotaci, a spo¢itame n¢kolik ptiklada.

2.1 Co je ortogonalni matice a jaké ma vlastnosti

Definice 1.1 (ortogonalni matice) [11]:
Ortogonalni matice je ctvercova matice A, pro kterou plati vztah:
ATA = AAT =1

1 zde znadi jednotkovou matici, AT znact matici transponovanou.
Jednotkova matice I je sama ortogonalni matici. [10]

Pfipomenime si nyni, jak je definovdna inverzni matice.



Definice 1.2 (inverzni matice) [6 —s.72]:
Inverzni matici k ctvercové matici A n-tého stupné nazyviame takovou
ctvercovou matici A taktéz n-tého stupné, pro kterou plati vztah:

AATL=A"1A=1

Z definice ortogonalni matice a definice inverzni matice vyplyva, ze pro

ortogonalni matici A se AT a A~ sob& rovnaji.

Definice 1.3 (skalarni soucin) [19]:
Meéjme vektory U a v z prostoru R™:

Skalarni soucin vektorii na prostoru R"™ definujeme nasledovne:

—

U D=UTD=uv + -+ Uy
Definice 1.4 (norma vektoru) [23]:
Meéjme vektor U z prostoru R™. Normou vektoru v nazyvdame takové cislo |||,

pro které plati nasledujici vztah:

<

19l = Vv -

Definice 1.5 (ortogonalni vektory) [19]:
Meéjme vektory U a v z prostoru R™:
U= (ug..;u)’
U=y .v)7

Tyto vektory jsou ortogonalni (kolmé), je-/i jejich skalarni soucin roven 0.

U V=uU "V ++U, v, =0



Definice 1.6 (ortonormalni vektory):
Meéjme vektory U a v z prostoru R™:
U= (ug.;uy)’
U= (v v)7
Tyto vektory jsou ortonormalni, pokud jsou na sebe kolmé a maji jednotkovou
velikost. Musi tedy platit:

u-v=0

1Tl = i + -+ w? =

151 = Joi2 + -+ 0,2 =

Véta 1.1 [14]:
Readlna ctvercova matice radu n je ortogonalni prave tehdy, pokud jeji radky
tvori n vektorii, které jsou na sebe navzajem kolmé a maji jednotkovou velikost.

Diikaz:

M¢éjme ortogonalni matici A a jeji transponovanou matici AT. Jiz vime,
ze budeme-li tyto matice mezi sebou nasobit, dostaneme jednotkovou
matici I (viz definice 1.1 (ortogonalni matice)). Je ziejmé, Ze nasobime-
li i-ty fadek matice A si-tym sloupcem matice AT, vysledkem bude
vzdy cCislo 1. Je tomu tak proto, ze v takovém piipadé nasobime skalarné
vektor sam se sebou a tento vektor ma jednotkovou velikost. Budeme-li
nasobit i-ty fadek s j-tym sloupcem (i # j), dostaneme pokazdé ¢islo 0.
Je-li skaldrni sou¢in dvou vektort rovny 0, znamena to, Ze tyto dva

vektory jsou na sebe kolmé.

Poznamenejme, ze analogické tvrzeni plati i pro sloupce ortogonalnich matic.



Véta 1.2 [14]:

Ortogonalni matice zachovavaji skalarni soucin vektorii. Pokud je ctvercova

matice A Fadu n ortogonalni, © a v jsou sloupcové vektory radu n, pak plati:
(AT (AD) =u"v

Dukaz:

Vime, ze plati:

(AT =uTAT

Pak tedy pro vyraz (Au)T (A7) musi platit nasledujici:
(AT (Av) =uT AT Av

Z definice ortogonalni matice vime, Ze souc¢in AT A nam

dava ve vysledku jednotkovou matici I. Proto dale plati:
UTATAG =U™v

=T 2

Tim jsme dokazali platnost vztahu (Au)T (A7) = u’ .

Nyni si uvedeme né€které vlastnosti normy vektoru (viz definice 1.4).



Vlastnosti normy vektoru [2]:

1) (vPeRY (IBIZ0)A(I#]l =0 < #=0)
2) (vv € RM)(Va € R)(|la?|l = |al - [I7]])
3) (vo,w e RM)(||v+ wll < II#]l + W)

v

E je normovany vektor)

4) (V¥ € RY) ((ﬁ =0)=
Dikaz vlastnosti 1:
1) Dokazeme, ze plati [|v]| = 0:

U= (g ;)T

”1_5” =Vv-v=4vTv= \/vlz + ..._|_vn2

Jelikoz ve vyrazu pod odmocninou jsou vSechny scitance ve
druhé mocnin€, nemohou byt zdporné. Nemuze tedy byt zdporny

ani jejich soucet. Proto plati || 7]| = 0.

2) Dokazeme implikaci % = 0 = ||3]] = 0.

5=0=(0;..;0)T

15l = Vv-v =(0;..;07 - (0;..;00"T=V0+ -+ 0=0

Timto vypoctem jsme dokazali, Ze pokud je vektor v nulovy, pak

se jeho norma rovna 0.

3) Dokazeme implikaci ||7]| =0 = v = 0.

U= (g ;)T

151l = Joi2 + -+ v, 7 =

Rovnost plati pouze tehdy, pokud se vSechny ¢leny vy;...; v,

rovnaji 0. To znamena, Ze pokud se norma vektoru ¥ rovna nule,

vektor  musi byt nulovy (% = 0).



Dukaz vlastnosti 2:

M¢&jme vektor ¥ z prostoru R™ a ¢islo @ z mnoziny R:
3 — . . T

V= (V3 Vp)

a €R

Vyraz ||a - || rozepiSeme podle definice normy vektoru:

lla - Bll = Ja?v 2 + -+ + a?v,?

Vidime, Ze z vysledného vyrazu lze vytknout va?:

Ja0 7+ a?v,2 = Ja? - \Jvu,2 + o+ 0,2

Vyraz va? mizeme dale piepsat jako |al|, protoZze pravé takto je

absolutni hodnota definovana. Vyraz \/v,% + --- + 1,2 ndm pak podle

definice udava normu vektoru v. Proto plati:

vaz \u2 + o+ v = lal - |7

Timto vypoétem jsme dokézali platnost vztahu ||a - ¥|| = |a] - ||¥]].



Diukaz vlastnosti 3:
M¢&jme vektory ¥ a w z prostoru R™:

= (g )7

U

= (wy; ;w7

Sl

Zacneme tim, Ze si vypoéitame hodnotu vyrazu ||¥ + w||?:

19+ WlIZ = (vg + wp)? + -+ + (v + wy)?
= (% 4 2vwy + WD) + -+ (1,2 + 2v,w, + Wy 2)
=W 2+ + )+ W2+ +w?)
+ Quywy + -+ 2v,wy)
=W 2+ + )+ W2+ w42

c(vywy + o+ vpwy,)
Dale pak vypo&itame hodnoty vyrazu (||v]| + |[w]])?:
Al + 1WID? = 15117 + 2 - I19]] - [IW]] + [lw][?
Vyjadiime si jednotlivé s¢itance z vyrazu vyse:
1312 = 0,2 + - + v,2

W12 = w,y? + -+ wy?

2 1511 Wl = 2+ or2 + o F 02 - JWiZ + ot W

=2 /(W2 + -+ 1,2) - (Wi + o + wy2)

Nyni porovname hodnoty vyrazti 2 - (viwy + -+ v,w,) a 2|9 -

Iwl:

2 (Uywy 4+ VW) S 20 [vgwy + o+ vy

2 1311 Wl = 2+ 02+ F n2) - (W2 + o WD)

1712W12 + b + 1712Wn2
=2 +1722W12 + .-+ 1722W12
+ ot v 2wy 2



Vidime, Ze hodnota vyrazu 2 - ||v]| - ||W]| ur¢ité neni mensi, nez hodnota

vyrazu (2v,w; + -+ + 2v,w,,). Plati tedy nasledujici nerovnice:
17 +wliz < (151l + IWl)?

Pak také musi platit tato nerovnice:

15 +wll < 5]l + IWl|

Vyraz na levé strané nerovnice je vzdy men$i nebo roven vyrazu na
strané pravé. Oba vyrazy v druhé mocniné obsahuji soucet normy
vektoru ¥ snormou vektoru w. Déle je na levé strang séitanec 2 -

(vywy + -+ vyw,). Na pravé strané mame séitanec 2 -

@2+ +1,2) - Wy 2 + -+ + wy,2), ktery Ize piepsat nasledovné:

23/ w2+t (0 wp)Z 4+ (U wy) 2+ e+ (0 wy)?

Vidime, ze oproti vyrazu na levé stran¢ zde hodné ¢lenti piebyva (¢leny
tvaru v; - w;, kde i # j), a jelikoZ jsou vSechny v druhé mocning, jsou

Kladné.
Tim jsme dokazali platnost vlastnosti 3.

Dikaz vlastnosti 4:

v .

Spocitame druhou mocninu normy vektoru TETL

B 1 1 I51|2
- ' - = - b ("3 b ‘,3) = - 61—57‘ = - = 1
Izl Nzl (1912 (|72 15]|2

-

v

I12ll

Vypoctem vyse jsme dokazali, Ze je-li vektor © nenulovy, pak vektor

ma velikost 1, a je tedy normovany.



Véta 1.3 [12]:
Ortogonalni matice zachovdva normu vektoru. Pokud je ¢tvercova matice A
Fadu n ortogonalni, v je sloupcovy vektor fadu n, pak plati:
(AV)T(AV) =vTv
Tedy plati ||7]| = ||A7]|.

Diikaz:

Vime, ze plati:
(AN)T = pTAT

Vyraz (Av)T (AD) lze tedy piepsat nasledovné:
(AV)T(AD) = VTATAv

Dale vime, Ze souéin ortogonalni matice A S jeji transponovanou matici
AT

(v libovolném potadi) se rovna jednotkové matici /. Plati tedy:
DTATAG =971 = 97D

Timto vypoctem jsme dokazali platnost vztahu (49)7 (4V) = 37 v.

Vétal.4 [11]:

Ortogonalni matice ma vzdy determinant roven +1 nebo -1.

Dukaz:

Vime, Ze z Cauchyovy véty plati:

det(AAT) = (det A) - (detAT) = (det A)?
Dale také vime, Ze pro ortogonalni matice se sou¢in AAT rovna
jednotkové
matici I, z ¢ehoz plyne, ze det(AAT) = 1. Proto také (detA)* =1, a
tedy detA = +1.

Podle toho, jestli je determinant ortogonalni matice kladny, nebo zaporny,
délime ortogonalni matice na vlastni (tj. detA = 1) a nevlastni (tj. detA =
-1).



Véta 1.5 [9, 15]:
Ortogonalnost matic se pri soucinu zachovava. Méjme matice A, A, Z mnoziny
R™™ (mnozZina ctvercovych matic radu n). Jsou-li A, A, ortogondlni, pak je

ortogonalni i jejich soucin A, A,.
Diukaz:

Pokud je soucin ortogonalnich matic A; a A, opét ortogondlni matici,
musi platit, Ze vyslednd matice v soucinu se svou transponovanou matici
nam d4 jednotkovou matici. Tuto skutenost ovéfime nasledujicim

vypoctem:
(A,A)TA A, = A,TATAA, = A, T1A, = A,TA, =1

Vypoétem jsme dokazali, Ze soucin ortogonalnich matic A; a A, je

op¢t ortogonalni matice.

10



2.2 Ortogonalni grupa

Jiz vime, ze soucin ortogondlnich matic ndim davé novou ortogonalni
matici
(viz véta 1.5). Mnozina ortogonalnich matic je tedy uzaviena na operaci

nasobeni.

Abychom mnozinu mnozinu M spole¢né s operaci o mohli nazvat

grupou, musi byt splnéno nékolik vlastnosti [28]:

1) SloZenim dvou prvku z dané mnoziny dostaneme opét prvek lezici v této
mnozing.
(Va,b € M)(aob € M)
2) Slozeni prvkti mnoziny musi byt asociativni.
(Va,b,c € M)((aOb) oc=ao(bo c))
3) Mnozina musi obsahovat jednotkovy prvek.
(GeeM)(Vae M)(ace=eoa=a)
4) Pro kazdy prvek mnoziny musi existovat prvek inverzni.

(WVaeM)@beM)(aeb=boa=c¢)

Piipomenime, ze jednotkova matice je takova matice, pro kterou plati:
Al=1A=A

Dale piipomenime, Ze inverzni matice k matici A je takova matice 471,

pro kterou plati, ze sou¢in AA~! = A~1A nam d4 jednotkovou matici /.

Nyni si ukaZzeme, Ze mnozina ortogonalnich matic spole¢né s operaci

nasobeni tvofi grupu.

11



Véta 1.6 [27]:

Mnozina ortogondlnich matic s operaci nasobeni tvori grupu.

Diikaz:
Abychom vétu 1.8 dokazali, musime postupné dokazat platnost vsech

Ctyt vlastnosti grupy, které jsme si popsali v vodu této kapitoly.

Diikaz vlastnosti 1:
Tuto vlastnost jsme jiz dokazovali u véty 1.5, ktera nam tikala, Ze

ortogonalnost matic se pti soucinu zachovava.

Diikaz vlastnosti 2:
Nasobeni matic je obecné asociativni. Musi tedy byt asociativni i

V ptipadé ortogonalnich matic. [26]

Diikaz vlastnosti 3:

Jiz vime, ze jednotkova matice I je ortogonalni. Vynasobime-li
jednotkovou matici libovolnou matici A, bez ohledu na potadi matic

Vv soucinu, vysledkem bude opét matice A. Mnozina ortogonalnich matic

tedy obsahuje jednotkovy prvek, a to pravé jednotkovou matici /.

Diikaz vlastnosti 4:
Jelikoz se determinant ortogonalnich matic nikdy nerovna 0, musi pro
kazdou ortogonalni matici existovat matice inverzni. Tato inverzni

matice musi byt znovu ortogonalni. To si ukazeme vypoctem:

Jiz vime, Ze pro ortogonalni matici musi platit nasledujici vztah:
At =47

Pak také plati:

AAT = AATT =1

12



Tedy pro matici A~1 plati:
AT AT = ATAT =ATA =1

Timto vypodétem jsme dokazali, Ze matice A™! je opét ortogondlni a je

tedy inverznim prvkem k matici A.

Definice 1.7 (ortogonalni grupa) [27]:

Ortogonalni grupa je grupou ortogondlnich matic spolecné s operaci nasobeni.

Jelikoz kazd4 ortogonalni matice zaddva (vynéasobenim vektoru zleva)
transformaci v prostoru R™ zachovavajici skalarni soucin, lze je vidét jako

grupu téchto transformaci spole¢né s jejich skladanim. [27]

2.3 Ortogonalni matice radu 2

Nyni si popiSeme ortogonalni matice fadu 2. Tyto matice mohou mit

obecné dva rizné tvary [28]:

cosa —sin a)

A1 = ( .
sina cosa

_(cosa sina)
2 sina —cosa

Recké pismeno a zde piedstavuje libovolny thel z intervalu [0; 27).

Véta 1.7:

cosa -—sina

) ) kde « € R je vlastni ortogonalni
Ssina cosa

Kazda matice tvaru A, = (
matice radu 2.

Dukaz:

Je-li matice A; ortogonalni, musi se soucin této matice s jeji
transponovanou matici rovnat matici jednotkové. To dokaZeme

nasledujici vypoctem:

. (cos a —sin a)
1 sina  cosa

13



matici.

cosa Sina
a7 = )

—sina cosa

A.T4 _(cosa sina).(cosa —sina)
1717 \—sina cosa’/ \sina cosa

_ ( (cosa)? + (sina)? —cosa-sina + sina - cos a)
—cosa-sina + sina - cosa (sina)? + (cos a)?
_(1 0\ _
- (o 1) =1

Vypoctem jsme dokazali, Ze matice A je ortogonalni. Dale spocitame
jeji determinant, abychom zjistili, jestli se skute¢né¢ jednd o vlastni

ortogonalni matici.
detA; = (cosa)? — (—sina)? = (cosa)? + (sina)? =1

Determinant matice A; je roven 1. Jedna se tedy o vlastni ortogonalni

Véta 1.8:

Kazda matice tvaru A, = (

cosa sina

. ) kde a € R, je nevlastni
sina —cCcosa

ortogonalni matice radu 2.

Dikaz:

Je-li matice A ortogonalni, musi se soufin této matice s jeji
transponovanou matici rovnat matici jednotkové. To dokaZeme

nasledujicim vypodétem:

_(cosa sina)
2 sina  —cosa

T cosa sina
AZ == .
sina —cosa

ATA_(cosa sina)_(cosa sina)
2727 \sina —cosa’/ \sina —cosa

14



_ ( (cosa)? + (sina)? cosa - sina — sin a - cos a)
sina-cosa —cosa - sina (sin @)? + (cos a)?

- 9

Vypoctem jsme dokazali, ze matice A, je ortogonalni. Déle spocitame
jeji determinant, abychom zjistili, jestli se skutecné jedna o nevlastni

ortogonalni matici.
det4, = —(cosa)? — (sina)? = —((cosa)? + (sina)?) = —1

Determinant matice A, je roven —1. Jedna se tedy o nevlastni

ortogonalni matici.

V nasledujicim textu ukazeme, ze:

1) Matice ve tvaru A; popisuji rotace kolem pocatku o uhel a proti
sméru hodinovych rucicek.

2) Matice ve tvaru A, pakpopisuji zrcadleni podle dané osy

prochazejici poc¢atkem, ktera s osou x svira tuhel a/2.

Obé transformace v rovin€ pak realizujeme vyndsobenim vektoru u
zleva matici A, (chceme-li popsat rotaci) nebo matici A, (chceme-li popsat

zrcadleni).

Pro rotaci obecné plati vztah:

sl
I
oS
[ury
<l

Pro reflexi obecné plati vztah:

=l
Il
N
N
=l

Déle si vysvétlime, pro¢ oba tyto vztahy plati.
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M¢&jme v roviné jednotkovy vektor ¥, ktery ma pocatek v bodé [0; 0], a
sosou x svird Uhel ¢. Soufadnice jeho koncového bodu jsou tedy

[cos ¢ ;sing@].

Obr. 1: jednotkovy vektor % svirajici s osou x Uhel ¢ (tthel vyznaden

zeleng)

Chceme timto vektorem otocit o thel § proti sméru hodinovych rucicek.

Novy koncovy bod vektoru tak bude mit soutadnice [cos(¢ + &) ; sin(¢ + §)].

Obr. 2: jednotkovy vektor u svirajici s vektorem # Ghel & (Uhel

vyznacen cervenc)

Obé soufadnice vektoru u' rozepiSeme pomoci trigonometrickych

vzorcu:

16



(cos(go + 6)) _ (cos 8 cos ¢ — sin 6 sin (p)
sin(p +6)/ ~ \cos 8 sin ¢ + sin § cos ¢

Déle pomoci maticového ndsobeni dostaneme:

(cos d cos ¢ — sin § sin (p) _ (cos 5§ —sin 6) (cos go)
cosdsing +sindcosp/ ~ \sind cosd /\sing

Vidime tedy, Ze otoceni o uhel § proti sméru hodinovych ruci¢ek

cosd —sin 6].

muzeme realizovat vynasobenim matici A = [ .
sind cosé

Nyni si ukazeme, jak je to s matici zrcadleni. M&me znovu vektor U
svirajici s osou x uhel ¢, jak je tomu na obrazku. Chceme tento vektor zrcadlit
podle osy, ktera s osou x svird thel § (na obrazku nize vyznacen ¢erveng).

Obr. 3: vektor i a osa jeho zrcadleni svirajici s osou x Ghel §

Reflexi kolem libovolné osy dostaneme sloZzenim rotace, kterd osu dané
reflexe zobrazi na osu uréenou vektorem ¥ = (1;0)7, reflexi podle této osy a
zpétnou rotaci. Pokud osa reflexe svira s osou x uhel &, dostaneme nasledujici

vztah:

-1 _ __(cos26 sin26
Ao Aapie) = A AapAi-s) = (Sin 26  — cos 25)’

kde Ay = (ZT;ES; _Sf;(;zo))>: ((1) _01)

Vektor 4 = (cos ¢ ; sin )T se zobrazi nasledovné:

(cos 26 sin28 ) _ (COS <P) _ (Cos(25 - (p))
sin2§ —cos2§/ \sing sin(28 — ¢)

17



Vsechny reflexe jsou tedy tvaru 4, = (

cosy
siny

siny
—cosy

), kde y = 25.

18



Matice jsme pro jednoduchost odvodili pomoci jednotkovych vektort.

Ptislusné matice ale samoziejme realizuji transformaci libovolného vektoru.

25

(5]

05

-05 0

o

n
N
M
w
w
[
w

[=]

-05

Obr. 4: otoceni vektoru i, ktery s osou x svira Uhel ¢, o Ghel & proti

sméru hodinovych rucicek v prostoru R? (otogeny vektor oznacen jako J)
[13 -s.13]

19



-4 6

Obr. 5: zrcadleni vektoru % na vektor u’ v prostoru R? podle osy,
kterd s osou x svira uhel § (na obrazku vyznaéen zeleng)
[13 —s.13]
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2.4 Regené priklady — Ortogonalni matice v roviné

Priklad 1:
Ukazte, zda je zadana matice A ortogonalni. Je-li matice A ortogonalini,

spocitejte jeji determinant a rozhodnéte, zda je vlastni nebo nevlastni.

A= (—12 AZL)
Reseni:
4= (—12 i)
=G )

=G ) (G D=6 =G )
Zadana matice A neni ortogonalni.

Priklad 2:
Ukazte, zda je zadand matice B ortogonalni. Je-li matice B ortogonalni,

spocitejte jeji determinant a rozhodnéte, zda je vlastni nebo nevlastni.
_(1 0
B = (0 _1)

Resent:

BT =B

T__10_10_(1+0 0+0)_10_

B B_(o _1) (0 _1)_ 04+0 0+ (—1)? _(0 1)_1
Zadana matice C je ortogonalni.

DetB=1-(-1)—-0-0=-1

Determinant zadané matice B je roven -1. Jedna se o nevlastni ortogonalni

matici. Matice B popisuje reflexi podle osy x, kdy Ghel a se rovna 0°.
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Priklad 3:
Ukazte, zda je zadana matice C ortogonalni. Je-li matice C ortogonalni,

spocitejte jeji determinant a rozhodnéte, zda je vlastni nebo nevlastni.

C- ( 1/2 \/§/2>

V3/2 —1/2
Resent:
=(1/2 \/§/2>
V3/2 —-1/2
cT =¢C
CT-C=<1/2 \/§/2>_<1/2 \/§/2>
V3/2 —1/2) \V3/2 —-1/2

=( 1)

Zadana matice C je ortogonalni.

DetC = (1/2)-(-1/2)— (V3/2)-(v/3/2) = -1

Determinant zadané matice C je roven -1. Jedna se o nevlastni ortogonalni

matici. Matice C popisuje reflexi podle osy, ktera s osou x svira thel 30°.
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Priklad 4:
Ukazte, zda je zadana matice D ortogonalni. Je-li matice D ortogonalni,

spocitejte jeji determinant a rozhodnéte, zda je vlastni nebo nevlastni.

_(—x/i/z \/§/2>
\—v2/2 —v2/2

Resenti:

_<—\/§/2 \/§/2>
\V2/2 —V2/2

DT:(—\/E/Z —\/§/2>
v2/2  —2/2

=(—J'Z/z —ﬁ/2>_<—ﬁ/2 ﬁ/2>

PPz —va2) \Lvae vz

2 2 2

(8 (02
e @

Zadana matice D je ortogonalni.

5-4(2-

DetD = | ——
‘ ( 2

Determinant zadané matice D je roven 1. Jedna se o vlastni ortogonalni matici.

Matice D popisuje rotaci v roving o thel 135° po sméru hodinovych rucicek.



Priklad 5:

Dopliite chybéjici ¢islo x tak, aby matice E popisovala rotaci v prostoru R2.
/ V2
x — —
I

_ 2
Tl )

Jak jiz vime, matice rotaci v R? maji obecné nasledujici tvar:

Resenti:

A= (cosa —sin a)
sina cosa

- e V2 s
Ze zadani lze vy¢ist, Ze sin a se rovna g Tomu odpovida thel &« = 45°. Na

misté nezndmych x pak musi byt hodnoty cos(45°).

cos(45°) = g

Vysledna matice E bude mit tvar:

/@ V2
E=|\/2§ \/EZI
\z 7/

Matice E popisuje rotaci v protisméru hodinovych rucic¢ek o 45°.
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Poznamka (o nasobeni ortogonalnich matic v roving):

Pokud dvé matice vsouCinu popisuji rotaci, je jejich nasobeni
komutativni. Pokud by jedna z matic popisovala rotaci a druha zrcadleni, jejich
soucin komutativni byt nemusi. Stejné tak nemusi byt komutativni sou¢in dvou

matic popisujicich reflexi. Ukazeme si to na tiech prikladech.

Priklad ©:

M¢jme ortogonalni matice 4 a B fadu 2:
(24

"\ )

f\

Ob¢ uvedené matice popisuji rotaci v R2. Matice A a popisuje rotaci o

N |

/'_\

V2

2
NG
2

uhel 30° proti sméru hodinovych ru¢i¢ek. Matice B popisuje rotaci 0 45° po

sméru hodinovych rucicek. Spocitame nejdiive soucin A - B.

_ 2 211 2 2
Sl NS N IR
2 2 \‘77
V3VZ [ 1\ [ VZ\ V3VZ [ 1\ V2
B 77+(‘§)'<‘7> 77*(‘5)'7\'
| 1vZ V3 V2 1vZ V3 2
§7+7'<‘7> §'7+77/
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Dale spocitame soucin B - A.

S R/ACEY
(5 TEY)
v\ V3 V21 o[ V2 [ 1\ VZ V3

\f‘?)‘?*i“z ("7)(‘5*"7“7/

/%Zﬁ—%;ﬁ\

\ﬁ—%-ﬁ+ﬁ}

4 4

Vidime, ze vysledky soucinti A - B a B - A se rovnaji.

Priklad 7:

M¢jme ortogonalni matice A a B adu 2:

N
7D
(3 %)
oy

Matice A popisuje rotaci v R? o Uhel 120° v proti sméru hodinovych
ruci¢ek. Matice B popisuje reflexi podle osy, kterd s osou x svird uhel 30°.

Spocitdme nejdiive soucin A - B.
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(32T (DF=70)
e 1)

Vysledek popisuje reflexi podle osy y.

Déle spocitame soucin B - A.

B-A=I/% §\II/_% _?I
2 \F )
[ HEHEE (D)
\Z (3% T (-5) )3
(-2
2 )

Vidime, ze vysledky sou¢ini A-B a B-A se nerovnaji. Vysledek

popisuje reflexi podle osy, ktera s osou x svird ahel 150°.
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Priklad 8:

M¢jme ortogonalni matice A a B fadu 2:

M
\% 3/
5=(7 o)

Matice A popisuje reflexi podle osy, ktera sosou x svird uhel 60°.

Matice B popisuje reflexi podle osy, kterd s osou x svira tthel 45°. Spocitame

nejdiive soucin A - B.

1B (o 1) |2 2|

e )h g

/1\/§\ V31

Vsimnéme si, ze vysledna matice nepopisuje reflexi, ale rotaci. V tomto

piipadé je to rotace o thel 30° proti sméru hodinovych rucicek.

Déle spocitame soucin B - A.
/ 1 \/_\ /\/_ 1\
2|
1 0 V3
[

Vidime, ze vysledky obou soucinil se nerovnaji. Vyslednd matice opé&t

popisuje rotaci o uhel 30°, ale v opa¢ném sméru.
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2.5 Redené priklady — ortogonalni matice v prostoru

Priklad 1:
Ukazte, zda je zadana matice A ortogonalni. Je-li matice A ortogonalni,

spocitejte jeji determinant a rozhodnéte, zda je vlastni nebo nevlastni.
1/3 2/3 2/3
A=<2/3 -2/3 1/3 )
2/3 1/3 -2/3

Resenti:

1/3  2/3 2/3 1/3  2/3 2/3
AT-A=<2/3 -2/3 1/3 )-(2/3 -2/3 1/3 >
2/3 1/3 —-2/3 2/3 1/3 -2/3

, A1 2 42 4

979 “'97 9 99\ Lo o

I . B P P (R
979 “ 979 37 “'9| 0 0 1
22442224+1/
979 9 “9 “'97q

Zadana matice A je ortogonalni.

oo =3 (Y €)1+ -0 -0
-

Determinant zadané matice A je roven 1. Jedna se o vlastni ortogonalni matici.

2
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Priklad 2:

Ukazte, zda je zadana matice B ortogondlni. Je-li matice B ortogonalni,

spocitejte jeji determinant a rozhodnéte, zda je vlastni nebo nevlastni.

1 -2 3
B=12 0 -6
3 6 1
Reseni:
1 -2 3
B=12 0 -6
3 6 1
1 2 3
BT={-2 0 6
3 -6 1
1 1 -2 3
-2 {2 0 -6
3 —6 1 3 6 1

1+4+9 -2+4+0+18 3-12+3
—-2+0+18 4+0+36 —-6+0+6
3—12+3 —-6+0+6 9+36+1

14 16 —6
=116 40 O
-6 0 46

Zadana matice B neni ortogonalni.
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Priklad 3:
Ukazte, zda je zadana matice C ortogonalni. Je-li matice C ortogonalni,

spocitejte jeji determinant a rozhodnéte, zda je vlastni nebo nevlastni.

1 2 3
C=(2 1 2
3 2 1

Resenti:

1 2 3
C=(2 1 2
3 2 1

2-1+1-2+2-3 22 4 1% 4 22 2-34+1-2+2-1

( 12 4+ 22 4+ 32 1-24+2-1+3-2 1-3+22+3-1>
31422413 3:24+2-141-2 32 422 412

14 10 10
=110 9 10
10 10 14

Zadana matice C neni ortogonalni.
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Priklad 4:
Ukazte, zda je zadana matice D ortogonalni. Je-li matice D ortogonalni,

spocitejte jeji determinant a rozhodnéte, zda je vlastni nebo nevlastni.

V3/2 1/2 0
D=\|_1/2 V3/2 0
0 0 1
Reseni:
Vv3/2 1/2 0
D=\|_1/2 V3/2 0
0 0o 1
V3/2 =1/2 0
DT =\ 1/2 ~3/2 o0
0 0o 1

Vv3/2  1/2 0\ [v3/2 —-1/2 0

D-D"=\|_1/2 v3/2 o|| 172 v3/2 o
0 0 1 0 0o 1

(S Z(902

Zadana matice D je ortogonalni.

V3\’ 1 3 1
petp = (L2) —(=2).2. 3.1
¢ <2> (2)21 2tz 1

Determinant zadané rovnice D je roven 1. Jedna se o vlastni ortogonalni matici.
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Priklad 5:
Ukazte, zda je zadana matice E ortogonalni. Je-li matice E ortogonalni,

spocitejte jeji determinant a rozhodnéte, zda je vlastni nebo nevlastni.

1 0 0
E=(0 +2/2 +2/2
0 —v2/2 2/2
Reseni:
1 0 0
E=(0 +~2/2 +2/2
0 —v2/2 2/2
1 0 0
ET=[0 +2/2 —/2/2
0 V2/2 ~2/2

1 0 0 1 0 0
E-ET=<0 V2/2 N2/2 || 0 V2/2 —/2/2
0 —v2/2 272/ \o 2/2 2/2

Zadana matice E je ortogonalni.

2

2

VZ\'  NZ [ VZ\ 2 2
DetE=1-<7> — ( >_Z+Z:1

Determinant zadané matice E je roven 1. Jedna se o vlastni ortogonalni matici.
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2.5  Eulerovy uhly
Eulerovymi Ghly popisujeme napiiklad rotaci absolutné tuhého télesa
Vv trojrozmérném euklidovském prostoru. Definuji tii rotace systému umoziujici

privést libovolnou polohu systému do polohy aktudlni.

Rotace v prostoru ndm popisuji nasledujici matice [13]:

cosa — sina 0
R;,(a¢) =(sina cosa O

0 0 1

1 0 0
Ry(B) = (0 cosf —sin ﬁ)
0 sinf cospf

cosy 0 siny
Ry(y) = ( 0 10 )

—siny 0 cosy
Matice Ryx(B) popisuje rotaci kolem osy x o Uhel B proti sméru
hodinovych ru¢iéek pfi pohledu svrchu. Podobné matice Ry (y) popisuje rotaci
kolem osy y o Uhel y proti sméru hodinovych ru¢i¢ek pii pohledu svrchu a
matice R;(a) popisuje rotaci kolem osy kolem osy z o Ghel a proti sméru
hodinovych rucicek pii pohledu svrchu. Pokud bychom chtéli popisovat rotace

po sméru hodinovych rucicek, staci matice vyse transponovat.

Tato otocCeni jsou nekomutativni a konecna poloha systému je zavisla na

portadi, v jakém byla jednotliva otoCeni provedena.

Kazdou rotaci v prostoru R3 pak miizeme popsat pomoci matice R,
kterou dostaneme postupnym provadénim uvedenych rotaci. Matice R je tedy
sou¢inem matic Ry (y), Ry(B) a R;(a).

Uy

Operace R - <u2>, kde uq, u, a us jsou slozky vektoru pred otocenim,
usz

u'y
nam da obraz nového vektoru | u’, | po transformaci.
!
us
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2.6 Eulerovy uhly — pfiklady

Priklad 1:

M¢jme vektor ¥ = (3;8;5)7. Bude rotovat o Uhel 45° po smé&ru hodinovych
ruci¢ek kolem osy z, dale o Uhel 90° po sméru hodinovych ruciéek kolem osy
y, a nakonec o Uhel 30° po sméru hodinovych ruci¢ek kolem osy x. Kde se
bude vektor nachédzet po provedeni téchto rotaci?

Reseni:

Zaéneme tim, Ze si napiSeme matice jednotlivych rotaci. V tomto

pfipadé budou matice rotaci vypadat nasledovné:

1 0 0 / 0
Ry (30°) = (0 cos(30°) sin(30°)) = | 2
0 —sin(30°) cos(30°) \

cos(90°) 0 —sin(90°) 0 0 -1
R,(90°) = ( 0 1 0 ) = <0 1 >
1 0

0
sin(90°) 0 cos(90°) 0
V2 V2
cos(45°) sin(45°) 0 /7 2 0\
RZ(45°)=<—sin(45°) cos(45°) 0)=| V2 W2 |
0 0o 1 \—7 - 0 /
0 0 1

Ulohu vyfesime tak, Ze nejdiive vynasobime matici Ry(30°) zprava
matici Ry(90°). Novou matici (kterou si dale ozna¢ime jako X) pak
vynasobime matici R,(45°) zprava. Celym vyrazem pak vynasobime zleva
vektor 7 = (3;8;5)7. V podstaté hleddme vyraz Ry (30°) - Ry (90°) - R;(45°)

v.

10 0 00 -1
Ry(30°)-R,(90°) =0 +3/2 1/2 -<0 1 0)

0 —1/2 372/ \1 0 0O
0 0 -1

= 1/2 V3/2 0
V3/2 —1/2 0
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0 0o -1 V2/2 N2/2 0
X-Ry(45°)={ 1/2 V3/2 0 )| _\5/2 v2/2 o
Vv3/2 —-1/2 0 0 0 1

0 0 -1
(1 vEva, (1 vEva,
=M77“3“7><?7+77ﬂ Oi
\(E.Eﬁ.@) <§.£_1£> 0 )
2 2 2 2 2 2 2 2

(22 v2ive _01\
=|\\/§i\/6 - 0/'
4 4

Vyslednou matici (kterou budu dale znalit jako Y) nyni zprava

vynasobime vektor ¥ = (3;8;5)T. Tim dostaneme soufadnice nového vektoru

(22 vzive _01\ (3)

=Y-5=| 4 4 |-|8
\\/§+\/€ V6 —+2 0/ 5
4 4
(s, BEFINZ 11\/8—5\/§>T
e 4 ’ 4
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Priklad 2:

Mg¢jme vektor ¥ = (1;2;4)T. Bude rotovat o Ghel 30° proti smé&ru hodinovych
ruci¢ek kolem osy z, dale o Uhel 270° proti sméru hodinovych ruci¢ek kolem
osy y, a nakonec o Uhel 180° proti sméru hodinovych ruc¢icek kolem osy x. Kde

se bude vektor nachazet po provedeni téchto rotaci?
Reseni:

Za¢neme znovu tim, Ze si napiSeme matice jednotlivych rotaci. V tomto

pfipadé budou matice rotaci vypadat nasledovné:

1 0 0 1 0 0
R, (180°) = (0 cos(180°) —sin(180°)) - <0 1 0 )
0 sin(180°) cos(180°) 0 0 -1

Ry(2700)=< 0 1 0 01 0

cos(270°) 0 sin(270°)) (0 0 —1)
—sin(270°) 0 cos(270°) 1 0 O

cos(30°) —sin(30°) 0 V3/2 —1/2 0
R,(30°) = (sin(30°) cos(30°) 0) =l 1/2 V3/2 o0
0 0 1 0 0 1

Ulohu vyfe$ime tak, Ze nejdiive vynasobime matici Ry(180°) zprava
matici R, (270°). Novou matici (kterou si dale ozna¢ime jako X) pak
vynasobime matici R;(30°) zprava. Celym vyrazem pak vynasobime vektor v

zleva. V podstaté hledime vyraz Ry (180°) - R, (270°) - R;(30°) - ¥.

1 0 0\ /0 0 —1
Ry(180°) - Ry(270 =(0 -1 0 |:-{0 1 0
0o 0 -1/ \1 0 0

0 0 -1
=10 -1 O
-1 0 0

0 0 -1\ [v/3/2 —=1/2 0
X-RZ(30°)=<0 -1 0)

1/2 3/2 0

-1 0 0 0 1
0 0 -1
= -1/2 —-~3/2 0
—V3/2  1/2 0
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Vyslednou matici (kterou budu dale znalit jako Y) nyni zprava

vynasobime vektor ¥ = (1;2;4)T. Tim dostaneme novy vektor v

0 0 -1 1

v=v-3=| —-1/2 —+3/2 0 (2)
—V3/2  1/2 0 4
=(-1-2v3; 2-+3 DT

Priklad 3:

Méjme vektor ¥ = (1;1;3)T. Bude rotovat o Uhel 45° po sméru hodinovych
ruci¢ek kolem osy y, dale o Ghel 60° proti sméru hodinovych ru¢i¢ek kolem osy
z, a nakonec o Uhel 45° proti sméru hodinovych rucicek kolem osy y. Kde se
bude vektor nachdzet po provedeni téchto rotaci?

Reseni:

Matice jednotlivych rotaci budou vypadat nasledovné:

(5 0 %)
cos(45°) 0 sm(45 ) 2
Ry,(45°) =< 0 1 ) | 0 1 0 |
—sin(45°) 0 cos(45°) V2 V2
\—7 0 7/
1 3
cos(60°) —sin(60°) 0 /E 2 0\
R;(60°) = (sin(60°) cos(60°) 0) = | V31 |
0 0 1 \7 5 0 /
0 0 1
(50 -3
cos(45°) 0 —sin(45°) B3 T2
RY2(45°)=< 0 1 0 )zko 0 )
sin(45°) 0  cos(45°) V2 V2
2 2

Ulohu vyfesime tak, Ze nejdiive vynasobime matici Ry,(45°) zprava
matici R,(60°). Novou matici (kterou si dale oznadime jako X) pak
vynasobime matici Ry,(45°) zprava. Celym vyrazem pak zprava vynasobime
vektor ¥. V podstaté hledame vyraz Ry, (45°) - R;(60°) - Ry,(45°) - ¥
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Vyslednou matici (kterou budu dale znacit jako Y) nyni zprava

vynasobime vektor ¥ = (1;1;3)T. Tim dostaneme soufadnice nového vektoru
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V tomto piikladu jsme v podstaté popsali rotaci podle osy dané

vektorem ¥ = (1; 0; 1)7. V dalsich piikladech si ukdzeme detailnéji, jak rotovat

podle osy zadané vektorem.

Priklad 4:

PopiSte pomoci ortogonalnich matic rotaci o 30° po sméru hodinovych rucicek

kolem osy dané vektorem ¥ = (1;0; 1)7.
Reseni:

Jelikoz Eulerovymi Uhly umime popsat pouze rotaci kolem os x, y a z,

musime nejdiive vektor ¥ oto¢it tak, aby nékterou z téchto os prochazel.

Na obrazku nize je Cervené vykreslena osa x, zelen¢ osa y a modfie osa
z. Dale je Gerné vykreslen vektor v.

Obr. 6: vektor ¥ = (1;0; 1T
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Vidime, Ze vektor s 0sou x svira uhel 45°. Provedeme rotaci o 45° proti

sméru hodinovych ruéicek podle osy y. Vektor se pak otoc¢i na 0su x.

Matice rotace bude vypadat nasledovné:

VI oz
cos(45°) 0 sin(45°) /7 7\
Ry(45°)=< 0 1 0 ) | o 1 o |
—sin(45°) 0 cos(45°) \ V2 V2

2 2

Matici Ry (45°) vynasobime zleva vektor :

o 70T )
' l\_g g/ (1) <0>

0

Ny

— T — .
Dostali jsme novy vektor v’ = (v/2;0;0) . Vektor v' ma stejnou

velikost, jako plvodni vektor ¥ a prochazi osou x, jak je zakresleno na
nasledujicim obrazku.

Obr. 7: vektor v’ = (v/Z;0;0)
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Nyni miizeme popsat rotaci o 30° po sméru hodinovych rucicek kolem

oSy x, protoze tuto rotaci uz umime popsat matici. Matice rotace bude vypadat

nasledovné:
1 0 0
1 0 0 V3 1\
RX(30°)=<0 cos(30°) sin(30°))=| 2 2|
0 —sin(30°) cos(30°) 1 /3
\0 7 7

Nakonec provedeme rotaci o 45° podle osy y, tentokrat po sméru

hodinovych ruci¢ek, abychom vrétili vektor v do ptavodni polohy (tedy znovu
ziskali vektor ). Matice rotace bude vypadat takto:

/\/i 0 V2
[ 2 2 |
Ry« '(45)=] 0 1 o0 |
V2 V2
2 0 7/

Rotace kolem osy dané vektorem ¥ je dana nasledujicim sou¢inem:

R = Ry ~1(45°) - R4 (30°) - Ry (45°)

Zo =R\ () (F 0
=lo 1 o || 2 2|1 o 1 o |
N JANNE AR

Vysledna matice rotace bude mit tvar:

/4+\/ﬁ x/ix/l_—Z\
8 4 4
| 28

4 2 4
Vi2—-2 V2 44412
4 4 8

Analogicky bychom mohli ptfiklad vyfesSit tim, Ze bychom nejdiive vektor

¥ oto¢ili na osu z. Dalsi postup by byl taktéz analogicky.

42



Priklad 5:

Popiste pomoci ortogonalnich matic rotaci o 60° proti sméru hodinovych

ru¢i¢ek kolem osy dané vektorem ¥ = (0;1; 1)7.
Reseni:

Na obrazku nize je Cervené vykreslena osa x, zelené osa y a modie osa

z. Déle je ¢erné vykreslen vektor v.

I
3%
1

Obr. 8: vektor ¥ = (0;1; 1)7

Stejné jako v piedeslém piikladé musime provest rotaci tak, aby se
vektor ¥ zobrazil na nékterou ze soutadnych os. Tentokrat ho oto¢ime na osu y.
To provedeme tak, Ze jim budeme rotovat o 45° po sméru hodinovych rucicek

kolem osy x. Matice rotace bude vypadat nasledovné:

0 0
1 0 0 / 0 V2 \/E\
Ry (45°) = (0 cos(45°) sin(45°)) = 3 |
0 —sin(45°) cos(45°) \ /
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Matici Ry (45°) vynasobime zleva vektor v:

1 0 0
/0 V2 V2 g0 0
Ry (45°) - ¥ = | 2 2| (1)=<\/§>
V2 V2| M 0
0 -7 7

.. . - T - , .
Dostali jsme novy vektor v’ = (0;v2;0) . Vektor v’ ma stejnou
velikost, jako plvodni vektor ¥ a prochadzi osou y, jak je zakresleno na

nasledujicim obrazku.

Obr. 9: vektor v/ = (0;vZ;0)"

Nyni miizeme popsat rotaci o 60° proti sméru hodinovych ru¢ic¢ek kolem

osy y. Matice této rotace bude vypadat nasledovné:

1 V3

cos(60°) 0 sin(60°) /E 7\
Ry(60°)=< 0 1 0 )zk 0 1 0
—sin(60°) 0 cos(60°) V3 1

7 % 3
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Nakonec provedeme rotaci o 45° podle osy x, tentokrat proti sméru

hodinovych rucicek. Matice rotace bude vypadat takto:

1 0 0
N
Reas) =Y 2 T2
VZ V2
0 = 7/

Rotace kolem osy dané vektorem v je dana nésledujicim sou¢inem:

R = Ry 1(45°) - Ry(60°) - Ry (45°)

1 0 0 1 V3, /1 0 o0
(b2 A\ [z o3\ [, & @
=12 "2l o 1 o|]|° 2 2|
o 2 2 B, L], -2 2
2 2 2 2 2 2
Vysledna matice rotace bude mit tvar:

/1 V6 x/E\

2 4 4

R=| Y& 3 1

| 2 2 2|

\\/8 1 3/

4 4 4
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3 Kvaterniony

V této kapitole si vysvétlime pojem kvaternion. Uvedeme definici
kvaternionii a popiSeme nékteré jejich vlastnosti. Rekneme si, jaké aritmetické
operace lze s kvaterniony provadét a jaky maji kvaterniony vyznam pro popis

rotaci v R3.

3.1 Motivace

Reélna ¢isla mizeme zobrazit jako body lezici na jednorozmérné ¢iselné
ose, tj. na primce. Podobné miizeme cisla komplexni znazornit jako body
V dvojrozmérné rovin€é. V této roviné mame dvé zakladni jednotky, 1 a i
(imaginarni ¢&islo, i =+/—1, tedy i? = 1). Kazdé komplexni &islo je pak

kombinaci téchto jednotek.

Rovinu, ve které znazornujeme komplexni ¢isla, nazyvame komplexni
rovina. Byva také oznacovana jako Gaussova rovina, Argandova rovina nebo

Cauchyho rovina.

Na osu x komplexni roviny vynasime realnou ¢ast komplexniho ¢isla.
Proto osu x oznaCujeme jako osu realnou. Na osu y pak vynasime imaginarni

¢ast komplexniho ¢isla (tj. nasobky ¢isla i) a nazyvame ji 0SoU imaginarni.

Komplexni ¢isla obecné zapisujeme ve tvaru z = x + iy, kde x je
soufadnice bodu na redlné ose a y je soufadnice bodu na ose komplexni.
Existuji vsak také cisla, kterd maji tfi komplexni jednotky. Nazyvame je

kvaterniony a budeme je pouzivat pro realizaci rotaci v R3.

[7 —s. 136, 137]
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3.2  Cojsou kvaterniony a jaké maji vlastnosti

Definice 2.1:
Kvaterniony jsou cisla tvaru x = a + i +yj + 6k, kde o, p, y a d jsou redlna

cisla.

Pismena i, j a k zna¢i imaginarni jednotky, pro které plati nasledujici

vztahy:

i2=j2=k?=ijk = -1

ij=k ji=—k
jk =1 kj=—i
ki=j ik=—j

[4—s. 39, 40; 23]

Vynasobime—li rovnost ijk = —1 z obou stran prvkem k, dostaneme
kij = —1. Podobn¢ také plati, ze jki = —1. Imaginarni jednotky i, j, k jsou

tedy cyklicky zdménné.

Vynasobime-li pouze jednim k zprava, dostaneme ij = k. Symetricky
plati, ze jk =i a ki =j. Zrovnice ij = k vynasobenim i zleva dostaneme
rovnost j = —ik. Podobn¢ také k = —ji a kj = —i. To znamena, Ze generatory
jsou antikomutativni. Kazdy kvaternion ale ziejmé komutuje s realnym cCislem.

Realné ¢islo je samo kvaternionem, ve kterém g =y =§ = 0. [21]

Mnozinu kvaternionii obvykle znad¢ime pismenem H podle jejich

objevitele Williama Rowana Hamiltona.

Definice 2.2 [17]:
Méjme kvaternion x = a + Bi +yj + 6k, a,8,v, 8 € R. Konjugovanym (rsp.
sdruzenym) Kvaternionem nazveme kvaternion tvaru

X=a—pi—yj—6k.
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Definice 2.3 [17]:
Kvaternion x = a + Bi + yj + 8k nazveme ryze imaginarnim kvaternionem,

je-lia = 0.
Nad kvaterniony Ize definovat nasledujici operace [18].
M¢jme kvaterniony x; a x,:
X1 =aq + ity + 61k
Xy =y + Lol + V) + 62k
Soucet kvaterniont x; a x,:
X1+ X = (g + az) + (B + Bo)i+ (y1 +v2)j + (61 + )k
Rozdil kvaterniont x; a x,:
x1 =Xy = (g —az) + (B1 — B2)i+ (y1 — v2)j + (61 — )k

Nasobeni kvaternionu x; realnym ¢islem q:

qx, = qa; + qBii + qy,j +qd:k

Operace scitani kvaternionti a nasobeni kvaternionu realnym c¢islem jsou

komutativni a asociativni.

Nasobeni kvaterniont x; a x,:

X1Xy = (@10 — 1By — V1V2 — 6102) + (182 + fray + V10, —
81y2)i
+ (@17, — 102 + V1, + 8182))
+ (@10, + Bry2 —viB2 + S1a2)k
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Operace nasobeni kvaternionti neni komutativni. Ukdzeme si to na

ptikladu:

Priklad 1:

M¢jme kvaterniony x; a x,:

X1 =3+2i—-2j+k

X, =2-3i+2j+ 2k
Vypocitame nejdiive soucin x;x,:

X%, =(3-2-2-(=3)—-(-2)'2-2-2)
+GB(=3)+2:2+(=2)-2—2-2)i
+(3:2—-2-2+(=2)-2+2-(=3))j
+(3B-2+2-2-(-2)-(-3)+2-2)k

=12-13i —8j + 11k

Déle vypocitame soucin x,x4:

X%, =(2:3-(=3)"2-2-(=2)—2"2)
+(2:24(-3)-3+2-2-2-(-2))i
+(@2-(=2)=(=3)-2+2-3+2-2)j
+(2-2+(=3)-(=2)—2-2+2-3)k

=12+ 3i +12j + 12k

Vidime, Ze vysledky soucinti se nerovnaji, a nasobeni kvaternionti tedy

skute¢né neni komutativni.
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Definice 2.5 [3]:

Normu kvaternionu |x| definujeme vztahem |x| = Vxx.

Nyni si obecnym vypoétem ukazeme, ze norma Kvaternionu je vzdy

realné ¢islo:

x| = Vax = \J(ay + Bii + yij + 6:1k) (g — Bai — y1j — 61k)

= \[Cﬁz +Bt + 12+ 6,

Vsechny sc¢itance pod vyslednou odmocninou jsou realnd ¢isla. Proto 1

cely tento vyraz musi byt realné ¢islo.

Definice 2.4 [20]:

Jednotkovy kvaternion je kazdy kvaternion x, pro ktery plati: |x| = 1
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3.3 Okruh kvaternion(

Abychom mnozinu M mohli nazvat okruhem, musi byt splnéno nékolik

podminek [28]:

1) Uzavienost mnoziny vuci s¢itani a nasobeni:
(Vxq,x, € M)(x1 + x5, € M)
(Vxq,x, € M)(xq - x, € M)

2) Asociativita s¢itani i nasobeni prvki mnoziny:
(Vxy, %5, %3 € M)((xy + x3) + x5 = x; + (x; + x3))
(Vaxq, 5,003 € M)((y = 202) - x5 = x4+ (5 - x3))

3) Existence neutralniho prvku vzhledem ke séitani:
AyeM)(VxeM)(x+y=y+x=x)

4) Existence opa¢ného prvku vzhledem ke s¢itani:
(VxeM)ByeM)(x+y=y+x=0)

5) Komutativita s¢itani:
(Vx1,x, € M)(xq + x5 = x5 + x1)

6) Existence jednotkového prvku vii¢i nasobeni
AyeM)(VxeM)(xy=y-x=x)

7) Distributivita nasobeni vii¢i s¢itani:
(Vxy, %2, %3 € M)(xy * (3 + x3) = X1 * X5 + X1 * X3)

(Vxq, %5, %3 € M)((oxy + x3) - X1 = x5 - %1 + X3 - Xy)

Véta 2.2 [25, 28]: Kvaterniony s operacemi scitani a nasobeni tvo¥i okruh

(5,+,).
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Diikaz véty 2.2:

Diikaz vlastnosti 1 (uzavienost mnoziny vicdi s¢itani):

M¢jme kvaterniony x; a x,:
Xy =aq+ Pl +yy + 61k
Xy =y + Lol +Y,] + 65k
Spocitame nejdiive jejich soucet:
X1+ x; = (g + Bri+yyj + 8:1k) + (ay + Boi + v,j + 62k)
= (g + ax) + (B + B2)i+ (y1 +v2)j + (6, + 62)k

Jelikoz kazdé z Cisel ay, By, Y1, 61, A2, B2, V2, 05 Je realné, musi také
Je_]lCh SOUéty (a1 + az), (,81 + ,82), ()/1 + )/2), (61 + 62) byt realné.
Vyraz, ktery jsme ziskali, tedy opét lezi v mnozin¢ H. Tim jsme
dokazali uzavienost mnoziny vici s¢itani.
Nyni provedeme diikaz uzavienosti vi¢i nasobeni.
x1° %7 = (ay + Bri+y1j + 8:k) - (az + Boi +v2j + 62k)

= (t1a; — P12 — V1Y2 — 6162)

+ (a18; + Braz +v16; — 8172)i

+ (a7, — B162 + v1a, + 815,))
+ (16, + 1y — V1B + 61a5)k

Kazdy zvyrazi v zdvorkach je redlné cislo. Proto cely vyraz opét
ptedstavuje kvaternion. Tim jsme dokdzali uzavienost mnoziny viici

nasobeni.
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Diikaz vlastnosti 2 (Asociativita s¢itani i nasobeni prvki mnoZziny):
M¢jme kvaterniony x4, X, a x3:
Xy =aq+ Pl +yy + 61k
Xy =y + Lol + Y] + 65k
X3 = az + f3i +y3] + 63k
Nejdiive dokazeme asociativitu s¢itani prvka.
(X1 +x3) +x3 = ((“1 +a)+ By +B)i+ (s +v2)j+ (6 + 52)k)
+(as + B3i + y3j + 63k)
=(artaz+tas)+ B+ Be+P3)i+ (i +v:+v3)j
+(6; + 6, + 83)k
x1 + (xz + x3) = (g + Bri + yij + 61k)

+((a2 +az) + By +B3)i+ (v2 +v3)J
+ (8, + 83)k)

=(a;tazt+az)+ B+ P, +B3)i+ (1 +v2+v¥3)j
+(6, + 6, + 83)k

Vidime, Ze oba vysledky se rovnaji. Tim jsme dokézali asociativitu

sc¢itani. Obdobné bychom provedli ditkaz asociativity nasobeni.
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Pokud bychom spo¢itali hodnotu soucinu (x; - x,) - x5 a poté hodnotu
souéinu x; - (x5 - x3), Vobou piipadech by vysledkem byl nasledujici

vyraz:

—P1a283 — V162035 + 61¥2P3 — 61Y2V3

(“1“2“3 — B1Brasz — v1v2a3 — 6,6,a5 — 0‘1,32,33>
+P162Y3 — @16,83 — B1V203 + Y1203 — 610203

10283 — P1B2B3 — V1V2PB3 — 616283 + a1 fras
+B1azas + y16,a3 — 61y,a3 + 617205
—B16203 + y1aa3 + 618,65 + a16,73

+B1Y2Y3 — V1B2Vs + 61,73

a10,Y3 — B1B2V3 — V1V2¥s — 6162Y3 — a1 5265
=183 + y16,¥3 — ¥16263 + 817265
+81Y2a3 — B162a3 — 14263 + 815,43 — a1, 3
—B1Y2B3 + V16283 — 61223

10,03 — B1B203 — V1Y203 — 616283 + a1 B,Y3
+B1azys — 61Y2¥3 + 61¥2B3 — B162P5
+y1a273 + 618285 + a16,a3 + Bryoas

—V1B2a3 + 612,03

Tim je dokazano, Ze nasobeni kvaternionu je asociativni.

Nez za¢neme dokazovat vlastnost 3, dokazeme si vlastnost Cislo 5, tedy
ze sCitani kvaternionli je komutativni. Tato vlastnost se nam bude hodit

pro diikaz vlastnosti 3 a 4.
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Diikaz vlastnosti 5 (Komutativita s¢itani):

M¢jme kvaterniony x; a x,:
Xy =aq+ Pl +yy + 61k
Xy =y + Lol +Y,] + 65k
Spocitdme nejdiive soucet x; + x,:

X1+ x; = (ay + Bri+yj + 81k) + (ap + Boi + o) + 8,k)
= (a1 +az) + (B +B)i+ (y1 +v2)j + (81 + 8k

Déle spocitame soucet x, + x,:

Xy +x1 = (ay + Boi +voj + 6,k) + (g + Bri +y1j + 81k)
=(a+a)+ B+ Bi+ (a+y)j+ (8, + 6Dk
=(a;+az) + (B +B)i+ (y1 +v2)j + (81 + 8k

Vidime, Ze oba vysledky se rovnaji. Timto vypoctem jsme dokazali

komutativitu s¢itani kvaternionu.

Diikaz vlastnosti 3 (Existence neutralniho prvku vzhledem ke
séitani):

M¢jme kvaternion x a nulovy kvaternion y:
x=a+Pi+yj+ 0k
y=0+0i+0j+ 0k

Vypocty dokdZzeme, zZe kvaternion y je neutralnim prvkem vici s¢itani.

x+y=(@+pBi+yj+8k)+(0+0i+0j+0k)
=(@+0)+B+0)i+{y+0)j+(+0k
=a+pi+yj+k

Vidime, ze vysledky se sobé navzajem rovnaji. Déle také vidime, Ze se
oba rovnaji kvaternionu x. Tim jsme dokazali existenci neutralniho
prvku vii¢i s¢itani, a tim je nulovy kvaternion y.
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Pro vyraz y + x jiz neni nutné tuto vlastnost dokazovat, jelikoZ uz jsme

dokazali, ze s¢itani kvaternionti je komutativni.

Diikaz vlastnosti 4 (Existence opa¢ného prvku vzhledem ke sé¢itani):

Mg¢jme kvaternion x a kvaternion y:
X = q +ﬁll+ylj+61k
Yy =0+ Pai+y,j+ 6k

Jejich souctem bude nulovy kvaternion pravé tehdy, kdyZz bude platit

nasledujici:

a, = —aq
B2 =—P1
V2=""N
6, =—06;

Jsou-li ¢isla a4, By, Y1 @ 6, redlnd, pak jsou realna také Cisla a,, 5, ¥» @

8.
Nyni spocitame soucet kvaternionii x a y:

x+y=C(a,+Bii+yy+86k)+ (ay + Bri +y,j + 6,k)
= (ay + Byi + y4j + 6:k)
+ ((— @) + (= Bi+ (= y1)j + (= 6,)k)
=(ay—a) + By —Pi+ (y1 —v)j+ (61— 8k
=0+ 0i + 0j + Ok

Souctem kvaternioni x a y je nulovy kvaternion. Vypoctem jsme

dokazali, ze pro kazdy nenulovy kvaternion existuje kvaternion opacny.

Pro vyraz y + x jiz neni nutné tuto vlastnost dokazovat, jelikoZ uz jsme

dokazali, ze s¢itani kvaternionii je komutativni.
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Diikaz vlastnosti 6 (Existence jednotkového prvku viici nasobeni):
M¢jme kvaterniony x a y:

x=a+ fi+yj+ 6k

y=1

Nyni dokézeme, zZe kvaternion y je jednotkovym prvkem viici nasobeni.

Vypocitame nejdiive soucin x - y.

xy=(@+pi+yj+8k)-1=a-1+pi-1+yj-1+6k-1
=a+pi+yj+ 8k

Déle vypocitame soucin y - x.

yx=1-(a+pi+yj+6k)=1-a+1-Bi+1-yj+1- -6k
=a+Bi+yj+ 6k

Vidime, ze vysledky obou soucinii se rovnaji a v obou piipadech je
vysledkem kvaternion x. Tim jsme dokazali existenci jednotkového

prvku vaci nasobeni, kterym je kvaternion y = 1.

Diikaz vlastnosti 7 (Distributivita nasobeni vi¢i s¢itani):

M¢jme kvaterniony x4, X, a x3:
Xy =ay+ i +yj+ 8k
Xy =y + Lol +Vy,) + 6,k
X3 =0z + [zl +y3j + 03k

Spo¢itame nejdiive hodnotu vyrazu x, - (x, + x3).
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xq1 (X +x3) = (ag + ri +y1j + 6:1k)
. ((“z + Boi + Voj + 8,k) + (as + Bzi +y3j + 53k))
= (ay + Byi +y1j + 6,k)

((ag + az) + (B2 + B2)i+ (v2 +v3)j + (8, + 83)k)
=ay-(az+az) =B B+ B3)—vi (2 +v3)
_51 ) (52 + 53)

+<a1-(ﬁ2 +.33)+,31'(a’2+a3))_i
+y1 - (02 +83) =81 - (2 +¥3)

(“1'(72"‘73)—,31'(52"'53) )
+y1 - (@ +az) + 81 - (B2 + B3)

(%'(52"‘53)"‘51'()’2"')/3) )-k
Y1 (B2 + B3) + 61 (az + a3)

Dale spoc¢itame hodnotu vyrazu x; - x, + x; * Xs.

X1 Xz + %1 x5 = (g + Bri +yaj + 81k) - (az + Boi +v2) + 62k)
+(ay + Bii+ vy + 8:1kk) - (az + B3i +y3j + 83k)
= (yaz — P12 — v1V2 — 6165)
+(a1fz + Praz + 7162 — 6172)i
+(a1yz — B16; + V102 + 81B2))
+(a18; + f1v2 — 1Bz + 61az)k
+(a1az — f1fs — v1¥s — 6163)
+(a1fs + Praz +v163 — 6173)i
+(a1ys — 103 + v1a3 + 61B3))
+(a163 + f1ys — v1P3 + 61a3)k
=a;-(az+az) =Py B2+ P3) —v1- (2 +v3)
—61+ (82 + 63)

+(“1'(.32 +.33)+,31'(C¥z+6¥3))_i
+y1: (62 +63) =61 (2 +v3)

(“1'()/24‘)’3)—31'(52"‘53) )
+y1 - (@ + az) + 81 - (B + B3)

(“1'(52"‘53)"‘31'()’2"‘]’3) )-k
=1 (By + B3) + 6, (ay + a3)
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Vidime, Ze oba

vysledky se rovnaji. Tim jsme dokézali distributivitu

nasobeni vuéi s¢itani.

Déle musime dokéazat, ze tato vlastnost plati i pro opa¢né poiadi Ciniteld,

tedy Ze plati (x, + x3) " %1 = x5 " X1 + X3 X;.

Vypoéitame nejdiive hodnotu vyrazu (x, + x3) - x5:

(Xz +X3)'X1 =

(ay + Bai 4+ Vo + 82k + as + Bzi + y3j + 53k)
“(ay + il + y1j + 8,k)

((az + @s) + (Bo + Ba)i + (v +v3)j + (82 + 82)k)
(o + il + y1j + 8,k)

(%(az +az) = pi(By + ,33))
—¥1(y2 +v3) — 61(8; + 63)

(%(ﬁz + B3) + Bi(ay + a3) ) i
+y1(62 + 83) — 6:(y2 +v3)

( ay(y2 +v3) — 1(62 + 83) ) .
+y1(ay + a3) + 81 (B; + B3) J

a, (6, +83) + B1(y2 +v3)
* <—V1 (B2 + B3) + 81 (a, + as)) k
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Dale vypocitdme hodnotu vyrazu x, - x; + x3 * x4:

Xy Xy + X3 %1 = (@ + Boi + Vo) + 8,k) - (ay + Byi + yaj + 61k)

+(0(3 + ,831 + )/3] + 53]() : ((Zl + ,Bll + V1] + 61k)

= (ay + Pri+yaj + 81k) - (ay + Bri + v + 65k)

+(ay + Bii + y4j + 61k) - (a3 + P3i + y3j + 83k)

[ (1az — B1f2 — ¥1Y2 — 6162) 1
| @By + Bray +v16, — 6172)i|
| +(a1y, — P16 +v1a, + 6152)) |

+(a18; + Brv2 — V1P + 51a2)kJ

[ (a1az — B1fs — v1¥s — 8163) 1
| +(a1f5 + Braz + y105 — 8,1v3)i|
| +(a1ys — B163 + vias + 8163)) |
+(a185 + B1vs —v1Bs + 51“3)kJ

_ (a1(a2 +az) —pi(By + ,33))
—¥1(y2 +v3) — 81(8; + 63)
a;(By + B3) + fi(az + as) ) .
* (+Y1(52 +83) — 81 (y2 + V3)) '
( ay(y2 +v3) — 1(6; + 83) ) .
+y1(ay + a3) + 81 (B, + B3) J

a, (6, +683) + B1(y2 +v3)
* (—V1 (B2 + B3) + 81 (a, + as)) k

+

Vidime, Ze vysledky se opét rovnaji. Tim jsme dokéazali distributivitu

nasobeni vuéi séitani.
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3.4  Kvaterniony jako komplexni matice

Prvky 1, i, j, k lIze reprezentovat komplexnimi maticemi. Tyto matice maji tvar:

1=(} 9 i=( 2 = ) k=0 )

Kvaterniony muZeme pomoci redlné matice zapsat nasledovné:

h 5
a+,8i+yj+6k=g+hj=(_gi—l g_) boa v

kdeg=a+pfiah=y+4i.

Operace sCitani a ndsobeni kvaternionti odpovidaji operacim s¢itani a nasobeni

ptislusnych matic. [20]

61



3.4

Inverzni kvaterniony

Ackoliv nasobeni kvaternioni obecné¢ neni komutativni, ke kazdému

nenulovému kvaternionu existuje inverze vaci nasobeni, tj. prvek spliujici

vztah

Lze ukazat, ze kvaternion x 1 Ize vyjadfit nasledujicim vztahem:

X
-1
X =
112

Vypocet inverzniho kvaternionu pro kvaternion x = a + fi + yj + 6k:

x a—Pi—yj— 6k
bll® = (Ja+ pirvi+om) - @@= pi—yj - 60))
a—pi—vyj—06k

T a? B2 Ay + 87
Ma-li kvaternion x jednotkovou velikost, plati:
-1

X =X

[16 —5.12]

Definice 2.6 (podobnost kvaterniont) [18]:

Meéjme kvaterniony x; a x,:

x1 =a1 +Bll+ylj+61k

xz = az +le +)/2_]+62k

Kvaterniony x,; a x, jsou si podobné, pokud existuje kvaternion y # 0 takovy,

Ze plati:

X1 = y_lxzy
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4 Geometricky vyznam kvaterniond pro studium rotaci

v Euklidovskem prostoru

Jak jsme si jiz ukazali, rotaci v Euklidovském vektorovém prostoru lIze
popsat pomoci ortogonalnich matic. V této kapitole si vysvétlime, jak 1ze rotace

v prostoru R3® popsat pomoci kvaternioni. Ddale také spocitime nékolik

ptikladd.

4.1 Rotace

Kazda rotace v R3 je uréena osou rotace a thlem a. Osa je uréena
vektorem ¥ = (vy; v,; v3), pro jednoduchost uvazujeme jednotkovy vektor.

Nyni si popiSeme, jakym zpisobem lze rotace popsat pomoci kvaterniond.

Pro kazdou rotaci o Uhel a v proti sméru hodinovych ruci¢ek kolem osy

dané vektorem ¥ Ize sestrojit kvaternion v nasledujicim tvaru:

X = cos (%) + (v1i + v,j + v3k) sin (g)

Pfislusna rotace v R3 je poté dana vztahem u' = x-u-x"1, kde 1 =

U
(uz) je obecny vektor, ktery popisujeme jako kvaternion u;i + u,j + usk.
Usz

[16, 20]

Korektnost vyrazu plyne z nasledujici véty.

Véta 2.3 [21] :
Pro libovolny ryze imaginarni kvaternion u a jednotkovy kvaternion x plati, ze

soucin x * U - x~ ! je opét ryze imagindrni.
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Rotace kolem osy x:

Rotaci kolem osy x proti sméru hodinovych ru¢icek o Uhel ¢ nam

obecné popisuje kvaternion tvaru x; = COS( ) + Lsm( ) Chceme-Ili rotovat

vektorem U = (uq; uy; uz)” = uqi + uyj + usk, pro vysledny vektor u’ obecné

plati vztah:

-1

= " Xq

= ( ( ) + isin ((g)) s (uql + uyj + usk) - (cos (g) — isin (g))

= Uyl + (uy - cos@ —uz sin@)j + (uz - cos@ + u, - sin @)k

To odpovida ortogonalni matici

1 0 0
Ry(p) = (0 cos@ —sin <p>

0 sing cosg

a rotaci vektoru 1 podle vztahu

1 0 0 Uq
w = (0 cos@ —sin (p) . <u2>
0 sing cosg Us

64



Rotace kolem osy y:

Rotaci kolem osy y proti sméru hodinovych ruc¢icek o Uhel ¢ ndm
obecné popisuje kvaternion x, = COS( )+ j sm( ) Chceme-li  rotovat
vektorem
U = (ug; uy;uz)T = uqi + uyj + ugk, pro vysledny vektor W obecné plati

vztah:

—x U xy 7L

(cos (3) +75in (3)) - G 1 + ) - (co3 () = 5in (3)

= (uy - cos@ + uz - sin )i + uyj + (—uy - sinp + us - cos )k

To odpovida ortogonalni matici

cosp 0 sing
mm=<o 1 0)

—singp 0 cos¢g

a rotaci vektoru 1 podle vztahu

cosep 0 sing Up
—singp 0 cos¢g Us
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Rotace kolem osy z:

Rotaci kolem osy z proti sméru hodinovych ruci¢ek o Uhel ¢ nam
obecné popisuje  kvaternion x5 =COS( )+ksm (q)). Chceme-li rotovat
vektorem
U = (ug; uy;uz)T = uqi + uyj + ugk, pro vysledny vektor W obecné plati

vztah:

—x U x37t

( ( ) + k sin ((g)) s (uqi 4+ uyj +usk) - (cos (g) — k sin (g))

= (uy - cos@ —u, - sin@)i + (uy - sing + u, - cos @)j + uzk

To odpovida ortogonalni matici

1 0 0
R,(p) = (0 cos@ — sin <p>

0 singp cosg

a rotaci vektoru 1 podle vztahu
1 0 0 Uq
u' = (0 cos@ — sin (p) . <u2>
0 singp cosg Uz

Rotace kolem bazovych os po sméru hodinovych rucicek realizuji

konjugované kvaterniony.
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4.2 Redené priklady — kvaterniony a rotace v R3

V této Casti spocitame pomoci kvaternionti dva ptiklady. Pro srovnani
obou postupii se bude jednat o priklady, které uz jsme fesili pomoci
ortogonalnich matic. Konkrétné¢ ptijde o priklady 1 a 5 pocitané v Casti 1.5.2
Eulerovy Uhly — ptiklady.

Priklad 1:

M¢éjme vektor ¥ = (3;8;5)T. Vektor bude rotovat nejdifve o 45° po sméru
hodinovych rué¢icek kolem osy z, poté 0 90° po sméru hodinovych ruéicek
kolem osy y, a nakonec o 30° po sméru hodinovych ru¢i¢ek kolem osy x.

Urcete, kde se bude vektor nachdzet po provedeni téchto rotaci.

Reseni:
Vektor ¥ rotuje nejdiive podle osy z, kterd je dana vektorem v, = (0;0; 1).

Spocitame normu tohoto vektoru:

1771l =02 + 02+ 12 = 1

Vektor v; ma jednotkovou velikost, neni tedy tfeba ho normovat. Odpovida

kvaternionu v, = k.

Dale vytvofime kvaternion, ktery odpovida rotaci o 45° po sméru hodinovych

rucicek, kolem osy z.

_ (45°> I _(45")
X, = COS > sin >

Dale vytvoiime inverzni kvaternion x; 1:

45° /450
x1‘1=cos( > >+k-sm< > )

Rotaci vektoru v pak popisuje nasledujici vztah:

17_1)=x1'”l_7)'x1_1

Dale popiseme rotaci nového kvaternionu v; kolem osy y, tedy osy dané
vektorem v, = (0; 1; 0), 0 90° proti sméru hodinovych ruc¢icek.
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Stejné jako vektor v; ma i vektor v, jednotkovou velikost, tedy ||vy]l = 1.

Odpovida kvaternionu vy = j.

Dale vytvoiime kvaternion, ktery odpovida rotaci o 90° kolem osy y po sméru

hodinovych rucicek.

_ (90°) ) _(90°)
X, = COS 5 j - sin 5

= cos(45°) — j - sin(45°)
Jeho inverzni kvaternion x,~! bude mit tvar:
x,~ 1 = cos(45°) + j - sin(45°)
Rotaci vektoru v; ndm pak bude popisovat vztah:
V=X Vg X!

Nakonec popiSeme rotaci vektoru v, kolem osy x o 30° po sméru hodinovych
ruciek. Osa rotace je dana vektorem vy = (1;0;0), ktery zapiSeme ve tvaru

vy = i. Kvaternion popisujici tuto rotaci bude mit nasledujici tvar:

30° 30°
> ) -1 sin( > ) = cos(15°) — i - sin(15°)

X3 = cos(

Jeho inverzni kvaternion bude mit tvar:
x3~ 1 = cos(15°) + i - sin(15°)

Posledni rotaci nam bude popisovat vztah:

U—3>=x3'v—2)'x3_1

Rotaci ptivodniho vektoru ¥ popisuje nasledujici vztah:

v_3):x3'x2'x1'1-7)'x1_1'xz_l'xg_l

kde ¥ odpovida kvaternionu v = 3i + 8j + 5k.

68



Vysledny vektor v; bude mit tvar:

-5
v; = <6,950949475004983>
4,968329839687369

Vypocet byl proveden numericky, jelikoz ho nelze rozumné realizovat

symbolicky.

Vysledek odpovida vysledku, ktery jsme dostali pti FeSeni stejné ulohy pomoci

ortogonalnich matic.

Priklad 2:

Popiste obecné pomoci kvaternioni rotaci o 60° proti sméru hodinovych

rucicek kolem osy dané vektorem o = (0;1; 1)7.

Reseni:
Vektor ¥ = (0; 1; 1)7 mizeme piepsat nasledujicim zpiisobem:
v=0i+1j+1k=j+k

Abychom mohli kvaternion pouzit pro popis rotace, musi mit tento
kvaternion jednotkovou velikost. Vydélime tedy vyraz vySe normou vektoru v.

Vysledny vyraz dale ozna¢ime jako V.
I3l =02+ 12 + 12 =2
—_ 1
Ul = ﬁ - (] + k)

Dale vytvotime kvaternion popisujici rotaci o 60° proti sméru

hodinovych ru¢icek kolem osy dané vektorem v.
60° 1 .. . (60°
X = cos(7)+ﬁ-(] +k)-sm(7)

= cos(30°) + % (j + k) - sin(30°)
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Jeho inverzni kvaternion bude mit tvar:

60° 1 60°
x‘1=cos< )——-(j+k)-sin( )

2 ) V2 2
= cos(30°) — % (j + k) - sin(30°)

Rotace obecného vektoru u = uqi + u,j + ugk, kde uy, u,, uz jsou

-
libovolna realnd ¢isla, je ddna vztahem u' = x - 4 - x 1.

Vysledny vztah pro zadanou rotaci:

uw = (cos(30°) + iz G+k)- sin(30°)) ]

NG
(cos(30°) = =+ + k) sin(30%)
"\ cos i - sin
NG} J
1 V6 Ve \. (V6 3 1\
= Eu1—7u2+7u3 L+ Tu1+zu2+zu3 ]
v6 1 3
+ —Tu1+zu2+zu3 k

Vysledek odpovida matici R odvozené v kapitole o Eulerovych thlech:

/1 V6 V6
2 4 4
R:I\/E 3 1I
| = 2 2|
el
4 4 4
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5 Zaver

V prvni ¢asti bakalarské prace jsme se zabyvali ortogonalnimi maticemi
a jejich vlastnostmi. Vysvétlili jsme si, jak ovéfit, zda je dana matice
ortogonalni, a vyfesili na toto téma né€kolik piiklada. Popsali jsme, jaky tvar
mohou obecné mit ortogonalni matice 2. fadu, a jak tyto matice popisuji rotace

a reflexe vektora v R2.

Déle jsme si popsali tzv. Eulerovy thly a jejich vyuziti pro popis rotaci

vektorti v R*. Na dané téma jsme opé&t vytesili nekolik piikladi.

V druhé casti praci jsme si definovali kvaterniony a popsali nékteré
jejich dilezité vlastnosti. Vysvétlili jsme si, pro¢ mnozina kvaterniont tvoii
okruh. Déle jsme si popsali, jakym zptisobem Ize pomoci kvaterniond popisovat
rotace vektorti v R>. Nakonec jsme vybrali dva priklady diive vyfesené pomoci

Eulerovych thld, a vyfesili je znovu pomoci kvaterniont. Vysledky odpovidaly.

Hlavni vyhodou kvaternionil je, Ze miizeme snadno rotovat kolem
libovolné osy, kdezto pti pouzivani Eulerovych thli musime vzdy slozit

n¢kolik rotaci tak, abychom rotovali kolem bazové osy.

V praxi se kvaterniony vyuzivaji napiiklad v robotice, kde s jejich

pomoci naptiklad realizujeme otaceni robotickych ramen.
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