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Obsahem této prace je provedeni analyzy krajského kola matematické
olympiady, zahrnujici statistiku uspésnosti zakl v jednotlivych tlohach, analyzu jejich
postupll a rozbor chyb, kterych se dopoustéli. Prace by méla slouzit jako uceleny

ptehled feseni tloh 56. roéniku MO a jako studijni material pro u€astniky matematické

olympiady.



Abstract

Title: The analysis of problem solutions in 2nd round of 56th year of the
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The purpose of this thesis is the analysis of the 2nd round of the mathematical
olympiad, including the statistics of the success rate of the students in particular
problems, analysis of their procedures and error analysis. This thesis should serve as a
survey of the problems of 56th year of MO and as a study text for the mathematical

olympiad participants.
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1 Uvod

Matematickd olympidda patii mezi vyznamné Skolské soutéze. Byla zalozena roku
1951, tedy v letosnim roce se konal jiz jeji 58. ro¢nik. Matematickd olympiada byla
prvni oborovou olympiadou, kterd u nas vznikla a stala se vzorem pro olympiady

ostatnich oboru.

Pivodné byla tato soutéz urCena pro studenty stfednich Skol, postupem cCasu se
rozsifila i na zakladni Skoly. Pro fesitele na zakladnich skolach (kategorie Z) jsou od 6.
do 8. tidy kola domaéci a skolni, pro 9. tfidu navic kolo krajské. Na stfednich Skolach
Jsou ucastnici rozdéleni do tii kategorii: A (3. a 4. ro¢nik), B (2. ro¢nik) a C (1. ro¢nik).
Vsechny stfedoskolské kategorie maji kolo domaci, Skolni a krajské, pro kategorii A se
navic kona kolo celorepublikové a mezinarodni (vznik roku 1959). V roce 1986 vznikla

V soutézi nova kategorie P — programovani.

Postupem let se organizace MO rozrostla i o doplikové aktivity, jako jsou rtzna
Skoleni, seminafe a soustfedeni fesitelit MO, korespondencni seminaf, vydavani sbirek

uloh, atd.

Ptipravou matematické olympiddy se zabyva ustiedni vybor MO, ktery sestava

z védeckych pracovnikil a ucitelit matematiky ze Skol zakladnich, stfednich i vysokych.

Tato prace je zamétena na analyzu tloh 56. ro¢niku krajského kola MO v jihoceském
kraji, konaného v roce 2007. Je rozdélena do dvou hlavnich ¢asti podle kategorii
matematické olympiddy, tedy kategorie B a kategorie C. V kazdé kategorii jsou
postupné analyzovany Ctyti piiklady. Kazdy piiklad je zde rozdélen na zadani, vzorové

feSeni, analyzu feSitelskych postuptl, statistiku isp&$nosti a rozbor chyb zak.



2 Kategorie B

Kategorie B je urCena studentim druhych ro¢nikii stfednich Skol. V krajském kole
byly zadany ctyii tlohy, na jejichz feseni méli studenti Ctyfi hodiny Cistého Casu (tzn.
240 minut). Soutéz se konala v budové Pedagogické fakulty JihoCeské univerzity

v Ceskych Budgjovicich dne 27. biezna 2007.
2.1 Uloha B-1

2.1.1 Zadani Glohy

Urdete realna &isla a, b, ¢ tak, aby mnoho¢len x*+ax*+bx+c byl délitelny

mnohoclenem x* + x+1 a pfitom soucet a”+b*+c® byl co nejmensi.

2.1.2 Vzorové reSeni

Délenim mnohoélenu x* +ax® +bx +c mnohoélenem X + X+1 zjistime, Ze plati
X' +ax® +bx+c = (X +x+1) (x> —=x+a)+(b—-a+1)x+(c—a).

Mnohoélen x*+ax®+bx+c je délitelny mnohodlenem x*+x+1, pravé kdyz je
zbytek pii déleni nulovy mnohoclen, tedy b—a+1=0 a soucasn¢ c—a=0; odtud

b=a-1c=a
Potom

2
a’+b*+c*=a*+(a-1)*+a*=3a’ —2a+1:3(a—%J +§.



Tento vyraz ma nejmensi hodnotu

1 i
pro azg; snadno  dopocitdme

Jiné reSeni

Mnohoélen x*+ax?+bx+c je délitelny mnohoélenem x°+x+1, pravé kdyz
existuji redlna Cisla p, g, pro néz
X' +ax® +bx+c = (X* +x+1)(X* + px+q).

Roznasobenim pravé strany a porovnanim odpovidajicich koeficientii dostaneme
Ctyfi rovnice p+1=0, g+ p+1l=a, g+ p=Db, q=c. Z nich vyjadiime p=-1, q=a,

c=a, b=a-1 apokracujeme jako v prvnim feseni.

Kritéria hodnoceni

Za Uplné fteSeni byli studenti ohodnoceni Sesti body. Dva body ziskali za vyjadieni rovnosti
x'+ax +bx+c = (X +x+1)(xX* —x+a)+(b—-a+1)x+(c—-a), jeden bod za vyjadieni dvou

zneznamych a, b, ¢ pomoci tfeti znich, dva body za upravu vyrazu a’+b’+c’ na tvar

1) 2 2Y 2
3a’ —2a+1=3(a—§) +g (nebo 3(b+§) +§) a jeden bod za spravné urceni Cisel a, b, c.

Obdobné se udéloval jeden bod za rovnost x* +ax’ +bx+c = (x* +x+1)(x* + px+q), jeden bod za

soustavu rovnic p+1=0, g+p+1l=a, g+ p=">h, g=c, jeden bod za vyjadfeni c=a, b=a-1 a
dale jako v prvnim feSeni.
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2.1.3 Analyza fesitelskych postupt

Pti feSeni této tlohy hralo klicovou ulohu umét spravné délit polynomy. VSichni
resitelé, ktefi dosahli plného poctu bodul, pouzili jedno z vySe uvedenych vzorovych
feseni, kdy vyraz 3a®—2a+1 chépali jako kvadratickou funkci a hledali jeji vrchol.
Pouze jeden student pii feSeni vyuzil derivaci, proto si jeho feSeni pfiblizime.

Jedna se o studenta Jana Matdjku z Gymnazia Jirovcova v Ceskych Bud&jovicich.
V prvni c¢asti ulohy pouzil druhou variantu vzorového feSeni, az dospél k vyrazu
a’+(a-1)°+a’. Knalezeni minima tohoto vyrazu pouzil derivaci, tedy vyraz si

predstavil jako funkci (za povSimnuti stoji zdména a za X, jelikoz je student zvykly

derivovat podle x):

f(x)=3x*+1-2x,
f(x)=6x-2,

Dale f’(x) polozil rovno nule a vyjadiil hledanou minimalni hodnotu x neboli:
6x—-2=0,
1
X==.
3
Zde se jiz student vratil k oznaceni a, b, ¢, dosadil do rovnic ziskanych v prvni ¢asti
ukolu a ziskal plny pocet bodd.

Jako doplnéni tento Zak jeSt€ ptiklad dotesil i dalSim zplsobem, a to jako hledani

vrcholu kvadratické funkce. Jeho postup:

y=3a’+1-2a,

y:3[az+1—ga},
3 3
1y 2
=3la-—=| +—,
r=ga-3) 5

y =3a’ _oa+li2
3 3

11



Jan Mat¢jka si zde nakreslil tento graf:

L] —

Obr. 1: Graf z feseni Jana Mat¢jky

Odtud jiz student odvodil minimalni hodnotu vyrazu y =3a’ — 2a+% +§, rovnu 2

3

pro a—1
3
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2.1.4 Statistika uspéSnosti pri FeSeni ilohy B-1

Jak jiz bylo zminéno, v této Gloze byla dtlezita znalost déleni polynomi. Absence

cvwr

poc¢tem bodi. DalSich pét zaki vydélilo polynomy spravné, ale nebyli schopni toho dale

vyuzit k ispésnému feseni prikladu. Jeden zak ulohu netesil viibec.

Hodnoceni Pocet studenti Relativni ¢etnost
neresil 3 0,14
0 bodu 5 0,23
1 bod 5 0,23
2 body 1 0,05
3 body 0 0,00
4 body 0 0,00
5 bodu 0 0,00
6 bodu 8 0,36

Tabulka 1: Statistika tispéSnosti feseni tlohy B-1

Graf Gspésnosti

O Pocet zaku

O RPN WS 01O N O ©

nefeSil Obodi 1bod 2body 3body 4body 5bodd 6 bodi
Pocet boda

Obr. 2: Grafické znazornéni uspésnosti v tlloze B-1
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Pokud se zaméfime na zadky, ktefi ziskali plné bodové ohodnoceni, mizeme je

rozdélit podle zptsobu feSeni, jak ukazuje tabulka 2.

Zpusob FeSeni Pocet studenti Relativni ¢etnost
Vzorové feSeni ¢.1 4 0,50
Vzorové feSeni ¢.2 3 0,38
Vzorové fesSeni ¢.2

e . 1 0,12
S vyuzitim derivaci

Tabulka 2
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2.1.5 Rozbor chyb Zaki

Po fesitelich s plnym poétem bodd bylo nejvyssi dosazené ohodnoceni dva body,
které ziskal pouze jeden student. Vysel ztoho, ze mnoho¢len x*+ax®+bx+c je
délitelny mnohoélenem x*+x+1, pravé kdyz je zbytek pii déleni nulovy mnohoélen,
tedy b—a+1=0 a soucasné¢ c—a=0. To je spravna uvaha, avsak dal student uvazuje
tak, ze jelikoz a=c, bude vyraz a’+b?+c® nabyvat nejmensi hodnoty pravé tehdy,
kdyz dosadime za a=c=0. Takto nelze uvazovat a student ma zbytek ptikladu Spatn¢,

piichazi tedy o ¢tyii body.

Nasleduji fesitelé¢ s jednobodovym ohodnocenim a jejich chyby, takovych feSiteld
bylo pét. Jeden bod ziskali vSichni shodn€ za spravné vydéleni mnohoc€lenu, uréeni
zbytku a spravnou uvahu, Ze je nutno polozit zbytek rovno nule. Hned tfi Zaci zde
uvazovali stejné jako jejich kolega ohodnoceny dvéma body, avsak nedokazali vyjadiit
ani rovnice b—a+1=0, c—a=0. Dalsi dva studenti se ze zbytku snazili vyjadfit

proménné X, a, b, ¢, zde se vSak zasekli a dal nepokracovali.

Z4ci, ktefi neziskali zadny bod, aZ na jednoho délili $patné polynomy, a tak hned od
zaCatku neméli Sanci dospét ke spravnému vysledku. Onen zmitlovany zak se do déleni
nepoustél, uvazoval, Ze polynom cCtvrtého stupné se bude chovat stejné jako stupné

druhého, a jal se pocitat diskriminant, samoziejm¢ bez uspéchu.

Jako zajimavost zde zminim Zzaka, jehoZ feSeni je ke zhlédnuti jako pfiloha této
prace. Neziskal ani bod, jelikoZ neumél vydélit polynomy, avSak ulohu doprovazi

Vv ov

slovnim komentafem (s rovnéz $patnou tivahou), ve Kterém si fika o body:... ,,ddle bych

musel jesté uvazovat o @’ +0b*>+c?, ale jak vidite, néjak jsem se do toho zamotal. Ale
tak 1 nebo 2 bodiky za snahu???* Jedna se o studenta, ktery nakonec v celém kole

neziskal ani jeden bod.
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2.2 Uloha B-2

2.2.1 Zadani ulohy

Je dan trojuhelnik ABC se stranou BC délky 22cm a stranou AC délky 19cm, jehoz

téznice t,, t, jsou navzdjem kolmé. Vypocitejte délku strany AB.

2.2.2 Vzorové reSeni

Ozna¢me D stied strany AC, E stied strany BC a T tézisté trojuhelniku ABC (obr. 3).
Ozna¢ime-li dale 3x a 3y délky téznic t, a t, mame
|AT| = 2X,|ET| = X,|BT| = 2y,|DT| =Y. Ze zadani plyne, Ze trojuhelniky ATD, BET, ABT

jsou pravouhlé, takZe podle Pythagorovy véty plati

b
2x Payi=| =],
g (ZJ
2 a2
X+ 2y T= =,
g (2)
2x *+ 2y “=c?

. , . 1 )
Seétenim prvnich dvou rovnic dostaneme 5 x> +y® = " a®+b’ a po dosazeni do
o 1 . ]
tfeti rovnice mame ¢* =4 x*+y® = A a’+b? . Numericky pak vzhledem k tomu, ze

% 22* +19* =169, vychazi c=13cm.

16



Obr. 3

Kritéria hodnoceni

po jednom bodu za pouziti Pythagorovy véty pro trojuhelniky ATD, BET, ABT a dva body za vypocet
délky strany AB.
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2.2.3 Analyza fesitelskych postupt

V této uloze vSichni fesitelé, ktefi ziskali alesponi jeden bod, postupovali stejnym

zpusobem, ktery je uveden jako vzorové feseni.

2.2.4 Statistika uspéSnosti pri ieSeni ulohy B-2

Jak ukazuje tabulka 3, v této tloze plného bodového ohodnoceni dosahlo hned 11
zaki (50%). Alespon Ctyfi body ziskalo 15 zakd.

Hodnoceni Pocet studenti Relativni ¢etnost
nefesil 2 0,00
0 bodu 3 0,14
1 bod 0 0,00
2 body 2 0,09
3 body 0 0,00
4 body 2 0,09
5 bodu 2 0,09
6 bodu 11 0,50
Tabulka 3

Graf uspéSnosti zakil na obr. 4 ndzorn¢€ ukazuje velké zastoupeni tspéSnych fesiteld.

18



Graf uspésnosti

O Pocet zaka
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Pocet boda

Obr. 4: Grafické znazornéni uspésnosti v Gloze B-2
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2.2.5 Rozbor chyb zaka

Nejcastéjsi chybou, ktera pripravila zaky o plny pocet boda, bylo zbytecné
zaokrouhlovani, a z toho plynouci pouze pfiblizny vysledek. Tohoto se dopustili Ctyfi
Zaci.

Dalsi chybou byla neznalost vlastnosti té€Znic, kdy jeden zak vychazel z pfedpokladu,

Vv oew

Pythagorovu vétu. Pouzil ji ve tvaru c=a’+b?. U dalsiho studenta se projevila

3249-16t7 57-4t,
36 6

neznalost pravidel odmociiovani, kdy tvrdil:

Nasledovali zaci s nulovym ohodnocenim, jejichz chybou byl naprosto mylny

predpoklad, z n¢hoz vychézeli.

20



2.3 Uloha B-3

2.3.1 Zadani ulohy

Pfirozené ¢islo nazveme vinitym, pokud pro kazdé tii po sobé jdouci ¢islice a, b, ¢
jeho desitkového zapisu plati a—b b—c <0. Dokazte, ze z ¢islic 0, 1,..., 9 je mozno

sestavit vice nez 25 000 desetimistnych vinitych ¢isel, ktera obsahuji vSechny Cislice od

nuly do devitky (Cislice 0 nemize byt na prvnim miste).

2.3.2 Vzorové reSeni

Cislice 0, 1, 2, 3 a 4 nazvéme malé (zkracené m), Cislice 5, 6, 7, 8 a 9 naopak velké

(zkraceng V). Pravidelnym stfidanim malych a velkych ¢islic vzdy vznikne vInité ¢islo.

0 . 2, < .
Cisel tvaru vmvmvmvmvm je 5!, ¢isel tvaru mvmvmvmvmy 4-415!1 Téch vinitych

Cisel, ktera vzniknou pravidelnym stfidanim malych a velkych Ccislic, je tedy

S 54+4.41 =514l 5+4 =120-24-9=25920 > 25000.

Poznamka. Vsech desetimistnych vinitych cisel s vesmés rlznymi cCislicemi je
93 106.
Kritéria hodnoceni

Za tplné feseni bylo mozné ziskat 6 bodl. Jeden bod za poznatek, Ze pravidelnym stfidanim malych a
velkych Cislic vznikne vlnité Cislo. Po dvou bodech za spravné urCeni poctu vilnitych Cisel tvaru

vmvmvmvmvm a tvaru mvmvmvmvmy a jeden bod za dokon¢eni dikazu.
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2.3.3 Analyza fesitelskych postupt

Vsichni fesitelé, ktefi dosahli plného poctu bodl, pouzili postup analogicky se
vzorovym feSenim. Jelikoz ostatni feSitelé neziskali ani bod, jejich postupy byly zcela

Spatné, a proto se jim budeme vénovat v ¢asti rozboru zdkovskych chyb.

2.3.4 Statistika aspéSnosti pri Feseni ulohy B-3

V této uloze se ukazalo klicem k feSeni to, zda si studenti dokézali rozdélit ¢islice na
malé a velké. Jak je vidét v tabulce 4, plného po¢tu bodt dosahli pouze ¢tyii zaci (18%).
Ostatni zaci (82%) neziskali ani bod, z toho jedenact zaki se o feSeni pokusilo, dalSich

sedm se rozhodlo ptiklad nefesit viibec.

Hodnoceni Pocet studentu Relativni ¢etnost
nefesil 7 0,32
0 bodu 11 0,50
1 bod 0 0,00
2 body 0 0,00
3 body 0 0,00
4 body 0 0,00
5 bodu 0 0,00
6 bodu 4 0,18
Tabulka 4

Z grafu na obr. 5 je patrné, jak velkou roli zde predstavoval napad rozdélit Cislice na
malé a velké. VSichni studenti, ktefi na toto rozdéleni pfisli, jiz dokéazali priklad Gspésné

vyfesit.
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Obr. 5: Grafické znazornéni uspésnosti v tloze B-3
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2.3.5 Rozbor chyb zaki

Ctyfi studenti méli ulohu zcela spravng, dalsich 7 ulohu nefesilo. Budeme se proto

vénovat chybam zbylych jedendacti zakt, ktefi neziskali zadny bod.

Zakladni chybou hned dvou studenti bylo, Ze si nepeclivé piecetli zadani
a zapomn¢li na fakt, ze hledand desetimistnd ¢isla maji obsahovat vSechny cislice od
nuly do deviti. Dalsi dva studenti Spatné¢ pochopili definici vinitych Ccisel, takze

napiiklad i ¢islo 1234567890 povazovali za vinité.

Ostatni pochopili definici vinitych ¢isel spravng, avsak jelikoz je nenapadlo rozdélit
si Cislice na malé a velké, snazili se bud’ Cisla vypisovat do riznych tabulek a z nich
odecist pocet vlnitych ¢isel, nebo postupovali logickou tvahou, ktera se vSak vzdy

ukézala jako nespravna.
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2.4 Uloha B-4

2.4.1 Zadani ulohy

Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC. Pro libovolny bod L jeho strany AB ozna¢me K, M
paty kolmic z bodu L na strany AC, BC. Zjistéte, pro kterou polohu bodu L je usecka
KM nejkratsi.

2.4.2 Vzorové reSeni

Protoze jsou thly LKC a LMC pravé, lezi body Ka M na Thaletové kruznici nad

primérem CL (obr.6). Podle véty o obvodovém thlu piislusi tétivé KM stiedovy thel

velikosti 2y, proto |KM|=|CL|Sin}/ (v pravouhlém trojuhelniku KPS, kde P je stied

usecky KM a S stred usecky CL, je totiz

KS|= %|CL| |[<KSP| = 7). Usetka KM je tedy

nejkratsi, pravé kdyz je nejkratsi usecka CL; to nastava prave tehdy, je-li L pata vysky

z vrcholu C na stranu AB.

Kritéria hodnoceni
Za Uplné teSeni zaci ziskali 6 bodi. Dva body ziskali feSitelé za poznatek, ze body Ka M lezi na
Thaletové kruznici nad primérem CL, dva body za dikaz rovnosti |KM | = |CL| sin y a dva body za urceni

polohy bodu L.
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Obr. &
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2.4.3 Analyza fesitelskych postupt

U této ulohy pouze jeden student postupoval obdobnym zptisobem, jako je uvedeno
ve vzorovém fedeni, a to Jan Mat&jka z Gymnazia Jirovcova v Ceskych Budgjovicich.
Spravné urcil, ze body Ka M lezi na Thaletové kruznici nad primérem CL. Déle jiz
postupuje nasledovné (uvadime doslovnou citaci, pouze u stfedu Thaletovy kruznice se

pro piehlednost drzime predeslého oznaceni S):

» XKSM = 2<«KCM =konst.(obvodové¢ a stiedové uhly)
|KS| = |SM | (poloméry kruznice opsané)
= «XMKS =<«SMK =90°-<«KCM

Trojuhelnik KMS je rovnoramenny a vSechny trojuhelniky KMS jsou podobné
(<KSM = konst.)

= hledam min(KS);|KS| =|CS| (poloméry kruznice opsané¢) = min(CL) =

...odtud uz student nachazi spravné feseni.

Tento postup je spravny a vede ke spravnému vysledku, avSak student zapomnél

zdtivodnit vazbu mezi min(KS) a min(CL) a zaroveit mezi min(KS) a min(KM).

Dalsi student, Ondiej Leder z Gymnazia Ceska v Ceskych Bud&jovicich, pouZil jiné

feSeni, kdy vychazel z nacrtku (obr.7):
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Qbr. 7

Zde si student spravné vyjadiil, ze:
® =180-(90+ 5)
7=180-(90+ )
A=180—(w+71)
= |«KLM| = konst.
Pro dany trojuhelnik ABC. VSechny tsecky KL jsou rovnobézné, iiseCky ML také.
I =k” +m’® — 2kmcos A.
cos A je konstantni.
Az doposud tento student postupuje spravné, v dal§i Casti feSeni dojde k chybné

uvaze, a z ni plynoucimu Spatnému vysledku:

12 =k? +m? —2km- X

! Spravné by zde bylo uvadét velikosti uhli ve stupnich, drzim se viak originalu studentova feseni.
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Fce x° je parabola = neroste umérn&. Chceme-li tedy, aby soucet k*+m?* byl co
nejmensi, musi k =m. Pak 1> = 2k® —2k®cos A. To plati pro tento piipad, protoze roste-
li k, pak m klesa. Usetka KM bude nejkratsi, bude-li trojuhelnik KLM
rovnoramenny a KM bude zdkladna (chybna tivaha i vysledek — toto nastane pouze ve
specialnim piipad¢).

Dalsi student pfisel ke spravnému vysledku, jak sam uvadi, ,,peclivym zkouSenim

Z obrazku, tedy samoziejmé bez postupu ¢i dikazu.

Posledni zptisob feseni, ktery se 1iSi od ostatnich, je od studentky, ktera hned v tvodu
prohlasuje, ze v pravouhlém trojuhelniku je vSechno jednodussi, a pracuje dale pouze
S pravouhlym trojihelnikem. Dochazi ke spravné hypotéze, kterd je vSak bez dikazu

a samoziejme pouze specidlnim piipadem.

Ostatni fesitelé pouzili (alespoil ndznak) jedné z téchto moznosti feseni.
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2.4.4 Statistika uspéSnosti pri FeSeni ilohy B-4

V této tloze nedoséhl zadny z zakl na plné bodové ohodnoceni. Naopak maximalné

dva body ziskalo 20 zaki (91% ucastnika).

Hodnoceni Pocet studenti Relativni ¢etnost
netesil 3 0,14
0 bodu 7 0,32
1 bod 7 0,32
2 body 3 0,14
3 body 1 0,05
4 body 0 0,00
5 bodu 1 0,05
6 bodu 0 0,00
Tabulka 5

Nasledujici graf uvadi ptehled o obtiznosti ulohy cislo 4.

Graf uspésnosti
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O P N W b 01 O N ©
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Pocet bodu

Obr. 8: Grafické znazornéni uspésnosti v tiloze B-4
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245 Rozbor chyb zaki

V této uloze jeden zék fesil tlohu spravné, avSak pominul dilezité zdiivodnéni, dalsi
jeden zak dosel ke spravnému vyjadieni, ze kterého vyvodil chybnou uvahou nespravny

vysledek (oba viz analyza fesitelskych postupit).

Ostatni studenty rozdélime na ty, ktefi ziskali alesponl jeden bod (10 zakl), a na

studenty bez bodového zisku (10 zaki).
Prvné jmenovani se dopoustéli téchto chyb:
a) vypracovali hypotézu pouze pro specialni piipad (4 zaci),
b) hypotéza vyi¢ena pouze na zakladé obrazku (3 Zaci),

€) chybné uvahy po spravném postupu na zacatku feSeni (3 Zaci). Témito uvahami
jsou tvrzeni zaku, ze ,,aby KM byla co nejkrat$i, musi paty vySek téchto
trojihelnikll byt totozné, dale ,,v tétivovém ctyfuhelniku jsou uhlopficky stejné
dlouhé* a ,,oddalovani bodu L od stfedu usecky AB zpisobuje zvétSovani usecky

KM.«
Studenti s nulovym poc¢tem bodi se dopoustéli téchto chyb:

a) chybné tvrzeni vychazejici pouze z obrazku (4 Zaci). Jsou to tvrzeni ,,KM je
nejkrat§i pro L=A“ dale ,,L je stfed tGseCky AB,“ jedna studentka si

prizpusobila obrazek tak, aby ji vySlo spravné feseni,

b) chybna uvaha typu ,, KM je nejkratsi, kdyz KM || AB“ (2 Zaci),

c) tvrzeni, ze |[KM| je nejmensi, pokud c, : ¢, =sin B:sina, kde c, je ta ¢ast strany

c, ktera tvori usecku AL,

d) tii studenti nefesili ilohu vibec.
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2.5 Souhrnna statistika prikladi kategorie B

V nasledujici tabulce je pro srovnani zobrazena uspésnost zakli v ulohach kategorie
B. Pfi srovnavani obtiznosti ptikladil je vidét, Ze nejleh¢i tlohou pro zéky byla uloha B-
2, nasledovné pak tloha B-1. Naopak jednoznacéné nejvétsi potize v této kategorii
studentiim ¢inila uloha B-4. Zde studenty nenapadlo pouzit vétu o obvodovém thlu, coz

bylo ziejme nejvétsi prekazkou k vyteseni ulohy.

Uloha B-1 Uloha B-2 Uloha B-3 Uloha B-4
Hodnoceni Pocet | Relativni | Polet | Relativni | PoCet | Relativni | Pocet | Relativni

Zaki | Cetnost | Zaki | Cetnost | Zaka | Cetnost | Zzaki | Cetnost
nefesil 3 0,14 2 0,00 7 0,32 3 0,14
0 bodi 5 0,23 3 0,14 11 0,50 7 0,32
1 bod 5 0,23 0 0,00 0 0,00 7 0,32
2 body 1 0,05 2 0,09 0 0,00 3 0,14
3 body 0 0,00 0 0,00 0 0,00 1 0,05
4body 0 0,00 2 0,09 0 0,00 0 0,00
5 bodi 0 0,00 2 0,09 0 0,00 1 0,05
6 bodu 8 0,36 11 0,50 4 0,18 0 0,00

Tabulka 6
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3 Kategorie C

Kategorie C je urCena studentiim prvnich ro¢nikii stfednich skol. V krajském kole
byly zadany ctyii ulohy, na jejichz feSeni méli studenti ¢tyfi hodiny Cistého Casu (tzn.
240 minut). Soutéz se konala v budové Pedagogické fakulty Jihoceské univerzity

v Ceskych Budgjovicich dne 27. biezna 2007.

3.1 Uloha C-1

3.1.1 Zadani ulohy

V roviné jsou dany dva ruzné body L,M a kruznice k. Sestrojte trojuhelnik ABC
co nejveétsiho obsahu tak, aby jeho vrchol C lezel na kruznici k, bod L byl sttedem

strany AC abod M stfedem strany BC.

3.1.2 Vzorové reSeni

Pfi rozboru uvazme libovolny trojuhelnik ABC s vrcholem C na kruznici k, jehoz
strany AC,BC maji stiedy po fadé v bodech L,M (obr. 8). Protoze LM je stiedni

prickou takového trojuhelniku, je jeho obsah roven ctyifndsobku obsahu trojihelniku

LMC. Tento trojuhelnik ma pevnou stranu LM, takze jeho obsah je nejvétsi, prave
kdyZ je nejvétsi jeho vySka z vrcholu C, tedy vzdalenost d bodu C od pfimky p
urcené body L, M.

33



Obr. 8

Dodejme, Ze misto srovnani obsaht trojihelnikii ABC a LMC dojdeme ke stejné

podmince také takto: trojihelnik ABC mé stranu AB pevné délky ¢ =2|LM| a vysku
v, =2d. Proto je jeho obsah %cvC roven 2|LM|-d, takze je nejvétsi mozny, kdyz je

takova vzdalenost d.

Pro ktery bod Cek je vzdalenost d nejvétsi? Vedme bodem C piimku t
rovnobéznou s piimkou p. Je-li vzdalenost d nejvétsi mozna, musi cela kruznice K
leZet ve stejné poloroviné s hrani¢ni pfimkou t jako ptimka p (volbou bodu C ek
uvnité opacné poloroviny bychom vzdalenost d zvétsili). Pfimka t je proto nutné
te¢nou kruznice K (rovnobéznou s danou piimkou p) a bod C je jejim dotykovym
bodem.

Odtud jiz plyne konstrukce: bod C urc¢ime jako ten ze dvou prusecikt kruznice K
s kolmici na ptimku p vedenou sttedem S kruznice k, ktery ma od ptimky p vétsi
vzdalenost (maji-li ji oba pruseciky stejnou, vybereme kterykoli z nich). Body A,B pak
sestrojime jako obrazy bodu C v soumérnosti podle sttedu L, resp. M.
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Diskuse : Te¢ny kruznice k rovnobézné s pfimkou LM maji od této piimky dvé
rizné vzdalenosti, pravé kdyz stied S kruznice k na pifimce LM nelezi; tehdy ma
uloha jediné feSeni. V opacném ptipadé, kdy stied S na ptimce LM lezi, ma uloha dvé
reSenti.

Kritéria hodnoceni

Za uplné feseni bylo mozno dosdhnout 6 bodi, ztoho 3 body za nalezeni podminky maximalni

vzdalenosti bodu C od LM, 2 body za postup konstrukce a 1 bod za spravné uréeni obou moznych poétl

feSeni. Intuitivng jasné uréeni nejvzdalengjsiho bodu kruznice k od pfimky LM neni nutné zdtvodiiovat

(tfeti odstavec fesent).

35



3.1.3 Analyza fesitelskych postupt

V této uloze bylo dulezité¢ uvédomit si, ze velikost obsahu daného trojuhelniku zavisi
na délce vysky v, Témér vSichni studenti, ktefi dosahli poctu alespon tfi bodu, fesili
piiklad obdobné, a to postupy shodujicimi se se vzorovym feSenim. Zde si uvedeme

feSeni dvou studentdl, u kterych se v feSeni objevila néjaka zajimavost.

Student Petr Dolezal z Gymnézia Jirovcova 8 v Ceskych Budg&jovicich fesil tilohu

takto (stylisticky upravena citace autora):

Okt 9

AB|| AB’, protoze |«C'LC|=|«ALA]| a |«C'MC|=|«BMB, pot¢ i ML| AB| AB".

Ménim-li bod C* po obvodu kruznice, méni se uhly «, £, ale jejich soucet je stejny,
tedy A'B" je stale stejné¢ dlouhd jako AB. Kolmice (vysky) jsou také rovnobézné.
Vlivem posunuti AB na AB" je obsah trojihelniku C AB  vétsi nez obsah

trojuhelniku CAB.
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Nejdelsi vysku proto muzeme ziskat, kdyz bod C bude prisecikem kruznice Kk

a pfimky p, kterd prochazi bodem S a je kolma na LM.

Dalsi zajimavé feSeni vymyslel zak FrantiSek Steinhauser z Gymnazia Dacice

(stylisticky upravena citace autora):

Napfted si udélam nahodnou kruznici k a dva body M, L (obr. 10). Dale si udélam dalsi

dvé kruznice a a b. Kruznice a bude mnozina moznych bodi A a b mnozina
moznych bodéi B.? Pak mé& napadne, Ze zakladny AB jsou viechny rovnob&zné (takze
i vyiky budou rovnob&zné) a stejné dlouhé.? Z toho plyne, Ze na sestrojeni trojihelniku
S nejveétsim obsahem je tfeba jen sestrojit ten s nejveétsi vyskou. To bude ten, u kterého

bude AB te¢nou kruznic a a b, samoziejmé tou vzdalenéjsi od kruznice k.

2 Kruznice a, b sestrojil jako obrazy kruznice k ve stfedovych soumérnostech se sttedy L, M.

¥ Zde student neuvedl zdivodnéni, aviak patrné vyuzil vlastnosti sttednich pricek trojuhelniku.
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3.1.4 Statistika uspéSnosti pri FeSeni ulohy C-1

V této uloze dosahli pouze tfi zaci plného bodového ohodnoceni. Maximélné dvou

bodi dosahlo 40 zaku (70%).

Hodnoceni Pocet studenti Relativni ¢etnost
nefesil 9 0,16
0 bodu 25 0,44
1 bod 3 0,05
2 body 3 0,05
3 body 7 0,12
4 body 1 0,02
5 bodu 6 0,11
6 bodu 3 0,05
Tabulka 7

Nasledujici graf ndm nézorn€ ukazuje, jak velky podil z celkového poctu zaki v této

uloze neziskal ani bod. Takovych zakt zde bylo hned 34 (60%).
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Obr. 11: Grafické znazornéni uspésnosti v tloze C-1
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3.1.5 Rozbor chyb Ziki

Zde si studenty rozd€lime do dvou skupin, a to na ty, ktefi ziskali alesponl jeden bod

(23 z4kt), a na ostatni.

V prvni jmenované skupiné byla nejcastéj$i chybou opomenuta diskuse poctu feSeni

(20 zaki). Dalsimi chybami bylo:
a) zadné, nebo neuplné zdavodnéni postupu (8 zaki),
b) feseni pouze pro specialni piipad (3 Zaci),

C) experimentalni feSeni (1 zak).

Ve druhé skupiné zakt (tedy skupin€ zaki, ktefi neziskali ani jeden bod), se

vyskytovaly tyto chyby:
a) Spatné pochopené zadani (8 zaku),

b) odhad, Ze feSenim bude specialni ptipad trojuhelniku (rovnostranny,

rovnoramenny nebo pravouhly), a z toho plynouci Spatny cely postup (6 zaki),

€) nepodlozené tvrzeni, ze bod C musi leZet na ose thlu LSM (4 Zaci), nebo na

ose usecky LM (2 Z4ci),
d) S$patné feseni bez zdtvodnéni (5 zaku),

e) tuto ulohu nefesilo devét zaka.
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3.2 Uloha C-2

3.2.1 Zadani ulohy

Necht’ p,q,r jsou pfirozena &isla, pro néz plati p+r./p+q +q=2007.
a) Urcete, jakych hodnot mize nabyvat soucet p+q-+r.

b) Urcete pocet vSech trojic p,q,r prtirozenych &isel, které vyhovuji dané

rovnici.

3.2.2 Vzorové reSeni

a) Splnuji-li pfirozena ¢isla p,q,r danou rovnici, dostaneme z ni vyjadieni

2007 - p-
\/p+q=#,

takZe ¢islo /p+q je raciondlni, a tedy celé (odmocnina z pfirozeného ¢isla je

totiz bud’ Cislo celé, nebo ¢islo iraciondlni). Proto z rovnosti

2007 = p+r{p+q+q=(p+q)+ryp+q=+/p+a(/p+q+r)

dostavame rozklad ¢isla 2007 na dva celociselné Cinitele \/ p+qg a \/ p+q-+r,

pro které zieymé plati

1<{p+q<p+q+r.

Z rozkladu na prvoéinitele 2007 =3°-223 tudiz vidime, Ze jsou mozné pouze

dva ptipady, které piehledné zapiSeme do tabulky:
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\/p+q \/p+q+r p+qQ r p+q+r

3 669 9 666 675
o =
9 223 81 214 295
Tabulka 8

MozZné hodnoty souctu p+q+r tedy jsou pouze dvé ¢isla: 675 a 295.

(Konkrétni trojice p,q,r , které to prokazuji, nebudeme uvadét, protoze rovnou

urc¢ime v €asti b) jejich pocet.)

b) Rovnost p+q+r =675 nastane, pravé kdyz bude trojice p,q,r spliovat
podminky p+0q=9 a r=666; takovych trojic je pravé tolik co dvojic

(p,q), pronéz p+q=9, tedy 8.

Rovnost p+q+r =295 nastane, pravé kdyz bude trojice p,q,r spliovat
podminky p+q=81 a r=214; takovych trojic je prav¢ tolik co dvojic
(p,q), pro néz p+q==81, tedy 80.

Kritéria hodnoceni
Za uplné fesSeni bylo udéleno 6 bodi, z toho 5 bodl za Cast a) a 1 bod za ¢ast b). Za cast a) feseni

pouze 3 body, chybi-li v jinak upIném postupu zdiivodnéni, pro¢ je hodnota 4/ p+q celé &islo.
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3.2.3 Analyza fesitelskych postupii

V této uloze témer vSichni Zaci, ktefi ziskali alesponi Ctyii body, postupovali
analogicky se vzorovym feSenim. Pouze tii Zaci postupovali odliSnym zplsobem,
ajelikoz tito tfi zéci teSili ulohu obdobné, uvedeme zde pro ilustraci pouze feSeni

jednoho z nich.

Student Petr Dolezal z Gymnazia Jirovcova 8 v Ceskych Budg&jovicich postupoval

nasledovné.

UvaZzoval, Ze rovnici p+ry/p+q +q=2007 lze upravit nasledovné:
r,/p+q =2007-(p+q),

r{y =2007 -y,

kde p+g=vy,yeN.

Zde 74k uvadi, ze ﬁ musi byt pfirozené ¢islo, aby soucin I‘\/y byl také pfirozené
gislo. Odtud voli dalsi substituci, a to /Yy =0c,0eN. Tedy y=o0c° Dostava zde
vyjadreni:

ro =2007-o".

Nasleduje tvaha, ze nejvétsi hodnota o bude pro o=44, protoze
447 =1936 < 2007, zaroven nesmi byt o sudé, protoze 2007 —o by bylo &islo liché
a nebylo by beze zbytku délitelné o.

Nasledovné si student vytvofil tabulku, kde vypsal vSechny liché hodnoty o nizsi
nez 44. Pro kazdou hodnotu veli¢iny o spocital hodnotu veli¢iny r. Vyhovujici
hodnoty studentovi vySly pro o =9,0 =3. Dalsi postup je jiz analogicky se vzorovym

feSenim.
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3.2.4 Statistika uspéSnosti pri FeSeni ulohy C-2

V této uloze dosédhlo plného bodového ohodnoceni sedm zakl, maximalné dva body

ziskalo 35 zaki (61%).

Hodnoceni Pocet studenti Relativni ¢etnost
nefesil 7 0,12
0 bodu 22 0,39
1 bod 6 0,11
2 body 0 0,00
3 body 4 0,07
4 body 5 0,09
5 bodu 6 0,11
6 bodu 7 0,12
Tabulka 9

Nasledujici graf nazorné ukazuje, Ze v této uloze neziskalo ani bod 29 zaka (51%).
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Obr. 12: Grafické znazornéni uspésnosti v tilloze C-2
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3.2.5 Rozbor chyb Ziki

Zde zaky rozd€lime na ty, ktefi ziskali alesponl jeden bod (28 zaki), a na ty, ktefi

neziskali ani bod.

V prvni skupiné se vyskytovaly tyto chyby:

a)
b)

nejcastéjsi chybou zde bylo nedostatecné zdiivodnéni postupu (21 zak),

pocetni chyba (dva zaci).

Ve druhé skupin¢ zaka se objevily nasledujici chyby:

a)

b)
c)

d)

f)

hned 15 74k si nedovedlo vyjadiit vztah /p+q = 2007-p-q ,

jeden zak si predchozi vztah vyjadtil, ale dal se nedostal,

dva studenti se pokusili zadanou rovnici pievést (neuspesné, bez dalsiho

postupu) na kvadratickou rovnici,

dva Zaci uvedli spravné soucty p+q+r, avSak bez jediného naznaku

zdivodnéni,

jeden zak se dopustil hrubé chyby hned na zacatku. Rozd¢lil levou stranu

zadané rovnice na p+r a /p+q+q, tedy se dopustil hned dvou chyb

zéaroven — roztrhl €len ry/p+q anavic q vepsal nespravné pod odmocninu,

sedm zaku nefesilo lohu vubec.
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3.3 Uloha C-3

3.3.1 Zadani tlohy

Rovnoramennému lichobézniku ABCD se zékladnami AB,CD lze vepsat kruZnici

se sttedem O. Urcete obsah S lichobé&zniku, jsou-li dany délky usecek OB a OC.

3.3.2 Vzorové resSeni

Oznacme postupné K,L,M,N body dotyku vepsané kruznice po fad¢ se stranami

AB, BC,CD, DA (obr. 13). Protoze ABCD je rovnoramenny lichobéznik, jeho vnitini
uhly u vrcholi A B,C,D maji po tad¢ velikosti «,a,180"—a a 180" —c. Useéky
OA,0B,0C,0D lezici na osach téchto uhlt proto spolu se ¢tyimi navzajem shodnymi
useckami  OK,OL,OM,ON rozdé€luji cely lichobéznik na osm pravouhlych

., oo , e 1, N . e e s, 1 ,
trojihelnikd, které se shoduji v jedné odvésné a maji ostré vnitini uhly Ea a 90 —Ea.

Téchto osm trojuhelniktl 1ze tudiz rozdélit do dvou ¢tvetic shodnych trojuhelniki: jednu

znich tvoii trojuhelniky OAK,OAN,OBK,OBL a druhou trojihelniky
OCL,OCM,ODM a ODN. Odtud plyne, ze obsah S lichobézniku ABCD je roven
Ctyfnasobku soucCtu obsaht trojuhelniki OBL a OCL, tedy c¢tyfnasobku obsahu

trojuhelniku OBC. Podle vnitinich thld u vrchold B a C vidime, Ze trojuhelnik OBC
je pravouhly s odvésnami OB a OC, takZe ma obsah %|OB|-|OC|, a hledany celkovy
obsah S jetudiz S = 2|OB|-|OC|.

Pozndmka. Mala obména casti pifedchoziho postupu: je-li O stfed kruznice vepsané

te¢novému Ctyithelniku ABCD, je snadné ukdzat, Ze jeho obsah je roven dvojnasobku
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souctu obsaht trojuhelniki OAB a OCD, stejn¢ jako trojuhelniki OBC a ODA

Posledni dva trojuhelniky jsou u naseho rovnoramenného lichobézniku ABCD shodné.

Rovnost Sgus +Socp = Sope +Sopa  dokdZeme nasledovné. Jelikoz je ctyfuhelnik

ABCD osové soumérny podle osy MK, stac¢i dokazat rovnost Sg.y, + Sgge = Soge. Z0e

si trojuhelnik OBC rozdé€lime na dva trojihelniky OLC a OBL (viz obr. 13). Shodnost
trojuhelniki OLC a OCM dokazeme podle véty sss. Jelikoz body M,L jsou body

dotyku te¢en vedenych z bodu C ke kruznici k se sttedem O a polomérem r, jsou
usecky CM,CL stejn¢ dlouhé. Stranu OC maji trojuhelniky spolecnou a posledni

strana ma délku rovnu velikosti poloméru r. Obdobné plati pro shodnost trojihelnikti

OKB, OBL.

Obr. 13

Jiné FeSeni
Pro vysku v a strany a,b,c,d lichobézniku ABCD s vepsanou kruznici k(O,r)

plati rovnosti v=2r a a+c=Db+d (vlastnost tecnového ctyiuhelnika). Z prvni z nich

plyne, Ze stted O lezi na stfedni pticce lichobézniku, jejiz délka %(a+c) je podle

. 1
druhé rovnosti rovna E(b +d). V naSem ptipadé ovSem plati b =d, takze stfedni pticka
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je shodna s obéma rameny a bod O je jejim stfedem, nebot’ rovnoramenny lichobéznik

je osové soumérny. Dohromady dostavame, ze bod O lezi na kruznici sestrojené nad
pramérem BC, a proto je OBC pravouhly trojuhelnik o obsahu %|OB|~|OC|. Jeho
vyska na preponu BC je vSak polomérem r vepsané kruznice K, tudiz obsah
trojihelniku OBC je rovnéz roven %br. Porovndnim obou vyjadfeni dostaneme
rovnost |OB|-|OC| =br. Pro hledany obsah S naseho lichob&zniku proto plati

S =%-v=b-2r=2-|os|-|oc|.

Kritéria hodnoceni

Za uplné feseni Slo ziskat 6 bodl, ztoho pfi prvnim postupu 3 body za zdidvodnéni, ze dany
lichobéznik je slozen ze dvou ctvefic shodnych trojuhelniki, nebo za rovnost typu
Some  Soco = Soac + Sops- Za hlubsi poznatek S =4-S ;. uz je ohodnoceni ¢tyfi body. Jeden bod za
zjisténi, ze OBC je pravouhly trojuhelnik, stejné tak za postup, kdy feSitel pouze rozdéli dany

lichobéznik na ctyfi dvojice shodnych trojuhelnikti a dalS$iho pokroku v uvahach o jejich obsahu

nedosahne.
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3.3.3 Analyza fesitelskych postupt

Tato uloha byla feSena hned nékolika riznymi postupy, zde si opét uvedeme ty, které

se 1i8i od vzorovych.

Jako prvni uvedeme postup studentky Markéty Bldhové z gymnazia v Trhovych
Svinech. Markéta si zadany lichobéznik rozd¢€lila na dva navzajem se prekryvajici

trojuhelniky ADP a CTB (obr.14, stylisticky upraveno, ponechano znaceni autorky).

) M o
X
o,
d
A T g P B
Obr. 14

Body T,P nasla jako obrazy bodi C,D ve stfedové soumérnosti podle O. Dale

vyuzila toho, ze trojuhelnik BOC je pravouhly (nebot S+ =180
a |«BOC| =180 —[é%) —907).

Dale uvadi, ze S,gcp =Scrs +Sapps protoze oba trojuhelniky jsou rovnoramenné.

Vysledkem je obsah o velikosti 2xy, kde X,y jsou zadané délky.

Dalsi zplisob feSeni pouzil student Jan Mare§ z gymnazia ve Strakonicich. Také Jan

vyuZil naértku (obr. 15, opét se drzime znaceni autora).
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Obr. 15

Jak je vidét na obrazku, toto feSeni spoc¢iva Vv rozdéleni obsahu lichob&ézniku na dva
obsahy (na obr. 15 barevné odliseny), které si student vyjadiil a nasledné secetl. Vyuzil
zde shodnosti trojuhelnikii AOD,OBC a OXB (soucet obsaht téchto tii trojuhelnikti

oznacil S;). Spravné (avSak bez dikazu pravouhlosti trojuhelniku OBC) urcil, ze

OB|-|OC
S, =3-w. Obsahem S, nazval soucet obsaht trojuhelniki OCD a AXO. Zde

14 /4 S v /4 W W W o A . W 4 14
uvadi S, = 31, coz je spraavng, avsak opét bez dikazu. Ziejmé zde vychazel z obrazku,

kde si mohl trojuhelnik AOD sloZit z trojuhelniki AXO a OCD a to tak, ze

trojihelnik AXO zobrazil v osové soumérnosti podle osy AO, obdobn¢ trojihelnik

OCD v osové soumérnosti podle osy OD.

Nasledng secetl obsahy S, a S, a dostal vysledek, tedy S =2-|OB|-|OC]|.
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3.3.4 Statistika uspéSnosti pri FeSeni Glohy C-3

V této uloze dosahli plného bodového ohodnoceni dva zaci, maximalné dva body

ziskalo 43 zaku (75%).

Hodnoceni Pocet studenti Relativni ¢etnost
nefesil 11 0,19
0 bodt 24 0,42
1 bod 7 0,12
2 body 1 0,02
3 body 6 0,11
4 body 1 0,02
5 bodu 5 0,09
6 bodu 2 0,04
Tabulka 10
Graf uspé&Snosti
30
25 —
20
15
10 A
5 _
0 T T T — T T — T T |_|
nefesil Obodd 1bod 2body 3body 4body 5 bodad 6 bodu
Pocet bodu

Obr. 16: Grafické znazornéni Gspé&snosti v uloze C-3
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3.3.5 Rozbor chyb Ziki

Zde opét rozd€lime zaky do dvou skupin. Na ty, kteii ziskali alespon jeden bod, a na

ostatni, ktefi byli ohodnoceni nulovym poctem bodu.

V prvni skupiné se vyskytovaly tyto chyby:

a)

nejcastéjsi chybou zaku bylo, ze nedokazali (pouze odhadli z obrazku) velikost

uhlu COB. To, Ze je tento thel pravy, dokazali pouze tfi Zaci,
postup bez nélezitého zdivodnéni (sedm zaku),

odevzdana rozpracovana tloha (dva zaci),

feSeni pouze pro specialni ptipad (dva zaci),

chybnd ivaha na zékladé nespravného cteni z nacrtku (Ctyti Zaci).

Ve druhé skupiné zaka byly nejcastéjsi chyby nasledujici:

a)

b)

d)

zaci se snazili vypoCist obsah lichobézniku pomoci obecného vzorce

S= % -V, vzdy bez tspéchu (12 zaku),

spravny nacrtek bez dalSiho postupu (5 zaki),

spravny nalrtek se Spatnym dalS§im postupem (3 Zaci), z toho jeden Zak chtél
lichobéZnik doplnit na rovnostranny trojuhelnik o strané¢ a, dva studenti Spatné

Cetli z obrazku,
Spatny nacrtek (2 Zaci),

11 zaka ulohu nefesilo vabec.
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3.4 Uloha C-4

3.4.1 Zadani ulohy

Urcete nejvetsi dvojmistné Cislo k S nasledujici vlastnosti: existuje pfirozené ¢islo
N, z n&jz po Skrtnuti prvni Cislice zleva dostaneme ¢islo k-krat mensi. (Po vySkrtnuti
Cislice mize zapis Cisla zaéinat jednou ¢i nékolika nulami.) K ur¢enému ¢islu k pak

najdéte nejmensi vyhovujici ¢islo N.

3.4.2 Vzorové reSeni

Libovolné m+1 —mistné pfirozené¢ ¢islo N sprvni Cislici ¢ mé vyjadieni
N =c-10" +x, kde x je pravé to ¢islo, které dostaneme z ¢isla N po Skrtnuti prvni
gislice c. Podle zadani ma platit N =c-10™ +Xx =kx neboli ¢-10" = (k —1)x. Cislo k-1
tedy musi byt délitelem ¢isla ¢-10™, které ma ovSem pouze jednociferné prvocinitele:
prvocisla 2,5 a prvocinitele z rozkladu ¢islice ¢. Budeme proto postupné testovat na
prvocéinitele ¢isla k —1 pro nejvétsi dvojmistna K :
e k=99:k-1=98=2-7% nevyhovuje, nebot’ 7> nedéli c-10™.
e k=98:k—-1=97 nevyhovuje, nebot’ 97 je dvojmistné prvocislo.
e k=97:k-1=96=2°-3 vyhovuje, nebot naptiklad 2°-3|c-10" pro c¢=3
a m=5; abychom dostali mensi N, mizeme ovSem zvolit mensi m=4
ac=3-2=6 (jiné ¢ pro m=4 nevyhovuje). Pro m<3 wuz vztah

2°-3|c-10™ neplati pro zadnou nenulovou &islici C.
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Hledané nejvétsi dvojmistné k je tedy 97. Podle piedchozi diskuse uréime nejmensi
vyhovujici N, kterému odpovidd m=4,c=6 a x=6-10":96=625 takze
N =6-10" +625 = 60625.

Odpoved’: Hledané k je rovno 97 a nejmensi vyhovujici N je 60625.

Kritéria hodnoceni

Za uplné feSeni dostali feSitelé 6 bodl, ztoho 3 body za obecné zjisténi, ze ¢islo k —1 musi byt
délitelem soucinu nenulové Cislice a mocniny ¢isla 10. Za Gplné je tfeba povazovat i feSeni, kdy jsou
vylouceny hodnoty k =99,k =98 oddélenymi postupy a pro hodnotu k =97 je ureno (nikoliv
uhodnuto) nejmensi vyhovujici N. Pfi jinak Gplném feseni, kdy je pro k = 97 uvedeno sice vyhovujici,

nikoliv v§ak nejmensi mozné N (naptiklad N =303125), se udéli 5 bodu.
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3.4.3 Analyza fesitelskych postupt

V této tloze pouze jeden student dosahl alesponi jednoho bodu, proto se budeme

vénovat jeho postupu.

Tento student postupoval analogicky se vzorovym feSenim, avSak ve fazi, kdy
postupné testoval na prvocinitele ¢isla k—1 pro nejvétsi dvojmistna k, se dopustil
chyby. Spravné sice urcil, ze k=99 a k =98 nevyhovuji, ale k =97 pteskocil a jako
nejvetsi dvojeiferné ¢islo odpovidajici zadani odhadl k =91. Zbytek tohoto feseni byl

proto Spatn¢.

3.4.4 Statistika uspéSnosti pri reSeni ulohy C-4

V této tloze neziskalo zadny bod 56 Zakl (98%). Jediny student ziskal pravé jeden
bod.

Hodnoceni Pocet studentu Relativni ¢etnost
nefesil 15 0,26
0 bodu 41 0,72
1 bod 1 0,02
2 body 0 0,00
3 body 0 0,00
4 body 0 0,00
5 bodu 0 0,00
6 bodu 0 0,00
Tabulka 11
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Graf uspésnosti

O Pocet zaka

nefeSil Oboda 1bod 2body 3body 4body 5bodi 6 bodi
Pocet boda

Obr. 17: Grafické znazornéni tispé$nosti v uloze C-4
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3.4.5 Rozbor chyb Ziki

Zakovi, ktery jako jediny v této uloze ziskal bodové ohodnoceni, jsme se vénovali
v oddile analyzy feSitelskych postupti. Zde se proto budeme zabyvat chybami, kterych

se dopustili ostatni fesitelé.

Hned 26 z téchto zakt dospélo ke stejnému vysledku (konkrétné k =91). Jejich
spole¢nou chybou (a nejcastéjsi chybou v této tloze celkoveé) bylo Spatné vyjadieni

vztahu N =c¢-10™ + x = kx, kdy nejéastéji pouzivali vztah N =c-10+Xx =kx.

Nékteti tento vztah vynechali uplné¢ a hledali ¢islo k logickou tvahou nebo

pokusem.

RovnéZ Castou chybou byla mylna a nepodlozena uvaha, Zze ¢islo k musi koncit
Cislici 1.

Dalsi skupina studentii Spatné pochopila zadéani. Jejich feSeni vibec nespliiovalo

pozadované vztahy (naptiklad Casty vysledek k =99, N =11).

Patnact studentt lohu nefesilo.
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3.5 Souhrnna statistika prikladi kategorie C

V nasledujici tabulce vidime souhrnny piehled uspésnosti zakt pii feSeni uloh
kategorie C. Je zde vidét ptiblizné stejna tiroven obtiznosti iloh C-1, C-2 a C-3. Naproti
tomu je zde patrnd vysoka obtiznost ulohy C-4. Nejvétsi piekazkou v této uloze

studentiim bylo chybovani pfi obecném vyjadieni vztahti uvedenych v zadani.

Uloha C-1 Uloha C-2 Uloha C-3 Uloha C-4
Pocet | Relativni | Pocet | Relativni | Pocet | Relativni | Pocet | Relativni
Zakia | Cetnost | Zaku | Cetnost | Zaka | Cetnost | zaki | Cetnost
neresil 9 0,16 7 0,12 11 0,19 15 0,26
0 bodu 25 0,44 22 0,39 24 0,42 41 0,72

Hodnoceni

1 bod 3 0,05 6 0,11 7 0,12 1 0,02

2 body 3 0,05 0 0 1 0,02 0 0

3 body 7 0,12 4 0,07 6 0,11 0 0

4body 1 0,02 5 0,09 1 0,02 0 0

5 bodu 6 0,11 6 0,11 5 0,09 0 0

6 bodu 3 0,05 7 0,12 2 0,04 0 0
Tabulka 12
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4 Zavér

Cilem této prace bylo provést analyzu feSeni uloh 2. kola 56. ro¢niku MO
V jihoCeském kraji. Analyza byla provedena rozborem originali praci feSitelti. Kromé
podéani uceleného pohledu na zplsoby feSeni jednotlivych uloh, statistiku tspéSnosti
zakt v jednotlivych ulohdch a rozboru chyb, jichz se ucastnici krajského kola
dopousteli, mize tato prace slouzit jako dopliujici studijni materidl pro feSitele
matematickych olympiad, stejné tak jako rozSifujici material pro studenty se zvySenym

zajmem o matematiku.

V Kategorii B, uréené studentim druhych roénikt stiednich Skol, se v tomto ro¢niku
krajského kola zucastnilo 22 fesitelt. Z tabulek v oddilech se statistikou tspé$nosti zakt
ulohou zde z tohoto pohledu byla tloha B-4, ve které¢ zadny student neziskal plny pocet
bodi. Naopak nejlehéi zde byla uloha B-2, kde zakti s maximalnim bodovym

ohodnocenim bylo jedenact.
Kategorie C, kterd je ur¢ena pro studenty prvnich ro¢niki sttednich skol, se v tomto
kole zucastnilo 57 studenti. Ze statistiky uspéSnosti v této kategorii plyne piilisna

obtiznost tlohy C-4, kde pouze jeden Zak ziskal alespon jeden bod.

Podkladem této prace byly originaly zakovskych feSeni, z nichZ nckteré jsou

k nahlédnuti v piilohach.
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