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Anotace:

Tato prace poskytuje zakladni piehled o klasifikaci oby¢ejnych diferencialnich
rovnic. Ve struénosti je zminéna historie oby¢ejnych diferencidlnich rovnic a jejich
pouziti v riznych praktickych oborech. Je popsan prehled moznych metod feSeni
obyc¢ejnych diferencialnich rovnic formou vyteSenych vzorovych piikladii a na konci

kazdé kapitoly je cviceni s uvedenymi vysledky jednotlivych piikladu.




ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS

(EXAMPLE COLLECTION)
BACHELOR’S THESIS

Annotation:

The thesis provides basic classification of the ordinary differential equations.
Basic historic timeline (containing the list of the main scientists) is also presented as
well as the practical usage of the ordinary differential equations. Various solving
methods are described with a number of examples and exercices at the end of each

chapter.
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2. Uvod

Diferenciélni rovnice od dob svého vzniku postupné pronikaly do nejriznéjsich
oblasti védy a stavaly se postupné mocnym nastrojem, ktery umozioval lépe popisovat
pfirodni jevy a déje. V soucasnosti je jejich pouziti velmi Siroké, na jejich pouziti je
postaveno napiiklad hojné vyuzivané pocitaové modelovani — napf. modelovani
proudéni tekutin, plyni a par, modelovani napjatosti a deformaci v materialech atd.
Kazdy dé&j je popsan svymi diferencidlnimi rovnicemi nebo jejich soustavami (které
odvodili badatelé z riznych védnich oboriu). Uzivatel pak sam voli slozitost ulohy
aktivaci vypoltu rtiznych déji. Vypoéty se provadi implementovanymi numerickymi
metodami. Tyto systémy jsou jiz vysoce sofistikované, nicméné jejich zakladem
(zdkladem pro daldi zpfesiovani — tzn. kvalitn&j$i popis dé&je) jsou obycejné
diferencialni rovnice.

Tato prace ma za cil seznamit struénou formou s historii obyCejnych
diferencidlnich rovnic, jejich pouzitim v praxi a hlavné pfiblizit jejich Clenéni
s prislunymi metodami feSeni. Velky diraz byl kladen na mnozstvi piikladi, at’ uz
feSenych (potfebnych pro porozuméni metodam), nebo ve formé cvi¢eni s uvedenymi

vysledky.
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3. Historie obycejnych diferencialnich rovnic
(ODR)

S prvopocatky rozvoje teorie ODR se setkdvame jiz na rozhrani 16. a 17. stoleti,

kdy se zacinaly fesit ulohy souvisejici s ODR. Napfiklad skotsky matematik Merchiston

John Napier (1550 — 1617) pti sestrojovani tabulek logaritml se zakladem L z Cisel
e

tvaru

ﬁ=[1-lJ . neN.,r=10"

r r

uvadél hodnotu téchto logaritmu jako

y—”, kde y, =n-[l+ij.
r 2r

Ovéiime, zda dany vztah plati:

1 1
loglﬁz—ln—x—izqn-ln(]—l]gxn(_+ 1]=yn.
o L 4 r Fo2r r

PfibliZzna hodnota zakladu téchto logaritmi — je potom
{4

lz(l"—ljlj_’_lr
e r)

Z dnesdniho hlediska Napier fesil tabelarné pocate¢ni problém

dy r 7
—— == r)=0,r=10".
[ X wr)

Jeho feSenim obdrzime

£

€

v =-r- [l =-r-fint} =-r-in% =1 1o

a odtud

r

leog,(i}
AT
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Dal3im matematikem tohoto obdobi je René Descartes (1596 — 1650). Zabyval se
feSenim nékterych ,.obracenych uloh na te¢ny“, napt. ulohou nalézt kiivku, jejiz

subtangenta s; spliiuje rovnici:

FLEy
s a ’
ktera ma pfi dne$nim oznaceni tvar
@ _x-y
dx a

Ptevedeme-li tuto rovnici transformaci
x=f ay=np+é-a,
dostaneme rovnici

g _ _a
dn n’

kterou &tvrt stoleti pred nim fesil Napier. Descartes pro vypocet pouzil kinetickou
metodu uréeni bodi hledané kiivky, a to jako mnoZzinu pruse¢iki dvou pohybujicich se

ptimek.

Prikopnické obdobi zdjmu matematiki a fyziki o ODR za¢ind posledni
Stvrtinou 17. stoleti pracemi Isaaca Newtona (1642-1727) a Gottfrieda Wilhelma
Leibnitze (1646-1716). V tomto obdobi se studium ODR omezovalo na feSeni
konkrétnich tloh, respektive jednotlivych typu rovnic. VSeobecné otazky, jako
existence a jednozna¢nost fedeni, ziistivaly stranou. Radu ODR vyfesil Newton ve
svém dile ,,Philosophiae naturalis principia mathematica® z roku 1686. Zabyva se zde

pfedev$im rovnicemi, které maji v dneSni symbolice tvar

2 2
dy+k2y=0 a dy:min(ﬂJ.
dx

2

<40 =
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Vyklad se opira o synteticko-geometrické konstrukce a nevyskytuje se zde zéapis
diferenciélnich rovnic ani jejich integrali v analytickém tvaru. V explicitnim tvaru se
setkdvame s diferencialnimi rovnicemi v Newtonové dile , Methodus fluxionum
et serierum infinitarum*, které bylo napsano kolem roku 1671 a vydano r. 1736.
V tomto dile byly uvedeny dvé ulohy, ve kterych je formulovan obecny problém
integrace ODR.

1. Z daného vztahu mezi fluentami (proménnymi x a y, které byly uvazovany jako

funkce Casu 7) urcit vztah mezi fluxemi (derivacemi).
2. Z dané rovnice, ktera obsahuje fluxe, najit vztah mezi fluentami.

V druhé uloze $lo tedy v ptipadé jedné proménné o feSeni rovnice
d
Fl x,y3,— |=0.
( d dx)

Newton se zabyva zejména zvlastnimi piipady téchto rovnic, a to rovnicemi

s totalnimi diferencialy

A(x, y)dx + B(x, y)dy = 0.

Obecna metoda, kterou Newton uzival u linearnich i jinych rovnic, spo¢ivala na
postupnych aproximacich feSeni ve tvaru nekone¢né fady mocnin s kladnymi
1 zapornymi exponenty.

Pojem ,,diferencialni rovnice* (aequatio differentiale) jako prvni pouzil némecky
matematik a filozof Leibnitz, a to v dopise Newtonovi r. 1676. V tisku se tento pojem
vyskytuje aZ od r. 1684. Leibnitz se také podilel na vzniku klasifikace ODR a uvedl
metody jejich pfevodu na kvadratury. V r. 1693 zvefejnil Leibnitz substituci pfevadéjici

homogenni rovnici na rovnici se separovanymi proménnymi. Prokazal, Ze rovnici
d n
Ey + P(x)y = O(x)y

1ze substituci y'™" = z prevést na rovnici linearni.

-11-
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Tuto rovnici obvykle nazyvame rovnici bernoulliovou, ktera je pojmenovana dle
bratii Bernoulliovych. Jacob Bernoulli (1654-1705) objevil metodu pievedeni rovnice
druhého fadu neobsahujici explicitné jednu z proménnych na rovnici prvniho fadu
zavedenim parametru. Johann Bernoulli (1667-1748) v r. 1697 formuloval dilezitou
tlohu o trajektoriich, jejiz metodu feSeni pozdéji popsal Leibnitz. Johann Bernoulli
v nékolika piipadech uzil k feseni ODR integra¢niho faktoru. V roce 1700 ukazal, Ze lze
pomoci faktoru x” snizit o jednotku fad rovnice

n_ (n

a,x"y ) 4 a,x""'y("'” +...4+a,y=0.

Také Svycarsky matematik Daniel Bernoulli (1700 — 1782), syn Johanna
Bernoulliho, fesil linearni homogenni rovnici s konstantnimi koeficienty. Objevil
metodu variace kostant.

O rozvoj ODR v 18. stoleti se kromé uvedenych matematikt podstatné piicinili
Leonhard Euler (1707-1783), Alexis Claude Clairaut (1713-1765), Jean Baptiste
Le Rond d’Alembert (1717-1783), Joseph Louis Lagrange (1736-1813).

Nemalou mérou do historie ODR zasahl Euler, ktery plsobil v Petrohradé
a Berling. Obohatil teorii ODR o celou fadu dulezitych objevi. V pojednani zr. 1743
uvedl! klasickou metodu feSeni linearni homogenni rovnice n-tého fadu s konstantnimi

: 3 5 k &, v ; . 4 o
koeficienty pomoci substituce y=e"a vpiipadé mnohonasobnych kotenu

charakteristické rovnice pomoci substituce y=e*u. Obdobna substituce e u
v pfipadé paru komplexnich kofeni a +iff charakteristické rovnice druhého stupné

vede na rovnici

Jeji partikularni feSeni obdrzel Euler ve dvou tvarech:
] 1[f3x —ifix
cosfx a ;(e +e §

coz jej piivedlo k objevu proslulych vzorei:

-12 -
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Ukazal, Ze obecnym feSenim linearni diferenciélni rovnice n -té¢ho fadu je linearni
kombinace jejich partikularnich feSeni. Pfitom poprvé zavedl ndzvy ,partikularni®
a ,,obecné* feSeni. O deset let pozdé&ji zveiejnil zpusob feseni nehomogenni rovnice

s konstantnimi koeficienty metodou postupného sniZovani fadu rovnice.

Podstatnych  aspéchii  dosahl pii  vySetfovani podminek integrability
diferencialnich vyrazi. U Eulera se také poprvé setkdvame sryze analytickym
zpusobem fe$eni matematickych uloh.

S pojmem singularniho feSeni ODR prvniho fadu se setkdvame u Brooka
Taylora (1685-1731) roku 1715, on v8ak nerozliSoval toto feSeni od obecného feSeni.
Az 0 20 let pozdégji Clairaut poukazal na zvlastni vlastnosti singularniho feSeni a odlisil

ho od obecného fedeni. Podminku integrability vyrazu A(x, y)dx+B(x, y)dy uréil

r. 1793 Clairaut soucasné s Eulerem.

D’Alembert soustavné studoval soustavy ODR. Od ného pochazi metoda
neurtitych koeficientl pro feSeni linearni nehomogenni soustavy diferencialnich rovnic
s konstantnimi koeficienty. Ukazal, Ze obecné fedeni nehomogenni linearni diferencialni
rovnice je souétem obecného feseni pfislusné rovnice homogenni a partikularniho reSeni
rovnice nehomogenni.

Lagrange vr.1775 podrobné rozpracoval metodu variace konstant, které
pouzival jiz Euler ve spisech o pfilivech a odlivech u rovnice druhého fadu v r. 1740.
Ukazal, ze zname-li k partikularnich feSeni homogenni linearni diferencilni rovnice
n -tého fadu, lze ji transformovat na linearni rovnici fadu n—k . V roce 1776 Lagrange
provedl rozbor charakteru singularnich feSeni diferencialnich rovnic a ukazal, Ze je lze
vypoditat bud’ pfimo z diferencialni rovnice, nebo z obecného feSeni derivovanim podle
parametru. Poprvé podal geometrickou interpretaci singularniho feSeni jako obalky

integralnich kfivek.

o




OBYCEINE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka ptikladii)
Bakalarska prace Radka Havlikova

Zacatkem 19. stoleti se piesné formuluji zakladni pojmy matematické analyzy
(pojem limity, spojitosti funkce apod.), které¢ v koneéném dusledku ovlivnily i rozvoj
teorie ODR. Toho ¢asu uz vystupuje do popiedi problém existence feSeni ODR. Prvni
piesnou formulaci a prvni feSeni této ulohy podava Auwgustin Louis Cauchy (1789-
1857), ktery ve svych prednaskach 1820-1830 predlozil dikaz existence

a jednoznac¢nosti ulohy y'= f(x,y),y(x,) =y, v oblasti spojitosti funkci

0
f(x), 5f(x~y)-

Pojem linearni nezavislosti feSeni linearni ODR zavedl roku 1821 Josef Hoené
de Wronski (1775-1855). V roce 1858 Elvin Christoffel (1829-1900) vyjadiil podminku
linearni nezavislosti feSeni homogenni diferencialni rovnice pomoci determinantu,
nazyvaného Wronskian.

Podrobnéji si rozebereme situaci v pfipadé homogenni diferencialni rovnice druhého
fadu
y'+a,(x)y +a,(x)y=0.
Jsou-li dana dvé feSeni této rovnice u(x) a v(x), pak fekneme, Ze tato feSeni jsou linearné
nezavisla, pravé kdyz plati:
cu(x)+c,v(x)=0 jenpro ¢, =c¢, =0,

coz lze ekvivalentné zapsat pomoci wronskidnu podminkou Der[

u(x) v(x)) 5

u'(x) v'(x)
Vroce 1876, pii studiu problému existence a jednoznanosti feSeni rovnice

y'= f(x,y). nahradil Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903) Cauchyho

podminku spojitosti funkce 5] (x,y) vdaném oboru tzv. Lipschitzovou podminkou

f )= fxy,) | <Ly, -y, | kde LeRC.

Nato Giuseppe Peano (1858-1932) dokazal existenci asponi jednoho feSeni ulohy
V= f(x,y),y(x,) =y, voboru spojitosti funkce f(x,y).

Na myslenku hledani feSeni ODR pomoci postupnych aproximaci jako prvni

piisel Cauchy a do dnesni podoby ji rozpracoval Emile Picard (1856-1941).

-14 -
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4. Obycejné diferencialni rovnice . Fadu

4.1. Rovnice se separovanymi proménnymi

Jsou to rovnice tvaru: 1}/ = f(x)-g(y)|, kde g(y)#0.

Rovnice fedime tak, Ze rovnici nejprve upravime tak, Ze na jedné strané rovnice mame
proménnou y a na strané druhé proménnou x. Nasledné pak ob& strany rovnice

zintegrujeme.

Pi: y

]
()
= =

1. Uprava rovnice: @=2 X/:y,y#O
dx
L& s n
y dx x
l.d})zz.l.dx
¥ X
1 1
2. Integrace: I—-dy = IZ-— -dx
y X

Il-dyzz-jl-dx
y X
In|y| = 21n|x|+ ¢, ,

¢, €R,
kde

¢, =In

C,

ln‘y| = 21n|x} +1In

Cy

In|y| = ln[)c[2 +In

)

In|y| = ln\x2 ¢y
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=" e
y=4x*.¢,, kdec, =k
3. Obecné feseni: y = x* -k ,kde ke R
4. y=0

Dosadim zpét do zadani a tak zjistim, zda je i 0 feSenim dané rovnice.

o) =2->

0=0,tedy y=0 je také feSeni

Pi: y(-x)=1+y

1. Uprava rovnice: %-(l—x)=1+y /:(1-x)

dy 1+y
—=— /(1 . -1
== Ol K
LML S e
(1+y) @&x 1-x
1 1
ey = — .
(t+y) = (-x)
dy dx
2. Int : — =
ntegrace oy -‘1 .
J'dy =l g
1+y 1-x

=186=
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ln|l+y| = —1n|1—x]+cl,
¢, eR,

kde
¢, = ln\cz|

1n|1 +) = ~In|l - x|+ ln|czi

Infl + y| = lnlizl—

1-x

e,
-

2|

i’

IESTE

l+y=2%

i|c2|=k

keR

kde

1+y=

==

k

3.0becné feSeni: y = ll—_l -1
-X

4. y=-1 (1) -x)=1-1
0=0,tak y=-1, je také feleni

7 JIHOCESKA UNIVERZITA
v CESKYCH BUDEJOVICICH
PEDAGOGICKA FAKULTA
USTREDN{ KNIHOVNA 8
Husova 458, 370 05 Ceské Budéjovice
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P y\/I—xzy'+\/]—y2=0
1. Uprava rovnice: yy1—-x’y'=—1-°

yvl-x* -%z—\}l—y3
yVl—x? -%=—\/l—y2 V1= x

d 1-y°
g sy
dx 1-x"
dy 1=y’ y
Fre=—m =/:q1-y
dx 1-x"
y dy 1
pede s — ,kde y # %1
-y d J1-x?
y v__ 1
1-y? dx 1-x?
dx
X 2 By = :
1-y 1-x
¥ dx
2. Integrace: —dy = — |—
j\/l—y2 j 1-x?

dx
N S P
-
Pouzijeme substituéni metodu: 1-y* =1
—2ydy=dt/:(-2y)

N
2y

dy

A dosadime zpét do rovnice:
j_y_[_ ﬂ) o it
Ji\ 2y 1-x

-18-
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1 pdt dx
g

~
b | -

= arcsin x + ¢,

ST
0 | —|

Jt = arcsin x + ¢,/ dosadime zpét za ¢

ﬁzarcsinx+c,
m=arcsinx+c|/ 3
1-y? = (arcsinx+¢,)'/-(~1)
~1+ y? =—(arcsinx +¢, )’
y? =1-(arcsinx+¢, )/
|y|=\/1—(arcsinx+c,)2)

y= i\F(arcsin x+c,)’ )

kde c =k

3. Obecné feleni: y = i\/ 3~ (arcsin h k)z)

4. y=-1 —1¥1-x?-0++41-1=0

0=0 y=-1,je také feSenim

y=1 1J1-x?-0++1-1=0

U=0 y =1, je také feSenim

s ils
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Cvideni:
' 1
lisy) +y=0° [y="—5.7=0]
l—klx
2/ xyy' =1-x* [y =+JInx® —=x* +k]
3/ y' =10"10" = log—
g Ly glO‘ +k]
4/ y'— ycotgx =cotgx [y=k|sinx|—1,y—_-—1]
5/ x*—e"y'=0 [p={=a? =2z -2} +§]
6/ y'=1_22x [y =33x-3x* +k]
M
7/ y’=& [y=k-x2—x—lln|2x-1|]
—-2xy+y -
8/ y'=sin’(x - y) [y = x —arctg (x + k)]
9/ y-«/l—xzy'+ fl—yz -0 [y=i\/l—(arcsmx+c)“,
y=1l]
10/ y=y* +xy'=0 [y=(0-k-x)",y=0]

=20 -




OBYCEJINE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka ptikladii)
Bakalarska prdace Radka Havlikova

r r

4.2. Cauchyova pocatecni uloha

Jde o diferencialni rovnici tvaru |y = f(x,y)|. kde jeji feSeni y(x)spliuje

pocdateéni podminku y(x,) = y,.

Pi: x*-dy—-y*-dx=0, y()=2 !

1. Uprava rovnice: x’-dy=y’-dx

x*.dy=y*-dxl:y’ ,kde y#0

—-dy=dx/:x
I
1
—adps=dy
Y x-
2. Integrace: J‘ 1) -dy = .[de
y° x*
—l:—l+k.kde keR
y X
L L =)
1% X
_l::ﬂk'_x)/.(_l)
y x
1_1-(k-x)
y X
X
4 1-(k-x)
o : x
3. Obecné feSeni: y=
1-(k-x)

i




OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka pfikladii)

Bakalarska prace Radka Havlikova

4. Poc¢ate¢ni podminka: y(1)=2
y=2
x=1

X

Dosadime do obecného feSeni: y = ———
1-(k-x)

il
1-(k-1)

1
Ty B
7y (1-k)

2-(1-k)=1
2-2.k=1
2-1=2-%k
1=2-k/:2

R




OBYCEINE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka ptikladii)
Bakalarska prace Radka Havlikova

P i=sinx-cbc. y(£)=0
x+1 2

1. Uprava rovnice: d—yzsinx-d_x/-(x+1)

x+1

dy=sinx-(x+1)-dx

2. Integrace: jdy = _[sinx (x+1)-dx
Pozn: Integral J'sin x+(x +1)-dx feS§ime pomoci metody per partes.

Isinx-(x+1’)dx = (x+1)-(—cosx)+ Icosx-dx:

u=x+1 v =sinx
u' =1 V=—COSX

=(x+1)-(—cosx)+sinx+k

Ll
i
1

Tak tedy Idy: ISiﬂx-(x+1)-dx
y=(x+1)-(—cosx)+sinx+k

3. Obecné feSeni: y= (x+1)-(—cosx)+sinx +k
4. Pocate¢ni podminka: y(%) =0

y:

X =

oy ©

Dosadime do obecného feseni:

y=(x+1)-(—cosx)+sinx+k

T T T
0=(=+1)-(-cos—=)+sin—+k
(2 I3 2) >

0:(§+1)-0+1+k

0=1+k%
k=-1

5. Reseni potate¢ni ulohy: y = (x+1)-(—cosx)+sinx —1

09,




OBYCEJINE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka pfikladit)

Bakaldrska prace Radka Havlikova
- 1
Pk y'= 2-y.y(0)=-7
1-x

1. Uprava rovnice: '

= -y
=

@_ 1
dx f—x" ¥
d 1
A - yliy
dx 1-x°
ody i)
Yok 1=y
L A S
y dx 152
1 1
—.dy= . dx
¥ sl

2. Integrace:

1 1
I;-dy-— '[\/l—x2 i

In|y| = arcsinx +¢,,

¢, €R,
kde
¢ = lnlc2|

In|y| = arcsin x + Injc, |

In[y| - In|c, | = arcsin x

In! Al arcsin x
c,

In LA arcsin x
¢,

l = earcsin X

(&)

-4 -




OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka ptikladi)

Bakaldrska prace Radka Havlikova

R ! N
¢,

arcsin x

y=te WGy

¢, =k
ke R

kde

arcsin X | k

y=e
3. Obecné feSeni: y =e™™"* -k
4. Podateéni podminka: y(0) =—7
y=-1
x=0

Dosadime do obecného feSeni:

y ="k

—T=e""0 .k

~7=¢"-k
k=-7

5.Regeni po&ate¢ni ulohy: y =-7 . @¥Fesinx

=8 =




OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka pfikladi)

Bakaldrska prace Radka Havlikovad
Cviceni:
2 —x*+9
1/ y'+x y=0, y(3)=3 jy=58* |

2/ y' =1+y*, y(0)=0

3 y'=-2-x-y, y(0)=1

" 3x
4 y'=——y, y(0)=-1
x°+1
5/ =2, y=1)=6
]~
6/ y’:y-sinx,y(%)=3
7y -(Q-x)=1+y, y(-1)=1
8/ y'=—2, y()=1
x
9/ y'=3-x"-y", y()=-1

10/ y-lny+x-y' =0, y1)=1

ly= e.xl] |

[y = -x* +1)°]

[y=3'e'CDSX]

|
[y———(l_x)-l]

1
[y__V3—2x3]

[y=1]




OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka pikladii)
Bakalarska prace Radka Haviikova

4.3. Homogenni diferencialni rovnice
4.3.1. Homogenni diferencialni rovnice typu ¥ =1
X

Tyto rovnice pomoci substituce — =u prevedeme na rovnice se separovanymi

X
proménnymi.
A to tak, Ze y =u-x, pak derivovanim dostaneme y'=u+u'-x. A dosadime do

ptvodni rovnice. Misto feSeni y(x) v3ak hledame u(x).

gt P
*=Y

1. Uprava rovnice: y

L

(x-y)

X

g

X

)
' X

y:

r

yi=

2. Substituce:




OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka ptikladii)
Bakalarska prace Radka Havlikovd

Dosadime zpét do upravené rovnice:

2
l: X
YTy
X
- 1+u
u+u' -x=
1-u
, 1+u
' -x=——m~=
1—u
, l+u-—u+u’
U -x=——mm |
l—u i
du 1+u’
X — =
de 1-u
2
b _ltu
du 1-u
du _1+u’ 1
dx l1-u x
L
de  1-u
1 @_ =]
len® e 1=0 x
1 du 1 1
—=——f(l-u
1+u* & 1-u x S
1w du_1
1+u® dx x
]—“’.gli=l/.dx
1+u° dx «x
L L
1+u” i
1—u 1
3. Integrace: I sdu= |—-dx




OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka piikladii)

Bakaldrska prace Radka Havlikova
1 1 : 1
I z-du—-—--j—g—uzwdu: 2 e
1+u 2 ‘1+u X

arctgu—%-ln’l +u2| =Inx| +¢,,

c, €R,
kde
¢ =In

&
arctg u — % Infl + 2| = In|x| + Injc, |
arctgu —Inv1+u* = In|x| + In[c, |
arctgu = In|x|+ In|c, |+ In Vi+u?

arctgu=ln[|x- 1+’ -cz),kde c,=k

arctgu =In(‘x- 1+u2.-kj

Dosadime zpét za substituci:

2
arcth=ln[x- 1+L2 -k]
X X
Py
arctg Y —Inl |x- 2}1 -k
X ¥
L
arctg Z=ln[x-—x——y—-k
% X
arctg l=ln(\/x:z +y? -k)
x |
4. Obecné feSeni:  arctg Z:ln( x? +y? -k)
%
|
-29-




OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka pfikladi)
Bakald¥ska prace

Radka Havlikova

Pi: y'=2}-+tg2)-
X X
1. Uprava rovnice: ' = L tgz
x X
2. Substituce: You
X
Loy In
X
y=u-x
Yy =u+u'-x

Dosadime zpét do upravené rovnice V= Yy tg=:
X X

u+u' -x=u+tgu
u'-x=tgu

u' -x=tgu /:x

u':t_g_u_
X
du _tgu
dx  x
du _tgu, .
dc X
tgu
du=——-dx
X
tgu
du=——-dx /:tgu
%
2y du=l-dx
tgu b
1 1
3. Integrace: ——gu= |—dx
tgu X

sinu X
cosu

w3k

&




OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka ptikladii)

Bakaldfska prdce Radka Havlikova
1
J‘Cf)su = I—-dx
sinu x
Infsinu| = Inlx|+ ¢,
c, €ER,
kde
¢, =Inlc,|

Insin | = In|x| + Inlc, |
sinu=x-c,,kde ¢, =k
sinu=x-k

Dosadime zpét za substituci:
sin? = x-k

X

2 —arcsink-x /-x

X

y = x- arcsink - x

4. Obecné feSeni:  y =x- arcsink - x
¥
Pr v - Y e

X

1. Uprava rovnice:

2. Substituce:

y

¥ =g" 4
X

—=u

Youlx

¥

y=u-x

y=u+u'-x

¥

Dosadime zpét do upravené rovnice y'=e”* + Y.
X

u+u' -x=e" +u

-31-




OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka pfikladi)

Bakaldrska prdce

Radka Havlikova

3. Integrace:

4.0Obecné feleni:

;€
u =—

X
du _e"
dc x
du _€ , 4
dx x
du=°—dx

X
du=5—dx

X
L 30 Y

¢ X

e
1 1
Ie—u-du=I;-dx
F i [
Ie -du—jx dx

—e™ =In|x|+¢,,

¢, €R,
kde

& =lncz|

—e™ =Inlx| + In|c, |

.kde ¢, =k

—e = lr1|x-::2
—e™ =In|x -k

Dosadime zpét za substituci:
v
—e * =In|x 4|

v
=g =1n1x-k|

<P
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OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka ptikladit)

Bakalarska prace Radka Havlikova
Cviceni:
i k
i 2y =3—x [y=x-In—]
X
. 2oz
2y =22 [y=k-(} +x°)]
X'=y
> 4o 2
TRTAY s [k =x-(Z+D)]
2:x-y -

4/ y'== [k=x*-x-y-y]




OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka ptikladii)
Bakaldarska prace Radka Havlikova

) g ax+by +c
4.3.2. Rovnice typu )’ = f (—Ax+ o CJ

V této rovnici je f dand funkce, a, b, c, A, B, C jsou konstanty.

RozliSujeme 3 typy téchto rovnic:

b
a ‘20
A B

. =3x4Iy~]

Pr; =
4 -2x+2y-1

1. Determinant:

5L
=-10+10=0
2 2‘

=Sx4 5)y—1
=2x4+2y-1
s e l=r i)l

2-(-x+y)-1

3. Substituce: -X+ty=u = y=u+x

2. Uprava rovnice y' =

y=u+1

5-(—x+y)—1 )

4. Dosazeni do puvodni rovnice y' = :
2:(-x+y)-1

, Su-1-2-u+1
=
2.-u—1
po AW
2.u-1
d_u_ 3-u
dc 2-u-1

du  3-u

s /- dx
dc 2-u-1

~34 -




OBYCEJNE DIFERENCIALN{ ROVNICE (Sbirka prikladii)

Bakalarska prace Radka Havlikova
e 3-u ‘
2-u—1
du = b dx /23 u
2-u-1
,;l_..du:__]___.dx
3u 2-u-1
1 1
—-du= ~dx/-(2-u-1)
3u 2:u-1
2.u_1-du=dx
3u
5. Integrace car 2 du=dx:
3u

j:—iilcm..pn

u—%lmq_x+qf3
—ln|u|=3-x+3-c,,kde 3-¢,=¢,
2-u—lr1|u|=3‘x+c2

Dosadime zpét za u, kde u =—x+y:
2-(-x+y)-In-x+y[=3-x+c,
2:y-2-x-In]-x+)=3-x+c,
2-y—5-x—ln[—x+y‘=cz,kde c, =k

6. Obecné fefeni:  2-y—5-x—In|-x+y|=

- 35




OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka ptikladii)

Bakalarska prace Radka Havlikova
Ps- y,=9-x—3-y+l
3-x—y
1. Determinant: . ‘:—9+9=0
2. Uprava rovnice y'=M:
3.-x-y
,_3-(3-x-y)+l
3-x-y
3. Substituce: 3. x-y=u
y=3-x-u
yl=3_ul
Dosadime zpét do upravené rovnice y' = 3_(33x_—y)_ﬂ :
.x—y
3_u,:3-u+1
u
1L ,:3-u+1_3 n
u ;
_ '=3'u+1_3/.(_1) i
u [‘
u'=_3'u+1+3 11‘\
u I
. eFusledn !
U =
u ‘|‘
=l i
u' = - |
du_-1 |
dc u |
du_-1,
dx u !
|
u--c—iﬂ=—l |
dx
+ 38 |




OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka piikladii)

Bakaldrska prace Radka Havlikova
u- i =-1/-dx 1
u-du=-dx W
4. Integrace  u-du = —dx: !|
Iu du = - Idx “
u2
—=—x+¢
2

Dosadime zpétza u ,kde u=3-x—y: |

B-x-y)
2

B-x-y) _
P

=-x+¢

-x+c;/-2

(B-x-y)l =-=2-x+2-¢,kde 2-c, =k
B-x-yf=-=2-x+k
B-x-yf+2-x=k

5.0becné feseni: (3-x—y) +2-x=k

Pk ,=x—y+1
x=y
1. Determinant: : _1l=—1+1=0
2. Substituce: X—-y=u
—y=u-x
—y=u-x/-(-1)
y=Xx-u
y=1-u

=




OBYCEJINE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka prikladii)

Bakalarska prace Radka Havlikova
. - y+1
Dosadime zpét do rovnice y' = il
K=l
]_u,=u+l
u
_u,:u+l_]
u
, u+l-u
—-—U =
u
o 1l
—U =—
u
—w'=Lr(1)
u
; 1
U = —— i
u ‘
|
au__1
dx u :
LIS
dx u
d ——l-dx
u

(—u) du =dx
4. Integrace (—u)-du = dx:
~ fu-du= fax
u2
~— =X+
2

Dosadime zpét za u . kde x—y=u:

2
NS

saf




OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka prikladi)
Bakaldrska prdce Radka Havlikova

(x=y) ==2-x-2-¢,,kde —=2-¢, =k

(x—yy =—2-x+k

—_—
=

—yf+2-x=k

5.0becné feseni:  (x—y) +2-x=k

-39 -




OBYCEJINE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka prikladii)
Bakalarska prace Radka Havlikovda

a b
A B

IL. #0

y _ dx=3y=~I|

P =
Y = Sxedy-1

1. Determinant:

‘:16+9=25¢0

2 x=u+k
y=v+l
Dosadime do zadané rovnice ' =ﬁy—_]:
3x+4y-17
4k -31-1=0
3k+4l-7=0
k=7__41
3
74l

PN O, 0 (S
3

4-%“—31—1:0/-3

4-(7-41)-91-3=0
28-16/-91-3=0
25-251=0
25 = 251

Pak K e

=40



OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka ptikladii)

Bakaldrska prdce Radka Havlikova
3. Pak x=u+l
y=v+l
Zderivujeme rovnici y=v+1:
yl = v'
: 4x—-3y-1
A dosadime do pavodni rovnice y' = o ;
3x+4y-17
kde y'=v',x=u+la y=v+l:
,_A4(u+1)=-3-(v+1)-1
3-(u+1)+4-(v+1)-7
vh_4u+4—3v-3-1
Bu+3+4v+4-7
, 4u-3v
V=
3u+4v
u{4—3ﬁj
" u
V=———=
u{3+4zj
u
4e3l
W= u
Il
u
Zavedeme substituci: — = ¢
u
v=t-u
vi=t'-u+t
43"
Dosadime zpét do rovnice v' = ¥ .
3+47
u

3 4 -3¢
tu+t=
3+4¢
, 4 -3¢
I u= -1
3+4

-41 -



OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka piikladi)

Bakalarska prace

Radka Havlikova

4. Integrace

t'-

‘U=

r A =338
t-u=

3+ 4¢

u

_4-61-41°

4t

3+ 4t

4-6t-4¢°

3+41
(B+4t)-1"-u=4-61-41

/-(3+41)

(B+4t)t" - u=4-6t—4t*/:u

Badr)r=(4—6r—42)- L/ (4—60-4r%)

(3+4)

r

u

1

-t} " u

(3+4)

dt

2

(4—6r—42) du u

(4—6r—4s?)

(4—6r—4ar?)

(3+41)

(3+4¢)

..

du

_l. (3+4[) ; -dt=l-du
2 ‘~2+31+2{ ’ U

1 (3+4¢)

S dt =—-dul-
2 i-2+3z+2r2) u

(3+41)

=l/-du
u

dt=—1--du

u

1

-dl=—2l-du

(2431 +2¢%)

(3+41)

u

-dt:—?.l-du:

(—213r+2%)

J

(3+41)

‘—2+3t+2[2i

AT

u

-dt=—2.f£-du

(-2)



OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka ptikladi)
Bakaldarska prdce

Radka Havlikova

In|- 2+ 3¢ + 2°| = =2 Infu| + ¢,

¢, €R,
kde

¢, = Injc,|
lnl— 2431 +20%| = -21nu| + Injc, |
ln|—2+3t+2!2|=—lnu2 +Inje, |

In|-2+3¢+ 20|+ Inu’ = Ine, |
In|-2+ 3+ 2°|-u* = Injc,|
Inj-2+ 3t +20|-u® = Inje,|
(243t+202)u” =c,,kde ¢, =¢;, ¢, € R
(24304202 )4 =,

Dosadime zpét za ¢, kde 1 = L
u

(—2+3£+2[3) }-u2=6‘3
u \u
(-2u2+3u-v+2v2] ’
. ii" =6,
u

—2u* +3u-v+ 2’ =,
Dosadime zpét za u a v, jestlize vime, zZe:
x=u+l_,u=x-1

y=v+l_, v=y-1

“2Ax-1) +3(x-1)y-1)+2(y-1) =c,

—Z(x2 —2Jr+1)+3(xy—x—y+1)+2(y2 -2y+l)=c3
—2x  +4x-2+3xy-3x-3y+3+2y' -4y+2=c,

“2xt +x+3xy=Ty+3+2y" =¢, /-(-1)

-43-




OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka ptikladii)

Bakalarska prace Radka Haviikovad
2 2 -c; =k
2x° —x-3xy+7y-3-2y" =-c,, kde
keR
5. Obecné feSeni:  2x> —x-3xy+7y-3-2y° =k
; , X=y+l
PE ¥ =s—r—
x+y-3
1.Determinant: - l =]1+1=2=20
o x=u+k
y=v+l
Dosadime do zadané rovnice y' = oyt :
x+y-3
k-1+1=0
k+[-3=0
k=3-1
3-1-1+1=0
4 =2
2=]
Pak k=3-2
k=1
3. Pak x=u+l
y=v+2
Zderivujeme rovnici y=v+1:
y' = vl
) U : ; , x—y+l1
A dosadime do ptivodni rovnice y' = ————, kde
x+y-3

- 44 -
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OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka ptikladi)
Bakalarska prace Radka Havlikova

' ’

y=v ,x=u+lay=v+2:

Curl-(v+2)+1
u+l+v+2-3

. n¥l=v=2+1

v =
u+l+v+2-3
v,_zt—v
u+v
v
u-[1-—-
v“——~444li~
v
u-|1+-
U
v
[
e u
‘l’
1+-
U

?

= - . ¥
Zavedeme substituci: — =t
U

v=_I[-uU

vi=t'-u+t

Dosadime zpét do rovnice v' =

thu+t=——
1+1¢
' 1—1¢
U=——~--—t
1+t
, l=t=t—¢
thy=—-—"—
1+1¢
1-2¢-¢*
(".u:_—lt_./.(]+[)
1+1¢

+e)tu=1-2t-¢

- 45 -
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Bakalarskda prace Radka Havlikova

(1+1)-t"u=1-2t-1* /:u
(1+t)-1'=(1_2;_,2).l
u

(1+I)-I'=(l—2t—13).l /:(1_2[_11)

u

(1+1) N |
(1+e) a 11 |
h'—QJ‘—[ ' du u }é
i\
(1+r) dr 1 W

=— [-du
i1—2:—r ) du U

(1+1) 'dI:l-du
=2-¢) u

(1+1) |

g |

( +f)
4 Int - d
ntegrace —(——]_ e e

[ (1+1) wﬂ=_j;1m

=] 0"

—1+2:+t u

lf (2+21) }~w

2 Cszer)

“I 3e2) . t:—J.l-du /-2
—1+2!+f u

- 46 -




OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka ptikladil)
Bakaldarska prace Radka Havlikova

(2+2¢) s
I-(_—I:m'df— 2ju du

In|- 1421+ 17| = =2Infu| + ¢,

¢, €R,
kde
¢, =In

c2|
ln|-— 1+ 2+ II| =-2 lnlul + ln|c2|
lnl—l +2t+t2| =—Inu’ +1n|c2|

ln|—1+2z‘+a*2|+lnu2 =1In

5
ln(—l+21‘+tz)-u2 = 1n|c2l
(——1+2i+tz)-u;z =&, kde ¢y =icy, 63 €R

(1420 422) 02 =,

Dosadime zpét za ¢, kde 1 =

[_12[_)(_”

—w 24V |
- u? =c,

u

—u’ +2wu+vi=c,
Dosadime zpét za ua v, jestlize vime, Ze:
x=u+l— u=x-1

y=v+2— p=y-2
—(x=1F +2(y-2)x-1)+(y-2) =¢,
—(e-1P +2(y -2)x-1)+(y-2) =c,/-(-1)

(x-17 -2(y -2)x-1)-(y-2) =—c3,kde;c-‘ =k

enR
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(x-1f -2(y-2Xx-1)-(y-2) =k |

5. Obecné teseni: (x —1)" —=2(y —2)x -1)-(y-2)° =k |

s L
x-2y+1

Pt:

1. Determinant:

'=—4+1=~3¢0 I[J

. x=u+k
y=v+l !

Dosadime do zadané rovnice y' = %’;: :
2k-1-1=0
k-21+1=0 %‘
k=2l-1
2:(21-1)-1-1=0
4-2-1-1=0
3=31
l1=1
Pak k=2-1
k=1
3. Pak x=u+l
y=v+l1
Zderivujeme rovnici  y=v+1:
¥y
A dosadime do puvodni rovnice y' = 2_x—y_—l’
x=-2y+1

kde y'=v', x=u+la y=v+1:
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- 2-(u+1)-(v+1)-1

"_(u+1)—2-w+4)+1

v,ﬂ2u+2—v-l—1
u+l—-2v-2+1

, 2u-v

v
u-—2vy

1)

v

r U
j—22

u

L i
Zavedeme substituci; — =1
u

v=t-u
V=t u+t
v
2_,
Dosadime zp&t do rovnice v' = —%4:
v
1-2—
U
foutt=——
1-2¢
* 2—t
o= —t
1-2¢
. Vst =128
Bogrmt A
1-2¢

) o B, T
tuy=———
1-2¢

(-20)t-u=2-2t+2¢

/-(1-2¢)

(1-20)-t"u=2-2t+2* J:u
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(1-21)-r' =(2-2r +2¢).

1

u

(1-20)-r'=(2-24202) L 12— 204 22)
u

1-20) , 1

G-2r+20)" "%
(1-2¢) dr 1
(2—2t+2rzidu u
(1-2) a1

> =—/-du
i2—2t+21"i du u

(1-21) gl
2-20+27) "

~ (-2) : |
—2+21=27) u

B ) PO S
(248 -3F) " »
(1-21) e )

syedt =——-du
i—2+2t—2t ' u

(1_2’) dt——l-du:

4. Integrace —~-dl =
i-2+2!—2t‘i u
| 2 cdt == [~ du
u

i—2+21—2t3i

e o
2+21‘—2f
1 2—4¢ —-Il-du
i 2+42t-21° ’ u
e 2-4 =—J'l-du )
i 242t -2¢* ) u
s S ]
242t =21 u
-50 -
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In|- 2+ 21 - 2¢*| = 21nfu| + ¢,

¢, € R,

kde

¢, = Inle,|
In- 2 +2¢ = 2¢°| = =2 Inju| + In|c, |
In-2+2¢ = 26%| = —Inw’ + Injc,|

I}~ 2+ 2¢ = 2¢%|+ Inu’ = Inlc,

In(-2+2r-21*)-u? = lnle, |
(—2-1—2:‘—212)-142 =c,, kde ¢, =¢;, c; €R

(~2+20-277) - =,

Dosadime zpét za 1, kde 1 = —:

[_2+2.(3_2.(g].u2=@

(—2u2+2vu—2v2] 5
‘U =cy

==

2
u

-2u’ +2vu-2v’ =¢,
Dosadime zpét za ua v, jestlize vime, Ze:
x=u+l—u=x-1

y=v+l—o v=y-1

—2x -1 +2y-1)x-1)-2(y-1) =¢,
—2x-1 +2(y-1)x-1)-2(y-1) =¢,/-(~1)
2(x -1 —2(y —1)x -1)+2(y -1) = —c,
2(x-1) -2(y-1)fx-1)+2(y 1) =—¢,/:2

(x=1) = (y-1)x-1)+(y-1) =1§-‘~,kde BN
ke R

=k
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(e=1) ~(r- e -1)+ (r-1) =k

5. Obecné ie§eni:(x—l)3 A(yMIXx~1)+(y*l)2 =k

Cviceni:
1/ y'=—[2—xi)—]_—]J [k = 2x +y —In[x - y]
x—yp+1
3}3:33%%}% [k=x—2y+mh+yﬂ
] ') 3
§ e TR [k =0 —(15x +10y + 7)]
3x+2y+1
4ﬁﬂz(x_y_2] [k=2(h>jﬂlx—y+5»+9mpx—2y—u—bu]
x-y+l1
5/ y' = =2y i [k =5y +3x* +2y + 4xy — 8x]
2x+5y+1
v X=y=l 2 2
6/ y' = [k=(x+1) -2(x+1)}y+2)-(y+2)]
x+y+3
, 2x-y-=5 2 2
Ny =" k=3(y+1) -2(x-2)y-1)+2(x-2)"]
x—-3y-5
8/ y' = ) St k=(y-4) +2(x-1)y-4)-(x-1)"]
X+ y—35

< B
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Bakaldrska prdace Radka Havlikova
9/y2:%£:Zi§ [k=y*+x* =3y —xpy+3x]
x=2y+3
1ij,__x+2y—7 [k_(x+y—5h
x=3 (x-3)
“/yz_iﬂiﬁil [k=y+2x*+y+3xy+x]
3x+2y+1
12/ y’=—3x—_ﬂ— [k=7y2—3x2—2y+8xy]
4x+7y -1
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4.4. Linearni diferencialni rovnice I. radu

Jsou to rovnice tvaru: v+ f(x)- = g(x).

Jestlize g(x)=0, tak se jedna o linearni diferencialni rovnice homogenni.

Jestlize g(x) # 0, tak jde o linearni diferencialni rovnice nehomogenni.

4.4.1. Homogenni linearni diferencialni rovnice I. Fadu

Metodou separace proménnych Fedime piislusnou homogenni rovnici y'+ f(x)-y =0.

4.4.2. Nehomogenni linearni diferencialni rovnice I. Fadu
Metoda variace konstant

Pf: y'—l-—“x’2

X

1. Resime homogenni rovnici y'— 2 =0:
%

2. Integrace @ —-dy=—'dx:
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In|y| = In|x| + ¢,

¢, € R,
kde
¢, =Inic,|

In|y| = In|x| + Inlc, |
In|y|=Inx-c,
In[y|=Ilnx-c,
y=x-c,
3. Obecné feSeni homogenni rovnice: y =x-c,
4. Variace konstant
Pozn: Obecné feSeni nehomogenni rovnice budeme hledat ve
stejném tvaru, v jakém vyslo feSeni homogenni rovnice, ale
misto konstanty ¢ zde bude funkce c(x).
y =x-c(x)
y= c(x)+ x-c'(x)

2

Dosadime zpét do pivodni zadané rovnice y’— Y =2
X

clx)+x- c'(x)—x—-f}x—) =
e(x)+x-¢'(x)-e(x) = x*
x+c'(x)=x’
x.gllz)=x" Fix

c'(x)=x

Integrace ¢'(x)=x:
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Ic'(x)-dx = Ix-dx

o
e T
e(x) 2+

Dosadime do nehomogenni rovnice y = x - c(x):

x2
=x-|—+k

2
5. Obecné feseni nehomogenni rovnice je: y = x- (? + k],

kde ke R.

Pt: x-y'+y=e"

1. Resime homogenni rovnici x-y' +y =0:
Xy ==y
==yl
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Bakaldrska prdce Radka Havlikovda
1 1
2. Integrace — dy=——-dx:
y x
1 1
J— . dy = — I— . alx
y X

In|y| = —In|x| + ¢,

¢, €R,
kde
¢ = ln|cz}

In|y| = —In|x| + Inc, |

In|y| ~n&
x
ln|y| =ns2
%

Y=
X

¢ g ] . c
3. Obecné fedeni homogenni rovnice: y = —*
X

4. Variace konstant

clx)

X

y -t

Dosadime zpét do pivodni zadané rovnice x-y'+y =e":

= ¢'(x)- x7— c(x) N c(x)

X X

=ex

c'(x) .x—c(x)+ c(x) ot

%
!
c'(x)-x .
X
c'(x)=e
- B -
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Integrace c'(x)=e":
Ic'(x)- dx = Je" ~dx
clx)=e" +k

cfx)

Dosadime do nehomogenni rovnice y = ——:
X

k.

¥
X

X

e’ +k

5. Obecné feseni nehomogenni rovnice je: y = kde ke R.

, 2%

x% +1

cy=x"+1

e[l
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2. Integrace oy dy =
y x° +1

J‘_d——jx +1

In[y| = ln‘x2 + 1} +c,

~dx

¢, €R,
kde
c,:IﬂCJ

In[y| = Inx* +1/+ Inlc, |

In[y| = In(x? +1)-¢,

Iy = In(x* +1)-c,

y=(x +1)-c,
3. Obecné feseni homogenni rovnice: y = (x” +1)-¢,
4. Variace konstant

=[x +1)-c(x)

Y= (x2 + l)-c'(x)+ 2x - ¢(x)

X b
y=x"+1:
x* +1 ¥

= -(x2 —1)-c(x)=x2 +1

) x* +1
(x2 +1) c'(x)+2x cx) 2x-c(x)=x* +1
(x2 +1) c'(
(e +1)
c'(x)=1
Integrace c'(x)=1:
J-c'(x)-dx = j.l-dx

c(x)=x+k

Dosadime zpét do pivodni zadané rovnice y'—

(x’+1 c

c'(x)=x*+1/ (2+1)
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Dosadime do nehomogenni rovnice y = (x2 + 1)- e(x):
y={x+1)-(x+k)
5. Obecné feseni nehomogenni rovnice je: y = (x2 + l)- (x+k),

kde ke R.

Metoda integra¢niho faktoru

PE: y' +2xy = xe“"2
=3

1. Uprava rovnice y' +2xy = xe”

52

¥ =-2xy+xe”
a(x)=-2x
b(x)=x-e*

2. Vypocet g e

2
~ [alx)-dx = = (- 2x)-dx = 2 [x-dv = 2%=x2
Pak e~1e) = ¢~
3. Rovnici y'+2xy = xe ™’ vynasobime e”
y' +2xy =xe ™ "

z 2 L
y'-e' +2xy-e” =xe™" -e
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2
5. Obecné feSeni : y = [% - kJ i

5 x-(y'—y)=(1+x2)-ex

x

1. Uprava rovnice x-(y' —y)= (1+x2)-e ;

x-(y'—y):(l+x2)-e’ i

; 1+x° )-e
Yy —y=
X
. 14 x?)e*
¥ =
x

2 x
b(x) = iH—XX&

2. Vypodet e *0;

- J‘a(x)-dx:—_[]-dx=—x
Pak e/ = ¢~

- 1+x)e* .
3. Rovnici y'—y= vyndsobime e " :
x
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4. Integrace (y-e"”)' = L+ :
x

I(y-e"‘j-dx: I1+xx2 15

j(y-e"")r sghyi= Ix-dx+];vdx

I(y-e"")' ~dx = jx-dx+ .de

2
y-e =%+ln|x|+k

2
y-e” =§2—+ln|x‘+k Je™

2
y=(%+ln|xi+k}-e‘

2
5. Obecné feseni : y = (% + In|x| + kJ e

Pi: y'+2y=06x

1. Uprava rovnice y'+2y =6x:
y' =-2y+6x
a(x)=-2
b(x)=6x

~fa(x)

2. Vypocet e :

—Ia(x)-dxz—!(—2)-dx=2jdx=2x 1

Pak e o) = ¢

82 -
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3. Rovnici ' +2y = 6x vynasobime e :

y' +2y=6x/-e**

yr.er +2y_€2x :61"82}

(y_el.r)’ — 6x-e¥

4. Integrace (y-e“) =6x-e":

j(y-esz-aa:= Jox-e? -ax

X

V=
u=6x
Pozn: per partes —

eZ
u =6 v=l

2x

‘e

I(y-e“)' -dx :6x-%ez" = J‘6-%ez" -dx

I(y-ez")’ -dx =3x-e” —3J‘e” - dx

95 B3
et =3xet e +k
- 2

y-e™ =3x-e* —%e“ +k fre™

3 2
L P S
P=x—okhse

5. Obecné fedeni : y = 3x—% g™
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Cvideni:
, x' +k
1/ xy'+3y=4x [y= 2 ]
o 3
Uty ~p=5" - 2 [y=(ex+k)-e ¥
3/ y' -2y =-8x-e* [y=(—4x2+k)-ez‘”]
2 x2 3
4/ y’v3x2y=(x+2)-e* 3= 7+2x+k]-e‘]
' 2 -2x 2 3 -2x
5/ y +2y=(2x —3)-9 [yz[gx —3x+kj-e ]
2
1 2
6/ y +2xy=1x BLS R
y'+2xy re g ]
xZ
7 y'—y=x-e* [y=—2——-e‘+k-ex]
8 ' —y=xt [y=—(x2+2x+2)+k-e‘]
of (1+x2 )y = 2xy = (1+ %2 [y=(x+k)-(1+x)]
1 X =3
10/ y'+y=e" [y:Ee +k-e ]
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5. Exaktni diferencialni rovnice

Je tvaru |P(x, y)-dx + Q(x,y)-dy =0|

Jestlize vyraz P.dx+Q-dy je totalni diferencidl n&jaké funkce f(x,y) nazveme

rovnici exaktni. Totalni diferencial funkce f(x,y):df = g. dx + q. dy.

Ox oy

Oznatime-li P, parcidlni derivaci P podle ya Q] parcidlni derivaci Q podlex, pak

podminku exaktnosti pfislusné diferencidlni rovnice lze zapsat ve tvaru P = Q. . Funkce

I (x, y)je tzv. kmenova funkce.

Hledame obecné feseni ve tvaru f(x,y)=c.

P (Zx" - xy’ }ix+(2y" —xzy}iy =0

1. Oznaéme P =2x’ —xy’

Q=2y'-xy
Pak P =-2xy
Q, =-2xy

Je ztejmé, Ze P) = O, — tedy jde o exakini rovnici
%-dx+%-dy=(2x3 —Jgr‘zyix+(2y3 —xzy}iy

2. Srovname vyrazy u dx a dy:

dx:gzbﬁ—xy?
ox
& _y5_ 2
dy:—=2y -x"y
dy
3. Integrace:
x“ . xl x4 x2y2
=2 ey’ o2 Zpoyt 5B T kgl
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4 2 4 2.2
f(x,y)=2jy" ‘dy—xzj‘y'dy=2-y7—x2 -%=%—%+h(x)

4. Porovnani:

4 22 o S

2 xy y' Xy

s - h
- g(v) s 2+(ﬂ
2t %'y y »?

- = %
e gU)2 2+(ﬂ

4 k!
X 3
X g0)= 2+ h)
2 2
Ponévadz kmenova funkce je uréena az na konstantu

jednoznac¢né, je:

g0)=2 hx) =

5. Kmenova funkce:

4 3.2 4 o) 4

¥ty Xy y' 2y %
Xoyy==—i— +hlx)=—- i
f(x.y) e O
4 2.2 4
A A
3 2 2
4 s, 4
T At S
2 2 2

2¢, =y* —x*y? +x*,kde 2¢c, =k
k=y*—x*y? +x

6. Obecné feseni: k = y* —x’y” +x*
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Pi: (x-cos2y+1)dx—(1::2 sin2y Jdy = 0

l.Oznaéme P =x-cos2y+1
Q=-x*-sin2y
Pak P =-2x-sin2y
Q. =-2x-sin2y
Je ziejmé, Ze P = Q) — tedy jde o exaktni rovnici

%.dx+%-dy=(x-coszy+l)dx—(x2 -sinZy)dy

2. Srovname vyrazy u dx a dy:

dx:?=x-cos2y+l

X
afy:g=—x2 -sin2y

3. Integrace:
2

flx,y)=cos2y |x-dx+ J-l-dx=x?-cos2y+x+g(y)

2
Fxy)= -2 Isin2y-dy = %-0052y+h(x)

4. Porovnani:

2 2
%-cosz+x+g(y)=x7-0052y+h(x)

x+g(y) = hlx)
Ponévadz kmenova funkce je uréena az

na konstantu jednoznacné, je:

g(¥)=0. hlx)=x
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5. Kmenova funkce:

2

2 A
f(X,y)z %'COS 2y+ h(x): %—.COS 2y+ X

2
k=%—-cos2y+x

£
L o %nT X"
6. Obecné feSeni: k = = cos2y+x

4 (2x—e"‘ -y)-dx—eJr -dy =0

1. Ozname P=2x—-e" 'y

0=-e
Pak P = —e”
0, =—¢*

Je zfejmé, Ze P = O, — tedy jde o exaktni rovnici

%i--dx+%-dy=(2x‘ex -y)dx—e’-dy

2. Srovname vyrazy u dx a dy:

dx:g—=2x—ex-y
ox
dy:g=—e"
dy

3. Integrace:

2
fley)=2[x-dc—yfer -dx=2%—y-e“ +g(y)=x"-y-e" +20y)

flx,y)=—e€ Idy =—y-e* +h(x)
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4. Porovnani:
X' -y-e" +g(y)=-y-e +hlx)

x* +g(y) = hlx)
Ponévadz kmenova funkce je urena az na konstantu
jednoznacné, je:
g(»)=0, hlx)==x"
5. Kmenova funkce:
fley)=-y-e*+x’
k=-y-e* +x°

6. Obecné feSeni: k= —y-e* +x°
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Cviceni:
1/(1+-};de—idy=0 [k=x-2]

x x X

v x’

2/ (y-sinx+x2)nitf(y+cosx)dy=0 [k=—2r+y-cosx+7]
3/ (4x e Yo+ (x* e +2y )y =0 [k=e”-x*+y*]
4/ (2x+ y)dx +(x +2y)dy =0 [k=x>+xy+y°]
5/bx2+y2kk+2mwdy:0 [k:x-bﬁ+x2h
6/ (3x2y+l)dx+(x3-»l)dy:0 [k=x"y—y+x]
7/@y+ywﬁ+3kk+&x+xey—2hy=0 [k=e"-y+x-e’ =2y +3x]
8/@x+yh&+ﬂ+xk&=0 [k =x+xy+y]
9/ (2xy+4x3y)dx+(x2+x“)dy=0 [k=x*y+x*y]
10/ 1ny-dx+%-dy=0 [k =xIny]
11/ x(x2+y2}ix+y(x2+y2)dy=0 [k=x*+y"]
12/£-dx—tgy-dy=0 [k =x-cosy]
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6. Bernoulliova diferencialni rovnice

kde a,b jsou spojité funkce na néjakém

Rovnice typu |y = a(X)y + b(x)y’ >

intervalu J.

Pro r = Onebo r =1je rovnice linearni.

Pro r # 0,r # 1 neni tato rovnice linearni, ale vhodnymi Gpravami ji miZeme na danou

rovnici preveést.

Jednoduchymi pravami obdrzime: -y =alx)y"" +b(x)

Zavedeme-li substituci: y'" =u,

tak dostaneme u' = (1—r)-a(x)u +(1-r)-b(x) a to uz je rovnice linearni.

1
PL: y'=%y+;

; : 1 ¥
1. Uprava rovnice: y'=—y+y~
%

T
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2. Substituce: y’ =u

Dosadime do rovnice %(yz) = ly" +1:
X

—u =—u+l

2 x

lu’:lu+l/’-2
x

u' =gu+2
X

()
3. Linearni diferencialni rovnice: ¥ =—u+2
X

. . L
4. ReSime homogenni rovnici u ——u =0:
&

=
Il
= |
(S}
=

I
= |
=

Il
= |
=
~
=

I %o w0
B

=i= =l- glp BB

& &[&

l
=
Il
&

=

Rovnici zintegrujeme:
1 2
—-du= |—-dx
el

Inju| = 21nlx| +¢,,

kde ¢, = ln|c2‘
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Inju| = 21n|x| + Inlc, |

Infu| = Inx* + Infc, |

Infe| = Inx” - ¢,

Infu| =Inx’ -c,

u=x’ Yy

Obecné feeni homogenni rovnice: u = x’ ¢,
Reseni nehomogenni rovnice bude mit tvar: u = x* - ¢(x)

Pak u'=x"-¢'(x)+2x-c(x)

" vy b A
5. Resime nehomogenni rovnici ¥ =—u+2:
X

Do rovnice dosadime u = x” - ¢(x),

u'=x"c'(x)+2x-c(x)

x*e'(x)+ 2x-elx) = i : (xz : c(x))+ 2

x?-c'(x)+2x-e(x) = 2x - c(x)+2

x*-c'(x)=2
’ 2
c (x)=—2
X

Zintegrujeme c¢'(x)= % :
x

Ic"(x)-cix: f;z;dx
e(x) = —% +k

Dosadime do u = x* - ¢(x):

u=x -[—z+k]
X

u=-2x+k’
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6. Obecné feseni nehomogenni rovnice: u = —2x + kx’
Dosadime zpét za u , kdyZ vime zeu = y’
¥ = 2x+ kx?
1
y=i~(—2x+kx2)5

7. Obecné feseni Bernoulliovy diferencialni rovnice:

y=t-2xs k)

Pt. y'=-2y+y*-e

X

1. Uprava rovnice y' =2y +y’ -e*:

r=2

y =y

Yy ==2y+y?-e/:y?
.y2 =_22y+ex

Y 1

2. Substituce: (y" )= u

’
X

Dosadime do rovnice — (y“' ) =2y +e*:

r

-u =-2u+e’

i

—u =2u+e*/-(-1)

’

u =2u—-e

X

1
3. Linearni diferencialni rovnice: u =2u—e”
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W - ’
4. Re$ime homogenni rovnici u —2u=0:

’

u =2u
@=2u

dx

ﬂ=2u /:u
dx

1 du_,

u dx
l-ﬁ=2/-dx
u dx

1
—-du=2-dx
u

Rovnici zintegrujeme:
I%-du = [2-ax
Inju| = 2x +¢,,
kde ¢, =Inlc,|
Infu| = 2x + In|c, |
Inly| = Ine** + Injc, |
Infu| = Ine* +In|c, |

Obecné feSeni homogenni rovnice: u = e*se,

Reseni nehomogenni rovnice bude mit tvar: u = e”* - ¢(x)
Pak ' =e” -c'(x)+2e™ -c(x)
~ o '
5. Resime nehomogenni rovnici # =2u—e":

Do rovnice dosadime u =e** - ¢(x),

- T~
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u' =e* - ¢'(x)+2e* -c(x)
e . ¢'(x)+2e* -c(x)=2- (ez" -c(x))— e’
e - c'(x)+2e™ c¢(x)=2e* c(x)-e*

X

e -c'(x)= —e

¢'(x)=—e"
Zintegrujeme ¢’(x)=—e™:
Je'x)-dx = [~e7-ax
clx)=e +k
Dosadime do u = ¢** -¢(x):
u=e” -(e"" + k)
u=e" +ke*

6. Obecné feseni nehomogenni rovnice: u = e* + ke™*

; ’ e 1
Dosadime zpét za u , kdyz vime Zeu = —
Y

1
—=e" +ke™
¥

3= (e‘ +lcezx)_I

7. Obecné feseni Bernoulliovy diferencialni rovnice:

o (e"' + ke* )7I
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4
L e y'=—y+x\/;
X

1
1. Uprava rovnice: y' = iy +x-y?
X

4,
yl =x—l+x
y: y?

b | -

2. Substituce: y
1 g 3
Dosadime do rovnice 2( ¥ ] =—yl+x

2u'=iu+x

X
W' =—u+x/:2
X
2 X
u'=—u+—
X 2

3. Linearni diferencialni rovnice: ' =—u+=

X

—

x
2
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e - - 2
4. ReSime homogenni rovnici ' ——=u=0:

U =—u

du 2

|

dx x

du 2

—=—ul:u

dx x

1 odu_2

u dx x

ldu_2, .

u dx x

L

U X
Rovnici zintegrujeme:

jl-duzfg-dx

u X

Infu = 21In|x|+¢,,

kde ¢, =Infc,|

Infu| = 2 In|x| + Injc, |

Infu| = Inx* + Inle,
Injy| =Inx? -c,
ln|u| = Ina e

— e,
u=x -c¢,

X

Obecné fedeni homogenni rovnice: u = x* - ¢,

Reseni nehomogenni rovnice bude mit tvar: u = x” - ¢(x)

Pak ' =x?-¢'(x)+2x-c(x)

5. Re$ime nehomogenni rovnici u’

Do rovnice dosadime u = x

-78 -
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x?-e'(x)+2x-e(x)= %(ﬁ ! c(x))+ %

x? e'(x)+2x-clx)=2x- r:(x)~+-32E

2‘ ' =£
X c(x) 5
x*e'(x)== Jix?
(11
c(x)-2 X
. ; ; 11
Zintegrujeme ¢'(x)=—-—:
2 x

c(x):%ln\x|+cl .kde ¢ =1Ine"

c(x)=In [y +Ine? = c(x) = In x| -, kde e =k
Dosadime do u = x* - ¢(x):

u=x"(in}x )

6. Obecné feseni nehomogenni rovnice: u = x” - (in x| - k)

Dosadime zpét za u, kdyz vime Zeu = /y

Jy =x-(iny k)

Sy =x(in k)7’

y=x' -(1nJ|?|-kT

7. Obecné feSeni Bernoulliovy diferencidlni rovnice:

y=x* -(ln‘/H-k)2

[T
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Cviceni:
1
IV xy-y=x*— [y2=x2-(lnx2+k)]
i
2/ xy'+y=y-Inx [y=(Inx—1+ke)"]

3/ xy' +2y+x°yx* =0 =
Y +2y+x’y [y m]

4/ y'—y+y*cosx=0 =5 2 ]
5-((:osx+sinx)+k-e"T
I 2
5/ y'+ymx-\/; [y=(x—5+k-e2*J]
x* +k .
6/ xy'—yz—x-y2 [}’:[ J ]
2x
7y +y+yle’ =0 [y:(xe‘+kex)“l]
' 2 —xIn® x h
8/ xy'+y=y" -xInx [y = 5 +hkx| ]
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o]

7. Obycejné diferencialni rovnice vysSich radu

Je to rovnice typu:

(n-1)

a,(x)- Y +a, (x)- YV 4+ +a,(x) Y +ay(x)- y = g(x)

Je-li g(x) =0 jedna se o diferencialni rovnice homogenni.

Je-li g(x) # 0 jedna se o diferencialni rovnice nehomogenni.

Pak napf. rovnice y" + x- y' + y = sin x je nehomogenni linearni rovnice 3. fadu
a nema konstantni  koeficienty.

A rovnice y" + y'—4y =0 je homogenni linearni rovnice 2. fadu s konstantnimi

koeficienty.

7.1. Obycejné diferencialni rovnice Il.Fadu

7.1.1. Homogenni ODR II. Fadu s konstantnimi koeficienty

Rovnice typu|a, - V" +a, -y +a, -y =0| kde a,,q,,a, jsou realné konstanty.

Pro tyto rovnice hleddme fe3eni ve tvaru: y =e"*, kde hje kofen charakteristického
polynomu.

Pozn: Charakteristickym polynomem pro rovnici a, -y"+a, -y'+a, -y = 0rozumime
a,-h*+a,-h+a, =0.
Rozlisujeme tii typy fedeni téchto rovnic:

I. (D>0)— h je jednoduchy realny kofen charakteristické rovnice, pak rovnice ma

Y, =¢ ceh*
. . r v ’ 1
partikularni feSeni:

Yy S Cyt€

hy-x

Obecné feSeni dané rovnice je linearni kombinaci téchto dvou feSeni: y = y, + y,.
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Pt: y"+3y'-4y=0

1. Charakteristicka rovnice: h° +3h—4=0
2. Vypocet kofent charakteristické rovnice:

_-3+,/9-4.1-(4) —3J_r\/£_—3¢5_*h e e el
2 - 1 A

h 2

1,2 2
3. Partikularni feeni: y, =c,-e*, y, =c,-e™
4. Obecné feSeni:  y=y, +,,

- X -4
Y=, e +C2 s

Pit: y"+5)'+4y=0
1. Charakteristicka rovnice: h> +5h+4=0

2. Vypocet kotent charakteristické rovnice:

e e LT R T
— —}I.':—, 2:

1,2 2 2 2
3. Partikularni feSeni: y, =c,-e™, y, =c, ™
4. Obecné feSeni: y=y, +»,,

y=g e +cye
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II. (D=0)— h, =h, je dvojnasobny realny kofen, pak rovnice ma 2 linearné nezavisla

y = eh,Ar
. TP , 1
partikularni feSeni:

Pi: »"-4)y'+4y=0

1. Charakteristicka rovnice: b’ —4h+4=0

2. Vypocet kofent charakteristické rovnice:

h _4ivl6—4'1'(4)_4i\/6_4i0
= = = =2
‘ 2 2

2

h=2,h =2

3. Partikularni feeni: y, =c, -e**, y, =c, -x-e**

4. Obecné feSeni: y=y, +y,.

) 2y
y=c, e +c,-x-e¥ =e* (¢, +¢, x)

1. Charakteristicka rovnice: A° =0

2. Vypocet kotfenu charakteristické rovnice:
h,=0—h=0,h =0

3. Partikularni feseni: y, =¢,-¢” =¢,, y, =¢, x-¢” =¢, -x

4, Obecné feSeni: y=y +y,,

Y=+, X

8y
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II. (D<0)—h,=ati-b jedvojice komplexné sdruzenych kofeni, pak rovnice mé
... . y=c-e"" -coshx

2 realna feseni: 0 o s

Y, =c,-e"" -sinbx

Pi: y"+6y'+13y=0

1. Charakteristicka rovnice: #* +6h+13=0
2. Vypocet kofenti charakteristické rovnice:
B o —6+./36-4-1-(13) _—6+4-16 —-6+4i h=-3+2i
- 2 R hy=-3-2i

kde a=-3,b=2
3. Partikularni feseni:

4. Obecné feseni:
Y=Yyt i

=3 =3 . -3, .
y=c e cos2x+c, e -sin2x=e " -(c, - cos2x +c, -sin2x)

Pi: 4y"+4y" +5y=0

1. Charakteristicka rovnice: 4h”> +4h+5=0

2. Vypocet kofenti charakteristické rovnice:

b= 2.4 ST I T

_—4%,16-4:(4-5) -4+-64 -4=8i hy=——+i

kde a=—l,b=l
2

- . v s Y1 =€ € " -COSX
3. Partikularni feSeni:
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4. Obecné feseni:

Y=Yt Vs,

1 1

X == e

y=c¢ e ? -cosx+c,-e? :sinx=e ? -(c, -cosx+c, -sinx)

Cviceni:
1/ y"+y -2y=0 [y=c e +c,-e7]
2/ y"-16y=0 [y=c -e* +c,-e™]
3/ y"+7y'-8y=0 [y=c e +c,-e™]
4/ y"+4y' -21y=0 [y=c - +c,-e7]
2
5/ 4y" +20y'+25y =0 [y=e? (¢, +c, X)]
6/ 4y"+24y" +37y=0 [y=e(c -cos§+c2 -sin%)]
7/ y"+4y +13y =0 [y=e?"(c, -cos3x +c, -sin3x)]
8/ y"+8ly=0 [y=¢, -cos9x +c, -sin9x]
9/ y"—6y'+13y=0 [y=¢e-(c, -cos2x+c, -sin2x)]
10/ y"+-4y'+5y =0 [y=e(c -cosx+c, -sinx)]

" .
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7.2. Nehomogenni ODR II. radu

Rovnice typu |a,y" +a,y" + a,y = b(x)|.

Obecné feSeni nehomogenni rovnice y je rovno souctu obecného feSeni homogenni

rovnice} a jednoho libovolného partikuliarniho feSeni y, nehomogenni rovnice:

y=Y+yp.

7.2.1. Metoda variace konstant
1/ Uréime charakteristickou rovnici
2/ Vypocteme koteny charakteristické rovnice
3/ Ur¢ime feSeni homogenni rovnice ve tvaru: ¥ =¢, -y, +¢, - y,
4/ Ur¢ime partikularni feSeni nehomogenni rovnice ve tvaru: y, =¢,(x)-y, +¢,(x)- y,,
kde

J‘W ] . IW J(x)

W(x)=[ P } je WRONSKIAN.
W(x) Wi(x)

74

Determinant W,(x) —je determinant, ktery vznikne z Wronskidnu tak, Zze jeho prvni

0 0 s
sloupec nahradime sloupcem [ :l Tedy W, (x) = { y_’ }
b(x) b(x) 04

Determinant W,(x)—je determinant, ktery ziskame nahrazenim druhého sloupce
g 0 » 0
Wronskianu sloupcem . Tedy W,(x)=| 7, :
b(X) Y b(x)
Pozn: Kdyz W(x)# 0, pak y,a y, jsou dvé linearné nezavisla feSeni.
Kdyz W(x) =0, pak jde o feSeni linearné zavisla.

5/ Uréime obecné feSeni nehomogenni rovnice: y =Y +y, .
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X

Pt y"—2y'+y=e—
X

1. Charakteristicka rovnice: h* —2h+1=0

2. Vypocet kofent charakteristické rovnice:

, _2E4-40D _2:0 2
=2 3 - 2 |

+0 h =1

> o
3.Reseni homogenni rovnice:

yl =e.\' ;
=Y =¢ W He )y, =8 (6, +¢; %)
y, =x-¢e
4. Partikularni feSeni nehomogenni rovnice bude mit tvar:
Y, =6(x)-y +6,(x)- 3,

Y, =6 (x) e* +cy(x)-x-€*

r r

5. Derivace y, , y, feSeni homogenni rovnice

y, =e" +x-e"

6. WRONSKIAN:

0 x-e' .
e
W,(x)=| g =0—(—-x-e*)=—e*
— e +x-e' X
x
e*" 0 er c;‘x
Wﬁ(x): e.r =e.r -——»0:
) e’ _— X X
X

= @)y o 128 e [mlde=x+k
“ IW(x) -‘.ez" I =

=87
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2x

o
¢, = II;VV((;))J;: = J'e;‘_‘ dx = I%dx = In|x| + &,

Pozn: k,,k, jsou libovolné integraéni konstanty. MiiZeme ziskat
jakékoliv partikularni feseni. Pro ziskani obecného feseni poloZime
k .k, =0.

=—x-e" +ln|x|-x-ex —

7. Partikularni feeni: y, =x-e" - (Inlx|-1)

8. Obecné feseni nehomogenni rovnice:

y=Y+y,

y=e'(¢, +c, x)+x-e" - (Inx|-1)

Pt: y"+y' =4x

1. Charakteristicka rovnice: A* +h=0

2. Vypocet kofenu charakteristické rovnice:

o Tl1EN1-4-0-0) 141 121 | B =0
1.2 i i -
: 2 2

2 h, =-1
3. Reseni homogenni rovnice:

yl :e() :1

L “Y=cyte iy, =6 te e
WM, Tk

4. Partikularni feSeni nehomogenni rovnice bude mit tvar:

Y, =¢(x)-y + cy(x) - ¥,

Y, =6 (x)+¢y(x)- e’

’ ’

5. Derivace y, , y, feSeni homogenni rovnice:
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6. WRONSKIAN:

My e 1 e’ . 5
W(x) = ] = . = ‘0 ==
Yy Vs 0 -—e

4x°

W _4xe™ ,
¢, = 1(x) =ijdx:J’4xdx=f=2x-+kl
W (x) e 2

e, = j%(%)dx = _iex:atx = 4fx-edr = —4-(x-e" - [erdx)=—axe* +4e" +k,

per partes

k,k,=0
7. Partikuldrni feSeni: y, =2x* —4x+4
8. Obecné feseni nehomogenni rovnice:

y=Y+y,
y=c +¢, e +2x" —4x+4

Cviceni:

1/ Yy +y=x"+2 [y=c -cosX+c, sinx+x’]
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7.3. Nehomogenni diferencialni rovnice Il. fadu se
specialni pravou stranou

7.3.1. Metoda neurc¢itych koeficientu

Jde o rovnici typu |a,V"+ay +a,y=>b(x)| , kde prava strana nehomogenni

diferencialni rovnice, tj. funkce b(x) muze mit tvar:

I. b(x)= P(x),kde P(x) je polynom m - té¢ho stupné

Partikularni feSeni y, hledame ve tvaru analogickému k tvaru pravé strany.
Pt: y"+3y —4y=8x*-1

1. Charakteristicka rovnice: h* +3h—4=0

2. Vypocet kofent charakteristické rovnice:

n _-3+,09-4.(1-(4) _-3+425 -3%5 A
2 3 - ) - i

2 h, =—4

Il
p—

3. ReSeni homogenni rovnice:

X

H= &

};2 ZCZ .e_

w2 =nty =c e +c,e™

4. Partikularni feSeni nehomogenni rovnice bude mit tvar:
Y,= Ax* + Bx+C
a) Vypocteme prvni derivaci partikularniho feSeni rovnice:
y, =2A4Ax + B
b) Vypocteme druhou derivaci partikularniho feSeni:
V5, =24
¢) Dosadime zpét do ptivodni rovnice y" + 3y’ -4y = 8x* —1:

24A+6Ax +3B —4A4Ax* —4Bx —4C =8x% -1
—4A4x* +x-(6A-4B)+24+3B-4C =8x* -1

2

x: —44=8

-0~
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A=-2
X: 64-48B=0
-12-4B=0
B=-3

0

xX°: 24+3B-4C=-1
~4-9-4C =-1
—4C =12
C=-3
d) Partikularni feSeni nehomogenni rovnice:

2
¥, =—dx" =3%=3

e , . y=Y+y,
5.0becné feSeni nehomogenni rovnice:

y=c e +c,r e =2x" -3x-3

Pi: y"+3y'—4y=1
2. Charakteristicka rovnice: h> +3h—4=0

2. Vypocet kofenu charakteristické rovnice:

(e

"

_=3+./9-4.1--4) -3%425 -3%5 k=1
- 2 - h

3.Reseni homogenni rovnice:
n=¢-e

s 4
Tk =+ =0-€ +c-e
Y, =C,-€

4. Partikularni feSeni nehomogenni rovnice bude mit tvar:
¥u=4

a) Vypocteme prvni derivaci partikularniho feSeni rovnice:
y,=0
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b) Vypoéteme druhou derivaci partikularniho feSeni:
y,=0

¢) Dosadime zpét do ptivodni rovnice y" +3y' —4y =
—44=1

1
A=——

4
d) Partikularni feSeni nehomogenni rovnice:

1

Fg= T
y=YX+y,
5.0becné feseni nehomogenni rovnice: i i
y=g¢ € ¥cyc€ " ——
4
II. b(x)=e“ - P(x)
Partikularni feSeni hledame opét ve tvaru analogickém tvaru pravé strany.
Pi: y"+3y —4y=3e"
1.Charakteristick4 rovnice: h* +3h—4 =0
2. Vypocet kofenii charakteristické rovnice:
h = —3%9-4-(1-(4) _-3%+25 _-3+5 A=l
2 2l 2 2 h2 =4

3. ReSeni homogenni rovnice:
A o X
¥ hals B

WY Enty, = e e e™
—4X
Yy Sk <8

4. Partikularni feSeni nehomogenni rovnice bude mit tvar:

yp - A_e}.\'

a)Vypoc¢teme prvni derivaci partikularniho feSeni rovnice:

1l oo . o3
y,=34-¢e
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OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka prikladii)
Bakalarska prace Radka Havlikova

b)Vypoéteme druhou derivaci partikularniho feseni:
¥y =94-€*
¢) Dosadime zpét do piivodni rovnice y" + 3y’ —4y =3¢ :
94-¢™ +94-e —44-¢* =3¢
144-¢™ =3¢*/: ™
144=3

3

A=—
14

d) Partikularni feSeni nehomogenni rovnice:

3 3

yp:ﬁ'e

y=Y+y,
5.0becné feSeni nehomogenni rovnice:

X ~4x Ix
Y =CiE€ +C2'€ o i—i=
14

Pi: y"-3y=x-e"
1. Charakteristick4 rovnice: > —=3=0

2. Vypocet kofent charakteristické rovnice:

_0£0-4-0-(-3) _ 0412 _0£243 h =3
- 2 2 2 By ==f3

2

3. Regeni homogenni rovnice:

NET:
Y, =g e f3 -3
=Y =y %y =& +ee "
X

=gy e

4. Partikularni feSeni nehomogenni rovnice bude mit tvar:

y,=(4Ax+B)-¢"

=03
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OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka ptikladii)
Bakaldrska prdce Radka Havlikova

a) Vypocteme prvni derivaci partikularniho feSeni rovnice:
y,=4-e"+(4x + B)-e’

b) Vypoéteme druhou derivaci partikularniho feSeni:
y,=24-¢" +(A4Ax+ B)-¢e

¢) Dosadime zpét do ptivodni rovnice y" -3y =x-e":
2A-e* +(Ax+ B)-e* -3(Ax+ B)-e* =x-e"/:e*
2A+ Ax+B-3Ax-3B=x
—-2Ax+2A-2B=x
x: =24=1

d) Partikularni feSeni nehomogenni rovnice:

1 b 2
}’,,:(—5—\’—5)’9

5. Obecné feSeni nehomogenni rovnice:
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OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka ptikladii)
Bakalarska prace Radka Havlikova

III. b(x)=e"™ - P(x)-coshx, resp. b(x)=e" - P(x)-sinbx

Partikularni feSeni hledame opét ve tvaru analogickém tvaru pravé strany.

Py:

y" =10y’ + 26y =10e’* - cosx

1. Charakteristick4 rovnice: A —10h+26=0

2. Vypocet kofenti charakteristické rovnice:

de

h ﬁlOi\/IOO—4-(I-26)_10iﬂ_10i2i_, h=5+i
i 2 L2 2 , =5-i
a=5,b=1
3.Reseni homogenni rovnice:
y=c¢ -e*-cosx

7 5 5 4
. . Y=y +y,=c-e’-cosx+c,ce” -sinx
Yy =€, € -sinx

4. Partikularni feSeni nehomogenni rovnice bude mit tvar:

y, =xe™ -(Acosx + Bsinx) = e** . (Axcosx + Bxsin x)

a) Vypoc¢teme prvni derivaci partikularniho feSeni rovnice:
y!, =5e’" -(Ax cos x + Bx sin x) +

+e** -(Acos x — Ax sin x + Bsin x + Bx cos x)

b) Vypoéteme druhou derivaci partikularniho feSeni:
yh =25 - (Axcosx + Bxsinx) +
+5e** - (Acosx — Axsin x + Bsin x + Bxcos x) +
+5e’* -(Acosx — Axsinx + +Bsinx + Bxcosx) +

+e’* - (—Asinx — Asinx — Axcos x + Bcos x + Bcos x — Bxsin x)

<05




OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka piikladit)
Bakaldarska prace Radka Havlikova

¢) Dosadime zpét do ptivodni rovnice

¥ =10y +26y =10e** -cosx:

25¢°* - (Axcosx + Bxsinx) + 5¢** - (Acos x — Axsin x + Bsinx + Bxcosx) +
+5e> . (Acosx — Axsinx + Bsinx + Bxcosx) +

+e’" - (=Asinx — Asinx — Axcos x + Bcosx + Bcos x — Bxsin x) —

—10-(5@5"r -(Axcosx + Bxsinx)+ e’ - (Acosx — Axsinx + Bsinx + Bxcosx))+

+26-(e% - (xAcosx + xBsinx))=10e*" - cos x

Obé strany rovnice vydélime e’* a dostaneme:

25-(Axcosx+ Bxsinx)+5-(Acosx — Axsinx + Bsinx + Bxcosx) +
+5-(Acosx — Axsinx + Bsinx + Bxcosx) +

— Asinx — Asinx — Axcosx + Bcosx + Bcosx — Bxsinx —
—50-(Axcosx + Bxsinx) —10-(Acosx — Axsinx + Bsinx + Bxcosx) +
+26-(xAcosx + xBsinx) =10cosx

xcosx: 254A+5B+5B-A-504-10B+264=0
xsinx: 25B-54A-54A-B-50B+104+268B=0

cosx: 5A+54A+B+B-104=10
sinx : 5B+5B-A-A-10B=0
COSX: 2B=10

B=35
sinx : -24=0

A=0

d) Partikularni feSeni nehomogenni rovnice:
y,=¢e"-5xsinx

y=Y+y,

5.0becné feSeni nehomogenni rovnice: N ) » )
y=e"(¢cosx+c,sinx)+e’" -Sxsinx
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OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka pfikladii)
Bakaldrska prace Radka Havlikova

Pi: y"-2)'+5y=e"-cos2x
1. Charakteristicka rovnice: h> =2h+5=0

2. Vypocet kofent charakteristické rovnice:

L _2x44-4:(1-5) 2Fy-16 2+4i h =1+2i kde
9= = = -
= 2 2

2 hy=1-2i
a=1,b=2
3. Reseni homogenni rovnice:
W= —Y=y+y,=¢€ -(¢cos2x+c,8n2x)
Yy, =cC,-€ -sin2x
4. Partikularni feSeni nehomogenni rovnice bude mit tvar:
y,=x-e -(A-cos2x+ B-sin2x)

a) Vypocteme prvni derivaci partikularniho feSeni rovnice:
y,=e"-(Acos 2x + Bsin 2x)+ x-e” -(Acos 2x + Bsin 2x) +
+x-e*-(=2A4sin 2x + 2B cos 2x)

b) Vypoc¢teme druhou derivaci partikularniho feSeni:

y, =2e" -(Acos2x + Bsin2x) + 2e* -(-2Asin2x + 2Bcos2x) +
+x-e*-(Acos2x+ Bsin2x)+2x-e" - (-2A4sin2x + 2Bcos2x) +
+x-e" - (—4Acos2x —4Bsin2x)

¢) Dosadime zpét do ptivodni rovnice y" -2y +5y =e" -cos2x:

2¢" -(Acos2x + Bsin2x)+2e" - (—2A4sin2x + 2Bcos2x) +
+x-e*-(Acos2x+ Bsin2x)+2x-e* -(—2A4sin2x + 2Bcos2x) +
+x-e" - (—4A4cos2x —4Bsin2x)—2e* -(Acos2x + Bsin2x) -
—2x-e"-(Acos2x + Bsin2x)—2x-e" - (-4 Acos2x —4Bsin2x) +

+5x-e"-(Acos2x + Bsin2x) =e" -cos2x

+ 07




OBYCEJINE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka prikladi)
Bakalarska prdce Radka Havlikova

Obé strany rovnice vydélime e*a dostaneme:
2-(Acos2x + Bsin2x)+2-(—2Asin2x+ 2Bcos2x) +
+x-(Acos2x + Bsin2x) +2x-(-2A4sin2x + 2Bcos2x) +
+x-(—4Acos2x —4Bsin2x)—2-(Acos2x + Bsin2x) —
—2x-(Acos2x + Bsin2x)—2x-(—4Acos2x —4Bsin2x) +

+5x-(Acos2x + Bsin2x) =cos2x

xcos2x: A+4B-4A4A-24A-4B+54=0
xsin2x: B-4A-4B-2B-4A4+5B=0

cosXx : 2A+4B-24=1
STHixe 2B-44-2B=0
COSX: 4B =1
L
4
sin x: —-44=0
A=0

d) Partikularni feSeni nehomogenni rovnice:

i .
y,=x-€e -—sin2x
4
5.0becné feSeni nehomogenni rovnice:

y=I+y,

‘ g X
y=e” (¢, cos2x + ¢, sin 2x + —sin 2x)
0 1 2 4
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OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka piikladi)
Bakaldrska prace Radka Havlikova

IV. b(x) = A-sin Bx ,resp. b(x)= A-cos Bx
Partikularni feSeni hledame opét ve tvaru analogickém tvaru pravé strany.
Pt: y"-3y'+2y=10cosx

1. Charakteristicka rovnice: A —=3h+2=0

2. Vypocet kofenu charakteristické rovnice:

" _3%49-4-1-2) _3+41_341_ =2

2 2 2 hy =1

.. 2x
| =€ €

D~ r , . 2x
3. Reseni homogenni rovnice: —=Y=y+y,=¢c-e"+c,:€

yz :cw'elr

4. Partikularni feSeni nehomogenni rovnice bude mit tvar:
y,=A-sinx+ B-cosx
a) Vypodéteme prvni derivaci partikularniho feseni rovnice:
y, = Acos x — Bsin x
b) Vypoéteme druhou derivaci partikularniho feseni:
y, =—Asinx - Bcosx

¢) Dosadime zpét do ptivodni rovnice y"—3y"'+2y =10cosx:

— Asinx— Bcosx —3Acos+3Bsinx+2A4sinx+2Bcosx =10cosx

COS X —B-34+2B=10
SN x: —~A+3B+24=0
it x5 A=-3B A=-3
COSX: -B+9B+2B=10
10B=10

Bi=1

80 =




OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka piikladii)
Bakaldrska prace Radka Havlikova

d) Partikularni feSeni nehomogenni rovnice:

Y, =-3sinx+cosx

5.0becné feSeni nehomogenni rovnice:

y=I+y,

y=c e” +c,-e* —3sinx+cosx

Pi: y"+3y=4cos3x

1.Charakteristick4 rovnice: A* +3 =0

2. Vypocet kofent charakteristické rovnice:

kde

A _0£0-4.(13) _0+V-12 _0+23i  h=43i
,2 2 2 2 hzz_,\/gi,

a=0,b=43
3.Redeni homogenni rovnice:

n=q -cos+/3x

=YY=y +y =¢ -cosﬁx+c2~sin«/§x
V> =6, -sin+/3x

4. Partikularni feSeni nehomogenni rovnice bude mit tvar:
y,=A-sin3x+ B-cos3x
a) Vypoc¢teme prvni derivaci partikularniho feSeni rovnice:

y, =3Acos 3x —3Bsin 3x

b) Vypoéteme druhou derivaci partikularniho feSeni:

Y, =-94sin3x - 9Bcos3x
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OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka piikladii)
Bakaladrska prace Radka Havlikova

¢) Dosadime zpét do puvodni rovnice y" +3y =4cos3x:
—9A4sin3x - 9Bcos3x +3A4sin3x + 3B cos3x = 4cos 3x

cos3x: —-9B+3B=4

sinx: -94+34=0
sinx: A=0
COS Xt -68=4
2
B=——
3

d) Partikularni feSeni nehomogenni rovnice:
2 3
) -
Y, =——c0s3x

5.0becné feSeni nehomogenni rovnice:
y=Y+y,

y=¢ .cos/3x + ¢, -sin J3x- %cos3x
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OBYCEJINE DIFERENCIALNi ROVNICE (Sbirka prikladii)

Bakalarska prace Radka Havlikova
Cviceni:
1/ y"+4y -5y=1 [y=6'|€'+¢‘z£"s‘r—%]
2/ y'=2y'+2y=2x [y =ce*cosx+c,e’ sinx+(x+1)]
3/ YV+y=x>+2 [y =c¢ cosx +c,sinx+x]

" ’ x x -4x ] x
4/ V'+3)y —dy=¢e [y=ce” +c,e +§xe]
5/ Yy -4y +3y=2¢" [y =ce™ +c,e* +xe™]

" ' X 75" 1 X

6/ 2y"+5y' =e [y=¢ +c,e? +;e]

" ' T 2x X S -x
7/ y'=3y"+2y=10e [y=ce™ +c,e +§e ]
8 Yy -3y +2y=3e* [y =ce™ +c,e* +3xe’]

” ' x x -2x 2 4 L
9/ y'+y -2y=12xe [y=ce® +c,e ™ +(2x —-gx)-e ]

[y =ce’sin2x +c,e” cos2x +

10/ y"=2) +5y=5e* -sinx A" 1,
+e” smx—Ee"‘ cos x|

[y=¢ sinx+c,cosx+

11/  y"+y=e"-cosx by -
+ge' cosx+§e sin x|

[y =c,e” cos3x+c,e* sin3x -

12/ y"-2y'+10y=e" -sin3x ¥
—ge" cos 3x]

-3 .
; =e - 2% +ey sin 2y~
13/ y"+6y"+13y =30sinx [y=e (C}COS BN )
—cosx + 2sinx]

14/  y"+9y =5cos2x [y = ¢, cos3x +¢c, sin3x + cos 2x]
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Bakalarska prace

Radka Havlikova

8. Soustavy obycejnych diferencialnich rovnic

Soustavou obycejnych diferencialnich rovnic 1.fadu rozumime soustavu typu:

W :an(x)yl +a12(x)y3 +“'+aln(‘x)yn "’.fi(x)

Y, :azl(x)yl +a22(x)y2 +"'+a2n(x)yn +f1(x)

yn = anl (x)yl o an? (x)yZ tot ann (x)yrr + fn (x)‘
Kde a,(x), f.(x), i.k =1.2....,njsou realné funkce.

Zavedeme si toto oznaceni:

L TEL P ERRE

e

Y
Q215923 9+-5 82

,fz ¥
Alx)=]. : . X

nl® un? """ ann .fn y

Pak piislusnou soustavu ODR 1. fadu lze psat ve tvaru: y' = A(x)y + f(x).

Je-li f(x)=0, tak je dana soustava ODR homogenni.

Je-li f(x)# 0, tak se soustava ODR zve nehomogenni.

8.1. Homogenni soustavy ODR 1.Fadu

Budeme se zabyvat situaci, kdy matice A(x)je konstantni a vektor f (x) je nulovy, pak

danou soustavu n—linearnich diferencialnich rovnic typu ' = A(x)y nazveme
soustavou s konstantnimi koeficienty.
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OBYCEJNE DIFERENCIALN{ ROVNICE (Sbirka ptikladii)
Bakaldrska prace

Radka Havlikova
a) Metoda eliminace

Algebraickymi upravami a opakovanymi derivacemi téchto rovnic Ize dosahnout
toho, e ztakto ziskanych rovnic eliminujeme (n—1) neznamych funkci a tim

dostaneme jednu rovnici pro jednu neznamou funkci. Tato metoda se zve eliminaéni.
Pi: y, =

f

¥, ==5y,+7y,, »,0)=1, ,(0)=-2

1.Uprava soustavy metodou sé&itaci: y, =2y, /-7

Y, ==y, +7y, /'(_ 2)

r

7y, =14y,

-2y, =10y, -14y,
Dostaneme: 7y, —2y, =10y,

2. Pivodni rovnici y, =2y, zderivujeme: y, =2y, ,

’

osamostatnime y, :

r

dosadime za y, do 7yt' =2y, =10y,:

L "

T -y =10y

-y +7y, —10y, :0/'(_1)
Y =7y, +10y, =0

3. Rovnice o jedné neznamé: y, —7y, +10y, =0

4.Charakteristicka rovnice: h*> —=7h+10=0

L, _7£49-4-1.10 _ 743

2 2 h, =2
5.Partikularni feSeni y,: y, =c,e’* +c,e*

6. Zderivujeme partikularni feseni y, =c,e’* +c,e’*:
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Bakalarska prace

Radka Havlikova

r

y, =5c,e’* +2c,e**

’

7. Zderivované partikulérni feSeni y, =5ce’ +2c,e’* dosadime do

’

puvodni rovnice y, =2y,:

. bt S
8. Partikularni feseni y, : Ec,e' +c,e =y,

9. Potateéni podminka y,: y,(0)=1

’ . Pl v ¥ ’ 5 2.
Dosadime do partikularniho feseni y, =ce”™* +c,e™:
i 2.
1=c,e*® +c,e’’

l=¢ +c,

Po&ate¢ni podminka y,: y,(0)=-2

Dosadime do partikularniho feSeni y, = ECIESI +c,e’:

5 5.0 2.0
-2==ce" +c,e

—2=§c1 +c,
2

—2=§cl +€, /-2
2

-4 =5¢, +2¢,
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Ziskavam tedy v ramci feSeni pocatecni podminky dvé soustavy o
dvou nezndmych: 1=¢, +¢, —¢, =1-c¢,
-4 =5¢, + 2c,
Za ¢, dosadim do rovnice —4 = 5¢, + 2¢, :

-4=5(-c,)+2c,

-4 =5-5¢, +2c¢,
-9=-3¢c,
¢i=3

Za c,dosadim do rovnice ¢, =1-c¢,:

Za c,a ¢, dosadime do jednotlivych partikularnich feseni
P = +ice™

V= Ec,es“ +c,e’t:

y, ==2e> +3e*

y2 =t _Seﬁ.\' . 3621

) N ‘ ‘ yl =_285x+3el.\'
10. Partikularni feseni dané soustavy:

y, ==5¢** +3e**

Pi: y, =-2y,-»,

¥, =3 -2y, »(0)=1, »,(0)=2

r

1.Uprava soustavy metodou séitaci: y, =-2y, —y, /-2

’

Yo ==Y -2y, /'(_1)

- 106 -
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2y, =4y, -2y,

=Y, =¥ +2y,

’

Dostaneme: 2y, — y; =-3y,

r L

2. Pivodni rovnici y, =-2y, —y, zderivujeme: y, = —Zyl' -V s

’

’ r "

osamostatnime y, : y, =-2y, -y, ,
dosadime za y, do 2y, —y, =-3y,:

2y, +2y, +y, =-3y

L

y, +4y, +3y, =0

" r

3. Rovnice o jedné neznamé: y, +4y, +3y, =0

4.Charakteristicka rovnice: A’ +4h+3=0

o oAENI6=4:13 442 b =-1
= 2 2 h,=-3
Yy =€

5.Partikuldmi feSeni y,: ~ ' -y =ce +ce
Yy =€

6. Zderivujeme partikularni feSeni y, = c,e™ +c,e”":

r

-X -3x
Ny, == —3¢,€

r

7.Zay, ,y, dosadime do plivodni rovnice y, =-2y, — y,:

X

~ce ™ =3c,e™™ =-2ce* -2c,e” —-y,
y, =ce +3c,e™ =2ce* -2c,e”™
y, =—ce* +ce™
8. Partikularni feseni y,: y, =—ce * +c,e””
9. Potate¢ni podminka y, : »,(0)=1

» =1
x, =0
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Dosadime do partikularniho fedeni y, =c,e™ +c,e":
i= Cle(—l}ﬂ +Cle(_m
l=¢ +c,

Pocate¢ni podminka y,: y,(0)=2

Yo = 2

x, =0
Dosadime do partikularniho feSeni y, = —c,e™ +c,e":
(-3)0

2= —c,e"l}0

+c,e
2=-¢, +c,
Ziskavam tedy v ramci feSeni pocateéni podminky dvé soustavy o
dvou neznamych: 1=¢, +¢, —¢, =1-c,

2= =0 4L,

Za ¢, dosadim do rovnice2 = —¢, +¢,:

2=—(1-¢,)+c,
2=-1+2c,
3=2c,
-

2

Za c,dosadim do rovnicec, =1-c,:

c,=1—i

2

i =——

2

Za c,a ¢, dosadime do jednotlivych partikularnich reSeni
y,=ce* +c,e™

-X —3x
y2 =_C|e +Cze
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b) Eulerova metoda

Je-li y'=A(x)y soustava skonstantnimi koeficienty, pak jsou prvky matice
A(x)konstanty. Eulerova metoda spo¢iva v tom, Ze nejprve najdeme :

1.Matici soustavy

2.Charakteristickou rovnici a kofeny feSeni této rovnice

3.Partikularni feSeni

4 Fundamentalni systém, ktery je tvofen jednotlivymi partikularnimi feSenimi.

5.0becné feseni homogenni rovnice.

Pt: y, =y +2y,

r

Y, =3y, -4y,

) 1 -2
1.Matice soustavy: A(x)z 3_4

2.Charakteristické rovnice: Det(4 — AE)=0

1-A4 2
Det =)

A
(1-aAX-4-4)-(3-2)=0
—4-A+41+ A -6=0

A +31-10=0
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Bakalarska prace Radka Havlikova
—3_'t\/9~—4-1-i—10i -3+ 7 A =2
/11,2 = = =
2 2 A, ==5

3.Hledani partikularniho feseni:

o=z (3 20

—h +2h, =0
—LZ

3h, —6h, =0

—h, +2h, = 0 —volim libovolné A =1

~1+2h, =0— 112=l

3h+h, =0

3h, + h, = 0—volim libovolné A =1

34+h,=0— hy=-3

u, =e>* : = e
0 -3) (-3¢

4 Fundamentélni matice ¥ = (u,,u, ):

C
5. Obecné feseni y =Y -C, kde C:[ 1

J je vektor konstant:
¢,

=440
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y, =ce +c,e”

6. Obecné feSeni: 1

2, -5,
Yo =50e =36

[

P y, =,
Vo =iVz
V=i,

2. Charakteristicka rovnice: Det(A4 - AE)= 0
=3 1 @
Detf 0-4 1|=0
0 1-4
(=2=2X=2)-(-1)]=0
(-4)-A22-1=0
(-2)-(A-1)-(4+1)=0
=0
- A, =1
A =-1

w

3.Hledani partikularniho feSeni:

i
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0 1 0)(h 0
a) A, =0 0 0 1|4h|=]|0
01 0)\h 0
h,=0
h,=0
h, =0

—volim libovolné A =1

1 1

#o=e"10=]0
0 0
1 1 0)(n) (0
b) 4, =1 0 -1 1||n|=|0
o 1 -1){n) lo
-h +h,=0
—hy+h, =0—LZ
h, —h, =0

—h, + h, = 0 —volim libovolné A =1
-1+h, =0— h, =1
hy=h,=0— h, =1

1\ (e

u, =e’|1|=| e’

1 P
1 1 0 h, 0
c) 4, =-1 0 1 1 ||h|=(0
0 1 1 h, 0

ho+h, =0

h, +h, =0—LZ
h,+h, =0

h, + h, = 0 —volim libovolné A, =1
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1 e
u, =e’|-l|=|-e”
1 e "

1 e,l' e—.‘
Y= 0 e -—-e”
0+ ¢t e’

G

5. Obecné feseni y =Y -C, kde C =| ¢, |je vektor konstant:

¥, =e+c,e" +ege
v w e, . x s -X
6. Obecné fedeni: y, =c,e” —c;e

x

Y, =c,e" +cze”

Cviceni:
=10 =188 Ly, =3e*c, +2e¥c,,
}’2' =3y, -8y, ¥ =ele; +e e
2/ N ===y [ =€"¢ +xe¥c,,
yz' =¥~V Y, = —Evz‘tcl —(x+1)e‘2‘cz]

AR =
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21 = Th 9, [y, =3e™¢c, +(3x+2)e™c,,
V:r =Yy ¥ =e Ve —(x+1)e™c,]
M =X [y, =ce”,
4 y, =y, 2 =6e,
y; =y, + Y3 =c e’ +cyxe’ ]
Y1 =0 [, =¢, +c,e” cosx+c,e” cosx,
5y, =, y, =—c,e" sinx +c,e" sinx,
y" = -y, Y3 =—C,e" cosx—c,e” cosx]
6/ w =3y, -3, [y, = 5¢, cosdx + 5¢, sin4x
y i S5y, -3y y, = (3¢, —4c, )cos4x + (4¢, + 3¢, )sin 4x]
2 1 2
2/ Yy ==Y =3V, [y, = cle“ +5¢'ze""
y; =2y, +12y, y, =—c,e** +2c,e]
' 1 ~5x 2x
= + 2 4 [yl =i +—¢
8/ y]' yl y- ] }/2(0):0 73 7
Y, = 3_}1 —4_})2 = __e—s_;- +_e2.r
| p=ge tge]
= -2, = e”*(cos3x —sin 3x),
9/}1' W y y,(0)=1.y2(0)=0 b7 ] ( : )
y, =5y, +3y, y, = e**(cos3x + 2sin3x)]
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Vi =200,
10/ y, =y, +2y,-10y,

'

V3 ==y, +2y,

r

» =4y -2y,-3y,

11y, =y, +¥;

y; =6y, -6y, +5y;

2 - 5
[y, =10c,e”* +c,e™ +c,e’”,
5x

y, =3c,e" =3c,e™,

2. -X Sx
Yy =ce’ +ce —cie’]

Y

[y, =ce* +ce™”,
2
Yy =ce’ ¥ce,

2x =
Yy =2c,e” —cye]

8.2. Nehomogenni soustava ODR 1.Fadu

Mgjme soustavu typu y' = A(x)y + f(x), kde f(x)je vektorové funkce nebo konstantni

vektor.

a) Metoda neur¢itych koeficienti:

Postup feSeni: 1. Homogenni soustava

2. Obecné feeni homogenni soustavy

3. Nehomogenni soustava rovnic

4. Partikuldrni feSeni nehomogenni soustavy

5. Obecné feSeni nehomogenni soustavy

Pt: y, =y,+1
Y, =y;+1
y; =y +1

1. Re$ime homogenni rovnici: y, =y,

Y3 = ¥y

Postup feSeni homogenni rovnice je uveden v kapitole 8.1.

Dostaneme obecné feSeni typu Y = c,u, +c,u, +c;u;,:

- 1156 -
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X

- X -
Y, =c¢ +c,e” +c,e
ks g S
Y=t ~ue
L X -X
I, =c.e" +ce

X

¥ =¢ +c,e" +c,8™
2. Obecné feSeni homogenni rovnice: ¥, =c,e” —c,e™”

Y, =¢,e* +ce™
3.Resime nehomogenni rovnici metodou neuréitych koeficientt

4.Stanovime tvar partikularniho feseni nehomogenni rovnice

Y, =y, +1
Y, =y;+1
y; =y +1
K
Partikularni feSeni bude tvaru: Y, = ik |
M

kde y, =K,y,=L,y, =M:

»n=K
y,'=0
y, =L
y;:()
v, =M
y3'=0

5.Dosadime za y,,y,,¥;,¥, -V, »¥; do pivodni soustavy rovnic

118
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n =y, +1
Y, =y;+1
yi =n+l:

0=L+1—> L=-1
0=M+1>M=-1
0=K+1—K=-1

Za K,L,M dosadime zpatky do rovnice partikularniho feSeni

K
Yo =| L
M
-1
y,=|-1
-1
-1
6. Partikularni feSeni nehomogenni rovnice: y, =| -1

7.0becné feSeni nehomogenni soustavy:

y=¥Y+y,
c, +ce” +ce™ =
y=|ee” —ce™ +| -1
c,e’ +ce” ==l

Y= +6,e +ee —1
- E | -x
¥ =68 —ge " —1

Yy =c.e° +ce —1

AL
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8.0becné feseni nehomogenni soustavy:
—_— v x =X
¥, =6 e v —1
= X X
Y, =068 —c.e =1

Yy =ce" +ce —1

Y, =y +3y, +e"

¥ =3y 4y, =2

Pi:

W =y+3y,

Y, ==30+),.

1. Resime homogenni rovnici:

Postup feseni homogenni rovnice je uveden v kapitole 8.1.

Dostaneme obecné feSeni typu: ¥ =c,u, +c,u,

cos3x .[sin3x
Y =c¢, ) +c.e
—gin3x © \cos3x

Y, =c¢, cos3x+c,e” sin3x

Y, =—c, sin3x +c,e” cos3x

- ) ) . Y, =ccos3x+c,e sin3x
2. Obecné feseni homogenni rovnice: )

Y, =—¢,sin3x+c,e” cos3x
3.Resime nehomogenni rovnici metodou neuréitych koeficienti

4.Stanovime tvar partikularniho feSeni nehomogenni rovnice
’
X
y =y +3y, te
r

Y, ==3y,+y, -2e":

Ke*
Partikularni feSeni bude tvaru: y p = {L . ]
e
kde y, = Ke*,y, = Le":

¥, =Ke*
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y =Ke’
¥, = Le*
y, =le*

13

r
5.Dosadime za y,,y,,¥, ,», do plivodni soustavy rovnic:

»n =y +3y,+e

r

Yy =3y, +y, —2e":
Ke™ = Ke* +3Le" +e"
Le* =-3Ke" + Le" - 2e"
0=3Le" +e¢”
0=-3Ke" —2¢"
0=3Le* +e" /:e"

0=-3Ke* -2e*/:¢e"

0=3L+1
0=-3K-2
AN
3
B
3

Za K, L dosadime zpatky do rovnice partikularniho feseni

. Ke* _
* Le* )

=448/
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6. Partikularni feSeni nehomogenni rovnice: y, =

7.0becné feSeni nehomogenni soustavy:

Y=C Uy +Co U, +y,

y=¥+y,
. ===
cos3x [ sin3x 3
y=¢| . +c,e +
—sin3x cos3x 1 o
X o 2 X
¥, =¢;co83x +¢c,e sin3x —ge
2 X 1 X
Y, =—¢;sin3x+c,e” cos3x — i
8.0becné feSeni nehomogenni soustavy:

; 2
¥ =6, e083x 4 c 8" sm3x—§e

. 1
Y, =—c,; sin3x + c,e” cos3x —ge‘

b) Metoda superpozice:

Postup feSeni: 1. Homogenni soustava rovnic
2. Obecné feSeni homogenni soustavy
3. Nehomogenni soustava rovnic
4. Partikularni feSeni nehomogenni soustavy

5. Obecné feSeni nehomogenni soustavy
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r

Pt: y, =y, +3y, +¢"

Yy ==3) 4y, +1

r

1. Redime homogenni rovnici: y, =y, +3y,

’

Yo =30+ ,.
Postup feseni homogenni rovnice je uveden v kapitole 8.1.

Dostaneme obecné feseni typu: ¥ = ¢ u, +c,u,
cos 3x [ sin3x
=q¢| | +,e
~ S 3% cos 3x

Y, =¢,cos3x +c,e” sin3x

bt

Y, ==c,sin3x+c,e" cos3x

L ! . Y, =c cos3x+c,e" sin3x
2. Obecné feseni homogenni rovnice:
* X
Y, =—c,sin3x+c,e” cos3x
3.Res$ime nehomogenni rovnici metodou superpozice:

1/ y, =y, +3y,+e"

Yy =3y, + ),

2/ y, =y +3y,

Y, =3y, +y,+1

4. Hledame partikularni feSeni nehomogenni rovnice ve tvaru:

Adl/ y, =£K6:J kde y, = Ke*,y, = Le*:
v, = Ke”
y]' = Ke*
¥, = Le*
yz' =Fe"
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’ r r

Dosadime za y,,y,,y, .y, do soustavy rovnicy, =y, +3y, +e"

r

Yy =3y + e
Ke* = Ke* +3Le" +e”
Le* =-3Ke" + Le”
Soustavu upravime: 0 =3Le" +e”

0=-3Ke*—K=0

—e* =3Le*
—e* =3Le" /:e"
=l=37
1
=it i
3
, Ke*
Za K,L dosadime zpét do partikularniho feSeni y, = ( ] :
Le*
0
yPl = X

=M
yl’=
¥, =N
y2'=0

r ’ ’

Dosadime za y,,y,,y, .y, do soustavy rovnic y, =y, +3y,

r

Y, ==3y,+y,+1:
0=M+3N—->M=-3N
0=-3M+N +1
0=-3(-3N)+N +1

=125



OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE (Sbirka priklad{)

Bakalarska prace Radka Havlikova
-1=10N
L
10
(3
10
=i
10
; . M
Za M,N dosadime zpét do partikularniho feseni y, = (N ] :
3
| 10
Yoy = B i
10

Hledané partikulrni feSeni je tvaru:y, =y, + ,

IS
= +
-yP _lex _i
10
5. Partikularni feSeni nehomogenni soustavy:
=
10
= +
yP - le.r ~ L
10
6. Obecné feSeni nehomogenni soustavy:
Y= U e U vy,
y=¥+y,
3
; 0 =
cos 3x [ sin3x 10
¥ =€ . +c,e + 1 -
—sin3x cos3x ——e" A
10
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0 3
¥, =¢,co83x +c,e s1n3x+ﬁ

. 1 1
¥, =—¢,sin3x +c,e” c()s3x—§e)r -

10

7.0becné feSeni nehomogenni soustavy:

. 3
¥, =c¢,co83x +c,e" sin3x + i

: 1
¥, =—¢, sin3x + ¢, e’ cos3x——3—ejr -—

-124 -
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Cviceni:
Najdéte partikularni feSeni:
; 3
=3y, +2y, +1 95
1 y], ¥ Tak; Ly, = 285 ]
Y, ==2y;+Ty, +2 _S
25
, 316”
=-S5y, -y, +7e 26
o }’y, =) v, 226 ]
Y, =2y, -3y, -3¢ —-—e"
13
=7y, -18y, +12¢~ 3¢~
3 yl' Y ¥y e Wy, e_xj]
Y2 =3y, -8y, +5¢” S
W =y, +1 -1
4 y, =y, +1 [y, =|-1]]
y; =8y, +8 =1
Ry, R 2672
5/ yl' ¥y =X Iy, £ J]
Y, =y +4y, + 2™ 8
: 1 4
V=X =Yt 37
61 = = > 2l
Y, =2y +y, -1 —X+—
3 9
rs -2y, +e’ —{x+1)e*
2 h 2 . ( _r)e ]]
Y, =N +2y, +xe’ o
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9. Vyuziti obyc¢ejnych diferencialnich rovnic
v praxi

Obycejna diferencialni rovnice je od svého vzniku spojena s feSenim problému
geometrie, fyziky, matematiky a pronikd i do dalSich véd, jako je ekonomie, medicina
apod.

V geometrickych aplikacich ODR mame vétSinou ur€it rovnici kiivky zadané
nékterymi svymi vlastnostmi. Tyto vlastnosti se ¢asto tykaji jejich teCen nebo poloméru
kfivosti. Jde o kiivky zadané vlastnosti teCny, ¢i zadané polomérem kfivosti.
Zajimavym prikladem je parabolické zrcadlo, kdy se pomoci ODR snazime najit tvar
zrcadla, které odrazi svétlo bodového zdroje do sméru dané polopfimky. Ukazuje se, Ze
zrcadlo musi mit tvar paraboly.

Typickou tlohou z elektrotechniky je feSeni elektrického obvodu. Resenim
elektrického obvodu rozumime obvykle nalezeni hodnot proudi a napéti ve viech jeho
¢astech. Obsahuji-li obvody pouze rezistory, fesi se obvody pies algebraické rovnice
nebo jejich soustavy. Jsou-li sou¢astmi obvodu i kondenzatory a civky, jsou tyto
obvody popsany diferencidlnimi a integro-diferencidlnimi rovnicemi, nebo jejich
soustavami.

Pouziti oby¢ejnych diferencialnich rovnic v biologii je obdobné jako v jinych
odvétvich. Jsou vyuzivany jako prostiedek k ziskani matematickych modell ur¢itych
jevu a zakonitosti v biologii. Pouziti je vskutku rozmanité — modeluje se rist rostlin,
rist populace Zivych organismi, rovnovdha po¢tu druhii na ostrové, symbiéza dvou
druh, $ifeni kapavky, pohyb mravenci aj.

Analyzy v ekonomii jsou velmi vhodné k aplikaci rozmanitého matematického
aparatu. Zatimco vétsina zakladnich ekonomickych pojmu vyzaduje pouze jednoduchou
matematiku, pokro¢ilej$i teorie vyzaduje jiz rozsahlejsi sadu matematickych nastroju.
Pouziti diferencidlnich rovnic za¢ind u jednoduchych tvart, kdy napf. zjiStujeme
vlastnosti kiivek popisujicich ur€ity ekonomicky jev, nebo sledujeme, jak ovlivni vyvoj
(na case ¢i jiném parametru) jedné veliCiny prubéh veli¢iny jiné. Slozitost
diferencidlnich rovnic narusta s jejich pouzitim v riznych modelech, kterymi chtéli

rizni badatelé popsat urCité zékonitosti ekonomiky, a tyto rovnice mohou tvofit
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i soustavy. Ukolem modeli obecné je osvétlovat plisobeni riiznych proménnych skrze

chovani jinych proménnych a skrze zpiisob, jak se proménné ovliviuji navzijem.
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